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Vorfasser  und  Verleger  dieses  Werkes  behalten  sich  das  Becht  der  üebersetcang  in  fremde  Spraclien 
vor,   und   werden  ebensowohl   den   Nachdruck   als  die  unbefugte  Uebersetzung  mit  allen  gesetzlichen 

Mitteln  verfolgen. 


Vorwort  znr  ersten  Anflage. 


Es  ist  in  den  letzten  Lebensjahren  Jacob  Steiner's  einer  seiner 
Lieblingswünsche  gewesen,  die  beiden  Hauptverlesungen,  welche  er 
regelmässig  an  der  Berliner  Universität  hielt;  herauszugeben.  Leider 
war  aber  die  Gesundheit  des  grossen  Geometers  in  diesen  Zeiten  der- 
art erschüttert;  dass  er  selbst  nicht  daran  denken  konnte,  die  mit 
grosser  Mühe  verbundene  Arbeit  auf  sich  zu  nehmen,  und  so  blieb 
es  dem  Verfasser  dieses  Buches  vorbehalten;  bei  üebernahme  der 
hinterlassenen  Schriften  Steiner's ;  die  Herausgabe  der  Vorlesungen  in 
erster  Linie  zu  besorgen. 

Es  bot  sich  von  selbst  dar;  dass  der  Anfang  mit  der  Vorlesung: 
,,  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  und  einiger  andern  CurveU;  synthe- 
tisch und  elemeaitar  entwickelt"  gemacht  wurdC;  denn  für  diese  er- 
gaben sich  in  einem  etwa  80  Seiten  haltenden  ManuscriptC;  betitelt: 
,;Popaläre  Kegelschnitte"  hinreichende  Anhaltspunkte.  Zudem  stellte 
Herr  Professor  Dr.  Sidler  in  Bern  mit  der  verdankenswerthesten  Be- 
reitwilligkeit  dem  Verfasser  ein  ausgezeichnet  geführtes  GoUegienheft 
der  Vorlesung  zur  Verfügung,  so  dass  es  nicht  schwer  hielt;  den 
Steiner'schen  Vortrag  bis  ins  Einzelne  zu  verfolgen. 

Immerhin  schliesst  sich  nur  der  zweite  [der  umfassendste]  Ab- 
schnitt des  vorliegenden  Buches ;  welcher  Ellipse,  Hyperbel  und  Para- 
bel gesondert  untersucht;  in  Inhalt  und  Anordnung  dem  Steiner'- 
schen  Manuscripte  an,  während  der  erste  und  der  dritte  Abschnitt,  die 
Hauptsätze  der  KreistheoriC;  die  Lehre  vom  geometrischen  Orte  und 
eine  gemeinsame  Behandlung  der  Kegelschnitte  enthaltend,  nach 
einigen  von  Steiner  in  seinen  Manuscripten  angedeuteten;  aber  nicht 
ausgefährten  Ideen  bearbeitet  wurden.  Auch  in  diesen  Abschnitten 
sind  die  meisten  Resultate  aus  der  erwähnten  Quelle  geschöpft;  nur 
glaubt  der  Herausgeber  ausdrücklich  für  die  Anordnung  derselben,  so- 
wie für  allföllige  Unrichtigkeiten  hier  die  Verantwortlichkeit  über- 
nehmen zu  müssen.  —  Da  in  dem  ganzen  Buche  nur  elementare 
Sätze  behandelt  werden;  so  war  die  Einfährung  historischer  Notizen 
sowie  aller  Quellennachweis  unnothig. 


VI  Vorwort  zur  ersten  Auflage. 

Alle  auf  Curven  höherer  Grade  bezüglichen  Sätze  des  Steiner^- 
schen  Manuscriptes  sind  in  diese  Bearbeitung  nicht  aufgenommen 
worden,  weil  sie  sich  meistentheils  auf  Untersuchung  projectivischer 
Gebilde  stützen.  Ein  Abschnitt,  der  in  der  ersten  Ausarbeitung  über 
die  elementaren  projectivischen  Beziehungen  dem  Buche  angefügt  war, 
ist  nach  genauer  Ueberlegung  in  der  Schlussredaction  gestrichen 
worden. 

Man  wird  ohne  Zweifel  an  mancher  Stelle  des  Buches  fohlen, 
dass  dasselbe  nicht  in  einem  Gusse  entstanden  ist;  es  möge  zur  Ent- 
schuldigimg angeführt  sein,  dass  dem  Verfasser  namentlich  in  den 
zwei  letzten  Jahren  durch  selbstständige  wissenschaftliche  Arbeiten 
und  durch  eine  oft  drückende  LehrÜiätigkeit  die  beste  Arbeitszeit  ent- 
zogen wurde,  so  dass  er  nur  ab  und  zu  sich  der  Ueberarbeitung  und 
Ausführung  seines  ersten  Entwurfs  widmen  konnte.  Vielleicht  er- 
kennt eine  wohlwollende  Kritik  auch  an,  dass  die  ungleiche  Behand- 
lung einzelner  Partieen  ihren  Grund  darin  hat,  dass  der  Verfasser 
diejenigen  Sätze,  welche  von  grösserer  Bedeutung  sind  und  mehrfach 
zur  Anwendung  kommen,  möglichst  ausführlich  erörterte,  während  die 
aus  ihnen  gezogenen  Folgerungen  so  kurz  als  irgend  thunlich  an- 
gedeutet sind.  Im  Uebrigen  sei  das  Buch  dem  mathematischen  Publi- 
kum zur  geneigten  Beurtheiluitg  empfohlen. 

Der  Bearbeiter  dieselr  Vorlesung  Steiner's  hatte  die  Absicht,  auch 
die  Vorlesung:  „üeber  die  neuern  Methoden  der  synthetischen  Geo- 
metrie" herauszugeben,  als  sich  glücklicherweise  Herr  Professer  Dr. 
Schröter  zur  B>edaction  derselben  bereit  erklärte,  so  dass  nun  die 
beiden  Vorlesungen  gleichzeitig  erscheinen  können;  die  Beziehungen 
zwischen  denselben  sind  leicht  aufzufinden  und  brauchen  hier  nicht 
näher  erörtert  zu  werden. 

Zürich,  im  Juni  1867. 


Vorwort  znr  zweiten  Auflage. 


Der  Natur  der  Quellen  dieses  Buches  entsprechend  sind  in  dieser 
zweiten  Auflage  desselben  fundamentale  Aenderungen  nicht  vorgenom- 
men worden.  Namentlich  haben  sich  im  zweiten  Hauptabschnitte: 
7;  Die  Kegelschnitte  in  spezieller  Behandlungsweise^^  alle  Zusätze  nur 
auf  die  Verwendung  von  Notizen  beschränkt^  welche  von  Steiner 
herrühren  und  von  mir  an  passend  scheinender  Stelle  in  den  ur- 
sprünglichen  Text  eingewoben  wurden. 

Für  die  beiden  andern  Hauptabschnitte  sind  allerdings  einzelne 
Parthieen  neu  bearbeitet  worden,  för  welche  ich  die  Verantwortung 
zu  übernehmen  habe.  Steiner  selbst  hat  in  seinen  verschiedenen  Ent- 
würfen über  den  Umfang  des  in  der  einleitenden  Vorlesung  zu  be- 
handelnden Stoffes  geschwankt  und  namentlich  in  den  letzten  der- 
selben gerne  die  elementaren  Sätze  über  projectivische  und  involuto- 
rische  Gebilde  zu  Hülfe  genommen.  Ich  habe  in  Rücksicht  auf  den 
zweiten  Band  dieses  Werkes  derartige  Anklänge  sowie  schon  in  der 
ersten,  jetzt  auch  in  der  zweiten  Auflage  durchaus  unberücksichtigt 
gelassen,  dagegen  zur  Abrundung  und  Vervollständigung  des  Ganzen 
eine  Reihe  Ton  Entwicklungen  und  Betrachtungen  hinzugefügt^  die 
zum  Theil  anderweitigen  Arbeiten  Steiner^s  entnommen^  zum  Theil 
durch  dieselben  angeregt  und  wie  ich  hoffe  im  Sinne  des  Urhebers 
ausgeführt  sind. 

Im  September  1875. 

C.  P.  G. 
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Einleitung. 


Erstes  Kapitel. 
Der  Ereis. 

§.  1.    Die  Potenz. 

ZidU  man  von  einem  Punkt  P  ausserhalb  des  Kreises  M  zwei  he- 
lidfige  Secanien  PAP  und  PAP"  durch  denselben,  so  entstehen  a^f  jeder 
der  leiden  von  P  an  gerechnet  0wei  Abschnitte  derart,  dass 

PA'PB  «^  PA' .  PP^ 

ivird. 

Es  ist  nämlich 

LAP^Pr^j±'BP 
da  die   Winkel    bei 
B  und  B'    als    Pe- 
ripheiiewinkel     über  -^ 
demselben       Bogen, 
die  Winkel    bei    AS- 
ond  A'  als    Neben- 
mkel   Ton    solchen 
einander  gleich,  sind. 
Es  folgt  hieraus  die 
Proportion 

PB:BP^AP:PA 

Ton  welcher  die  aufgestellte  Gleichung  eine  unmittelbare  Consequenz  ist. 
Bas  Prodttet  PA  •  PB,  todches  für  jede  durch  P  gelegte  Secante  den 
nämlichen  Werth  behalt,  wird  die  Potenz  des  Punktes  P  in  Bezug  auf 
den  Kreis  M  genannt  Es  gibt  zwei  besondere  Lagen  der  Secante, 
die  zur  Berechnung  der  Potenz  besonders  geeignet  sind.  Die  eine 
^bt  in  dem  durch  M  gezogenen  Durchmesser 

bteiner,  yorlemunsfia  1.    2.  Aufl.  1 


Erstes  Kapitel. 


PA, .  PB,  =  (a  +  r)  {a-r)  =  a^  —  T^, 

wenn  r  den  Radius  des  Kreises  M  und  a  die  Entfernung  des  Punktes 
P  von  dem  Mittelpunkte  M  bedeutet;  die  andere  geht  von  der  Tangente 
aus  und  ergibt 

wo  t  die  Länge  der  von  P  aus  an  den  Ereis  gezogenen  Tangente  be- 
zeichnet. — 

Fig.  8.  Analoge    Betrachtungen    gelten, 

wenn  man  von  einem  Punkte  P 
innerhalb  des  Kreises  ausgeht.  Wer- 
den durch  P  die  beiden  Sehnen  AB 
und  AB  gezogen^   so  ist  wieder 

AAB'PcoÄBP, 

da  die  Winkel  bei  A  und  Ä  sowie  die- 
jenigen bei  B  und  B'  als  Peripherie- 
winkel über  dem  gleichen  Bogen 
übereinstimmen.    Aus  der  Proportion 

PB'iBP^APiPÄ 

ergibt  sich  also  ebenfalls 

PA'PB  =  PA'    PB  \ 

Als  besondere  Lagen  von  AB  treten  hervor:  der  Durchmesser  PM 
und  die  zu  ihm  senkrechte  Sehne  SS',  jener  die  grösste,  diese  die 
kleinste  von  allen  durch  P  gehenden  Sehnen  des  Kreises.  Im  ersten 
Falle  findet  man 

PA'PB  =  {r  +  a){r  —  a)=v^  —  a\ 

wo  r  und  a  die  gleiche  Bedeutung  haben  wie  vorhin.  Ist  im  zweiten 
Falle  s  die  halbe  kleinste  Sehne,  so  ergibt  sich 

PA'PB  =  s*. 

Will  man  auch  für  einen  innern  Punkt  das  Product  PA  •  PB  als 
die  Potenz  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  den  Kreis  M  bezeichnen^  so 
ist  es  von  Vortheil,  neben  dem  absoluten  Werthe  von  Strecken  auch 
das  Vorzeichen  derselben  zu  berücksichtigen.  In  diesem  Sinne  wird 
man  bei  einer  mit  AB  bezeichneten  Strecke  ihre  Richtung  als  von 
A  nach  B  hingehend  annehmen  ^  so  dass  BA  diB  gleiche  Strecke, 
aber  in  entgegengesetzter  Bichtung  gemessen  bedeutet.  Wenn  also 
AB  mit  dem  positiven  Vorzeichen  genommen  wird;  so  muss  BA  das 
negative  Vorzeichen  erhalten ^  damit  die  Gleichung  AB  -{-  BA  ==  0 
erfüllt  sei,  welche  geometrisch  gedeutet  ausdrückt,  dass  das  successivc 
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DDrcUanfen  der  Strecken  AB  und  BA  zum  Ausgangspunkte  der  Be- 
wegung zurückfiQirt.  Wenn  überhaupt  auf  einer  Geraden  verscliiedene 
Strecken  gegeben  sind^  so  wird  man  sofort^  nachdem  eine  der  beiden 
in  der  Geraden  enthaltenen  Richtungen  als  die  positive  bezeichnet  ist^ 
von  jeder  Strecke  das  Vorzeichen  angeben  können. 

Wendet  man  die  Unterscheidung  positiver  und  negativer  Strecken 
aof  die  Potenz  an,  so  ergibt  sich:  für  einen  Punkt  ausserhalb  des  Kreises 
\ä  die  Potenz  positiv j  für  einen  Punkt  innerhalb  desselben  negativ,  denn 
im  ersten  Falle  sind  die  Strecken  PA  und  PB  gleichgerichtet,  im 
zweiten  Falle  eni^egengesetzt.  Man  muss  also  für  einen  innem  Punkt 
die  früher  gefundenen  Werthe  der  Potenz  modificiren,  so  dass 
PA  'PB  =  a^  —  t^,  [eine  allgemein  gültige  Formel] ,  oder  PA  •  PB 
=—  s*  wird. 

Aehnlich  wie  bei  Strecken  kann  man  auch  bei  Winkeln  das  Yoi^- 
zeichen  unterscheiden.  Es  geschieht  diess  am  einfachsten  in  folgender 
Weise:  Man  bezeichnet  in  einem  Kreise  diejenige  Richtung  als  die 
positive,  welche  der  Bewegungsrichtung  eines  von  vorn  gesehenen 
Uhrzeigers  entgegengesetzt  ist  und  hat  damit  sofort  ein  Merkmal  zur 
Bestimmung  des  Vorzeichens  eines  Bogens^  der  auf  einem  beliebigen 
Kreise  gelegen  ist.  Man  gibt  einem  Centriwinkel  das  nämliche  Vor- 
zeichen wie  dem  Bogen  auf  welchem  er  steht  und  setzt  zugleich  fest, 
dass  Centriwinkel  und  Peripheriewinkel  über  gleichen  Bogen  auch 
gleiches  Vorzeichen  haben  sollen.  Da  für  alle  Kreise  in  der  Ebene 
die  positive  Richtung  die  nämliche  ist  und  jeder  Winkel  zum  Centri- 
winkel oder  Peripheriewinkel  gemacht  werden  kann,  so  ist  für  alle 
Winkel  in  der  Ebene  eine  übereinstimmende  Regel  zur  Festsetzung 
des  Vorzeichens  gegeben.  V 

Diess  constituirt  einen  wesentlichen  Unterschied  zwischen  Winkeln 

und  Strecken,  insofern  für  Winkel,  welche  verschiedene  Scheitel  haben, 

eine  einheitliche  Vorzeichenbestimmung  stattfindet,  während  für  Strecken 

aaf  verschiedenen   Geraden  diess  nicht  der  Fall  ist.     Der  Grund  liegt 

darin,  dass  eine  Gerade  als  Kxeis  von  unendlich  grossem  Durchmesser 

aufzufassen   ist,   dessen   Mittelpunkt  auf   einer    senkrechten    Geraden 

nach  der  einen   oder  andern  Richtung  hin  im  Unendlichen  angenom- 

aien  werden  kann.  —  Immerhin  wird  man  in  Dreiecken,  deren  Winkel 

Ji  einem  bestimmten  Sinne  gemessen  werden,  die  gegenüberliegenden 

^eiten  in  gleicher  Reihenfolge  zu  durchlaufen  und  ihnen  die  gleichen  Vor- 

2<;ichen   beizugeben    haben.     In   dieser   Weise    sind   aus  d^n  Figuren 

1  und  2.  durch  ähnliche  Dreiecke  die  nöthigen  Proportionen  mit  den 

•atsprechenden  Bezeichnungen  abgeleitet  worden.  — 

Durch     seine  Potenz    77    nach    dem    Kreise    M  ist    der  Punkt 

1* 
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P  nicht  vollständig  bestimmt,  er  kann  im  Allgemeinen  beliebig  auf 
einem  mit  M  conzentrischen  Kreise  angenommen  werden,  dessen  Ra- 
dius a  =  y r*  +  n  ist  Für  —  oo  <  il<  —  r*  ist  die  Bestimmung 
von  a  unmöglich;  für  11  =  ^  r^  findet  man  a  =  0,  d.  h.  P  fallt  mit 
dem  Mittelpunkte  M  zusammen,  für  77  =  0  ergibt  sich  als  Ort  des 
Punktes  P  der  Kreis  M.  — 

Die  bisherigen  Entwicklungen  dienen  dazu,  einen  Kreis  zu  finden^ 
der  durch  snvei  gegebene  Punkte  A  und  B  geht  und  eine  geg^)ene  Gerade 
O  berührt. 

Flg.  8. 

Wenn  man  den  Schnittpunkt 
der  Verbindungsgeraden  AB  mit 
6r  als  P  in  die  Figur  einführt, 
so  ist  die  Potenz  von  P  nach 
dem  gesuchten  Kreise  gleich 
PA  •  PB.  Diese  Grösse  ist  zu- 
gleich das  Quadrat  der  Tangente, 
die  von  P  an  den  Kreis  geht. 
Wenn  man  also  von  P  aus  auf 
G  die  mittlere  Proportionale  aus 
PA  und  PB  nach  beiden  Rich- 
tungen 'hin  abträgt,  wie  es  die 
Figur  anzeigt,  so  entstehen  zwei 
Punkte  C\  und  C^  von  denen 
jeder  als  Berührungspunkt  eines  durch  A  und  B  gehenden  Kreises 
mit  G  sich  darstellt  Da  wo  das  in  der  Mitte  ^  von  AB  auf  AB 
gefönte  Perpendikel  mit  den  in  C^  und  C^  auf  G  errichteten  Senk- 
rechten zusammentrieb  hat  man  also  die  Mittelpunkte  M^  und  M^  der 
gesuchten  Kreise,  womit  die  gestellte  Aufgabe  als  gelöst  betrachtet 
werden  kann. 

Es  ist  stillschweigend  vorausgesetzt  worden,  dass  A  und  B  auf 
der  •nämlichen  Seite  von  G  liegen;  denn  nur  in  diesem  Falle  ist 
PA  •  PB  positiv,  so  dass  eine  Quadratwurzel  aus  der  Potenz  —  mit 
andern  Worten  eine  mittlere  geometrische  Proportionale  aus  PA  und 
PB  wirklich  vorhanden  ist.  Liegen  A  und  B  auf  entgegengesetzten 
Seiten  von  G,  so  ist  PA-  PB  negativ  und  die  Construction  des  ver- 
langten Kreises  wird  unmöglich.  Im  Grenzfall,  wo  einer  der  Punkte 
A  oder  B  auf  G  selbst  liegt,  existirt  eine  einzige  Lösung,  weil  dieser 
Punkt  dann  zugleich  Berührungspunkt  ist,  so  dass  die  Construction 
sich  wesentlich  vereinfacht. J  Ein  anderer  specieller  Fall,  der  im  All- 
gemeinen zwei    Lösungen  zulässt,  die  auch    ohne    Zuhülfenalime    der 
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Lehre  von  der  Potenz  gefunden  werden  können ,  tritt  ein,  wenn  A 
and  B  zosammenf allen,  aber  die  Richtung  ihrer  Verbindungsgeraden 
gegeben  ist.  Man  muss  dann  einen  Kreis  construireuj^  von  dem  zwei 
Tangenten  und  der  Berührungspunkt  auf  einer  derselben  bekannt  sind. 

§.  2.   PotenzUnie  und  Potenzpunkt. 

Ein  Kreis  bestimmt  für  alle  Punkte  in  der  Ebeij^e  die  in  Bezug 
anf  ihn  genommene  Potenz.  Nimmt  man  einen  zweiten  Kreis  hinzu, 
so  kann  man  fragen:  ob  es  Pimkte  gebe,  welctie  für  die  beidem  Kreise 
dieselbe  Potenz  erzeugen.  Zur  Beantwortung  setzen  wir  zunächst  vor- 
aus [was  übrigens  von  keinem  Einfluss  auf  die  Beweisfiihrung  istj, 
dass  die  beiden  Kreise  ausser  einander  liegen. 

Sei  P  irgend  einer  der  Punkte  gleicher  Potenz,  so  ist  für  ihn, 
wenn  r^  and  r^  die   Radien   der   beiden   Kreise   bedeuten,  d  den  Ab- 

Fig.  4. 


stand  ihrer  Mittelpunkte  M^  und  M^  bezeichnet  und  femer  die  Ent- 
fernungen des  Punktes  P  von  diesen  Mittelpunkten  s^  und  62  genannt 
werden,  die  Potenz  nach  M^  :p^  =  s^  —  r,*,  wie  der  §  1  unmittelbar 
ergibt   und    die   Potenz   nach   M^ :  p^  =  s^  —  r,*,  also   da  |)i*  =  p^ 

sein  soll: 

s^^  —  ri«  =  S2'  -  rg^ 
"der 


Si   3    c    *    — —   ♦•   *     — .    Y   " 


Umgekehrt :  gilt  für  die  Abstände  s^  und  s^  eines  Punktes  P  von 
Jf,  und  M^  die  zuletzt  geftindene  Gleichung,  so  hat  derselbe  in  Be- 
7':g  auf  die  beiden  gegebenen  Kreise  dieselbe  Potenz. 

Sei  Q  der  Fusspunkt  des  von  P  auf  M^M^  gefällten  Perpendikels 

so  ist 


' 
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also 

Für  irgend  einen  Punkt  P'  des  Perpendikels  ist  aber,  wenn  dessen 
Abstände  von  M^  uni^M^  mit  s/  und  s^'  bezeichnet  werden: 

und 

s/2  _  5/2  =  M,Q'-  M,Q'  =  r,2  -  r, 

d.  h.:  das  von  P  auf  31^  M^  gefällte  Perpendikel  ist  der  Ort  der  Punkte 
gleicher  Potenzen. 

Es  bleibt  nur  noch  übrig  den  Punkt  Q  zu  bestimmen,  wozu  die 
Gleichungen  dienen: 

M,Q  +  QM,  =  d',        M,Q'  -  Q3f,^  =  r,'  -  r/. 

Die  Division  der  zweiten  Gleichung  durch  die  erste  gibt 

SO  dass  man  durch  Verbindung  mit  der  ersten  Gleichung  erhält: 

2  3I,Q  =  d+^'~^-r^;  2  Q3I,  =  d-  '-^^^'. 

Hiermit  ist  Q  für  alle  beliebigen  Lagen  der  Kreise  unzweideutig  be- 
stimmt, insofern  die  Vorzeichen  der  Strecken  gehörig  berücksichtigt 
werden.  Alles  zusammengefasst,  gilt  nun  der  Satz:  Der  Ort  aller 
Punkte,  welche  nach  zwei  gegebenen  Kreisen  die  gleiche  Potenz  erzeugen, 
ist  eine  unzweideutig  bestimmte  Gerade:  die  Linie  gleicher  Potenzen  odei- 
kürzer:  die  Potenzlinie  der  beiden  Kreise.  Und  umgekehrt:  Jeder  Punkt 
dieser  Potenzlinie  gibt  nach  den  beiden  Kreisen  die  nämliche  Potenz. 

Wir  gehen  jetzt  noch  darauf  ein,  die  Beziehung  anzugeben,  in 
welcher  die  Potenzlinie  zweier  Kreise  oder  die  Linie  der  gleichen  Tan- 
genten [was  offenbar  gleichbedeutend  ist],  zu  der  gegenseitigen  Lage 
der  beiden  Kreise  steht.  Schneiden  sich  zwei  Kreise,  so  fällt  die 
Potenzlinie  mit  ihrer  gemeinschaftlichen  Sehne  zusammen,  denn  für 
jeden  Schnittpunkt  der  beiden  Kreise  ist  die  Potenz  nach  dem  einen 
sowohl  als  nach  dem  andern  derselben  gleich  Null.  Berühren  sich  die 
Kreise,  so  ist  die  gemeinschaftliche  Tangente  .zugleich  Potenzlinie. 
Liegen  die  Kreise  aussereinander  so  geht  die  Potenzlinie  zwischen 
ihnen  durch,  ohne  einen  von  beiden  zu  schneiden,  und  wenn  endlich 
einer  von  den  Kreisen  den  andern  einschliesst,  so  liegt  die  Potenz- 
linie  ausserhalb  derselben  und  zwar  auf  der  Centralen  gemessen  mit 
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dem  Mittelpunkte  des  eingeschlossenen  Ejreises  auf  derselben  Seite  Yom 
Mittelpunkte  des  einschliessenden  Ejreises.  Da  für  conzentrische  Ejreise 
d  =  0  ist,  also  M^  Q  und  QM^  unendlich  werden,  so  liegt  in  diesem 
Falle  die  Potenzlinie  ganz  in  unendlicher  Entfernung. 

Aus  den  allgemeinen  Formeln  leitet  man  auch  die  Potenzlinien 
zweier  Kreise  ab,  von  denen  einer  sich  auf  seinen  Mittelpunkt  redu- 
zirt  hat,  ebenso  ergeben  sie  die  Losung,  wenn  einer  der  Kreise  in 
eine  Gerade  ausartet;  diese  selbst  ist  dann  die  Potenzlinie,  wie  man 
erkennt,  indem  man  den  einen  Radius  unendlich  gross  setzt  und  den 
zugehörigen  Mittelpunkt  entsprediend  ins  Unendliche  rückt.  — 

Drei  Kreise  M^M^M^  bestimmen  0u  je  zweien  genommen  drei  Po- 
ienzlinien,  welche  tvir  so  hezeichnen  wollen,  dass  M^M^  und  P^,  M^M^ 
und  P,,  MiM^  und  P,  zusam- 
mengehören; die  drei  Geraden 
P^P^P^  schneiden  sich  in  einem 
Punkte,  dem  PotenzpHnkte  der 
drei  Kreise. 

In  der  That,  sei  P  der 
Durchschnitt  von  Pj  und  Pg, 
so  ist  f&r  diesen  Punkt  die 
Potenz  nach  M^  gleich  der- 
jenigen nach  M^  und  ebenso 
die  Potenz  nach  M^  gleich  derje- 
nigen nach  M^ ,  also  auch 
die  Potenz  nach  M^  gleich  der- 
jenigen nach  M^,  d.  h.  P 
liegt  auf  der  Potenzlinie  P3  der 
Kreise  M^  und  M^. 

Zieht  man  von  P  aus  [insofern  diess  möglich  ist]  je  zwei  Tan- 
genten an  jeden  der  Kreise,  so  sind  dieselben  alle  gleich  lang  und 
ihre  Berührungspunkte  liegen  auf  einem  netten  Kreise,  der  die  drei 
gegebenen  rechtwinklig  schneidet,  wesshalb  er  ihr  OrihogonaJkreis  heisst. 

Die  bewiesene  Eigenschaft,  dass  die  drei  Potenzlinien  dreier 
Kreise  sieh  in  einem  Punkte  schneiden,  dient  dazu  die  Potenzlinie 
zweier  sieh  nicht  sditieidender  Kreise  M^  und  Jf,  zu  finden.  Man  con- 
struire  einen,  Kreis  Jfj,  welcher  sowohl  M^  als  M^  schneidet,  dann 
sind  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  von  M^  und  Jf^  und  von  M^  und 
Jf,  zwei  von  den  drei  Potenzlinien  der  Kreise  31^,  lf„  Jf,:  die  dritte 
gesuchte  geht  also  durch  ihren  Schnittpunkt;  sie  steht  zudem 
senkrecht  auf  der  Centrallinie  M^M^,  wodurch  sie  vollständig  be- 
stimmt ist. 
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Eine  zweite  Anwendung  des  Satzes  gibt  die  Gonstructian  des  Kreises^ 
todcher  durch  zwei  Punkte  Ä  und  B  geht  und  einen  gegebenen  Kreis 
K  berührt.  Sei  E^  der  gesuchte  Kreis ,  so  lege  man  durch  A  und  B 
einen   beliebigen   Kreis   Zj,   welcher   K  in  zwei   Punkten  G  und  B 


Fig.  6. 


r--v 


\ 


schneidet.  Die  Kreise  K  K^  K^  haben  aber  drei  Potenzlinien,  die 
sich  in  einem  Punkte  P  schneiden.  Die  Potenzlinie  von  K  und  K^ 
ist  CDy  diejenige  von  K^  und  K^  fallt  mit  AB  zusammen  und  die 
dritte  von  K  und  K^  geht  durch' den  Schnittpunkt  P  von  ^5  und  CD, 
Da  aber  K  und  K^  sich  berühren,  so  ist  ihre  Potenzlinie  die  gemein- 
schaftliche Tangente,  also  jedenfalls  Tangente  an  K.  Man  lege  des- 
halb von  P  aus  die  beiden  Tangenten  an  Kj  so  bestimmt  jeder  der 
beiden  Berührungspunkte  mit  A  und  B  einen  Kreis,  welcher  die  ge- 
stellte Aufgabe  löst  [die  zweite  Lösung  ist  in  unserer  Figur  mit  K^ 
bezeichnet]. 

Wenn  A  und  B  beide  gleichzeitig  ausserhalb  oder  innerhalb  K 
liegen,  so  liegt  P  ausserhalb  K  und  man  kann  die  beiden  nöthigen 
Tangenten  sofort  ziehen.  Liegt  einer  der  Punkte  auf  £*,  so  fallt  P 
mit  ihm  zusammen  und  es  gibt  von  P  aus  nur  noch  eine  Tangente  an 
K\  wenn  einer  der  Punkte  A  und  B  ausserhalb,  der  andere  innerhalb 
K  liegt,  so  liegt  P  im  Innern  des  Kreises  K  und  es  sind  dann  keine 
der  zur  Construction  nöthigen  Tangenten  mehr  vorhanden.  Die  Auf- 
gabe, einen  Kreis  zu  finden,  welcher  durch  zwei  Punkte  geht  und 
einen  gegebenen  Ejreis  berührt,  lässt  also   zwei,  eine  oder  gar  keine 
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Losung  ZQ^  je  nachdem  einer  von  den  drei  bezeichneten  Fällen  ein- 
tritt. Spezielle  Fälle  der  Aufgabe  können  leicht  im  Sinne  des  Schlusses 
von  §  1  gebildet  und  gelöst  werden. 


§.3.   Aelmliolikeitspunkte  und  Aelmliclikeitsaxen. 

Zieht  man  in  zwei  Kreisen  M^  und  M^y  die  vorderhand  als  einander 
ausschliessend  angenommen  werden j  zwei  parallele  Fig.  i. 

und  gleichgerichtete  Badien  M^B^^^r^j  und 
il^B^  =  r^,  so  geht  die  Gerade  B^B^  durch 
nnen  Punkt  A  auf  der  Verlängerung  der  Ge- 
raden M^M^y  welcher  für  jede  beliebige  Lage 
(kr  parallelen  Badien  derselbe  bleibt 

Es  ist  nämlich  A  M^BiÄ  c>o  M^B^Ä y  also 

M^Ä  :  M^A  =  r^ :  r^ , 

aus  welcher  Gleichung,  da  M^^A  —  M^A  = 
M^M^  isty  M^A  und  M^A  eindeutig  berechnet 
werden  können,  und  zwar  in  der  Art,  dass 
nur  die  Grossen  r^,  r^,  M^^^  M^  [aber  nicht 
die  Sichtung  der  Radien]  auftreten.  Der  Punkt 
A  heisst  der  äussere  AehnlichJceitspunkt  der 
Kreise  M^  und  M^]  er  ist  in  dem  angenom- 
menen Falle  zugleich  der  Durchschnittspunkt  der 
beiden  äussern  gemeinschaftlichen  Tangenten 
der  beiden  Ejreise,  weil  die  nach  den  auf  gleichen  Seiten  der  Centralen 
gelegenen  Berührungspunkten  gezogenen  Radien  parallel  und  gleich- 
gerichtet sind,  wie  es  die  Figur  verlangt. 

Werdefi  femer  in  M^  und  M^  zwei  parallele  y  aber  u/ngleichgerichtete 
Badien  M^C^  und  M^C^  gezogen,  so  schneidet  C^C^  die  Gerade  M^M^  in 
nMfn  Punkte  «7,  welcher  für  jede  beli^nge  Lage  der  parallelen  mid  un- 
iileichgerichteten  Badien  derselbe  bleibt,  da  aus  den  Gleichungen 

MiJ :  MgJ  =^r^:  r^     und     M^J  -|-  JM^  =  M1M2 

die  Stücke  MiJ  und  M^J  unzweideutig  berechnet  werden  können. 
Der  Punkt  J  heisst  der  innerere  Aehnlichkeitspunht  der  Kreise  M^  und 
M^-^  er  ist  der  Durchschnitt  ihrer  beiden  innern  gemeinschaftlichen 
Tangenten.  Es  ist  klar,  dass  die  Existenz  der  Punkte  A  und  J  un- 
abhängig ist  von  der  Möglichkeit,  an  die  Kreise  M^  und  M^  gemein- 
schaftliche Tangenten  zu  ziehen  und  dass  sie  nach  der  angegebenen 
Methode  immer  construirt  werden  können,  sobald  die  beiden  Ejreise 
nicht  conzentrisch  sind.    In  diesem  speziellen  Falle  muss  man  anneh- 
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men,   dass   beide    Aehnlichkeitspunkte    im   gemeinschafUichen    Mittel- 
punkte vereinigt  seien*). 

Zieht  man  durch  den  äussern  Aehnlichkeitspunkt  Ä  einen  be- 
liebigen geradlinigen  Strahl  G  und  von  M^  und  M^  aus  zwei  beliebige 
parallele,  gleichgerichtete  Gerade,  welche  G  in  a^  und  «2  schneiden 
mögen,  so  ist  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  MiU^A  und  Jfgag-^: 

• 

M^Ui :  Jf^ag  ^=  MiÄ  :  M^A  oder  da  ry^:r^  =  M^A:  M^A 

M^a^  :  Jl/2^2  =  ^1  :  ^2  • 

*'**f-  ®-  Wenn    umgekehrt 

"  diese  Relation   für  die 

Abschnitte  Jfj  a^  und 
3/2 «2  gilt,  welche  zwei 
von  Jfi  und  M^  aus- 
gehende parallele  und 
gleichgerichtete  Gerade 
mit  einem  Strahle  G 
bilden,  der  die  Centrale 
My^M^   auf  ihrer   Ver- 


-^^ 


♦)  Jeder  Punkt  P  der  Geraden  G  theilt  die  auf  derselben  gelegene  Strecke 

M  P 
MiM^  in  einem  bestimmten  Verhaltniss  1— -r,  =  X,    das,    wenn   auf   die    Vor- 

zeichen   Rücksicht  genommen   wird,   für  Punkte  auf  M^M^  selbst  negativ,  für 

Fig.  8. 


^ 


— r 


■+■ 


^> 


Punkte  ausserhalb  positiv  ist.  Als  spezielle  Fälle  sind  bemerkenswerth :  ffir 
P  =»  Ml,  ;i  =  0;  lür  P^üfj,  X  =  ±cx)  je  nachdem  man  P  [siehe  die  Fig.  8] 
rechts  oder  links  von  3f,  her  in  diesen  Punkt  hineinfallen  läset.  Fällt  P  mit  der 
Mitte  fiß  von  M^M^  zusammen,  so  ist  X  =  —  1 ;  wenn  P  im  Unendlichen  liegt, 
hat  man  X  »»  ^  1 . 

Ist   umgekehrt  M^  M^  gegeben,   so  gehört  zu  jedem  X  in  Folge  der  beiden 

M  P 

Gleichungen       *      =  X  und  M^P  -\-  PM^  =  M^  M^  nur  ein  einziger  unzweideutig 

bestimmter  Punkt  P.  [Hält  man  diess  auch  dann  noch  fest,  wenn  X  =  -|-  1  ist, 
80  folgt  dass  man  in  einer  Geraden  nur  einen  einzigen  unendlich  entfernten 
Punkt  annehmen  darf,  was  sich  später  noch  aus  andern  Gründen  ergeben  wird]. 
In  diesem  Sinne  kann  man  sagen:  Sind  zwei  Kreise  mit  den  Mittelpunkten 
Mj,  M^  und  den  Radien  r^f  r,  gegeben,  so  werden  der  äussere  Aehnlichkeits- 
punkt A  und  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  /  auf  der  Centralen  bestimmt  durch 
die  Gleichungen: 

M,A  __  _,    r,  ^     M,J  _  _  r. 
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längenmg  schneidet,  so  geht  G  durch  den  äussern  Aehnlichkeitspunkt 
A  der  beiden  Kreise.  Sei  in  der  That  Ä'  der  Durchschnitt  von 
G  mit  3fiM2y  so  ist  wegen  der  Aehnlichkeit  .der  Dreiecke  M^UiÄ 
und  M^cc^A': 

aber  nach  Voraussetzung  hat  man 

also  auch 

Ml  Ä  :  -flfg^'  =  ^1  :  r2 ; 

femer  hat  man  noch 

M^Ä  —  M^Ä  ^M^M^, 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  bestimmen  nach  Früherem  voll- 
kommen unzweideutig  den  Aehnlichkeitspunkt  Ä,  d.  h.  ^  und  Ä' 
fallen  zusammen,  die  Gerade  6r  geht  durch  den  äussern  Aehnlichkeits- 
punkt der  Kreise  M^  und  J^. 

Würde  G  die  Gerade  MiM^  auf  der  Strecke  M^M^  selbst  treflfen, 
so  konnte  man  in  durchaus  gleicher  Weise  zeigen,  dass  unter  Vor- 
aussetzung der  Relation 

der  Strahl  G  durch  den  innem  Aehnlichkeitspunkt  von  Mi  und  M^ 
geht. 

Fig.  10. 


^-^ 


Drei  Kreise  M^M^yM^  mit  den  Radien  ^1,^2; ''3  [ßf'^^cn  gti  je 
::tceien  aufgefasst,  sechs  Aehnlichkeitspunkten  den  Ursprung.  M^  tmd  31^ 
bestimmen  den  äussern  Aehnlichkeitspunkt  Ai  tmd  den  inviem  J^,  ebenso 
ergd)en  M^  und  Mi  die  Aehnlichkeitsptifücte  A^  und  J^  und  schliesslich 
fahren  noch  Mi  und  M^  zu  den  Aehnlichkeitspunkten  A^  und  Jg.    Es 
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gilt  nun  folgender  Satz:  Die  drei  äussern  AehnlichJceitspunkte  liegen  auf 
einer  Geraden  und  ebenso  liegt  jeder  äussere  Äehnlichkeitspunkt  mit  den 
beiden  ihm  nicht  eugetwrigen  innem  ÄehnliMeitspunkten  auf  einer  Ge- 
raden,  tvelchs  ÄehnlichJceitsa^xe  genannt  wird.  Es  entstehen  so  die  vier 
Systeme  Ä^,  A^,  A^\  Ä^,  Jg,  Jg;  J^  A^,  J^\  J^,  J^,  A^  die  auf  den  vier 
Aehnlichkeitsaxen  vertheilt  sind. 

Der  Beweis  wird  für  alle  Fälle  analog  geführt;  wir  geben  ihn 
hier  nur  für  das  System  der  drei  äussern  Aehnlichkeitspunkte  A^A^A^ 

Man  ziehe  die  Gerade  A^A^  und  durch  die  Mittelpunkte  Jtfi  Mg  JSfjj 
drei  unter  sich  parallele  Strahlen,  welche  AiA^  in  a^,o^,  und  a, 
treffen  mögen.  Da  A^A^  durch  den  äussern  Äehnlichkeitspunkt  A^ 
der  Kreise  M^M^  geht,  so  ist: 

M^tt^ :  M^a^  =  r^  \  r^  ^ 
ebenso  hat  man      \ 

also  auch 

d.  h.:  A^A^  geht  nach  dem  vorhin  bewiesenen  Satze  entweder  durch 
den  äussern  oder  durch  den  innem  Äehnlichkeitspunkt  der  Kreise 
M^  und  JIfg.  Da  aber  die  Mittelpunkte  der  Kreise  M^^M^^M^  auf 
einer  und  derselben  Seite  der  Geraden  A^A^  liegen,  so  sind  Ma^  und 
Ma^  nicht  nur  parallel,  sondern  auch  gleich  gerichtet.  Demnach  geht 
A^A^  durch  den  äussern  Äehnlichkeitspunkt  A^,  womit  bewiesen  ist, 
dass  die  äussern  Aehnlichkeitspunkte  dreier  Kreise  auf  einer  Geraden 
liegen.  Wie  dieser  Satz  und  die  drei  ihm  entsprechenden  auf  die 
Durchschnittspunkte  der  gemeinschaftlichen  äussern  und  innem  Tan- 
genten dreier  Kreise,  von  denen  jeder  ausserhalb  der  beiden  andern 
liegt,  übertragen  werden  können,  braucht  nicht  näher  angeführt  zu 
werden. 

Die  elementaren  Sätze  der  Transversalentheorie  lassen  sich  auf 
die  Lehre  von  den  Aehnlichkeitspunkten  in  so  leichter  Weise  anwen- 
den, dass  es  angemessen  erscheint  dieselben  hier  zu  diesem  Zwecke 
zusammenzustelleu,  um  so  mehr,  als  sie  uns  auch  bei  andern  Fragen 
gute  Dienste  erweisen  können. 

Werden  die  Seiten  M^M^,  M^My^,  M^M^  eines  Dreiecks  M^M^M,^ 

von  der  geradlinigen  Transversalen  T  resp,  in  den  Punkten  P^,  Pg,  P3 

gesfknitteny  so  ist: 

M^    M^P^    MJP^  ^    ,    . 
H^  Pi  '  Ml  P/  iHj  P3  ~"  "•" 

Dass  das  Vorzeichen  in  dieser  Relation  richtig  bestimmt  ist, 
geht  daraus  hervor,  dass  entweder  alle  drei  Verhältnisse  links  positiv 
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sind,  (wenn  die  Transyersale  ausser-  ^**  " 

halb  des  begrenzten  Dreiecks  JHf^ilfg^s 
liegt)  oder  eines  positiv  und  die  bei- 
den andern  negativ  (wenn  die  Trans- 
versale durch  die  Dreiecksfläche  hin- 
durchgeht). Was  den  absoluten  Werth 
des  Productes  anbetrifEt,  so  findet 
man  denselben,  indem  man  durch 
Ml  eine  Parallele  zu  T  legt,  welche 
M^M^  in  Ml  begegnet.  Es  ent- 
stehen so  zwei  Paar  ähnliche  Drei- 
ecke M^M^M^  und  P^M^Pi  einer- 
seits, My^M^M^  und  F^M^F^  an- 
dererseits.     Die  ersten  geben 

oder3f;P,  =  ^»^f^^3 

die  Eweiten: 

Jlf,Pi  :  Jlf,P,  =  M^'P, :  3f,P^  odet  M^'P,  =  -"^WT-~ 

8       2 

Durch  Gleichsetzung   der  beiden  Ausdrücke  für  M^F^  findet  man  in 
der  That  das  gesuchte  Product  als  der  positiven  Einheit  gleich. 

Wenn  umgekehrt  auf  den  Seiten  M^M^,  M^M^y  M^M^  des  Ih'eiecks 
M^M^M^  drei  Funkte  F^F^F^  so  gewählt  werden,  dass 

M,P,    M,P,    M,P,  _    ,    . 
M^P,'  M,P/  M,P,        "^ 

isty  90  liegen  diesdben  in  einer  Geraden. 

Wäre  diess  nicht  der  Fall,  sondern  würden  die  Seiten  M^M^  und 

die  Verbindungsgerade   F^F^   sich   in   P/    statt   in   Pj    begegnen,  so 

hätte  man 

m,p:    M,P,    M,P,^,    . 
M,P,''  M,P/  M,P,        "^  '' 

also  in  Verbindung  mit  der  vorausgesetzten  Gleichung 

M,P,~M,P,'' 
Es   gibt   aber   in   einer   Geraden   nur   einen   einzigen  Punkt,  welcher 
eine  in  derselben  enthaltene  Strecke  in  einem  gegebenen  Verhältniss 
theilt,  also  fallen  P^  und  P^'  zusanunen. 

Seien  jetzt  M^,  M^,  M^  die  Mittelpunkte  dreier  Kreise  mit  den 
Radien  r,,  r^,  r^,  femer  ^,,  A^,  Ä^  ihre  äussern,  eTj,  Jj,,  J^  die  innern 
Aehnlichkeitspunkte,  so  ist 
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Ti 
W 

M^  A^        fg 

M,A,_r 
]U,A^        r 

M^A^ 

M,A, 

M,  A^        r^  .  fs 

•  »•'         4-1 

also 


womit  bewiesen  ist^  dass  A^,  A2,  A^  in  der  nämlichen  Geraden  liegen. 
Weil  femer 

und  demnach 


-äfg^i    JfgtTg    3f|«73  ,    - 


ist;    so  liegen   auch   A^,  J^,  J^  auf  einer   Geraden.     Für  die  beiden 
andern  Aehnlichkeitsaxen  wird  der  Beweis  analog  geführt. 

Andere  Beziehungen  zwischen  den  Aehnlichkeitspunkten  gehen 
hervor,  wenn  man  von  dem  Satze  ausgeht: 

Zieht  man  von  den  Ecken  M^M^M^  eines  Dreiecks  Strahlen  nacfi 
einem  beliebigen  Punkte  0  in  seiner  Ebene,  welche  die  Gegenseiten  in 
Qi9  Q2)  Q3  ^neiden,  so  ist 

M,Q,     M,Q,    M,Q,  _  _ 

Die  Transversale  M2Q2  im  A  Q^M^M^  ergibt  nach  dem  eben  bewie- 
senen Satze: 


M,M, 


=  +  1. 


Fig.  12. 


Ebenso  findet  man  aus  der  Trans- 
versalen M^Q^  im  AQ^M^M^: 

durch  die  Multiplication  der  beiden 
letzten  Gleichungen  erhält  man  die 
zu  beweisende  Relation. 

ümgehehrt  gibt  der  Satz: 
Liegen  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks 
M^M^Mq  drei  Pwnkte  Q^,  Q^,  Q^ 
derart,  dass  das  Froduct  der  ent- 
stehenden Theilverhältnisse 

ist,  so  gehen  die  Geraden  M^  ^^  ,-5^2  02;  -^3  Qz  ^^^^*  ^^"^  '^^  denselben  Punkt 

Ginge   nämlich   die   Gerade,   welche   den  Schnitt  von  il^Q^  und 

Jkfjög  mit  jJfi  verbindet,  nicht  durch  Q^,  sondern  durch  einen  Punkt 
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Qy    der  Geraden  M^M^,  so  würde   durch  Verbindung  der  Gleichung, 
die    wir    als   zwischen  den  Theilverhältnissen  bestehend   voraussetzen 

mit  der  andern 

M^l    M^    M,Q,  ^        . 

welche    sich    ergibt,    weil   M^Q^,  -"^aög;  ^^Q^   durch    den    nänilidien 
Punkt  gehen,  folgen: 

Nadh  dem  schon  früher  angewandten  Schlüsse,  dass  es  auf  M^M^ 
nur  einen  einzigen  Punkt  gibt,  welcher  diese  Strecke  in  einem  vor- 
geschriebenen Verhältnisse  theilt,  müssen  aber  Qi  und  Q^  zusammenfallen. 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  das  System  der  Aehnlichkeits- 
punkte  dreier  Kreise  an,  so  ergibt  sich  zunächst:  Verbindet  man  die 
Mitidpunkte  dreier  Kreise  jeweilen  mit  den  von  ihnen  unabhängigen 
innem  AehnlickeitspunJcten  derselben,  so  gehen  die  entstehenden  Strahlen 
durch  den  nämlichen  Punkt  0. 

Fig.  13. 


Es  ist  unter  Beibehaltung  der  frühern  Bezeichnungsweise 


also 


-     'S 

-1, 

r. 


was  den  ausgesprochenen  Satz  beweist.  Analog  zeigt  man,  dass  sich 
MyJ^j  M^A^j  -Mj-^a,  ä>enso  M^A^,  M^J^,  M^A^  und  endlich  MyA^^ 
M^A^j  M^J^  jeweilen  in  dem  nämlichen  Pmkte  schneiden. 


16  Erstes  Kapitel. 

§.  4.  Der  Pascal'solie  Satz. 
Werden  sechs  Punkte,  die  auf  einem  Kreise  M  liegen,  in  irgend 
einer  Reihenfolge  mit  den  Zahlen  123  4  5  6  bezeichnet  und  man  ver- 
bindet succesive  1  mit  2,  2  mit  3,  3  mit  4,  4  mit  5,  5  mit  6  und 
6  mit  1,  so  entsteht  ein  dem  Kreise  eingeschriebenes  Sechseck.  [In 
unsrer  Figur  haben  wir  absichtlich,  um  die  Allgemeinheit  der  Be- 
trachtung zu  wahren,  die  Punkte  so  gewählt,  dass  sie  nicht  ein  ge- 
wohnliches convexes,  sondern  ein  überschlagenes  Ereissechseck  bilden.] 

^*«  1*  In    diesem    Sechseck 

nennen  wir  1  und  4,  2 
und  5,  3  und  6  gegen- 
überliegende Ecken,  eben- 
so 1 2  und  4  5,  2  3  und  5  6, 
3  4  und  6 1  gegenüber- 
liegende Seiten.  .  Unter 
dieser  Voraussetzung  gilt 
der  von  Pascal  herrüh- 
rende Satz: 

In  einem  Kreissecfiseck  schneiden  sich  die  drei  Paare  gegenüber- 
liegender Seiten  in  drei  Punkten,  welche  auf  einer  Geraden  liegen. 

Es  sei  P  der  Durchschnitt  von  1  2  und  45,^  der  Durchschnitt 
von  2  3  und  5  6,  It  der  Durchschnitt  von  3  4  und  6  1,  so  ist  der  PascaFsche 
Satz  bewiesen,  wenn  man  zeigen  kann,  dass  sich  P,Q,  R  darstellen  lassen 
als  solche  Äehnlichkeitspunkte  dreier  Kreise,  die  der  nämlichen  Aehnlich- 
keitsaxe  angehören.  Zu  diesem  Zwecke  lege  man  in  je  zwei  gegenüberliegen- 
den Ecken  die  Tangenten  an  den  Kreis  M  und  construire  von  deren 
Schnittpunkt  aus  als  Mittelpunkt  denjenigen  Kreis,  der  die  gewählten 
Ecken  enthält,  so  entstehen  drei  Kreise:  für  1  und  4  der  Kreis  M^, 
für  2  und  5  der  Kreis  Jkfg;  für  3  und  6  der  Kreis  Jfg.  In  Bezug 
nun  auf  M^y  Jlfg,  M^,  von  denen  jeder  den  Kreis  ,M  unter  rechten 
Winkeln  schneidet,  sind  P,  Q,  B  ein  System  von  Aehnlichkeitspunkten, 
welche  auf  der  nämlichen  Aehnlichkeitsaxe  gelegen  sind. 

Legt  man  in  4  die  Tangente  an  M^  und  in  5  die  Tangente  an 
Jfg,  so  schneiden  sich  diese  beiden  Tangenten  in  dem  Mittelpunkte 
M  des  Kreises  M,  Es  ist  also  MAö  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
und  ^  3/45  =  3/54,  ebenso  <^  3fi  45  =  34^  54,  da  um  diese 
Winkel  zu  erzeugen  zu  jedem  der  Vorigen  ein  Rechter  zu  addiren  ist. 
Es  ist  ferner  AM^bp^  ^^^  gleichschenkliges,  wenn  p^  ^^^  zweiten 
Durchschnittspunkt  von  45  mit  dem  Kreise  M^  bezeichnet,  also 
<^  3/2  5  JP2  =  3/2  j92  5 ,  woraus  folgt  ^M^p^  P  ^^  M^ö  4:  =  M^A  5 
d.   h.  Ml  4  und  3/2^2  sind  parallele  Radien,  und  da  sie  zudem  gleich- 
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gerichtet  sind,  so  geht  4  5  durch  den  äussern  Aehnlichkeitspunkt  der 
Kreise   M^   und   M^*). 

In  durchaus  gleicher  *'»«,  is- 

Weise  wird  gezeigt,  dass 
1 2  den  äussern  Aehn- 
lichkeitspunkt    von      Ml 


-'/» 


M  ^ 


Fig.  16. 


und    M^     ebenfalls     ent- 
hält,  also    ist  dieser  mit 
P  identisch.       Es   bedarf 
keiner  weitem  Ausführung 
mehr,  dass  Q  im  Falle  der 
Figur  14  der  innere  Aehn- 
lichkeitspunkt derKreise 
Jf^undJfj,  12  der  innere 
AehnHchkeitspunkt  von 
3/i  und  3/3  ist.     Unter 
gehöriger  Verwendung 
der    angegebenen    Be- 
weiselemente kann  man 
den  Pascal'schen  Satz  für 
jedes   beliebige    Kreis- 
sechseck beweisen. 

Die  Transversalen- 
theorie  gibt  einen  an- 
dern Beweis  dieses  wich- 
tigen Satzes:  Im  Sechs- 
eck ABCDEF  bilden 
iieSeiienBC,DE,FA 
ein  Dreieck  LMN,  zu  ^' 
welchem  successive  die 
Transversalen  AB,  CD, 
EF  gefügt  werden  mö- 
gen. Dies  gibt  unter  An- 
wendung des  ersten  der 
im  vorigen  §  bewiesenen 
Transversalensätze  fol- 
gende drei  Gleichungen : 

^)  Dasd  4  5  darch  den  änssern  Aehnlichkeitspunkt  P  von  M^  und  M^  geht, 
kann  auch  so  bewiesen  werden:  Es  gibt  einen  Kreis  f*,  welcher  3fj  in  4  und 
-»Vj  in  5  berührt.  Der  Punkt  4  stellt  sich  demnach  als  innerer  Aehnlichkeits- 
punkt von  fi  und  M^ ,  der  Punkt  6  als  innerer  Aehnlichkeitspunkt  von  fjt  und  M^ 

Steiner,  Vorlesungen  I.    2.  Aufl.  o 
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MB  NP  LÄ_  _  ,  . 
NB  '  LP  '  MA  ~  +  ^ 

MC    ND     LR ,  . 

NC  '  LD  '  MB  ~  •  ^ 
MQ  NE  LF^  _  I  1 
NQ  '  LE  '  MF         ^  ^ 

Zufolge  der  Potenzeigenschaft  des  Kreises  hat  man  femer: 

LDLE ,    .  MÄ  ■  MF  _    ,    ^         -^^^  *  ^T  _  J_  1 

LA'  LF  r    ^  '       MB    MC  f"  ^  '       NI)  •  NE  ~  +  ^  ' 

also  durch  Multiplication  aller  sechs  Gleichungen: 

MQ  NP  LR  _  ,  . 
NQ  ' LP' MR         »    ^  • 

Die  Punkte  Q,  P,  E  theilen  demnach  die  Seiten  des  Dreiecks 
LMN  derart,  dass  das  Product  der  entstehenden  Verhältnisse  der  po- 
sitiven Einheit  gleich  ist,  d.  h.  P,  (>,  iJ  liegen, 'wie  es  der  zu  be- 
weisende Satz  erfordert,  auf  einer  und  derselben  geraden  Linie. 

§.  5.    Harmonisclie  Punkte  und  Strahlen. 

Vier  Funkte  ÄÄBB'  auf  einer  Geraden,  welche  auf  dcrsclln^i 
Strecken  bestimmen,  die  der  Proportion 

AB:BÄ  =  APr  :ÄB 
dem  absoluten  Werthe  und  dem  VorBeichen  nach  genügen,  heissen  Juirtno- 
nische  Punkte  und  zuar  fiennt  man  Ä  und  Ä\   B  und  B"  zugeordnet. 
Führt  man  die  Mitte  m  der  Punkte  A  und  Ä  ein,  so  verwandelt  sich 
die  Grundrelation  der  harmonischen  Punkteugruppe  in  folgende: 

Am  +  mB  :  mÄ —  7nB  *=  Am  +  *w^  -  >wjB'  ■—  mÄ  ; 
indem  man  durch  Multiplication   der  äussern  und  innern  Glieder   die 
Proportion  zu  einer  Gleichung  macht,  findet  man  nach  gehöriger  Beduction 

mA^  =  mA'^  =mB  •  mB>  . 
Diese  Formel  gewährt  einen  leichten  Einblick  in  die  möglichen 
gegenseitigen  Lagen  von  vier  harmonischeu  Punkten;  sie  zeigt  ferner 
an,  dass  zu  drei  Punkten,  von  denen  zwei  als  zugeordnete  bestimmt 
sind,  nur  ein  vierter  harmonischer  Punkt  möglich  ist,  und  schliesslich 
ergibt  sie  eine  einfache  Gonstruction  dieses  vierten  Punktes. 

Kig  17  Es  seien  in  der  That  A  und 

^ --„^  Ä  als  zugeordnete  Punkte  gegeben 

V  und    B    liege    zunächst    auf    der 

\  "-^  Strecke    AÄ    selbst,     dann     be- 

\        ^^^  stimmt  sich  2^   wie   folgt:      Man 

A  B     A  B*        schlage    über    AÄ    einen    Halb- 

dar;  ihre  Verbindungsgerade  4  6  muss  also  zufolge  der  Sätze  über  die  Aehnlich- 
keitspunkte  dreier  Kreise  [hier  ft,  ilf, ,  M^\  (durch  den  äussern  Aohnlichkeitepunkt 
von  üfj  und  M^  gehen. 
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kreis,  welcher  von  dem  Perpendikel  in  B  auf  AÄ  in  T  getroffen 
werde.  Die  Tangente  in  T  an  den  Halbkreis  schneidet  den  gesuchten 
Punkt  B^  auf  AÄ  aus.     Zum  Beweise  dient: 

A  miß  (\)  TBM  also  mB:mT=mT:  mB^ 

und  da  MT  =  MA  =  MÄ  ,  so  hat  man  MA^  =  mB  •  mB  . 

Läge  B  auf  der  Verlängerung  von  AÄ ,  so  wäre  (l3\eConstruction 
ebenso  leicht.  Man  würde  nämlich  von  B  aus  die  Tangente  an  den 
Halbkreis  über  AÄ  legen  und  dann  wäre  der  Fusspunkt  des  von 
ihrem  Berührungspunkte  auf  AÄ  geföllten  Perpendikels  der  gesuchte 
yierte  harmonische  Punkt  S, 

Von  bemerkenswerthen  speziellen  Fällen  sei  zunächst  hervor- 
gehoben, dass  wenn  B  in  die  Mitte  m  von  AÄ  fällt,  JB'  ins  Unend- 
liche zu  liegen  kommt,  und  umgekehrt,  ist  B>  irgend  ein  unendlich 
entiPemter  Punkt  der  Geraden  AÄ ^  so  WM  B  mit  m  zusammen.  Um 
nun  den  Satz  nicht  umstossen  zu  müssen,  dass  drei  Punkte  bei  be- 
stimmter Zuordnung  nur  einen  einzigen  vierten  harmonischen  zulassen, 
bedient  man  sich  des  Ausdruckes:  Auf  einer  Geraßen  gibt  es,  vom 
Gesichtspunkte  der  harmonischen  Eigenschaften  <ms  aufgefasst,  nur  einen 
mgigen  unendlich  entfernten  Punkt.  Sind  also  A  und  Ä  zugeordnet, 
30  bestimmt  der  unendlich  entfernte  Punkt  mit  m,  A,  Ä  eine  har- 
monische Gruppe. 

Wenn  B  mit  Ä  zusammenfällt,  so  findet  diess  auch  für  B" 
statt,  d.  h.  wenn  von  vier  harmoniscJien  Punkten  zwei  sich  vereinigen, 
so  ßllt  cUlemal  noch  ein  dritter  mit  ihnen  mjfsammen. 

Mit  der  vorhin  gegebenen  Definition  einer  Gruppe  von  vier  har- 
monischen Punkten  stimmt  eine  andere  überein,  welche  von  der  Thei- 
limg  einer  Strecke  durch  Punkte  auf  derselben  Geraden  ausgeht. 
Zwei  Punkte  B  und  JB',  welche  AÄ  dem  absoluten  Werthe  nach  in 
gleichem  y  dem  Vorzeichen  nadi  in  entgegengesetztem  Verhältnisse  theüen, 
hüden  ein  dem  Punktenpaare  AÄ  harmonisch  zugeordnetes  Punktenpaar, 

denn  aus  den  Gleichungen  -g-jr  =  A  ,  -jf^,  =»  —  X  ergabt  sich  so- 
fort die  für  die  hsirmonische  Gruppe  charakteristische  Relation: 

AB  :  BÄ  =  AB" :  AB" . 

Man  findet  aus  dieser  zweiten  Definition  unmittelbar,  dass  die 
Aehnlichkeitspunkte  A  und  J  zweier  Kreise  ein  harmonisches  Punk- 
tenpaar zu  den  Mittelpunkten  M^  und  M^  derselben  bilden,  da 

ist,  wenn  r^  und  r^  die  Radien  bedeuten.  — 
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Vier  Strahlm,  welche  von  einem  PimJcfe  0  ans  durch  vier  haitno- 
nische  Punkte  gezogen  werden,  heissen  vier  harmoniscJie  Strahlen.  Sie 
hdben  die  Eigenschaft,  dass  sie  von  jeder  beliebigen  Transversalen  in  vier 
harmonischen  Punkten  geschnitten  werden. 

Flg.  18.  Seien  AA^BB^  vier  har- 

l  monisehe  Punkte,  0  (AA^B 
Bi)  vier  harmonische  Strah- 
len, so  ziehe  man  zum  Be- 
weis des  ausgesprochenen 
Satzes  durch  B  eine  Parallele 
zu  OBiy  welche  0-4  in  a 
und  OA^  in  «,  treflfen  möge. 
Es  ist  dann 

AB:AB,  =  aB:OB^  und 
AiB:A^Bi  =  a,B:OB,. 

Nach  der  Fundamentalrelation  für  harmonische  Punkte  sind  aber  die 
Unken  Seiten  dieser  beiden  Proportionen  gleich,  also  auch  die  rech- 
ten, woraus  folgt  aB  =  a^B,  d.  h.  die  Transversale  aBa^^  wird  von 
den  vier  harmonischen  Strahlen  in  vier  harmonischen  Punkten  ge- 
schnitten, von  denen  der  eine  im  Unendlichen  liegt,  während  sein  zu- 
geordneter die  Mitte  des  Punktenpaares  aa^  ist.  Zieht  man  jetzt 
durch  B  irgend  eine  andere  Transversale  aBa^h^,  so  gelten  die  Pro- 
portionen 

aB  :  a\  ==  aB  :  0\  und  Ba^  :  a^hi  =  a^B  :  Ob^ ; 

da  aber  aB  =  a^B,  so  wird  nach  gehöriger  Anordnung  der  gleicheu 
linken  Seiten 

aB  :  a^B  =  a\  :  a^bi 

sich  ergeben,  woraus  folgt:  jede  durch  B  gehende  Transve^'sale  schnei- 
det auf  den  vier  harmonischen  Strahlen  vier  harmonische  Punkte  aus. 
Ist  aber  ^er  oben  ausgesprochene  Satz  für  eine  durch  B  gehende 
Transversale  bewiesen,  so  gilt  er  aucTi  für  jede  zu  dieser  Transver- 
salen parallel  gezogene,  womit  seine  allgemeine  Gültigkeit  dar- 
gethan  ist. 

Will  man  zu  drei  Strahlen,  von  denen  zwei  als  zugeordnet  be- 
stimmt sind,  den  vierten  harmonischen  Strahl  construiren,  so  ziehe 
man  irgend  eine  Transversale  und  suche  zu  ihren  drei  Schnittpunkten 
mit  den  drei  gegebenen  Strahlen  unter  derselben  Zuordnung  den  vier- 
ten harmonischen  Punkt;  durch  diesen  geht  der  vierte  harmonische 
Strahl. 

Als   interessante    spezielle   Fälle   von  vier  harmonischen  Strahlen 
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ergeben  sich:  1.  Die  unbegränzt  gedachten  Schenkel  eine»  Winkels 
und  seine  Halbirungslinien,  die  bekanntlich  senkrecht  aufeinander- 
stellen. Man  braucht^  um  diess  einzusehen^  nur  eine  Transversale  zu 
ziehen,  welche  einem  der  winkelhalbirenden  Strahlen  parallel  ist. 
2.  Vier  Parallelstrahlen  durch  vier  harmonische  Punkte,  denn  ein 
System  paralleler  Geraden  kann  aufgefasst  werden,  als  ob  sie  einen 
anendlich  entfernten  Punkt  gemein  hätten.  3.  Zwei  parallele  Gerade, 
ihre  Mittellinie  und  eine  beliebige  unendlich  entfernte  Gerade.  Aus 
diesem  letzten  Falle,  auf  den  man  die  Bemerkung  anwendet,  dass  zu 
drei  Strahlen  mit  gegebener  Zuordnung  nur  ein  vierter  harmonischer 
^itrahl  gefunden  werden  kami,  schliesst  man  die  Berechtigung  der 
Attsdracksweise:  In  ebier  Ebene  gibt  es,  vom  GesicJUsptmkte  der  har- 
monischen Eigenschaflen  aus  aufgefasst,  nur  eine  einzige  miendlich  ent- 
fernte Gerade,  d.  h.  nur  eine  einzige  Gerade,  welche  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  nach  im  Unendlichen  liegt;  man  bezeichnet  sie  gewohn- 
lich  mit  G^  . 

Der  BegriflF  der  unendlich  entfernten  Geraden,  der  sich  auch  von 
andern  Ausgangspunkten  als  dem  hier  gewählten  darbietet,  wird  sich 
später  sehr  nützlich  gebrauchen  lassen;  hier  sei  nur  ein  Beispiel 
seiner  Anwendbarkeit  angeführt.  Unter  den  Kreisen,  die  durch  zwei 
Punkte  A,  B  in  der  Ebene  gehen,  befindet  sich  auch  deren  Verbin- 
dungsgerade G  als  Kreis  nut  unendlich  grossem  Radius.  Während 
jeder  der  übrigen  Kreise  von  jeder  beliebigen  Geraden,  die  ihn  trifft, 
in  zwei  Punkten  geschnitten  wird,  macht  der  genannte  Spezialfall  eine 
scheinbare  Ausnahme,  insofern  eine  Gerade  mit  ihm  nur  einen  Schnitt- 
punkt gemein  hat.  Beachtet  man  aber,  dass  wenn  ein  Theil  eines 
Kreises  durch  AB  in  stetiger  Vergrösserung  des  Radius  sich  G  an- 
nähert, dann  ein  anderer  Theil  sich  immer  mehr  von  G  entfernt  und 
schliesslich  ins  Unendliche  rückt,  so  wird  man  sagen:  Der  Kreis  be- 
steht im  Grenzfall  aus  G  und  der  unendlich  entfernten  Geraden  der 
Ebene.  Es  ist  endlich  mö^ich,  dass  auch  G  ins  Unendliche  rückt; 
in  diesem  Falle  wird  der  Kreis  mit  der  dojjpdt  gelegten  unendlich  ent- 
fernten Geraden  der  Ebene  identisch.  — 

Die  CoBstruction,  welche  wir  für  harmonische  Punkte  und  Strahlen 
ausgeführt  haben,  bedurften  direct  oder  indirect  [halbiren,  parallele 
nnd  senkrechte  Strahlen  ziehen]  des  Zirkels.  Es  gibt  nun  eine  Methode, 
zu  drei  Punkten  [resp.  Strahlen]  bei  bestimmter  Zuordnung  den  vier- 
ten harmonischen  linear  zu  construiren,  und  zwar  beruht  dieselbe  auf 
einer  Eigenschaft  des  vollständigen  Vierseits. 

Wir  nennen  vollständiges  Vier  seit  eine  ebene  Figur,  welche  aus  vier  un- 
beyräneten  Geraden  besteht^  von  denen  keine  drei  durch  denselben  Punkt  gehen. 
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Das  vollständige  Vierseit  hat  vier  Seiten,  sechs  Ecken  [Durcbschnitts- 
punkte  der  Seiten  zu  zweien]  und  drei  Diagonalen  [Verbindungsgeraden  der 
gegenüberliegenden,  nicht  auf  derselben  Seite  enthaltenen  Ecken]. 
Auf  jeder  der  Diagonalen  liegen  vier  Punkte:  zwei  Ecken,  in  denen 
sich  je  zwei  Seiten  schneiden,  und  zwei  Diagonalpunkte,  in  denen  die 
gewählte  Diagonale  von  den  beiden  andern  getroffen  wird.    Diese  vier 

Fig.  19.  Pimkte   sind    harmonische  und    zwar 

die  Eckpunkte  zugeordnet^  was  nach 
sieh  zieht,  dass  OMch  die  Diagonal' 
punkte  zugeordnet  sind.  Seien  dem- 
nach ^JB,  Ä'Jff,  AB',  BÄ  die  Seiten 
eines  vollständigen  Vierseits,  C  der 
Durchschnitt  von  AB  und  AB',  C' 
der  Durchschnitt  von  AB"  und  BA\ 
femer  werde  die  Diagonale  CC  von 
AÄ  in  D  und  von  Bff  in  IX  ge- 
'  ' -i^  tragen,  schliesslich  sei  ZX'  der  Durch- 
schnitt der  Diagonalen  AÄD  und 
BB>D,  so,  ist  nachzuweisen,  dass 
AVÄD,  BD' BD,  GDI  CD  harmonische  Punktengruppen  sind. 
Zu  diesem  Zwecke  bestimme  man  zu  den  Strahlen  AC,  -4' (7, 
C'C  den  vierten  harmonischen,  dem  letzten  zugeordneten  Strahl  ä, 
ebenso  zu  AC ,  ÄC\  CC  den  vierten  harmonischen  Strahl  S ,  der 
ebenfalls  CC  zugeordnet  sei.  Beide  Strahlengruppen  treffen  die  Ge- 
rade DÄDI'  A  in  vier  harmonischen  Punkten  und  da  zu  DA  A  bei  be- 
stimmter Zuordnung  nur  ein  vierter  harmonischer  Punkt  existirt,  so 
schneiden  sich  8  und  6'  auf  dieser  Geraden  in  dem  genannten  Pimkte. 
Man  zieht  denselben  Sehluss  in  Bezug  auf  BD' BD  d.  h.  d  und  d' 
schneiden  sich  im  gemeinsamen  Punkte  von  AD' AD  und  BD'B'D' 
und  diese  Punktengruppen  sind  demzufolge  harmonisch.  Zum  Schlüsse 
sei  bemerkt,  dass  der  Beweis  nur  für  eine  einzige  Diagonale  geleistet 
werden  muss,  da  er  sich  für  die  beiden  andern  in  durchaus  gleicher 
Weise  führen  lässt. 

Man  kann  jetzt  vermittelst  des  bewiesenen  Satzes  zu  drei  Punkten  mit 
gegebener  Zuordnung  den  vierten  harmonischen  wie  folgt  linear  con- 
struiren :  Sei  z. B.  in  der  harmonischen  Gruppe  CDC D  das  D  zugeordnete 
Element  D  gesucht,  während  die  drei  andern  bekannt  sind,  so  ziehe 
man  durch  C  zwei  beliebige  Gerade,  welche  man  mit  einem  durch  D 
ebenfalls  willkürlich  gezogenen  Strahl  zum  Durchschnitt  bringt  in 
Punkten  die  A  und  Ä  heissen  mögen.  Wenn  jetzt  CA  und  CA 
sich  in  B,  femer  CA  und  CA  sich  in  S  treffen,  so  geht  die  Ver- 
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bindiingsgerade    Bff   durch   den   verlangten  Punkt  D',  wie  der  Satz 
vom  vollständigen  Yierseit  unmittelbar  ergibt. 

Zu  den    Strahlen  a,  6,  c,  welche  ^*«-  *^- 

durch  den  Punkt  0  gehen  ^  findet  man 
den  vierten  harmonischen^  b  zugeord- 
neten; indem  man  auf  h  einen  will- 
kürlichen Punkt  X  wählt;  durch  diesen 
zwei  beliebige  Strahlen  zieht;  welche  a 
und  c  resp.  in  A,  Ä  und  C,  C  treflFen, 
so  schneiden  sich  AC  und  ÄG  m 
einem  Punkte  -D,  durch  welchen  auch 
der  Strahl  d  gehen  muss.  Es  bilden 
nämlich  a,  c,  ÄC  und  AC  ein  voll- 
standiges  Yierseit;  dessen  Diagonalen 
iC,  ÄC  und  Ox  oder  BS  sind,  also  sind  ABCD  oder  Äff  CD' 
Tier  harmonische  Punkte  und  a,  b,  c,  d  vier  harmonische  Strahlen. 

Es  mag  noch  die  weiter  oben  gemachte  Bemerkung;  dass  die 
Aehnhchkeitspunkte  zweier  Kreise  harmonisch  zu  den  Mittelpunkten 
liegen,  vermittelst  des  Satzes  vom  vollständigen  Vierseit  bestätigt 
werden.  Die  vier  Aehnlichkeitsaxen  dreier  Kreise  bilden  ein  voll- 
ständiges Yierseit;  dessen  Diagonalen  mit  den  Yerbindungsgeraden 
der  Mittelpuiikte  zusanmienfallen.  Auf  jeder  Centrallinie  liegen  also 
vier  harmonische  Punkte,  von  denen  die  beiden  durch  sie  verbundenen 
Kreismittelpunkte  zugeordnet  sind;  ebenso  die  beiden  in  ihr  gelegenen 
Aehnhchkeitspunkte. 

§.  6.    Pol  und  Polare. 

Legt  man  in  der  Ebene  eines  Kreises  M  durch  einen  beliebigen 
Punkt  p  eine  Sehne ;  welche  den  Kreis  in  den  Punkten  q  und  r 
:jchneiden  möge  und  bestimmt  zu  jT;  g,  r  den  vierten  harmonischen; 
p  zugeordneten  Punkt  p,  so  nennt  man  p  und  p  ein  harmonisches 
Punktenpaar  in  Bemg  a/uf  den  Kreis.  Es  gilt  nun  der  Satz:  Bestimmt 
»«»J  eu  p  alle  diyenigen  PunJcte  p,  todche  mit  ihm  ein  harmonisches 
Pwßktenpaar  bilden,  so  liegen  dieselben  auf  einer  Geraden,  uoelche  die 
Mare  des  Punktes  p  heisst  Der  Beweis  beruht  wesentlich  auf  dem 
im  Torigen  §.  erwähnten  Satze:  Bilden  von  vier  harmonischen  Strahlen 
zwei  zugeordnete  einen  rechten  Winkel,  so  halbiren  sie  die  Winkel 
der  beiden  andern  Strahlen;  und  umgekehrt,  halbirt  einer  von  vier 
harmonischen.  Strahlen  den  Winkel  zweier  zugeordneter,  so  bildet  er 
mit  seinem  zugeordneten  einen  rechten  Winkel.  Nach  dieser  Yor- 
bemerkung  verfahren  wir,  wie  folgt: 
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Wir  nehmen  p  zunächst  ausserhalb  des  Kreises  an.  Wenn  der 
durch  p  gehende  Durchmesser  qr  gezogen  wird,  so  liegt  auf  ihm  ein 
zugeordneter  Punkt  s,  durch  welchen  die  Polare  gehen  muss.  Da  zu- 
dem die  ganze  entstehende  Figur 
zu  diesefm  Durchmesser  symmetrisch 
ist,  so  steht  die  Polare  auf  ihm  senk- 
recht. Der  Beweis  unseres  Satzes 
wird  also  darauf  reduzirt,  zu  zeigen, 
dass  jeder  der  Punkte  p'  auf  dem 
in  s  zw  pq  errichteten  Perpendikel 
liegt.  Sei  qr  eine  durch  p  ge- 
zogene Secante,  welche  den  Punkt 
p  ergibt,  dann  sind  r  (rspq)  vier 
harmonische  Strahlen,  da  sie  von 
einem  Punkte  aus  durch  vier  har- 
monische  Punkte  gezogen  sind. 
Zwei  von  ihnen,  rr  und  rq  stehen 
senkrecht  aufeinander,  folglich  hal- 
birt  rq  den  Winkel  der  Stralilen 
rs  und  rp.  Wenn  man  mit  r"  den  zweiten  Durchschnitt  von  sr  mit 
dem  Kreise  M  bezeichnet,  so  müssen  demzufolge  die  Bogen  r'q  und 
qq  einander  gleich  sein,  also  auch  die  Winkel  r'sq  und  qsq\  Aber 
die  Punkte  pqpr  sind  harmonische,  desshalb  sind  s  (j>qpr)  vier 
harmonische  Strahlen.  Der  Winkel  zweier  entsprechender  derselben 
[rs,  resp.  seine  Verlängerung  und  sq]  wird  durch  den  dritten,  s}i 
halbirt,  folglich  steht  der  vierte  sp  auf  diesem  senkrecht,  d.  h.  / 
liegt  auf  dem  in  s  auf  pq  errichteten  Perpendikel.  Der  Beweis  gilt 
ebenso  für  einen  Punkt  p,  welcher  innerhalb  des  Kreises  liegt. 

Während  die  gefundene  Gerade^  die  mit  P  bezeichnet  werden 
möge,  wie  bereits  bemerkt,  die  Polare  des  Punktes  p  genannt  wird, 
heisst  p  der  Pol  der  Geraden  P.  —  Ueber  den  Zusammenhang  von 
Pol  und  Polare  finden  eine  Reihe  von  Sätzen  statt,  von  denen  wir 
die  nachfolgenden  herausheben:  Liegt  der  Pol  innerhalb  des  Kreises, 
so  schneidet  die  Polare  den  Kreis  nicht.  Liegt  der  Pol  ausserhalb 
des  Kreises,  so  schneidet  die  Polare  den  Kreis  in  zwei  Punkten, 
welche  die  Berührungspunkte  der  vom  Pole  aus  an  den  Kreis  ge- 
zogenen Tangenten  sind.  In  diesem  Falle  ist  also  die  Polare  zugleich 
die  Berührungssehne  der  Tangenten.  [Da  es  auf  der  Polaren  Punkte 
gibt,  deren  Verbindungsgerade  mit  dem  Pole  nicht  mehr  zwei  Punkte 
aus  dem  Kreise  ausschneidet,  so  bilden  diese  Punkte  mit  dem  Pole 
nicht  mehr  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  harmonische  Punkten- 


§.  6.    Pol  und  Polare. 


25 


paare  in  Bezug  auf  den  Kreis.  Man  nennt  desshalb  in  allgeniehierer 
Anffassung  harmonische  Punhtenpaare  des  Kreises  aoldie^  welche  die  Eigen- 
srhaß  haben,  dass  die  Polare  des  einen  durch  den  andern  geht.]  Liegt 
der  Pol  auf  dem  Kreise  selbst ,  so  ist  die  Polare  zugleich  die  Tangente 
im  Pole  an  den  Kreis. 

Diese  Sätze  lassen  sich  sofort  umkehren.  Zu  jedem  Punkte 
existirt  eine  und  nur  eine  Polare^  zu  jeder  Polaren  ein  und  nur  ein 
Pol.  Dieser  wird  construirt^  indem  man  den  zur  Polaren  senkrechten 
Durchmesser  zieht,  zu  dessen  beiden  Durchschnittspunkten  mit  dem 
Kreise  und  seinem  Durchsehnittspunkte  mit  der  Polaren  den  vierten 
harmonischen  Punkt  construirt  [der  dem  letztern  zugeordnet  istj,  so 
ist  dieser  der  gesuchte  Pol.  Der  Pol  eines  Durchmessers  ist  ein  utpend- 
Uch  entfernter  Punkt,  die  Polare  des  Mittelpunktes  eim  unendlich  ent- 
fernte Gerade.  Da  aber  zu  einem  Punkte  nur  eine  Polare  gehört,  so 
winl  man  auf  die  bereit«  früher  gemachte  Bemerkung  geführt,  dass 
in  der  Ehefie,  in  Ansehung  harmonisclier  Eigenschaften  nur  eine  einzige 
unendlich  entferfite  Gerade  angefwmmen  werden  darf. 

Bewegt  sich  der  Pol  auf  einer  Geraden  6r,  so  drehe  sich  die 
Polare  um  einen  Punkt  g,  'welcher  der  Pol  der  Geraden  G  ist.  Wenn 
sich  die  Polare  um  einen  Punkt  g  dreht,  so  durchläuft  der  Pol  eine 
lierade  G,  welche  die  Polare  des  Punktes  g  ist.  Liegen  also  z.  B. 
drei  Punkte  auf  einer  Geraden,  so  laufen  ihre  Polaren  durch  einen 
Punkt 

Die  in  §•  5  gegebene  Eigenschaft  des  vollständigen  Vierseits  führt 
zu  folgender  linearen  Construdion  der  Polaren  eines  Punktes  p  in  Bezug 
'iHf  einen  Kreis  M:      Seien  i>aj3, 
paß^  zwei    von  p  ausgehende  Se-  Fig.  2». 

lanten  im  Kreise,  so  ziehe  man 
die  Geraden  aa  und  ßß',  aß'  und 
o-'ß,  welche  sich  in  p'  und  p  schnei- 
den, dann  ist  pp'  die  Polare  von  p. 
Denn  sind  q  und  r  die  Schnitt- 
punkte von  aß  und  «'/5'  mit  pp',  so 
kann  man  au,  ßß\  aß\  aß  als 
^iten  eines  vollständigen  Vierseits 
auffassen,  dessen  Diagonalen  aß, 
^ß'  und  pp'  sind,  paqß  und 
IKirß'  sind  also  harmonische  Punkte, 
Mer  p  und  g,  p  und  r  conjugirt 
harmonische  Punktenpaare  in  Bezug 
auf  den  Kreis. 
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Mit  der  gegebenen  Gonstruction  hängt  unmittelbar  zusammen  die 
lineare  Gonstruction  der  beiden  Tangenten,  welche  von  einem  Punkte 
aus  an  einen  Kreis  gelegt  werden  können. 

Vermittelst  der  Theorie  von  Pol  und  Polare  hat  Briamhon  -aus 
dem  PascaFschen  Satze  einen  andern  hergeleitet,  welcher  das  dem 
Kreise  umgeschriebene  Sechseck  betriflft.  In  dem  von  den  Tangenten 
1,  2,  3,  4,  5,  6  des  Kreises  gebildeten  Sechseck  heissen  12,  23,  34,  4  5, 
5  6,  61   die  Ecken  und  zwar  12  und  45,  23  und  56,  34  und   6  1 


M<:\ 


ngefiüberliegende;  die  Verbindungsgeraden  gegenüberliegender  Ecken 
.Verden  Hauptdiagonälen  genannt.  Der  von  Brianchon  aufgestellte 
tSatz  lautet  nun:   In  eifieni  beliebigen  dem  Kreise  tunsclmebenen  Sechseck 

rJineiden  sich  die  drei  Hatiptdiayonalen  in  einem  und  demselben  PimJcte. 
Man  construire  in  der  angegebenen  Figur  zu  jedem  Punkte  seine 
Polare  und  zu  jeder  Geraden  ihren  Pol.  Jede  der  sechs  Tangenten 
wird  zu  ihrem  Berührungspunkte,  also  das  umgeschriebene  Sechseck 
zu  einem  eingeschriebenen.  Die  Ecken  des  ersten  werden  zu  Seiten 
des  zweiten  und  die  Hauptdiagonalen  des  ersten  zu  den  Durchschnitts- 
punkten  der  gegenüberliegenden  Seiten  des  zweiten.  Diese  Punkte 
liegen  aber  nach  dem  Satze  von  Pascal  auf  einer  Geraden,  also 
schneiden  sich  ihre  Polaren,  die  Hauptdiagonalen  des  umschriebeneu 
Sechsecks  in  einem  Punkte  —  damit  ist  der  Satz  bewiesen. 


Zweites  Kapitel. 

Der  geometrische  Ort. 

§.  7.   Definition  and  Beispiele. 

Es  kann  yorkommeu^  dass  in  einer  Aufgabe  ein  gesuchter  Punkt 
nicht  vollständig  bestimmt  ist,  sondern  dass  unendlich  viele  Punkte 
den  gestellten  Bedingungen,  genügen^  während  dennoch  diese  Be- 
dingungen nicht  für  jeden  beliebigen  Punkt  der  Ebene  erfüllt  sind. 
Man  nennt  dann  die  Zusammenfassung  aller  Punkte^  welche  die  Auf- 
gabe losen,  den  geometrtscJieti  Ort  des  gesuchten  Punktes. 

Das  einfachste  Beispiel  bietet  der  Kreis;  er  ist  der  geomet|ische 
Ort  aller  derjenigen  Punkte,  welche  gleich  weit,  um  den  Eadius,  von 
einem  festen  Punkte,  dem  Mittelpunkte,  abstehen.  Die  wesentlichen 
Umstände,  welche  sich  hier  darbieten  und  die  in  ähnlicher  Weise  bei 
jedem  geometrischen  Orte  zu  beachten  sind,  mögen  etwas  ausführlich 
erörtert  werden.  Jeder  Punkt,  welcher  die  gegebene  Entfernung  vpr 
dem  festen  Punkte  hat,  liegt  auf  dem  Kreise;  und  umgekehrt:  jede^ 
Punkt,  welcher  auf  dem  Kreise  liegt,  befindet  sich  in  der  angegebenei!! 
Entfernung  vom  Mittelpunkte.  Femer:  wenn  irgend  ein  Punkt  döi 
gestellten  Bedingung  nicht  genügt,  so  liegt  er  nicht  auf  dem  Kreise* 
umgekehrt,  liegt  er  nicht  auf  dem  Kreise,  so  genügt  er  der  gestelltei 
Bedingung  nicht  Endlich  findet  man  noch,  dass  für  jeden  Punkt 
ausserhalb  des  Kreises  die  Entfernung  vom  Mittelpunkt  grösser  ist, 
als  der  Radius,  für  jeden  Punkt  innerhalb  ist  die  genannte  Entferr 
nimg  kleiner  als  der  Radius  —  beide  Bemerkungen  lassen  sich  sofort 
umkehren.  — 

Sind  zwei  feste  Punkte  A  und  B  gegeben,  und  es  soll  ein  dritter 
Punkt  C  derart  bestimmt  werden,  dass  zwischen  AC  =  x  und  BC  =  y 
stets  eine  vorgeschriebene  Relation  gilt,  so  wird  man  für  C  einen 
geometrischen  Ort  finden,  der  durch  die  gegenseitige  Lage  von  A  und 
B  [deren  Entfernung  wir  im  Nachfolgenden  immer  gleich  2c  an- 
nehmen] und  durch  die  Gleichung  zwischen  x  und  y  gegeben  ist. 
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Fig.  21. 


1)  Soll  X  ===  y  sein,  so  erhält  man  für  den  FiinJci  C  eine  Gerade, 
welche  in  der  Mitte  M  von  AB  auf  AB  senkredU  steht 

Hier  müssen  die  vorliin  beim  Kjreise 
gemacHten  Erörterungen  wiederholt  werden. 
Man  findet  dann  unter  Anderem:  Liegt  ein 
Punkt  D  mit  B  auf  derselben  Seite  der  Orts- 
geraden C3f,  80  ist  für  ihn  AD>  BD  und 
umgekehrt:  ist  AD  >  BD,  so  liegt  B  mit  D 
auf  derselben  Seite  von  CM,  Zum  Beweise 
ziehe  man  BE,  wo  E  der  Durchschnitt  von 
AD  mit  CM  ist.  Nun  hat  man  AD  = 
AE+  ED  =  BE  +  ED  ,  Da  aber  in  je- 
dem Dreieck  die  Summe  zweier  Seiten  grösser 
ist;  als  die  dritte^  so  haben  wir  aus  dem 
Dreiecke  BDE: 

BE+ED>DB,  also  AD>DB. 

(j?  erhält  man  einen  Kreis,  dessen  MittetpunM 
M  die  Mitte  von  AB  und  dessen>  Badius 


i/-- 


—  2c 


-    ist 


also 


Man  hat  nämlich 

^'-p'  +  (c  +  qy 
1/ =p^ -j-ic —  qf 


x^  +  y^  =  a?  =  2f  +  2^2  -f  2^^ , 


woraus 


jp2  +  q^  =  r*  = 


a*  —  2c^ 


folgt.  Es  ist  also  r  constant  und  der  gesuchte  Ort  identisch  mit  dem 
angegebenen  Kreis.  Für  jeden  Punkt  ausserhalb  des  Kreises  ist 
^*  +  y^  >  «^  ,  für  jeden  Punkt  innerhalb  ist  x*  +  y*  <  a^ ;  der  kleinste 
Werth,  den  3?  +  V^  überhaupt  erlangen  kann,  ist  2c*.  Diess  tritt  für 
den  Mittelpunkt  M  ein;  daraus  folgt ^  dass  ein  wirklicher  geometrischer 
Ort,  welcher  der  gestellten  Bedingung  Genüge  leistet,  nur  vorhanden 
ist,  wenn  a*  >  2  c*  ist.  Für  a*  =  2  c*  reduzirt  sich  der  Ortskreis  auf 
den  Punkt  M,  für  a^  <2(?  ist  er  gar  nicht  vorhanden.  Die  Gresammt- 
heit  der  definirten  geometrischen  Orte,  welche  durch  Veränderung  von 
a*  bei  festbleibenden  A  und  B  zum  Vorschein  kommen,  bilden  ein 
System  conzentrischer  Ejreise,  da  das  Centrum  M  das  nämliche  bleibt. 
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3)  Wenn  a?  —  y*  =  a^  ist,  so  resuUirt  als  Ort  des  Punktes  C  eine 
G^-ade,  die  senkrecht  zu  AB  steht  in  einem  Punkte  Q,  für  welchen  man 
A(^  -  B(^  =  a»  hat 

In  der   That  ist  für   einen  Punkt 
der  bezeichneten  Geraden: 


Fig.  26. 


^^i/  =  AQ'-BQ 


8 


a' 


Um  den  Punkt  Q  zu  finden^  benutzt 
man  die  Gleichungen: 

AQ^  -BQ'^a^       AQ  +  QB  =  2c 

welche  durch  Division  ergeben: 

AQ-QB  =  f^ 


^0  wird  schliesslich 

a«  +  4c« 


AQ 


Ac 


QB  = 


4c«  —  a' 
47 


AQ  _  g«  +  4c^ 
~BQ  ~  a«  —  Äc' 


Für  alle  Punkte  links  von  CQ  ist  oi?  —  y^  Ka^  ,  für  diejenigen  rechts 
von  der  Ortsgeraden  a?  —  y*  >  a*  .  Hält  man  wieder  A  und  B  fest, 
während  a^  varirt^  so  erhält  man  als  Ortsgeraden  successive  alle 
Senkrechten  zu  AB  und  zwar  für  a*  =» — 4c^  das  Perpendikel  in 
J,  für  a*  =  0  ;  dasjenige  in  M  (der  Mitte  von  AB)j  für  a* ««  +  4c« 
das  Perpendikel  in  B  und  schliesslich  für  a^  =  oü  die  unendlich  ent- 
fernte Gerade  der  Ebene.  [Den  hier  behandelten  geometrischen  Ort 
hatten  wir  bereits  in  §.  2  zur  Bestimmung  der  Potenzlinie  zweier 
Kreise  benutzt.] 

4)  Bie  beiden  miletzi  behandelten  Orte  sind  spezielle  Fälle  d^  durch 
die  Gleichung  aa^  -{-  ßy^  «=  a^  bestimmten.  Man  findet  ßr  ihn  einen  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt    D    auf  der  ^    ^ 

(reraden  AB  so  bestimmt  unrd, 
dm  a  .  AD  +  ß-BD^O  ist 
utid  dessen  Badius  sich  aus  der 
Ff/miel: 

«  _  («  +J)  a«  -  4«pc« 

ergibt. 

Man    hat  im   Falle,    dass 

tt  und  ß  gleiches  Vorzeichen  be- 
sitzen [wobei  D  auf  die  Strecke 
AB  selbst  zu  liegen  kommt  und   AD  und  BD  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen bekommen] 
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ys  =  r^  +  AD^  +  2r  •  AD  •  cos  BDC 

y2  =  r2  +  BIß  +  2r  .  BD  .  co5  JSDC 

a^  =  ax^  +  ßf  =  {a  +  ß)'^  +  a'  AD^  +  /5  •  BD'  +  2r  cos  JSDC. 

[a-AD  +  ß'BD]  . 

In  dieser  Gleichung  verschwindet  zufolge  der  Annahme  über  D  das 
letzte  Glied  und  man  bekommt: 

Berechnet  man  jetzt  AD  und  2^2)  aus.  den  Gleichungen: 

cc'AD  +  ß'BD  =  0,        AD  +  DB  =  2e 

und  setzt  die  gefundenen  Werthe  ein,  so  erhält  man  für  r^  den  früher 
angegebenen  Werth,  der,  wie  die  ganze  übrige  Entwicklung,  seine 
Gültigkeit  auch  dann  noch  behält,  wenn  a  und  ß  entgegengesetzte 
Vorzeichen  annehmen.  Als  Bedingung  für  das  wirkliche  Vorhanden- 
sein des  geometrischen  Ortes  findet  man,  dass  (a-|-/3)a*  —  Aaßr 
positiv  sei.  Für  a  —  ß  =  0  bekommt  man  den  unter  2)  behandelten 
Ort,  für  a  +  /J  =  0  den  Fall  3).  Die  besondere  Annahme  a^  =  0 
soll  unter  5)  noch  eingehender  behandelt  werden  und  zwar  unabhängig 
von  dem  allgemeinen  Falle. 

5)  Der  Ort  aller  Punkte,  für  tvelche  -  =  A  ,  ist  ein  Kreis,  dessen 
Mittdpmkt  auf  AB  liegt  und  diese  Strecke  im  Verhältniss  1  :  k^  theilt. 
Der  Radius  Juit  den  Werth  r  = 


X«-  1 


Fig.  28. 


Da  Strecken,  die  nicht  auf 
dem  nämlichen  Träger  (der  näm- 
lichen Geraden)  enthalten  sind, 
in  Bücksicht  auf  das  Vorzeichen 
erst  durch  Zuhülfenahme  an- 
\  derweitiger  Elemente  (z.  B. 
jgf   Winkel  bei  ähnlichen  Dreiecken) 


/ 


y 


in  Beziehung  gesetzt  werden 
können,  so  muss  man  fQr  den  zu 
untersuchenden     geometrischen 

Ort     ebensowohl        —  =  A   als 

y 

=  —  A  berücksichtigen.     Suchen  wir   also   unter  den  Punkten  des- 


selben diejenigen  auf,  welche  auf  der  Geraden  AB  selbst  liegen,  so  ist 
klar,  dass  es  einen  solchen,  F,  auf  der  Strecke  AB  selbst  gibt  und  einen 
andern,  G,  auf  ihrer  Verlängerung.  Wir  nehmen  nun  einen  bekannten 
Satz  aus  der  Planimetrie  zu  Hülfe,  der  also  lautet:    In  einem  Dreieck 
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theilt  die  Halbirungslinie  des  Winkels  C  an  der  Spitze  die  Grund- 
linie AB  im  Yerhältniss  der  anliegenden  Seiten;  dasselbe  gilt  auch 
fnr  die  Halbirungslinie  des  Nebeinwinkels  von  C.  Sei  jetzt  C  ein  Punkt 
des  zu  bestimmenden  Ortes,  so  construire  man  die  Winkelhalbirenden 
für  ABC  und  den  Nebenwinkel.    Diese  treflFen  AB  in  Punkten,  welche 

die  Strecke  ^jB  in  dem  Verhältnisse  t,,y=    =  +  A  theilen,  also  in 

BC        y         —  ' 

F  und  G.  Da  aber  die  beiden  Halbirungsgeraden  senkrecht  aufein- 
äuderstehen,  so  ist  der  Winkel  FÜG  ein  Rechter  und  C  befindet  sich 
auf  dem  Kreise ,  der  über  FG  als  Durchmesser  beschrieben  ist;  dieser 
Kreis  ist  also  der  gesuchte  geometrische  Ort.  Die  vier  Punkte  AFBG 
sind  harmonisch,  weil  die  von  C  aus  nach  ihnen  gezogenen  Strahlen 
als  Schenkels  eines  Winkels  und  dessen  Halbirungsgeraden  eine  har- 
monische Gruppe  bilden.  Wenn  man,  wie  überall  in  den  geometrischen 
Oertem  dieses  §.  die  Strecke  AB  ^==2c  setzt,  so  findet  man,  wenn  ft 
den  Mittelpunkt  des  Ortskreises  und  r  dessen  Radius  bedeutet, 

A  TP  „^  _^^  Ar  2cX  .     2cA* 

voraus  sich  ergibt: 

AF__  AG ,  ^_;2 

BF~       ^'      BG         >"     '       J?^"" 

und  endlich 

AG  —  AF  2cl 


x^—'i  • 


Ertheilt  man  A  successive  alle  Werthe  von  0  bis  oo,  so  erhält 
man  unendlich  viele  Ortskreise:  A  =  0  gibt  denjenigen,  der  sich  auf 
den  Punkt  A  reduzirt,  für  A  =  1  stellt  sich  ein  unendlich  grosser 
Kreis  ein,  der  aus  dem  in  der  Mitte  M  von  AB  auf  AB  errich- 
teten Perpendikel  und  G^  besteht;  aus  A  =  oo  ergibt  sich  der 
Punkt  JB. 

Seien  F  und  G  die  Schnittpunkte  eines  beliebigen  der  Ortskreise 
mit  AB,  80  ist  zufolge  einer  Grundrelation  harmonischer  Punkte 
MF' MG  ^=  MA^  =  MB^ ,  Diess  Product  ist  zugleich  die  Potenz 
des  Punktes  M  nach  dem  Kreise  JP6r,  d.  h.:  alle  Ortskreise  erzeugen 
Jiach  dem  Punkte  M  die  nämliche  Potenz.  Da  nun  für  irgend  zwei 
derselben  die  Potenzlinie  senkrecht  auf  AB  steht,  so  haben  wir  den 
^tz:  ConsPrtiiH  man  für  hdidnge  Paare  der  Kreise,  welcJie  die  Eigen- 
^haft  haben,  dass  für  aUe  Punkte  eines  derselben  das  Yerhältniss  der 
Ahstände  nadi  zwei  festen  Punkten  A  und  B  constant  bleibt,  die  Po- 
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tenzlinie,  so  erhält  man  immer  eine  und  dieselbe  Gerade ,  nämlich  das  in 
der  Mitte  M  von  AB  auf  AB  errichtete  Perpendikel. 


§.  8.    Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel. 

Der  geometrische  Ort  eines  Ptdnktes  C,  für  welchen  die  Summe  seiner 
Abstände  von  zwei  festen  Punkten  A  und  B  constant  ist,  heisst  Ellipse. 

A  und  B  werden  die 
Brennpunkte  genannt;  ihre 
Verbindungsgerade  ist  eine 
Symmetrieaxe  der  Ellipse, 
ebenso  das  Perpendikel,  das  in 

^\ — •ji<-'--ä Z^^jüf — c — Z'^^R — rt       ^®^  Mitte   M  von   AB    auf 

AB  errichtet  ist,  so  dass 
also  die  Curve  aus  vier  con- 
gruenten  Quadranten  besteht. 
M  ist  der  Miüelpmkt  der 
Ellipse,  jede  durch  ihn  gehende  Gerade  schneidet  auf  derselben  zwei 
Punkte  aus,  die  gleich  weit  von  ihm  abstehen.  In  unserer  Figur  ist 
ACBC  ein  Parallelogramm,  dessen  Diagonalen  sich  in  M  halbiren. 

Um  eine  genaue  Vorstellung  der  Curve  zu  erhalten,  kann  man 
dieselbe  mechanisch  construiren.  Man  schlinge  einen  geschlossenen 
Faden  von  der  Länge  2a  +  2c  [wo  2c  =  AB  und  2a  =  AC  +  CB 
ist]  um  die  Brennpunkte  A  und  B  herum  und  beschreibe  dann  mit 
dem  Stifte  C  bei  stets  straff  gehaltenem  Faden  eine  krumme  Linie, 
bis  dieselbe  in  sich  selbst  zurückläuft. 

Auf  der  Geraden  AB  befinden  sich  zwei  Punkte  der  Ellipse,  die 
Scheitel  S  und  S^,  deren  Entfernung  ==  2a  ist  und  die  grosse  Axe 
oder  Haupta^oce  heisst;  ebenso  liegen  zwei  Punkte  der  Curve,  die 
Scheitel  S'  und  S^  auf  der  zweiten  Symmetrieaxe;  ihre  Entfernung 
26  wird  die  Meine  Axe  oder  Nehenaxe  genannt.  [Man  nennt  auch 
sehr  oft  die  unbegrenzten  Geraden,  auf  denen  SS^  und  S'/S/  gelegen 
sind,  die  Axen  der  Ellipse.]  Zwischen  a,  h  und  c  [man  nennt  die 
letztere  Grösse  die  Excentrizität]  gilt  die  Gleichung  6-  -(-  ^  ==  a^  d.  h. 
die  halbe  grosse  Axe  ist  grosser  als  die  halbe  kleine  Axe  und  grösser 
als  die  Excentrizität.  — 

Alle  Ellipsen,  bei  denen  das  Verhältniss  —   [das    stets    zwischen 

den  Grenzen  0  und  1  liegt  constant  bleibt,  sind  ähnlich,  man  braucht  also 
nur  für  einen  bestimmten  Werth  von  a  alle  Ellipsen  zu  construiren,  um 
sofort  die  Verschiedenheit  der  äussern  Formen   zu   übersehen,  welche 
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die  Ellipse  überhaupt  darbieten  kann*).  Wenn  b  zunächst  sein  Maxi- 
mum angenommen  hat,  das  =  a  ist,  so  muss  c  =  0  sein,  d.  h.  für 
die  Annahme,  dass  die  beiden  Axen  gleich  seien,  fallen  die  Brenn- 
punkte zusammen  und  die  Ellipse  ist.  identisch  mit  dem  Kreise  vom 
Radius  ^.  Nimmt  jetzt  b  immer  mehr  ab,  so  verflach t*  sich  die  Elli|)se, 
die  Brennpunkte  rücken  immer  weiter  auseinander,  bis  schliesslich 
fc  =  0  geworden  ist,  in  welchem  Falle  die  Brennpunkte  mit  den 
Scheiteln  der  grossen  Axe  zusammenfallen  und  die  Ellipse  sich  auf 
die  grosse  Axe  reduzirt,  die  man  sich  doppelt  vorstellen  muss.  — 
Hätte  man  einen  bestimmten  Werth  für  die  kleine  Axe  2b  festgehalten 
und  die  grosse  Axe  sich  verändern  lassen,  dann  wäre  für  diese  der 
kleinste  Werth  =2h  und  die  entsprechende  Ellipse  identisch  mit 
dem  Kreise  vom  Radius  b  gewesen.  Wenn  jetzt  die  grosse  Axe 
wächst,  so  nimmt  auch  die  Excentrizität  zu,  die  Ellipse  erscheint 
immer  flacher,  bis  sie  für  einen  unendlich  grossen  Werth  der  Haupt- 
axe  [der  in  diesem  Falle  auch  eine  unendUch  grosse  Excentrizität  ent- 
spricht] ausartet  in  zwei  parallele  Gerade,  deren  Abstand  =26  ist.  — 
Schliesslich  setzen  wir  fest,  dass  der  Abstand  der  Brennpunkte,  die 
doppelte  Excentrizität,  unverändert  bleibe.  Der  kleinste  Werth  der 
grossen  Axe  ist  dann  2c  und  die  zugehörige  Ellipse  ist  die  gerade 
Verbindnngsstrecke    der   Brennpunkte,   doppelt   gelegt.      Wächst    die 

grosse  Axe,  so  nimmt  b  zu  und  mit  ihm  das  Yerhältniss  —  ,  das  alle 

Werthe  von  0  bis  1  successive  annimmt,  jedoch  so,  dass  es  letztem 
Werth  erst  für  ein  unendlich  grosses  a  erreicht.  Die  Ellipse  nähert 
sich  also  in  ihrer  Form  immer  mehr  dem  Kreise,  wird  aber  dann 
erst  zu  einem  solchen,  wenn  alle  ihre  Punkte  in's  Unendliche  gerückt 
sind  und  sie  identisch  wird  mit  der  doppelt  gelegten  unendlich  ent- 
fernten Geraden  der  Ebene. 

JEs  soll  nun  nach  gezeigt  tverden,  dass  die  Ellipse  van  einsr  Geraden 
fr  nie  in  mehr  als  zwei  Funkten  geschnitten  tcerden  kann,  oder  mit 
andern  Worten,  dass  über  einer  gegebenen  Grundlinie  höchstens  zwei 
Dreiecke  von  gegebener  Summe  der  beiden  andern  Seiten  möglich 
sind,  deren  Spitzen  in  einer  gegebenen  Geraden  G  liegen.  Wir 
unterscheiden  drei  Fälle:  1.  einer  der  Brennpunkte  liegt  auf  6r,  2.  die 


*)  Nur   iBt   za   bemerken ,   dass    unter   den  Ellipsen  vom  Azenverhältniss  •  - 

eine  solche  sich  befindet^  welche  sich  auf  einen  Punkt  reduzirt;  auch  in  diesem 
Grenzfalle  noch  ist  das  Azenverhältniss  von  Wichtigkeit  und  als  ein  vollkommen 
bestimmtes  anzusehen^  so  dass  man  Ellipsen  von  verschiedenem  Axenverhältniss 
auch  dann  noch  als  verschieden  anzusehen  hat,  wenn  sie  auf  Punkte  reduzirt 
sind. 

Steiner,  Vorlesungen  I.     2.  Aud.  3 
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Brennpunkte  liegen  auf  verschiedenen  Seiten  von  (r,  3.  sie  liegen  auf 
der  nämlichen  Seite  von  G. 

Im  ersten  Falle  zeigt  man  sofort ^  dass  auf  jeder  Seite  von  Ali 
nur  je  ein  Punkt  der  gestellten  Bedingung  Genüge  leisten  kann. 
Seifen  C  und  D  zwei  Punkte,  die  oberhalb  AB  liegen,  und  von  denen 
C  weiter  von  li  absteht,  als  J),  so  hat  man 

AC  +  CD  >AI),AC  +  (JT)  +  DB  >  AI)  +  I)B  .  also 

AC+CB>An  +  I)B. 

Fig.  30.  Der    Werth    von     AC-\--CB    wächst 

^C  demnach  continuirlich,  wie  C  sich  von 

^       '  \  B    entfernt,   kann   also  ..einen    vorge- 

A  ^^^ \j^  schriebenen    Werth    höchstens  einmal 

*--..,,  .       \  erreichen.      Da    auf   G  höchstens  ein 

~  '^~~— -..\ j»  Punkt,   der   oberhalb   AB   liegt,    die 

\  gegebene   Suinme  der   Seiten  AC  und 

\gf  CB  erzeugt,  und  diess  ebenso  filr  den 

*  unterhalb  AB  liegenden  Theil  von  (r 

gilt,  so  kann   eine  durch    den  Brennpunkt  B  gehende  Gerade  in  der 

That  nur  zwei  Punkte  mit  der  Ellipse  gemein  haben. 

Für  den  zweiten  Fall  ist  der  Beweis  analog.  Man  hat  nämlich 
die  Ungleichheiten 

AE  +  EI)>  AD  ,  AE  +  FD  +  T)B>  AT)  +  DB: 
EC  4-  CB  >  EB  ,  AE  +  EC  +(^B>AE  +  EB 

desshalb 

,,,  ,,  ÄC+ÜJi>ÄE+EB 

AC  -\'CB>  ÄE  +  EB  >AI)  +  DB 

iinil  eudlich 

A('  +  CB>AI)  +  BB. 

— .r^vA  Es  gibt  also  höchstens  ein  Dreieck  mit 

/?  der  Spitze  C  auf  G  oberhalb  AB  und 
höchstens  ehieSy  dessen  Spitze  C  unterhalb 
BA  liegt,  insofern  die  Grundlinie  AB  und  die  Summe  der  beiden 
übrigen  Seiten  eine  gegebene  sein  soll. 

Zum  Beweise  des  Satzes  im  dritten  Falle  ziehe  man  von  A  aus 
ein  Perpendikel  nach  G  und  verlängere  dasselbe  um  sich  selbst  zum 
Punkte  Ay^ ,  Für  irgend  einen  Punkt  C  auf  G  ist  dann  AC  -{-  C'B 
=  A^C '\' CB .  Es  gibt  aber  nach  dem  vorigen  Falle  nur  zwei 
Punkte    auf  G,  für  welche  A^C-^-CB   einen    gegebenen   Werth   hat. 


§.  8.    Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel. 


35 


leinen  über,  den  andern  unter  A^B]  Fig.  32. 

also  erlangt  auch  AC -{- CJB  für  die 
Punkte  auf  G  höchstens  zweimal  einen 
vorgelegten  Werth. 

Man  übersieht  aus  dieser  Be- 
weisführung leicht  die  Bedingung, 
welche  erfüllt  sein  niuss,  damit  eine 
Gerade  G  und  eine  Ellipse  E  sich 
schneiden.  Sind  von  der  letztem  die  Excentrizitiit  2c  und  die 
grosse  Axe  2a  gegeben  [wobei  a>c]  so  tritt  ein  Schneiden  von  G 
und  E  dann  sicher  ein,  wenn  der  Schnittpunkt  von  G  mit  AB  auf 
der  Strecke  AB  oder  in  einem  Endpunkt  derselben  liegt.  Ist  diess 
nicht  der  Fall,  so  entscheidet  die  Entfernung  des  Punktes  A^  von  B  in 
der  Art,  dass  ein  Schneiden  noch  immer  vorhanden  ist,  wenn  A^B 
<2fi,  aber  nicht  mehr  eintritt,  wenn  A^B^  2a  , 

Die  Hyperbel  ist  do'  gemietrische  Ort  eines  Punktes  C,  für  tvelchen 
fh'e  Differenz  der  Abstände  [oder  Leitstrahlen]  nach  zwei  festen  Punlden 
A  und  B  [den  Brennpunkten]  einen  bestimmten  Werth  2  a  hat 

Will  man  diese  Bedingung  nach  Art  der  Beispiele  des  §.  7  in 
piner  Gleichung  ausdrücken,  so  hat  man  x  —  j/  =  2a  oder  y  —  x'=2a, 
wenn  x  den  Abstand  des  Punktes  C  von  -4,  y  den  Abstand  von  B 
bedeutet.  Wir  müssen  also  zwei  Gleichungen  anwenden,  weil  wir 
keinen  der  Punkte  A  und  B  vor  dem  andern  bevorzugt  haben*);  der- 
jenige Theil  unseres  Ortes,  welcher  der  Gleichung  x  —  y  =  2a  ge- 
nügt^ liegt  mit  B  auf  derselben  Seite  des  Perpendikels,  welches  in 
der  Mitte  M  von  AB  auf  AB  errichtet  wird,  der  zweite,  ihm  con- 
gruente  Theil,  welcher  der  Gleichung  y  —  a;  «=  2a  entspricht,  liegt 
auf  der  andern  Seite  dieser  Geraden.  Die  Hyperbel  hat,  wie  die 
Ellipse,  zwei  Symmetrieaxen,  aber  nur  die  eine  derselben,  die  Haupt- 
oxe  AB  hat  mit  ihr  zwei  Punkte  S  und  S^j  die  Scheitel  gemein, 
deren  Entfernung  =  2a  ist.  [Diese  Entfernung  wird  in  engerem 
Sinne  als  die  Hauptaxe,  oder  die  grosse  Axe  bezeichnet]  Die  zweite, 
in  31  senkrecht  auf  AB  stehende,  die  Nebenaxe,  wird  von  der  Curve 
nicht  getroffen,  da  für  ihre  Punkte  x  —  y  =  0  ist,  also  nicht  =  2a 
sein  kann. 

M  heisst  der  Mittelpunkt'  der  Hyperbel,  jede  durch  ihn  gelegte 
Gerade  enthält,  wenn  sie  überhaupt  die  Curve  schneidet,  zwei  Punkte 
derselben,   die    gleichweit   von   ihm   entfernt  sind.     Die  Hyperbel  be- 

*)  Wir  können  allerdings  die  beiden  Qleichnngcn  ersetzen  durch  eine  einzige, 
indem  wir  die  mit  ihnen  gleichbedeutenden:  .r  —  t/— 2fl  =  0,  x  --  y  -{-  2a  =  0 
uiuItipHziren,  was  (a*  —  y)*  =  4«*  ergibt. 

3* 
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steht  aus  vier  congruenten  Theilen,  von  denen  je  zwei,  die  auf  der 
gleichen  Seite  der  Nebenaxe  liegen,  zusammenhängen.  Da  man  für 
jeden  Werth  des  r,  er  mag  noch  so  gross  gewählt  werden,  einen  zu- 

Fig.  33.  gehörigen  des  y  findet  und  das  Dreieck 

aus  X,  y,  2  c  immer  gebildet  werden 
kann,  wenn  x  -\-  y>  2c  ist,  so  folgt, 
dass  die  Curve  sich  ins  Unendliche  er- 
streckt. Um  ilire  unendlich  entfernten 
Punkte  zu  finden,  bemerken  wir,  dass 
für  einen  solchen  die  Leitstrahlen 
parallel  sind.  Die  Differenz  derselben 
ist  dann  gegeben,  indem  man  von  dem 
einen  Brennpunkte  aus  auf  den  nicht 
zugehörigen  Leitstrahl  ein  Perpendikel 
fällt  und  die  Strecke  von  dem  Fuss- 
punkte  bis  zum  zugehörigen  Brenn- 
punkt bestimmt.  Soll  aber  diese  Diffe- 
renz =  2a  sein,  so  stellt  sich  die  ge- 
/  ^'       suchte  Richtung  des  unendlich  entfernten 

Punktes  dar  als  die  Richtung  einer  Kathete  von  der  Länge  2  a  in 
einem  rechtwinkligen  Dreieck  mit  der  Hypotenuse  AB  =  2(^  Da 
vier  solche  Dreiecke  möglich  sind,  von  denen  je  zwei  dieselbe  Richtung 
der  angegebenen  Kathete  haben,  so  können  wir  durch  den  Mittel- 
punkt M  zwei  Gerade  ziehen,  deren  unendlich  entfernte  Punkte  auf 
der  Hyperbel  liegen;  diese  Geraden,  denen  sich  die  Curve,  gegen  das 
Unendliche  fortrückend,  immer  mehr  anschmiegt,  heissen  die  Asif^njh 
toten  *). 

Fällt  man  bei  der  Hyperbel  mit  der  Brenndistanz  2  c  und  der 
grossen  Axe  2  a  in  einem  der  beiden  Scheitel  ein  Perpendikel  auf 
AB  und  bezeichnet  dessen  Länge  bis  zum  Durchschnitt  mit  der  einen 
Asymptote  mit  fc,  so  kann  man  2h  in  engerm  Sinne  die  Nebenaxe 
oder  kleine  Axe  nennen.  Man  hat  dann  die  Relation  a^  +  6^  =  c^ , 
woraus  folgt,  wenn  man  c  die  Excentrizität  der  Hyperbel  heisst,  dass 
die  Excentrizität  grösser  ist  als  jede  der  beiden  Halbaxen. 

Die  Asymptoten  theilen  die  Ebene  in  vier  Winkelräume;  nur  in 


*)  Jede  durch  M  gebende  Gerade,  welche  die  Hyperbel  schneidet,  gibt  auf 
derselben  Punkte,  die  gleicbweit  von  3f ,  nach  entgegengesetzten  Richtungen  ab^ 
stehen.  Diess  tritt  auch  für  die  Asymptoten  ein,  von  denen  jede  zwei  unendlich 
entfernte  Punkte  mit  der  Hyperbel  gemein  hat,  die  aber  vereinigt  sind,  weil  in 
einer  Geraden  nur  ein  einziger  unendlich  ferner  Punkt  vorhanden  ist,  d.  h.  die 
Asymptoten  sind  Tangenten  der  Hyperbel. 
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den  beiden^  welche  die  Brennpunkte  enthalten^  liegen  Punkte  der 
Hyperbel.  Einer  von  diesen  beiden  Winkelräumen  wird  durch  die 
Schenkel    des    eigentlichen    Asymptotenwinkels    2(p    begränzt;    dessen 

Hälfte  man  aus  der  Gleichung  tg  9)  «=   -  bestimmen  kann.  In  die  leeren 

Winkelräume  kann  man  unter  Andern  eine  der  gegebenen  canjugirte 
Hyperbel  verzeichnen,  welche  dieselben  Asymptoten  und  die  gleiche 
Excentrizitat  hat.  Der  Asymptotenwinkel  geht  in  seinen  Nebenwinkel 
über,  während  die  Halbaxen  a  und  b  ihre  Rollen  vertauschen  in  der 
Art,  dass  die  Hauptaxe  zur  Nebenaxe  wird  und  umgekehrt. 

Um  die '  verschiedenen  Gestalten  der  Hyperbel  bei  Variation  von 
Oj  bf  c  za  übersehen,  halte  man  zuerst  Ä  und  B  fest  und  lasse  die 
grosse  Axe  sich  verändern,  Ist  diese  =  0,  so  wird  die  Hyperbel 
identisch  mit  der  Nebenaxe,  für  welche  x  —  y  =  2a  =  0  ist.  Die- 
selbe mnss  doppelt  gezählt  werden,  weil  in  ihr  beide  Zweige  sich  ver- 
einigen.    Nimmt  die   grosse  Axe  zu,  so  erhält  man  zunächst  aus  der 

Formel  cos  g?  =  -    stumpfe    Asymptotenwinkel,    bis   a  =  b  =  c     y  — 

wird,  in  welchem  FaUe  der  Asymptoten winkel  ein  rechter  wird.  Die 
Hyperbel  heisst  dann  gleichseitig  und  entspricht  in  mancher  Beziehung, 
dem  Kreise.  Nimmt  die  grosse  Axe  noch  mehr  zu,  so  wird  der 
Äsymptotenwinkel  spitz,  bis  schliessKch  für  a  =  c  die  Hyperbel  sich 
auf  die  doppelt  gelegte  Hauptaxe  reduzirt,  von  welcher  da^  Stück 
zwischen  den  Brennpunkten  ausgelassen  ist. 

Lässt  man  die  Hyperbel  sich  derart  verändern,  dass  die  Asymp- 
toten fest  Ueiben  und  die  Brennpunkte  sich  stets  in  demselben  Asymp- 
totenwinkel befinden,  so  bleibt  das  Yerhältniss  —  constant,    und    die 

sämmtlichen  Hyperbeln  sind  ähnlich.  Unter  ihnen  ist  diejenige  zu 
beachten,  deren  Excentrizitat  c^=0  ist  und  die  aus  den  beiden 
Asymptoten  besteht. 

Es  sollen  ^  nun  die  Scheitel  oder  Endpunkte  der  grossen  Axe 
festbleiben.  Wenn  die  Brennpunkte  zuerst  in  den  Scheiteln  selbst 
angenommen  werden,  so  bekommt  man  wieder  die  doppelt  gelegte 
Hauptaxe.  Entfernen  sich  die  Brennpunkte  immer  weiter  vom  Mittel- 
punkte. Jlf,  so  oShet  sich  die  Hyperbel  mehr  und  mehr,  bis  sie  end- 
lich für  unendlich  entfernte  Brennpunkte  zu  zwei  Parallelen  wird, 
welche  durch  die  Scheitel  gehen  und  senkrecht  auf  der  Hauptaxe 
stehen. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  diess  für  die  Ellipse  geschehen  ist,  geht 
man  vor,  xim  auch  für  die  Hyperbel  nachzuweisen j  dass  sie  von  einer 
Geraden  G  nie  in  mehr  als  mei  Punkten  geschnitten  werden  kann.    Das 
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Wesentliche  dieses  Beweises  liegt  darin,  dass  man  von  der  möglichen 
Zeichen  Verschiedenheit  der  Differenz  AE—EB,  wo  E  einen  Punkt 

der  Geraden  6f  bedeutet,    ab- 
*  '^  ^*'  sieht.  Schneidet  G  die  Hauptaxe 

ausserhalb  der  Strecke^!?,  so 
hat  diese  Differenz  ein  Minimum 
=  0,  welches  für  den  Schnitt 
C  von  G  mit  der  Nebenaxe  der 
Hyberbel  eintritt,  und  ein  Maxi- 
mum =  2  c  für  den  Punkt D  von 
G  auf  der  Hauptaxe.  Stellt 
man  sich  jetzt  die  Gerade 
als  in  ihrem  unendlich  fernen 
Punkte  wie  einen  Kreis  geschlos- 
sen vor,  so  wird  die  Differenz 
ÄE  —  EB,  wenn  E  vom  Punkte  C  in  der  Richtung  nach  dem  Maxi- 
mum  sich  bewegt,  stetig  wachsen,  bis  E  den  Punkt  1>  erreicht,  und 
zwar  auf  dieser  Strecke  den  Werth  2a  nur  einmal  annehmen.  Geht 
man  von  D  weiter,  so  nimmt  die  betrachtete  Differenz  stetig  ab,  bis 
man  durch  das  Unendliche  hindurch  wieder  zu  dem  Punkte  C  gelangt; 
auf  dieser  Strecke,  welche  aus  zwei  in's  Unendliche  reichenden  Stücken 
besteht,  kann  also  ÄE — EB  den  verlangten  Werth  auch  nur  ein- 
mal erreichen,  so  dass  zwei  Schnittpunkte  von  G  mit  der  Hyperbel 
vorhanden  sind,  aber  ausser  ihnen  kein  anderer  mein*. 

Im  Falle  Cr  zwischen  den  Brennpunkten  durchgeht,  bestimme  man  einen 
Punkt  Ai  derart,  dass  G  mitdem  in  der  Mitte  von  ^^i  auf  J.J^i  errichteten 

Perpendikel  identisch  wird.    Man 
^*^"  ""■  hat  jetzt   AE  —  EB  =  A,E  — 

EB  und  kann  die  vorigen  Be- 
trachtungen anwenden.  Das 
Maximum  dieser  Differenz  tritt 
dann  ein,  wenn  E  nach  D  rückt, 
es  hat  den  Werth  A^^B.  Wäh- 
rend ein  Schneiden  der  Hy- 
perbel Hy  für  welche  A  und  B 
-^  die  Brennpunkte  sind  und  2  a 
die  grosse  Axe  ist,  mit  einer 
Geraden  G  immer  eintritt,  wenn  G  und  AB  sich  ausserhalb  der 
begrenzten  Strecke  AB  treffen,  so  werden,  wenn  G  zwischen  Ä  und 
B  hindurchgeht,  gemeinschaftliche  Punkte  von  G  und  //  nur  existiren, 
wenn   A^B  gleich  oder  grösser  als  2  a  ist. 


§.  8.    Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel. 
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Wir  geben  noch  eine  mechanische  Erzeugung  der  Hyperbel.  In 
dem  einen  Brennpunkte  A  befestige  man  ein  um  ihn  drehbares  Lineal 
L  Ein  Faden  Ton  passender  Länge  l  ist  in  dem  andern  Brennpunkte 
B  und  in  ein'em  Punkte  D  des  Lineals  befestigt^  der  vftn  Ä  um  m 
abstehen    mag.       Dreht     man    nun  i^ig-  36. 

L  um  A  und  spaimt  zugleich  mit 
dem  Stifte  C  den  Faden  fortwährend 
an  Z/,  so  beschreibt  C  den  Bogen 
einer  Hjrperbel  H,  deren  Brennpunkte 
A  und  B  sind,  und  zwar  wenn  m>  l 
ist,  einen  Theil  des  B  einschliessen- 
den  Zweiges.  In  der  That  ist  AC 
+  CD  =  m,  ebenso  BC+CD  =  l,  ^ 
also  bleibt  die  Differenz  dieser  beiden  Summen:  AC  —  CB  =  m  —  l  con- 
stant.  Hiebei  ist  vorausgesetzt,  dass  (7  immer  auf  der  Strecke  AD 
selbst  liege;  würde  man  mit  diesem  Punkte  während  der  Bewegung 
fiber  D  hinaus  z.  B.  nach  C  gelangen,  so  wäre  AC  —  C2)  =  m, 
CD  -f  C'B  =  ly  also  AC  -\-  C B  =  m  -\-  l,  d.  h.  man  bekäme  ein 
Stück  der  Ellipse  E  mit  den  Brennpunkten  A  und  B  und  der 
grossen  Axe  Z  +  w.  Damit  diesß  Construction,  sei  es  für  die  Hy- 
perbel oder  die  Ellipse  ausführbar  sei,  muss  sich  aus  Z,  m  und  2c 
ein  Dreieck  bilden  lassen;  in  dessen  Spitze  treffen  E  und  ^zusammen. 

Obwohl  mit  Ellipse  und  Hyperbel 
aufs  Innigste  zusammenhängend,  kann  die 
Parabel,  zu  deren  Betrachtung  wir  uns 
jetzt  wenden,  doch  nicht  vermittelst  zweier 
Brennpunkte  dargestellt  werden;  sie  ge- 
hört also  nicht  zu  denjenigen  geome- 
trischen Orten,  welche  im  §.  7  vorzugs- 
weise behandelt  worden  sind  und  denen 
sich  dann  naturgemäss  Ellipse  und  Hy- 
perbel angeschlossen  haben.  Wir  geben 
folgende  Definition: 

Der  geometrische  Ort  eines  Punktes 
C,  dessen  setikredUer  Abstand  von  einer 
feäen  Geraden  L  [der  Leitlinie]  gleich  ist 
seinem  Abstände  von  einem  festen  Punkte 
A  [dem  Brennpunkte]  ^  Jmsst  Parabel 

Die  Parabel  liegt  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  mit  dem  Brenn- 
punkte auf  derselben  Seite  der  Leitlinie  und  hat  das  Perpendikel  von 
B  aus  auf  L,  welches  die  Axe  genannt  wird,  zur  Symmetrieaxe.     Auf 


Fig.  37. 
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Fig.  38. 


diesem  Perpendikel  befindet  sich  in  gleichem  Abstände  von  L  und 
von  B  ein  Punkt  der  Curve,  welcher  Sdieitel  genannt  wird;  von  dem 
Scheitel  aus  erstreckt  sich  die  Parabel  sowohl  über  als  unter  der  Axe 
nach  der-selben  Richtung  hin  ins  Unendliche.  Die  •  Tangente  im 
Scheitel,  die  wir  späterhin  häufig  benutzen  werden,  soll  Scheiteltangente 
heissen.  Was  also  die  I^arabel  in  Bezug  auf  ihre  Form  wesentlich 
von  Ellipse  sowohl  als  von  Hyperbel  unterscheidet,  ist,  dass  sie  nur 
eilten  Brennpunkt,  nur  eine  Axe,  und  ^.uf  dieser  nur  einen  Scheitel  hat. 
Zur  Vervollständigung  der  Anschauung  dient  die  folgende  mecha- 
nische  Erzeugung:    Ein  Lineal  von  der  Länge  DE  gleitet  mit  dem 

einen  Ende  1)  auf  der  Creraden  L  derart, 
dass  es  zu  derselben  stets  senkrecht  bleibt. 
Ein  Faden  von  der  Länge  DE=^  l,  dessen 

j^\ „   Enden  in    E  und    B   befestigt  sind,  bleibt 

während  der  Bewegung  stets  mit  dem 
Stifte  C  straff  an  das  Lineal  gespannt  und 
beschreibt  ein  Stück  der  Parabel,  welche  B 
zum  Brennpunkte  und  L  zur  Leitlinie  hat. 
Die  Richtigkeit  der  Construction  folgt  aus 
der  Bemerkung,  dass  l  =  DC  +  CE  =  BC  +  CE  also  DC  =  CB  ist. 
Die  Gestalt  der  Parabel  ist  einzig  abhängig  von  der  Entfernung 
des  Brennpunktes  von  der  Leitlinie,  da,  wie  man  leicht  zeigen  kann, 
alle  Parabeln  ahnlieh  sind.  Hält  man  die  Leitlinie  und  die  Axe  fest, 
während  der  Brennpunkt  auf  der  letztern  sich  bewegt,  so  wird  die 
Parabel  schmaler  oder  erweiterter  erscheinen,. je  nachdem  der  Brenn- 
punkt näher  oder  femer  von  der  Leitlinie  sich  befindet;  liegt  er  auf 
der  Leitlinie  selbst,  so  reduzirt  sich  die  Curve  auf  die  doppelt  gelegte 
Axe,  die  vom  Scheitel  aus  nach  einer  Seite  hin  sich  in's  Unendliche 
erstreckt.  Man  kann  die  Veränderung  der  Parabel  auch  so  vor  sich 
gehen  lassen,  dass  man  die  Axe  und  zwei  zu  ihr  symmetrisch  gelegene 
Punkte  der  Curve  unverändert  beibehält,  während  der  Scheitel  sich 
auf  der  Axe  verschiebt.  Liegt  der  Scheitel  mit  den  festgehaltenen 
Punkten  auf  derselben  Geraden,  so  artet  die  Parabel  in  diese  Gerade 
selbst  aus,  zu  der  man  noch  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene 
zu  fügen  hat.  Rückt  der  Scheitel  ins  Unendliche,  so  zerfällt  die  Curve 
in  zwei  zur  Axe  parallele  Gerade. 

Dass  die  Parabel  vofi  einer  Geraden  G  in  nie  ^nehr  als  zioei  Punkten  ge- 
schnitten  werden  kann,  wird  wie  folgt  gezeigt:  Sei  L  die  Leitlinie,  B  der 
Brennpunkt  einer  Parabel,  G  eine  beliebige  Gerade,  dann  fälle  man  von 
B  auf  G  ein  Perpendikel  und  verlängere  dasselbe  um  sich  selbst  nach  B\ 
Zieht  man  nun   durch  B'  eine  Senkrechte  L'  und  eine  Parallele  B'  A 


§.  9.    Gemeinsamer  Ürsprang  der  Kegelßchnitte. 
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ZQT  Aie,   welche  letztere    auf  G   den   Punkt   A   ergibt-,  so  wird  für 

einen  Punkt   C   auf  G    welcher    von   A    aus   nach  einer  der  beiden 

Seiten   der    Geraden   G    sich    bewegt,    die 

stete  positive  Differenz  CB  —  CP   [wo   P' 

den  Fnsspunkt   des  von  C  auf  L'  gefällten 

Perpendikels  bezeichnet]  von  Null  an  stetig 

zunehmen  und  beliebig  gross  werden  können. 

.Liegt  also  L  mit  B  auf  derselben  Seite  von 

L,  so  wird   diese   Differenz  auf  jeder  Seite 

von   A    ans    auf   G    gerechnet   nur  einmal 

gleich  dem   Abstände  der    Gefaden   L   und 

L',  d.  h.  in   diesem  Falle   gibt   es   auf  der 

Geraden  G  zwei  Punkte  der  Parabel.    Wenn 

aber  L'   auf   der  andern  Seite  von  L  liegt, 

so  schneidet  G  die  Parabel  gar  nicht. 

Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  mit 
den  zugehörigen  speziellen  Fällen  zusam- 
mengenommen, heissen  Curven  zweiten  Grades;  der  Grund  dieser 
Bezeichnung  liegt  darin,  dass  eine  Gerade,  wenn  sie  nicht  selbst 
einen  Bestandtheil  desselben  ausmacht,  keines  dieser  Gebilde  in  mehr 
als  zwei  Punkten  schneidet.  Einer  andern  Eigenschaft  wegen,  die 
späterhin  erörtert  werden  soll,  werden  sie  auch  unter  dem  Namen: 
Kegelsdinitte  zusammengefasst,  dessen  wir  uns  von  nun  an  bedienen 
wollen.     Wir  haben  also  folgende  Kegelschnitte: 

1.  Die  Eüipse  und  ihre  speziellen  Fälle:  der  Kreis ^  der  Punkt, 
die  doppelt  gelegte  Strecke, 

2.  Die  Hifperbel  und  ihre  speziellen  FäUe:  die  gleichseitige 
Hyperbel,  zwei  sich  schneidende  Gerade,  eine  doppelt  gelegte  Gerade, 
auf  welcher  eine  Strecke  ausgefallen  ist, 

3.  Die  Parabel  und  ihre  speziellen  Fälle,  welche  ebensowohl 
Ellipse  als  Hyperbel  oder  Parabel  genannt  werden  können:  zwei 
parallele  Gerade,  eine  einseitig  begränzte,  doppelt  gelegte  Gerade, 
eine  Gerade  zusammengenomfnen  mit  G^  ,  die  doppelt  gelegte  G ^ 
wenn   G^  die  unendlich  entfernte  Gerade  der  Ebene  bedeutet 


§.  9.    Gemeinsamer  Ursprung  der  Kegelschnitte. 

Die  Lehre  vom  geometrischen  Orte  ergibt  ausser  den  bereit«  be- 
nutzten Definitionen  für  die  Kegelschnitte,  welche  die  fundamentalen 
sind,  noch  andere,  die  vor  ihnen  den  Yortheil  haben,  dass  sie  Ellipse, 
Hyperbel   und   Parabel   gleichartig  bestimmen,   während  bis  jetzt  die 
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Fig.  40. 


Parabel  eine  scheinbare  Ausnahmestellung  einnahm.     Von  besonderem 
Interesse  ist  die  nachfolgende: 

Der  geometrische  Ort  eines  Punktes  C,  welcher  (ßeichviel  absteht  von 
cineni  festen  Punkte  B  und  von  einem  Kreise  Ä  ist  ein  Kegelschnitt. 

Hierbei  ist  der  Abstand  des  Punktes  vom  Kreise  vorderhand  ge- 
messen auf  dem  durch  ihn  gehenden  Durchmesser  und  zwar  als  gleich 
angenommen  mit  dem  Abstände  des  Punktes  von  dem  ihm  näheru 
Endpunkte  des  Durchmessers. 

•Liegt  der  Punkt  B  innerhalb  des  Kreises  A^  so  dass  also  AB 
=  2c   kleiner   ist  als  der  Radius  AD  ==  2a  des  Kreises,  so  hat  man, 

wenn  AD  der  durch  C  gehende  Ra- 
dius ist:  AC  -\-  CD  =  2a.  Aber  nacli 
der  gestellten  Bedingung  ist  CD  = 
CB,  also  AC+CB  =  2a,  d.  h.  der 
Punkt  C  bewegt  sich  auf  einer  Ellipse 
mit  den  Brennpunkten  A  und  B,  deren 
grosse  Axe  gleich  2  a  und  deren  Brenu- 
distanz  gleich  2  c  ist.  Die  Ellipse 
liegt  ganz  innerhalb  des  Kreises;  wenn 
B  mit  A  zusammenfällt,  so  wird  sie 
zu  einem  Kreise  vom  Radius  er,  der 
dem  gegebenen  conzentrisch  ist.  Liegt 
B  auf  dem  Kreise  selbst,  so  reduzirt 
sich  die  Ellipse  auf  den  doppelt  gelegten  Radius  AB. 

Nehmen  wir  den  Punkt  B  ausserhalb  des  Kreises  an,  dann  er- 
halten wir  für  einen  Punkt  C  des  gesuchten  Ortes,  der  ebenfalls 
ausserhalb   des   Kreises    und  zwar   näher  bei  B  als  bei  A  liegt:  AC 

—  CD  =  2a  ,     wo    D    der    Schnitl- 
(j  punkt    der    Geraden     AC    mit     dem 

/*  Kreise    und    2a    wiederum    der    Ka- 

\  dius  dieses  Kreises  sein  soll.    Da  aber 

CD  =  C  B  verlangt  wird,  so  er- 
^..-B  halten  wir  AC  ^  CB  ^  2a,  d.  h.  der 
Ort  von  C  ist  der  den  Brennpunkt  B 
umschliessende  Zweig  der  Hyperbel 
mit  den  Brennpunkten  ^1  und  B  und 
der  grossen  Axe  2a.  Um  die  Bedeu- 
tung des  zweiten,  A  umsch liessenden 
Zweiges  der  Hyperbel  zu  finden,  wähle 
man  einen  beliebigen  Punkt  C  des- 
selben,  der    also    näher  an  A  als  an 


Fig,  41.1 
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B  liegt,  ziehe  die  Gerade  CA  und  verlängere  sie  über  Ä  hinaus, 
bis  sie  den  Kreis  in  einem  Punkte  IX  schneidet.  Da  C  auf  dem 
zweiten  Zweige  der  Hyperbel  Hegt,  so  ist  für  ihn  JBC  —  CA  =  2a, 
also  BC  =  C'A  +  2a=^CA  +  A]y  ^Ciy.  Wir  haben  also  in 
diesem  Falle  nicht  den  vorhin  definirten  Abstand  des  Punktes  C  vom 
Kreise  gleich  dem  Abstand  des  Punktes  C  von  JE?,  sondern  an  Stelle 
des  ersten  tritt  ein  Werth,  der  ihn  entweder  zu  einem  Durchmesser 
ergänzt,  oder  der  um  einen  Durchmesser  grösser  ist,  je  nachdem  6' 
innerhalb  oder   ausserhalb  des  Kreises  A  liegt.  * 

Der  Grund  dieser  Erscheinung  liegt  in  Folgendem:  der  Abstand 
eines  Punktes  von  einer  Linie  ist  an  sich  genommen  etwas  Un- 
bestimmtes, da  man  den  gegebenen  Punkt  mit  jedem  beliebigen 
Ponkte  der  Linie  zusammennehmen  und  ihre  Entfernung  als  den  ver- 
langten Abstand  bezeichnen  kann.  Man^  wählt  nun  unter  allen  diesen 
Abstanden  diejenigen  aus,  welche  entweder  ein  Maximum  oder  ein 
Minimum  sind;  diese  stehen,  wie  leicht  zu  zeigen  ist,  in  ihren  Fuss- 
punkten  auf  der  Linie  senkrecht.  Bei  der  Geraden  tritt  bekanntlich 
nnr  ein  Minimum  ein,  beim  Kreise  aber  sowohl  ein  Maximum  als 
ein  Minimum  j  andere  Linien  ergeben  sogar  mehrere  Maxima  und 
Minima,  und  jedes  derselben  kann  im  engern  Sinne  als  Abstand  des 
Punktes  von  der  Linie  aufgefasst  werden.  Wir  werden  also  den  vor- 
hin entwickelten  Satz  jetzt  vollständiger  aussprechen,  indem  wir  sagen: 
Der  geometrische  Ort  eines  Punktes  C*,  der  gleichen  Abstand  von 
einem  festen  Punkte  B  und  einem  Kreise  A  ergibt,  ist  ein  Kegel- 
>thnitt  und  zwar  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel,  je  nachdem  B  inner- 
kilb  oder  ausserhalb  des  Kreises  A  liegt 

Um  zu  zeigen,  dass  dieser  geometrische  Ort  auch  die  Parabel 
äU  speziellen  Fall  zulässt,  halten  wir  fest:  1.  den  Punkt  B,  2.  eine 
durch  B  gehende  Gerade,  auf  welcher  sich  der  Mittelpunkt  des  Kreises 
A  bewege'  und  3.  einen  auf  dieser  Geraden  liegenden  Punkt  L ,  durch 
welchen  der  Kreis  A  fortwährend  gehen  soll.  Wenn  nun  A  von  L 
dus  sich  bewegt  und  zwar  von  B  sich  entfernend,  so  erhält  man  eine 
>i€haar  von  Hyperbeln,  von  denen  jede  folgende  einen  kleinern  Asymp- 
totenwinkel hat,  als  die  vorhergehende,  bis  schliesslich  A  in  s  Unend- 
iiche  rückt  und  der  Kreis  zur  Geraden  durch  L  senkrecht  auf  die 
^Jerade  der  Mittelpunkte  wird.  In  diesem  Falle  ist  die  Hyperbel  über- 
'j^yatigen  in  diejenige  Parabel,  ivelche  B  zum  Bretmpunkt  und  das  ge- 
nannte Perpendikel  zur  Leitlinie  hat.  Rückt  der  Mittelpunkt  A  des 
beweglichen  Kreises  vom  Unendlichen  aus  weiter,  so  kommt  er  auf 
Jer  andern  Seite  von  L  wieder  zum  Vorschein  und  der  Kegelschnitt 
wird  zur  Ellipse.    In  dieser  Weise  ist  also  die  Parabel  als  Verbindungs- 
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glied  zwischen  Ellipse  und  Hyperbel  und  als  spezieller  Fall  beider 
Arten  von  Kegelschnitten  dargestellt.  Es  ergibt  sich  aus  dieser  Be- 
trachtung auch,  dass  die  Parabel  zwei  Brennpunkte  lud,  von  denen  aber 
einer  in  unendlicJier  Entfernung  liegt;  ebenso  hat  sie  einen  unendlieli 
entfernten  Mittelpunkt,  einen  unendlidi  entfernten  Scheitel  der  grossen 
Axe  und  eine  unendlich  entfernte  Nebenaxe. 

Mit  der  so  eben  erörterten  Erzeugung  der  Kegelschnitte  ist  die 
nachfolgende  identisch:  Der  geometrische  Ort  des  Mittelpunktes  eines 
Kreises,  der  stets  durch  einen  festen  Ptuikt  B  geht  und  einen  gegebenen 
Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  A  und  detn  Badius  2  a  herührty  ist  ein 
Kegelschnitt,  weldier  A  und  B  zu  Brennpmikten  und  2a  zur  grossen 
Axe  hat.  Der  Kreis  A  und  der  Punkt  B  bestimmen  den  Kegelschnitt 
vollständig  und  umgekehrt  kann  man  einen  -gegebenen  Kegelschnitt, 
der  durch  seine  grosse  Axe  ^a  und  seine  Brennpunkte  A  und  B  be- 
stimmt ist,  stets  in  einen  derartigen  geometrischen  Ort  verwandeln. 
Man  schlage  um  A  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  mit  dem  Radius  2  a, 
dann  ist  der  Kegelschnitt  identisch  mit  dem  geometrischen  Orte  der 
Mittelpunkte  aller  Kreise,  die  durch  B  gehen  und  den  Kreis  A  be- 
rühren. Die  Parabel  fügt  sich  ein,  sobald  man  die  Leitlinie  als  Kreis 
von  unendlich  grossem  Radius  auffasst. 

Man  ist  durch  diese  Erzeugungsart  in  den  Stand  gesetzt^  mit 
Hülfe    von   früher  angegebenen   Constructionen  den  Durchschnitt  einer 

y.    ^2  •  beliebigen  Geraden  zu  finden 

^^--''         --.^  mit  einer  Ellipse  oder  Hy- 

^\^  perbely  sofern  manvonder- 

^__/^  \        selben  die  Brennpunkte  und 

^^^  I  \^^\^      /  \       die  grosse  Axe  kennt,  oder 

/  \       \^     ^^  i       mit    eitler     Parabel,     von 

^^  \  \/  yjf^  j       weldwr  Leitlinie  und  Brenn- 

I  \b'    ^^^\    \\         /        ptmkt  gegeben  sind, 

I  .'^'"-' .  ff    ^^\^ ''  Seien    A   und   B  die 

I  ^,  ''       /        "^CJ  I  \\-  Brennpunkte  einer  EUipsv. 

\  \     ./  /^ " '\  °^^*  ^®^  grossen  Axe    2a  ^ 

\  \'k  /        .'^       femer    sei    G  eine   belie- 

\  /  '\^  /  y''  bige  Gerade,  deren  Durch- 

\  /  '        /y''  schnitt    mit    der     Ellipse 

\^  /^  ^V-  bestimmt      werden      soll. 

^— y -^  Zu  diesem  Zwecke  schlage 

*  man    um    A    als    Mittel- 

punkt   einen    Kreis    vom    Radius    2a,    dann   ist  die  Aufgabe    zurück- 
geführt  auf  die  andere:   einen    Kreis  zu   finden,   der  duroh  B  geht 
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Jeu    Kreis    A.    berührt    und    seinen    Mittelpunkt    auf    G    liegen    hat. 
Üie    Gerade     G    ist,    da    sie    den   Mittelpunkt    des  gesuchten  Kreises 
enthält,  ein  Durchmesser  desselben,  und    also    eine  Symmetrieaxe  für 
ihn-,   fallt    man    demnach  von  B  aus  auf  6r  ein  Perpendikel  und  ver- 
längert   dasselbe  über   G   hinaus   um    sich    selbst  nach   ^,  so  ist  27' 
ebenfalls  ein  Punkt  des  gesuchten  Kreises.     Wir  haben  jetzt  nur  noch 
einen  Kreis  zu  construiren,  welcher  durch  die  zwei  Punkte  J5  und  S 
geht  und    einen   gegebenen  Kreis  A  berührt.     Diese  Aufgabe/  welche 
je  nach  der  Lage  von  B  und  H  zum  Kreise  A  zwei,  eine  oder  keine 
Losung  zulässt,  ist  bereits  in  §  2  wie  folgt  behandelt  worden:     Man 
lege  durch  J5J?'  einen  beliebigen  Kreis,  der  A  in  den  Punkten  G  und  6'' 
begegnen  möge;  von  dem  Durchschnitt  V  der  Geraden  CG'  und  HÜ 
ziehe  man  die  Tangenten  an  A^  so  sind  deren  Berührungspunkte  Z) 
und    V   zugleich    die   Berührungspuukte    der   gesuchten   Kreise.     Die 
Mittelpunkte    derselben,    welche    die    gesuchten    Ellipsenpunkte    sind, 
findet    man,  indem   man  jeden  der  Berührungspunkte  D  und  2/  mit 
dem   Mittelpunkte  A   durch  eine  Gerade  verbindet  und  deren  Durch- 
schnitte IE  und  ü!  mit  G  bestimmt.  —  In  dieser  Construction  erblickt 
man   einen  neuen  Beweis  des  Satzes,  dass  eine  Ellipse  von  einer  Ge- 
raden nie  in  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  werden  kann. 

Dreht  man  die  Gerade  G  um  einen  beliebigen  auf  ihr  gelegenen 
Punkt   Fy  so  kann  man  versuchen,  für  jede  Lage  von  G  die  ausein- 
anderiresetete       Construction       ihrer 
»Si'hnittpunkte  mit   der  Ellipse  anzu- 
wenden.      Da    FS  =  FH    ist,    so 
wird     bei      der       vorgeschriebenen 
Drehung    von   G  der  Punkt  S  sich 
auf    einem   Kreise   mit   dem    Mittel- 
punkte    F    und    dem    Radius     F^ 
bewegen,   da  F  und  3  unverändert 
bleiben.      Nun     hängt    die    Möglich- 
keit,   Schnittpunkte   von  G  mit   der 
Ellipse    zu   finden,  davon  ab,  Kreise 
zu     finden,     die     durch    die    Punkte 
li   und   F!  gehen  und  den  Kreis  A  berühren.     Weil  JB  innerhalb  A 
liegt,  so  mnss  dasselbe  mit  Iß  der  Fall  sein,  wir  finden  demnach  als 
äusserste    Grenze   für   das   Vorhandensein   von   Schnittpunkten  solche 
(jerade  (r,  deren  zugehörige  Punkte  F!  auf  dem  Umfange  von  A  ent- 
halten sind.     Die  Kreise  A  und  F  schneiden  sich  im  Allgemeinen  in 
zwei  Punkten   -B/  und  B^\  fallt  man  von  iP  aus  ein  Perpendikel  Gy 
auf  BB^y  so    ist   diess  ein   Grenzfall  derart,  dass  G^  mit  der  Ellipse 
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nur  einen  einzigen  Punkt  gemein  hat^  nämlich  den  Schnittpunkt  /3, 
von  Gl  und  ÄBi\  analog  verhält  es  sich  mit  dem  Perpendikel  (r^ 
von  F  auf  Bli^  ,  welches  der  Ellipse  in  dem  Schnittpunkte  ß^  von 
G^  und  AJB^  begegnet.  Von  den  durch  F  gehenden  Geraden  hat 
jede  in  dem  Winkelraume  ßiFß^  enthaltene  zwei  Punkte,  Gi  und  G.^ 
je  nur  einen,  jede  ausserhalb  des  Winkels  ßiFß^  enthaltene  aber 
keinen  Punkt  mit  der  Ellipse  gemein.  Nennt  man  eine  Gierade,  auf 
welcher  nur  ein  einziger  Punkt  der  Ellipse  liegt,  Tmufmte  derselben, 
so  haben  wir  den  Satz:  Von  einem  Punkte  F  aus  gehen  an  citic  • 
Ellipse  im  Allgemeinen  zwei  Tangenteti,  Diese  sind  wirklich  vorhanden 
(und  mit  ihnen  die  Punkte  J5\  und  -B'^),  wenn  die  Kreise  A  und  7*' 
sich  schneiden,  sie  sind  nicht  vorhanden,  wenn  A  und  F  sich  nichi 
schneiden;  wenn  A  und  F  sich  berühren,  so  gibt  es  nur  noch  eine 
einzige  Tangente.  Im  ersten  Falle  liegt  der  Mittelpunkt  F  ausser- 
halb der  Ellipse,  im  zweiten  innerhalb,  im  dritten  auf  der  Ellipse 
selbst. 

Man  hat  an  diesen  Entwicklungen  nur  geringe  Modificationen 
anzubringen,  um  sie  von  der  Ellipse  auf  die  Hyperbel  überzutragen. 
Wenn  eine  Gerade  G  die  Hyperbel  mit  den  Brennpunkten  A  und  J> 
und  der  grossen  Axe  2a  schneiden,  berühren  oder  nicht  schneiden 
soll,  so  muss,  da  jetzt  li  ausserhalb  des  um  A  mit  dem  Radius  2a 
beschriebenen  Kreises  liegt,  das  um  sich  selbst  verlängerte  Perpen- 
dikel von  li  auf  G  einen  Endpunkt  B'  ergeben,  (Jer  ausserhalb  A, 
auf  A  selbst,  oder  innerhalb  A  sich  befindet.  Dreht  man  die  Gerade 
G  um  einen  auf  ihr  gelegenen  Punkt,  so  kommt  es  im  Allgemeinen 
zweimal  vor,  dass  sie  mit  der  Hyperbel  einen  einzigen  Punkt  gemein 
hat*yund  zwai;  verhält  es  sich  gerade  wie  bei  der  Ellipse:  Von  eine^n 
Punkte  F  aus  gibt  es  zwei,  eine,  keine  Tangente  an  die  Hypet-hel,  je 
jmrhdeni  die  Kreise  A  und  F  [der  letztere  ivieder  um  F  mit  dein  B/idius 
FB  beschrieben]  sich  schneiden,  berühren ,  nicht  schneiden  d.  h.  je  nach- 
dem F  ausserhalb,  auf,  innerhalb  der  Hyperbel  liegt. 

Die  Aufgabe,  den  Durchschnitt  einer  beliebigen  Geraden  G  mit 
einer  Parabel  zu  bestimmen,  deren  Leitlinie  L  und  deren  Brennpunkt 
B  gegeben'  sind,  lässt  sich  zurückführen  auf  die  andere:  durch  einen 
Punkt  B  einen  Kreis  zu  legen,  der  eine« Gerade  L  berührt  und  seinen 
Mittelpunkt  auf  einer  andern  Geraden   G  liegen  hat.     Fällt  man  von 

*)  Geht  G  parallel  zu  einer  Asymptote  der  Hyperbel  II,  so  ist  BB'  eine 
Tangente  an  den  Kreis  Ä  und  es  befindet  sieb  nur  ein  Schnittpunkt  von  G  und 
II  im  Endlichen;  der  andere  Hegt  im  Unendlichen,  so  dass  noch  immer  zwei 
von  einander  verschiedene  Schnittpunkte  vorhanden  sind.  Aehnliehes  tritt  fiir 
die  Parabel  ein,  wenn  eine  Gerade  parallel  zur  Axe  gezogen  wird. 
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11  aus  ein  Perpendikel  auf  G  und  verlängert  dasselbe  um  sich  selbst  nach 
L*',  so  ist  nochnothig^  einen  Kreis  durch  B  und  B'  zu  legen,  der  L  berührt. 
Nach   §    1    lässt  diese  Aufgabe  je 
nach  der   Lage  von  B  und  B'  zu  ^'^  ** 

L  zwei,  eine  oder  keine  Losung 
zu  und  wird  wie  folgt  behandelt: 
Durch  B  mid  B'  lege  man  einen 
willkürlichen  Kreis,  an  den  man 
von  dem  Durchschnitt  C  der  Ge- 
raden L  und  BS  die  Tangenten 
zieht;  mit  der  Lange  dieser  Tan- 
genten schlage  man  um  C  einen 
Kreis,  welcher  L  in  den  Berüh- 
rungspunkten D  und  T/  der  ge- 
suchten Kreise  trifft  Ihre  Mittel- 
punkte findet  man,  indem  man 
tlie  Dnrchschnitte  P  und   P'    der 

in    D   und  2/    auf  L  errichteten  Perpendikel  mit  G  bestimmt;  diese 
Punkte  P  und  P'  sind  die,  gesuchten  Parabelpunkte. 

Dreht  man  G  um  einen  festen  Punkt  F,  so  beschreibt  B'  den 
Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  F  und  dem  Radius  FBy  welcher  der 
Leitb'nie  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  P/  und  B^  begegnen  wird, 
deren  zugehörige  Geraden  G  ^Tangenten  der  Parabel  sind.  Also:  Von 
finem  Punkte  F  aus  gehen  an  eine  Parabel  zwei,  eine  oder  keine  Tangente, 
K  narhdeni  der  Kreis  F  und  die  Gerade  L  sieh  schneiden,  berühren  oder 
nicht  schneiden,  d.  h.  je  nachdem  F  ausserhalb y  auf  oder  innerhalb  der 
Parabel  liegt 

Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  theilen,  wie  wir  jetzt  bewiesen 
haben,  die  Eigenschaft,  dass  von  einem  Punkte  der  Ebene  aus  an 
eine  dieser  Curven  im  Allgemeinen  zwei  und  höchstens  zwei  Tangenten 
gehen;  sie  werden  desshalb  Curven  zweiter  KUisse  genannt. 

Von  den  unendlich  vielen  von  einander  verschiedenen  Möglich- 
keiten, die  Kegelschnitte  im  Allgemeinen,  oder  spezielle  Fälle  der- 
selben als  geometrische  Oerter  darzustellen,  sollen  zur  Anwendung 
des  bis  jetzt  Gegebenen,  einige  sich  hier  leicht  einfügende  folgen. 

1.  Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche  zwei  gegelnme 
Kreise  berühren,  besteht  aus  zwei  Kegelschnitten,  von  denen  jeder  die 
Mittelpunkte  der  festen  Kreise  zu  Brennpunkten  hat,  tvährend  die  grossen 
Axen  resp.  der  Summe  oder  Differenz  ihrer  Badien  gleich  sind. 

Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  von  den  Kreisen  M^  und  M^ 
Jeder  den   andern   ausschliesse,  so  kann  der  Kreis  M  vier  wesentlich 
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verschiedene  Lagen  gegen  dieselben  annehmen:  indem  er  Jfj  und  JM^ 
beide  ausachliesst,  oder  beide  einsehliesst^  oder  M^  ausschliesst  und 
M^  einschliesst,  oder  M^  einschliesst  und  M^  ausschliesst.  Im  ersten 
Falle  hat  man,  wenn  r,  r^,  r^  die  Radien  von  M,  M^,  Jlfg  bedeuten 
und  ri>  r2,  vorausgesetzt  wird,  MM^  ==  r,  +  r,  M^M^  =  »*2  +  ^  ^"*1 
MMi  —  MM2  =  rj  —  rg .  Es  ist  also  M  auf  dem  M^  umschliessen- 
den  Zweige  einer  Hyperbel  gelegen,  welche  31^  und  M^  zu  Brenn- 
punkten und  rj  —  r^  zur  grossen  Axe  hat.  Für  den  zweiten  Fall  er- 
gibt sich  MMi  =r  —  r^j  MM^  =  r  —  r^  und  MM^  —  MM^  =  7\ 
—  rg,  so  dass  Jlf  dem  zweiten  Zweige  der  eben  beschriebenen  Hyperbel 
angehört.  Im  dritten  Falle  ist  MMy  =  r  +  *'i »  MM^  =r  —  r^  also 
MMi  —  MM^  =  9\  -\-  1-2 ,  d.  h.  31  liegt  auf  dem  M^  umschliessenden 

Zweige    der  Hyperbel   mit   den 
^**  ^  Brennpunkten   M^  und  M^  und 

der  grossen  Axe  ^1  +  ^^  •  ^^^^ 
letzten  Falle  findet  man  für  31 
den  anderen  Zweig  dieser  Hy- 
perbel. Da  eine  Gerade  G, 
welche  31^  und  31^  gleichzeitig 
berührt,  als  eine  spezieUe  Lage 
des  Kreises  3f  angesehen  werden 
kann,  dessen  Mittelpunkt  als- 
dann im  Unendlichen,  in  einer 
zu  G  senkrechten  Richtung  ent- 
halten ist,  so  ergeben  sich  die 
Asymptoten  der  beiden  Hyperbeln,  indem  man  aus  der  Mitte  von 
31^312  das  eine  Mal  Perpendikel  auf  die  beiden  äussern,  das  andere 
Mal  auf  die  innem  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  gegebenen 
Kreise  fallt. 

Wenn  M^  und  J/g  sich  schneiden,  so  ist  von  den  beiden  Kegel- 
schnitten der  eine  Hyperbel,  der  andere  Ellipse,  liegt  Jlfg  ganz  inner- 
halb 3fi,  so  sind  beide  Ellipsen.  Artet  3fl^  in  eine  Gerade  G  aus,  so 
erhält  man  zwei  Parabeln,  welche  M2  zum  gemeinschaftlichen  Brenn- 
punkte haben  und  deren  Leitlinien  zu  beiden  Seiten  von  G  im  Ab- 
stand r^  liegen.  Die  übrigen  mannigfachen  Spezialfälle  erledigen  sich 
ebenso  leicht. 

2.  Liegen  drei  Punlde  A)  31,  B  in  einer  Geraden  so,  dass  3f  dir 
3Iitte  der  Strecke  AB  ist  und  besteht  zwischen  den  Abstanden  x,  y,  ,"> 
eines  Punktes  C  von  A,  31  und  B  die  Relation  org  -{-  y^  =  d^,  so  isf 
der  Ort  von  C  eine  Ellipse  mit  den  Brennpunkten  A  und  B  und  der 
grossefi  Axe  1/2(0^  +  d*) . 
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Fig.  46. 


Man  hat  nach  einem  elementaren  Satze 
rr«  +  0«  =  2y^  +  26" 
während  zugleich  in  Folge  der  Bedingungs- 
gleichung 

2a;jei  =  26?  — 2y* 

ist;  durch  Addition  folgt  hieraus 

(x  +  zy  =  2(c«  +  (?) 

was    den    ausgesprochenen    Satz    beweist. 

Die    kleine    Axe    der    Ellipse   ist    durch 

y2{cP  —  €^)  gegeben;  damit  der  Ort  von 

C  also  wirklich  vorhanden  sei,  muss  d  >  c  sein. 

Für  xz  —  y*  =  cP  ist  der  Ort  von  C  eine  Hyperbel  mit  A  und  B 

als  Brennpunkte  und'  }/2(c*  —  d^)  als  grosser  Axe. 

Diess  Resultat  ergibt  sich  durch  Subtraction  der  Gleichung  2xz 
=  2y^  +  {P  von  der  schon  vorhin  angewendeten:  a^  •-{-  z^  =  2y^  +  2c*. 
('Damit  Punkte  C  ezistiren  ist  nothwendig,  dass  d*  zwischen  +  ^* 
und  —  c*  liege.]   Der  halbe  Asymptoten winkel  der  gefundenen  Hyperbel  ist 

durch  cos  q)  =  V^C^  —  ^_)   gegeben,  man  bekommt  also  für  die  Glei- 

M    C 

chung  xz  =  i/^  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

3.  Bleibt  von  einem  Dreieck  ABC  die  Grundlinie  AB  fest,  während 
die  Spitze  C  sich  unter  der  Bedingung  bewegt^  dass  der  Winkel  bei  B 
stets  das  Doppelte  von  demjenigen  bei  A  betrage,  so.  ist  ihr  Ort  eine 
Hyperbel  vom  Asymptotenwinkel  12(fi,  für  welche  B  ein  Brennpu/nkt  und 
Ä  der  nicht  zugehörige  Scheitel  ist. 

Sei   AC  =  z  und  CB  =  y,   so   hat  man,   wenn  D  der  Schnitt- 

Fig.  47. 


punkt  der  Winkelhalbirenden  bei  B  mit  der  Gegenseite  AC,  femer 
AB  =  2m  und  AD  =  u  ist,  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ABC 
and  BDC  die  Proportion 

y\Z'.  2m  =  z  —  u:y:u , 
(lenmach  gelten  die  Gleichungen 

Steiner,  Vorlesungen  I.     2.  Anfl.  4 
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%f  =:z  j^  —  zu  und  2my  =  zu , 
deren  Addition 

I.    y^  +  2wy  ==  z^ 

ergibt.     Ist  jetzt   B"   ein   Punkt   auf  der  Verlängerung   der   Strecke 

AB  über  Ä  hinaus,  so  das  jKf-4  = -^ ,    und   bezeichnet   man    JB'C 

mit  X,  so  wird 

oc^  =  0^  -] — - — |-  -  J^  z  cos  a  und  y^  =  z^  -{-  4m*  —  Amz  cos  a 

also  IL     3a?*  +  y^  ==  ^^  +  «^  w** . 

Die  Elimination  von  z^  aus  I.  und  II.  ergibt 

3:x^  =  3y'  +  8wy  +  ö  *^*^ ;    ^  =='  (v  -^  ^  ^'0^ 
und  wird  die  Quadratwurzel  ausgezogen:  entweder 

4  4 

X  —  y  =  „  m  y    oder    o?  +  y  =  —  -  w  . 

Die  zweite  Lösung  ist  unbrauchbar,  da  x  +  y  >  JB^  oder  —  -  sein 
muss,  die  erste  gibt  eine  Hyperbel  mit  den  Brennpunkten  B  und  Ii\ 
für  welche  die  Brenndistanz  2c  =  -^  und  die  grosse  Axe    2a  =  - 

ist.     Der  halbe  Asymptotenwinkel  g)  ist  gegeben  durch  cos  <p  =  —  =  ^  y 

also   wird    (p  =  60®  und   2<p  =  120^     Jede^  Scheitel  ist  vom  Mittel- 

punkt  und  vom  zugehörigen  Brennpunkt  gleichweit,  um  —  entfernt. 

Legt  man  durch  ABC  einen  Kreis,  so  ist  der  Bogen  AC  doppelt 
so  gross  als  der  Bogen  BC,  man  Jcann  also  vermittelst  der  beschrwbeneft 
Hyperbel  einen  Kreisbogen  AB  oder  den  ihm  zugetüirigen  CentriwinJcel 
in  drei  gleiche  Theile  theilen.  Die  Hyperbel  und  der  Kreis  begegnen 
sich  ausser  in  A  und  C  noch  in  zwei  Punkten  C  und  C"  derart,  daas 
CC'C*  ein  gleichseitiges  Dreieck  ist. 

4.  Der  Ort  aller  Punkte  P,  für  welcJie  ztvischen  dem  soikrechfen 
Abstände-  a  =  PQ  nadi  einer  festen  Geraden  G  und  denh  Abstände 
ß  =  PB  nach  einem  festen  Punkte  B  die  Gleichung  ß^  —  a^  =  a*  he- 
steht,  ist  eine  Parabel. 

Ist  A  der  Fusspunkt  des  von  B  auf  G  gefällten  Perpendikels 
und  AB  =  c   so   trage    man   von    B   aus    gegen  A  hin  die  Strecke 

BB'  =      ab,  bestimme,  in  derselben  Richtung  von  A  ausgehend  einen 

Punkt  A\  so  dass  auch  AÄ  =^  -  ist  und  ziehe  durch  denselben  eine  Paral- 
lele  G'  zu  Gf,  so  sind  B  und  G'  Brennpunkt  und  Leitlinie  der  Parabel  des 
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Punktes  P.  Zum  Beweise  sei  PS  =  ß\  femer  werde  der  senkrechte 
Abstand  von  P  nach  G'  mit  FQ'  =  a  und  der  senkrechte  Abstand 
Ton\P  nach  AB  mit  t  bezeichnet.     Man  hat  jetzt: 


Fig.  48. 
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a  =  a  +  —  ,    also  «*  —  «*  =  —  «  +  ;f^  5 
im  Weitem  ergeben  die  Gleichungen 

^  =  (c  _„)*  +  <«,      ^'»»(c-a-f^y+i« 

durch  Subtraction  , 

/J«  _  /T«  =  o*  -  "-  a  -  -,^  . 

Es    ist     also    («2  —  «2  j  ^  (^2  _  ^2)  _  ^2    unj  da   zufolge  der 
Bedingungsgleichung  /8*  —  a?  =  a*  ist. 

a'2  _  |3'8  =  0  oder  a  =  /J'  . 

wodurch  der  Ort  von  P  als  eine  Parabel  mit  den  angegebenen  Ele- 
menten nachgewiesen  ist.  Es  mag  noch  erwähnt  werden^  dass  sie 
die  Schnittpunkte  der  Geraden  6r  mit  demjenigen  Kreise  enthält  ^  der 
um  £  herum  mit  dem  Radius  a  beschrieben  ist. 


Drittes  Kapitel. 

Die  Kegelschnitte  in  spezieller  Behandlungsweise. 

Die  Ellipse. 

§.  10.  Die  Ellipse  als  Tangentengebilde. 

Indem  wir  uns  zu  einer  Behandlung  der  Kegelschnitte  wenden, 
welche  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  trennt  und  als  von  einander 
verschiedene  Curven  auffasst,  werden  wir  nicht  vermeiden  können, 
einige  der  bereits  im  ersten  Abschnitte  gefundenen  Resultate  noch 
einmal  abzuleiten.  Es  ist  dabei  unser  Zweck,  in  möglichst  elemen- 
tarer Weise  die  Brennpunktseigenschaften  zu  erörtern,  wobei  es  vor- 
theilhaft  ist,  den  Kegelschnitt  als  Tangentengebilde  zu  erzeugen. 
Zur  Definition  der  Tangenten  eines  Kegelschnittes  gelangen  wir  von 
dem  Satze  aus,  dass  als  Grenzfall  zwischen  den  Geraden,  welche  den 
Kegelschnitt  in  zwei  von  einander  verschiedenen  Punkten  und  den- 
jenigen, welche  ihn  gar  nicht  treffen,  solche  Gerade  sich  einstellen, 
welche  nur  einen  einzigen  Punkt  mit  ihm  gemein  haben.  Diese 
werden  Tangenten  genannt.  In  Anwendung  auf  die  Ellipse,  welche 
wir  zuerst  betrachten  wollen,  lautet  demnach  die  Definition: 

Hat  eine  Gerade  G  mit  der  Ellipse  [mit  den  Brennpunkten 
A  und  B  und  der  grossen  Axe  2a]  nur  einen  einzigen  Punkt  C  ge- 
mein, so  heisst  dieselbe  die  Tangente  der  Ellipse  im  Punkte  C,  und 
C  Jwisst  ihr  Berührungspunkt.  Alle  Punkte  der  Tangente  mit 
Ausnahme  von  C  liegen  ausse):halb  der  Ellipse,  und  da  für  jeden 
Punkt  ausserhalb  der  Ellipse  AD  +  DB>2a  ist,  so  hat  der  Be- 
rührungspunkt C  der  Tangente  die  Eigenschaft,  dass  er  von  allen 
Punkten  der  Geraden  G  das  Minimum  der  Summe  der  Abstände  von 
A  und  B  bestimmt.  Betrachten  wir  die  Punkte  A  und  B  und  die 
Gerade  G  [welche  die  Gerade  AB  ausserhalb  der  Strecke  AB  schneidet], 
so  haben  wir  demnach  den  Berührungspunkt  C  auf  G  so  zu  bestimmen, 
dass  AC  -^  CB  ein  Minimum  wird. 
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Zu  dem  Ende  fallen  wir  von  B  das  Perpendikel  BB"  auf  G  und 
verlängern   dasselbe  um   sich   selbst  nach  B".     [Dieser  Punkt  B'  soll 
künftighin    der   Gegenpunkt  von  B  in  Be- 
zug auf  G   genannt  werden.]     Zieht   man 

jetzt  die   Crerade  AS^  so  schneidet    diese      "^-s? B' 

auf  G  den  gesuchten  Punkt  C  aus.      Man  /  ">-^'       / 

hatinderThat,da^C+(7£  =  ^(7+C^  /  ^^     "^ 

ist,   für  jeden  beliebigen  Punkt  D  auf  G:         /     ,.'  '  , '  \ 

AD+DB>AC-\-CB.       Es    ist    aber      J^^- m  B 

^  ACD  =  S'CS  und  aus  der  Congruenz 

der  Dreiecke  BCS'  und  SCB'  folgt  ferner  ^ACD  =  BCB'\ 
d.  h.  AC  und  CB  bilden  mit  G  gleiche  Winkel.  Auf  die  Ellipse 
angewandt  gibt  diess  den  Satz:  Dk  Tangente  G  in  einem  Punkte  G 
der  Ellipse  bildet  mit  den  LeitstraMen  AC  und  CB  gleiche  Winkel, 
D^B^C  =  CB  ist,  so  folgt  AC  +  CS  =  AB  =2a,  und  da  G  eine  be- 
liebige Tangente  der  Ellipse  sein  kann,  so  folgt:  Bestimmt  man  die 
Gegenpunkte  S  eines  Brennpunktes  B  der  Ellipse  in  Bezug  auf  alle 
Tangenten  derselben^  so  liegen  diese  Punkte  B!  a/uf  einem  Kreise  mit 
dem  Mittelpunkte  A  und  dem  Badius  2a,  — 

Wenn  M  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  ist,  so  hat  man    AM=^ 
MBy   ebenso    ist  BS'  =  S'B j  also  sind  die  Dreiecke  AS B  und 
MS'  B  ähnlich  und  ihre  Seiten  verhalten  sich  wie  2:1;  daraus  folgt: 
AS  =^2a  =  2MS'  oder  MS'  =  a,  d.  h.:    Fällt   man   von   einem 
Breffmpunkte  aus  Perpendikel  auf  alle  Tangerden  der  Ellipse,  so  liegen 
deren    Fusqmnkte  auf  einem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  M  und  dem 
Radius  a,   oder,  da  was  fOr  den  einen  Brennpunkt  gilt,  sofort  auch 
fiir    den  andern  bewiesen  werden  kann:     Fällt  man  von  den  Brenn- 
punkten   aus    Perpendikel   auf  alle    Tangenten  einer  Ellipse^  so  liegen 
deren   Fusspunkte  auf  dem  Kreise,    welcher  über    der  grossen  Axe  als 
Durchmesser  errichtet  ist     Dieser  Satz  kann  auch  umgekehrt  werden 
und  lautet  dann:     Werden  von  einem  Punkte  A  iwnerhalb  eines  Kreises 
M  Sehnen   durch    diesen  gezogen,    und    in  deren  Endpunkten  jeweilen 
Perpendikel  auf  die  zugehörigen  Sehnen  errichtet,  so  umhüllen  oMe  diese 
Perpendikel  eine  EUipse,  welche  A  zum  Brennpunkt  und  den  durch  A 
gehetulen  Durchmesser  von  M  zur  grossen  Axe  hat 

Vermittelst  dieser  Sätze  kann  man  die  Aufgabe  lösen:  Von 
einem'  gegdfenen  Punkte  D  aus  die  Tangenten  an  eine  EUipse  m  ziehen, 
von  todcher  man  die  Brennpunkte  A  und  B  und  die  grosse  Axe  2a 
kennt. 

Sei  S  der  Gegenpunkt  von  B  in  Bezug  auf  die  gesuchte  Tangente, 
80  ist  DB  =  DS  ]  um  also  S  zu  finden,  schlage  man  um  A  einen 
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Fig.  51. 


*'*«•  ^-  Kreis   mit   dem  Radius    2a  und 

^v^  um  D  einen  Kreis  mit  dem  Ra- 

dius   DB,   so  treffen  sich  diese 
beiden   Kreise    in  zwei  Punkten 
\     JB'  und  Bi\  von  denen  jeder  als 
•J9  !     der   Gegenpunkt  von   B  in    Be- 

/     zug   auf  eine   durch  D  gehende 
Tangente  angesehen  werden  kann. 

^^^^ '"'  "' -''  Um  diejenige  Tangente,  die  z.  B. 

J?/  entspricht,  zu  finden,  falle 
man  von  D  aus  das  Perpendikel  auf  BB^\  der  Berührungspunkt  C^ 
dieser  Tangente  ist  ihr  Durchschnitt  mit  AB^ , 

Eine    zweite    Lösung    ist    die    folgende:      Der  noch  unbekannte 

Fusspunkt  C  des  von  B  aus  auf  die  gesuchte 
Tangente  gefällten  Perpendikels  liegt  noth- 
wendigerweise  auf  dem  Kreise,  welcher  über  der 
grossen  Axe  als  Durchmesser  errichtet  wor- 
den ist.  Da  der  Winkel  DGB  ein  rechter 
ist,  so  muss  C  auch  auf  dem  Kreise  liegen, 
der  über  DB  als  Durchmesser  errichtet  ist. 
Die  beiden  genannten  Kreise  schneiden  sich 
im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  C  und  C, 
so  dass  sowohl  DG  als  DC  eine  durch 
D  gehende  Tangente  an  die  gegebene  Ellipse 
'         "^  ist. 

Da  zwei  Kreise  entivede^'  zwei  Punkte  gemein  haben  [sich  schneiden], 
oder  einen  [sich  berühren],  oder  gar  keinen  [sich  nicht  schneiden],  so 
kann  man  von  einefth  Punkte  aus  zwei,  eine,  oder  ga/r  keine  Tangente 
an  eine  Ellipse  zielien,  und  zwar  wie  leicht  einzusehen  ist,  je  nacfidem 
der  Punkt   ausserhalb,  auf,  oder  innerhalb  der   Ellipse  liegt.  — 

Die  Aufgabe,  Tangenten  an  die  Ellipse  zu  ziehen,  welche  einer 
gegebenen  Geraden  6r  parallel  sind,  lässt  sich  auf  die  eben  gelöste 
zurückführen,  indem  man  den  Punkt  D  zum  unendlich  entfernten 
Punkt  der  gegebenen  Geraden  G  werden  lässt.  In  diesem  Falle  artet 
der  Kreis  über  dem  Durchmesser  DB  in  eine  Gerade  aus,  welche 
durch  B  geht  und  senkrecht  auf  G  steht.  Da  hun  B  innerhalb  des 
Kreises  liegt,  welcher  über  der  grossen  Axe  als  Durchmesser  errichtet 
ist,  so  schneidet  diese  senkrecht  zu  G  gelegte  Gerade  den  Kreis 
stets  in  zwei  Punkten  C  und  C,  woraus  folgt,  dass  zu  jeder  belie- 
bigen Richtung  zwei  parallele  Tangenten  an  die  Ellipse  gezogen  werden 
können. 
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Jede  durch  denMittelpunkt  Jlf  der  Ellipse  gehende  Gerade  heisstDurcA- 
messer  der  Ellipse;   auf  ihr  liegen,  wie   in  §.  3  bemerkt  wurde,   zwei 
Punkte  der   Curve,   C  und  C,  die  gleich- 
weit von   M  abstehen.     Es   gilt  nun  der 


.'•\ 


Satz:    Die  Tangenten  in    den  Endpunkten  /iL 

nwes  Durchmessers  sind  parallel.    Diesd  ist  /^! 

:?chon  ans   Gründen   der    Symmetrie  klar,  -    /'' 

kann  aber  noch  wie  folgt  bewiesen  wer-  /        Ijjr 
den:    Das  Viereck  ACBC  ist  ein  Paral-            ^  \ 

lelogramm,   also   sind   die  beiden  Winkel  \       /    / 

ff  einander    gleich,    ebenso  die  Winkel  ß.    ^/  \^^/ 


Da  ferner  die   Leitstrahlen  mit   der  Tan-  ""^^^^lllL 

gente    gleiche     Winkel    einschliessen,    so 

bilden  die  Geraden  6r  und  &  mit  CC  nach  entgegengesetzten  Seiten 

den  Winkel  ß  +  90^  —  ^ ,  und  sind  desshalb  parallel.  ^ 

Fallt  man  aus  den  Brennpunkten  A  und  D  Perpendikel  auf  zwei 
parallele  Tangenten  6r  und  G\  deren  Fusspunkte  C  und  D,  G  und  2)' 
<ein  mogen^  so  liegen,  wie  bereits  bewiesen,  die  Ecken  des  Becht- 
•*cks  QDC  ly  auf  einem  Kreise  mit  dem  Radius  a.  Das  Product  der 
J^trecken  AC  -  AD=pq  ist  also  der  Potenz  des  Punktes  A  in  Bezug 
auf  den    Exeis   über   der   grossen.  ^Ax6  ^  ^ 

als  Durchmesser  gleich^  d.  h.  constant, 
welche  Richtung  auch  die  parallelen  Tan- 
genten haben  mögen.  Da  aber  p  =pj^ 
^niq  =  q^^  so  ist  der  Satz  bewiesen: 
Das  Product  der  leiden  Perpendikel,  die 
mn  von  den  Brennpunkten  aus  auf  eine 
Tangente  der  Ellipse  ßllefi  kann,  Imt 
nhoi  Werthy  der  von  der  Lage  der  Tan- 

'jeiite  unabhängig  ist  Wählt  man  die  Tangente  in  einem  Scheitel  der 
kleinen  Axe,  so  wird  p  ^=  q^^b  ,  d.  h.  das  Product  p-  q  ist  für  jede 
Tangente  gleich  dem  Quadrate  der  halben  kleinen  Aoce. 

Wenn  man  die  Ellipse  nicht  mechanisch  beschreiben  kann,  so  ist 
es  Yortheilhafter,  statt  ihre  einzelnen  Punkte  zu  construiren,  dieselbe 
durch  ihre  Tangenten  zu  erzeugen.  Diess  kann,  wenn  die  Brenn- 
punkte A  und  B  und  die  grosse  Axe  2  a  gegeben  sind,  unter  Zuhülfe- 
flahme  der  wenigen  bis  jetzt  gegebenen  Sätze  auf  nachfolgende  ver- 
schiedene Weisen  geschehen: 

1.  Um  den  Brennpunkt  A  beschreibe  man  einen  Kreis  mit  dem 
Badios  2a j  in  diesem  durch  B  alle  möglichen  Sehnen;  in  dem  Hai- 
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birungspunkt  jeder  Sehne  errichte  man  Perpendikel,  so  sind  alle  auf 
diese  Weise  entstandenen  Perpendikel  Tangenten  an  die  Ellipse.  Die 
Construction  wird  wesentlich  erleichtert,  da  der  Ort-der  Halbirungs- 
punkte  der  Sehnen  ein  Kreis  ist. 

2.  Man  errichte  den  Kreis  über  der  grossen  Axe  als  Durchmesser 
und  ziehe  je  zwei  purah  ^ebnen  durch  die  Brennpunkte.  Deren 
entsprechende  [auf  dersel ' ©schreibt,  wenn' jLr'lrp-aecenenl  Eii<l»-'^^H^ 
durch  Gerade  verbunden.  Kreis  mit  dem  Radius  r  =  "j/a^  +  6^.  , 
den  parallelen  Sehnen  nac^  Satze,  dass  der  Ort  der  Fusspunkte  aller 
erhält  man  alle  Tangenten  der  'lem  Brennpunkte  der  Ellipse  aus>  auf 

3.  Man  lege  wieder  den  I  i  fällen  kann,  der  Kreis  über?J^J.^,JJ_ 
messer  zu  Grunde  und  drehe  eine)  ,  eine  ümkehrung  gegeben.  Scheitel 
sich  auf  d^  ^jji  Kreise  bewegt,  'alle  an,  so  erhält  man  da^^^^  durch 
den  einen  fBrennpiMik.geht;  db.u  Lageg  Tangen^  in  jg^jer  seiner 
Lagen^»-^^.-.—    ,'nte  an  die  giuchte  Ellipse  sem^ 

§.  11.     ■  '^  .hungen  zwischen  zwei  nittinehr  Tangenten  der  Ellipse- 
iTTri^  Normalen., 

des  rech ^eien  CD  und   CD  die  l^vii*^von  einem  Punkte  B  aus  an 

i  Die  beiden  ge,^  Ellipse  gezogenen  Tan- 
^_: —- *---.*4UÄ^  genten  mit  den  Berührungs- 
punkten C  und  C,  femer  sei 
IS  der  Gegenpunkt  von  B 
in  Bezug  auf  JDC  und  JB'^  der 
Gegenpunkt  von  B  in  Bezug 
auf  C  B,  dann  ist  D  JB  =  BB 
und  BB  =  BB^,  also  BB' 
=  BB;,  ferner  AS^ÄB^' 
=  2a  und  AB  sich  selbst 
,,  -,  gleich.  Die  beiden  Dreiecke  A 
— ->?  BB"  und  ABB,'  sind  also 
congruent  [sie  haben  die  drei 
Seiten  resp.  gleich]  und  die 
entsprechenden  Winkel  stim- 
men überein,  desshalb  ist 
«  =  «1.  Diess  gibt  den  Satz :  Zieht  man  von  einem  Brennpunkte  aus 
Strahlen  nach  den  Beriihrungsptmkten  zweier  Tangenten  der  Ellipse^ 
so  wird  der  von  ihnen  gebildete  Winkel  durch  denjenigen  Strahl  haJhirt^ 
welcher  von  dem  nämlichen  Brennpunkte  aus  nach  ihrem  Burchschnittß- 
punkte  geführt  udrd. 

Wir  betrachten  wieder  die  beiden  von  B  aus  an  die  Ellipse  ge- 
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zogenen   Tangenten    DC  und   DC\  dann  den  Gegenpunkt  Ä  von  A 

in  Bezug   auf    DC  und    den    G^enpunkt  5/   von  B  in  Bezug  auf 

DC\     Es    ist    nun     A' B  =  Ali,' 

=  2a,    AI>  =  AD    und    BD^ 

B^I)f  also  sind  die  Dreiecke  Ä  DB 

und    ABBy     congruent   und   dess-     >^1 -/'-    .^j?*/ 

halb  ^  ABB  =  A^T^J^/^^ngsptinM  C"  auf  f  "/ 

rollt,  so  bleibt  der  Winkel  B^AD,  tinter  i/:  /•"' 

(hl  festen  Tangenten  liegendes  Stück  gesd^^ 


'•^  bewegliche    Tangente  mit  den  fest 

die  b^  einschliessty  so  tritt  an  Stelle  t 

punkteifmnkel   180®  —  i  CAC\     Hie/t^    den    Tangenten    resp.    gleicJie 

Winkel.      einem  Brennpunkte  der  Ell'  '^^ 

Stehen  die'  Bg&fw^    Viereckes,  ^V  und  DC  senkrecht  aafeinander, 

so  ist,   da   nach    dem' oben    bewiesenen    Satze    ^CDA        -  DB^^ 

Winkel  ADS^  =  90«.      Bezeichnet 

man  die   beiden    von    D    nach    den 

Brennpunkten      gezogenen     Strahlen 

mit  ti  und   v,   so    ist   AD^  +  DJS* 

=  11«  +  t;%  und  da  DB  =  DD/  ist, 

auch  J[D*  +  DS;^  =  w«  +  t;^  Aber 

das  Dreieck  ADB^  ist  ein  recht- 
winkliges mit  der  Hypotenuse  AB^ 
■^a,  also  hat  man  u*  +  v*  =  4a*, 
g  .en  also  die  von  einem  Punkte  D 
*^  :  an  die  Ellipse  gezogenen  Tan- 
^  nten  rechtwinklig  zu  einander 
N  ^hen,  so  muss  D  dem  geometrischen 
^   *)rte    der     Punkte     angehören ,     für 

welche    die    Summe    der    Quadrate    der    Abstände    von    zwei    festen 

Punkten    constant   ist;   dieser   Ort   ist   nach   §    7    ein  Kreis  mit  dem 

Mittelpunkt   M.     Nach   der   dort   gegebenen   Formel   findet   man   für 

den  Radius  dieses  Kreises:  r  =  1/— 

nun  die  kleine  Axe  der  Ellipse  ein^  vermittelst  der  Relation  a^  =» 
&*+c* ,  so  findet  man  schliesslich  r  =  |/a^  +  b^ .  Diese  Grösse  wird 
construirt,  indem  man  einen  Scheitel  der  grossen  Axe  der  EUipse  mit 
einem  Scheitel  der  kleinen  Axe  verbindet.  Man  hat  also  den  Satz: 
Bewegt  sich  ein  rechter  Winkel  dergestalt ,  dass  seine  Schenkel  stets  eine 
gegd)ene  EUipse  berühren,  so  durchläuft  sein  Scheitel  eine  bestimmte  Kreis- 
Imiej  welche  mit  der  EUipse  conzentrisch  ist,  und  deren  Badius  gleichen 


—  2C^ 


=r=  y2a^  —  c^  5   führen    wir 
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Werth  hat,  mit  der  Geraden,  die  in  der  Ellipse  zwei  Sdmtd  der  beiden 
Aocen  verbindet.  < 

Wenn   ^   der  Gegenpunkt   von  yB  in  Bezug  auf  CD  ist,  so  hat 
man  /^ADB^^^lADS  und   A^^^ADBy   ein  rechter  ist,  so  folgt, 
dass  die  Punkte  S ,  D  und^/  in  einer  Geraden  liegen.     Der  Fuss- 
punkt   des   von   A   aus   auf  die   Gerade  H^  B^  gefällten  Perpendikels 
ist  D,  und  dieser  Punkt  l^schreibt,  wenn  JB'Ji^'  «ich  bewegt,  wie  be- 
wiesen   worden    ist,    eineri^  Kreis    mit    dem   Radius   r  =  ya^  +  6^  .  , 
Im  vorigen  §.  wurde  zu  dem  Satze,  dass  der  Ort  der  Fusspunkte  aller 
Perpendikel,  welche  man  von  eftlem  Brennpunkte  der  EUipse  aus.  2L\,h    « 
sämmtliche   Tangenten   derselben  fällen    kann,    der   Kreis  über^ihre^   ä- 
grossen  Axe  als  Durchmesser  isr,  eine  Umkehrung  gegeben.    3^ende^  "^ 
man  dieselbe  im  vorliegenden  fkUe  an,  so  erhält  man  das- Resultat:   ^  1 
Die  Gerade  JE^J?/  ist  in  allen  ihr^i^J|^yg|n  Tangeut^^-^n  eine  Ellipse, 
welche   mit   der   gegebenen   die   gleichen   Brennpunkte  A  und  B  hat 
[mit   ihr   confocal   ist]    und   deren   halbe  grosse  Axe  =  ]/a^  +  b^  ist. 
Beachtet  man  schliesslich,  dass  AB"  ^=  AB^  =  2a,  dass  der  Winkel 
^jF'S'iß  ®^^  Rechter  [seine  Schenkel  stehen  nämlich  auf  den  Schenkeln 

des  xJ^^  Winkels  CBC  senkrecht]  und  dass  JB'D  =  DB^  ist,  so 

ejrni  sich  der  Satz: 

—  Wenn  der  Scheitel  B  ei^ies  rechten  Winkels  imierhalb  eines 
Kreises  mit  dan  Mittelpunlcte  A  und  dem  Radius  2  a  liegt,  so  schnei- 
den seine  Schenkel  auf  dem  Kreise  vier  Pu^tkte  aus,  deren  Verbin- 
dungsgeraden Tangenten  einer  Ellipse  mit  den  Brennpunkten  A  und  S 
sind;    ist    AB  =  2c,   und  setzt  man  a^  —  c^  =  b^,  so   ist  die  halbe 

grosse   Axe   dieser   Ellipse  ==  "j/ä^  +  i* .     Dreht  man  also  den  rechten 

Winkel    um     B    herum, 

Fig.  57.  . 

SO  kann  man  beUebig 
viele  Tangenten  der  El- 
lipse erzeugen.  Die  Mitten 
aller  der  genannten  Ver- 
bindungsgeraden, welche 
die  Tangenten  ergeben, 
liegen  auf  einem  Kreise, 
dessen  Mittelpunkt  M  die 
Mitte  der  Strecke  AB  ist. 
Als  CoroUar  folgt  hieraus 
der  elementare  Satz:  Stellen 
'^     die  beiden  Diagonalen  eines 

Kreisviereckes  senkrecht  aufeinander,  so  liegen  die  Mitten  seiner  Seiten 

in  einem  neuen  Kreise.  — 
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Werden  zwei  beliebige  Tangenten  D"  H  G  und  B"D  C  der  Ellipse  mit 
den  Berührangspunkten  C  und  C  festgehalten  ^  und  man  legt  eine  dritte 
Tangente  DUf  C"  mit  dem  Berührungspunkt  C  auf  die  Art,  dass  die 
Ellipse  von  dem  entstehenden  Dreieck  ausgeschlossen  wird,  so  ist 
nach  dem  ersten  Satze  dieses  Paragraphen  -^CAI/  =  Df  AC  und 
<  CAD  =  DAC ,  also  ^  ly AB  =  \  CAC .  Wenn  also  die  Tangente 
DT/C"  mit  dm%  Berührungspunkt  C"  auf  dem  Bogen  CG*  der  Ellipse 
rollt,  so  bleibt  der  Winkel  B^AB,  unter  welchem  ihr  zunschen  den  bei- 
dm  festen  Tangenten  liegendes  Stück  gesehen  tvird,  constant.  Wenn  aber 
die  bewegliche  Tangente  mit  den  festen  ein  Breieck  bildet,  welches  die 
Ellipse  einschliesst,  so  tritt  an  Stelle  des  Winkels  ^  GAG'  sein  Supple- 
iNenlarwinkd  180°  —  ^  GAG' .  Hieraus  folgt  nun  der  Satz:  Zieht 
man  von  einem  Brennpunkte  der  Ellipse  aus  Strahlen  na>ch  den  Ecken 
'Ines  ihr  umschriebenen  Viereckes,  so  bilden  diese  Strahlen  v^ier  Winkel, 
ivn  denen,  wenn  das  Viereck  ein  convexes  (von  einem  Umlaufe)  ist, 
je  ztcei  auf  gegenüberliegende  Seiten  sich  stützende  sich  zu  zwei  Eechten 
ergänzen;  ist  das  Viereck  ein  überschlagoies  (von  zwei  Umläufen),  so 
sind  je  zwei  der  genannten  Winkel  einander  gleich. 

Aus  dem  Satze,  dass  die  Strahlen  von  einem  Brennpunkte  aus 
nach  den  Berührungspunkten  und  nach  dem  Durchschnittspunkte 
zweier  Taiigenten  gleiche  Winkel  mit  einander  bilden,  folgt  der  nach* 
stehende: 

Sind  DG  und  BG'  zwei  Tangen- 
ten, deren  Berührungssehne  GG'  durch 
den  Brennpufikt  A  geht,  so  steht  BA 
senkrecht  auf  GG\  Construirt  man 
jetzt  den  Gregenpunkt  B'  von  B  in 
Bezug  auf  die  Tangente  BG ^ ,  so  ist 
das  Dreieck  BAS  ein  rechtwinkliges, 
in  welchem  die  Kathete  ^JB'  =  2a 
und  die  Hypotenuse  BS  =  BB  ist. 
Wenn  man  also  BB  mit  u  und  BA 
mit  V  bezeichnet,  so  kann  man  die 
raeichung  DB'^  —  BA^  =  AS^  ver- 
wandeln  in :  u^  —  v^  =  4  a^ .  Wie 
also  auch  die  Berührungssehne  GG'  durch  den  Brennpunkt  A  gelegt 
werde,  der  Punkt  B  hat  immer  die  Eigenschaft,  dass  die  Differenz 
Jer  Quadrate  seiner  Abstände  von  zwei  festen  Punkten  [den  Brenn- 
pnnkten  B  und  J.]  constant  ist.  Nadi  §  7  ist  also  der  Ort  von  B 
nne  Gerade  L,  welche  senkrecht  auf  AB  steht  Sei  Q  der  Durchschnitt 
von  i-mit  AB,  so  ist  auch  QB^  —  QA^  =  4a*,  und  femer  hat  man 
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Fig.  59. 
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QB  —  QA  =  2c.,   daraus  ergibt  sich   QB  -{-^QA  =  ^ ,  QM^^  , 

OB  =  ?!l±^  und  QÄ  =  "' ~  "'  =  -  .    Die  Gerade  L  heist  die  Leit- 
^  c  ^  c  c 

linie  der  Ellipse  in  Bezug  auf  den  Brennpunkt  J.;  zu  ihr  parallel  im 

Abstände  —  und   symmetrisch  in  Hinsicht  auf  die  Ellipse  liegt  eine 

dem  Brennpunkte  B  zugehörige  Leitlinie  i^,  die  für  ihn  ganz  dieselbe 
Rolle  spielt,  wie  L  für  A. 

Sei  EE^  das  Stück  einer 
b  eliebigen  Ellipsen  -  Tangente, 
deren  Berührungspunkt  Cheissen 
möge,  welches  zwischen  den 
beiden  Leitlinien  liegt,  so  ist 
^EAC  =  E,BC=^'',  fer- 
ner ^ECA-=-^E^CB  y  also 
sind  die  beiden  Dreiecke  EAC 
und  CBE^  ähnlich,  woraus  folgt: 
AC:BC=CE:CE,.  Bezeich- 
net man  mit  PQ  das  zwischen 
den  Leitlinien  liegende  Stück 
der  durch  C  parallel  zxx  AB  gezogenen  Geraden,  so  sind  auch  die 
Dreiecke  J?P(7  und  E,QC  ähnlich,  also  ist  CP:  CQ  =  CE:  CE^  , 
und  unter  Berücksichtigung  der  früheren  Proportion:  AC :  BC  = 
CPiCQ,  woraus  sich  ergibt:  AC  +  BC :  AC  =  CP  +  CQ  :  CP. 
In  dieser  Proportion  ersetzen  wir  das  erste  und*  das  dritt/C  Glied  durch 
ihre  Werthe;  es  ist,  weil  C  auf  der  Ellipse  sich  befindet:   AC -\-  CB 

=  2a,  und  nach  dem  vorhingefundenen  Resultate  CP  +  CQ  =  PQ  =  —  . 

CP        a 

Man  erhält  nun  j^  =  -  d.  h.   Wenn  sich  ein  Punkt  C  auf  der  Ellipse 

bewegt  y   so  bleibt  das    Vcrhältniss  der  Abstände  des  Punktes  von  einem 
Brefinpunkte  und  der  zugehörigen  Leitlinie  constant 

Sei,  abweichend  von  der  vorigen  Bezeichnung,  P  der  Durchschnitt 
der  Leitlinie  L  des  Brennpunktes  A  mit  der  grossen  Axe  der  Ellipse, 
so  kann  man  von  P  aus  zwei  Tangenten  an  die  Ellipse  ziehen,  deren 
Berührungssehne  CC  durch  A  geht  und  auf  PA  senkrecht  steht. 
Die  Strecke  CC  heisst  Parameter  der  Ellipse;  ihr  Werth  kann  wie 
folgt  gefunden  werden.    Der  Abstand  des  Punktes  C  von  L  ist  =  -4  JP, 


also  hat  man  CA  :  AP  =  c:  a 

also  CA  =  -  und  CC  =  —  . 

a  a 


nach   Früherem    ist   aber    AP  «= 

c 

Nun  errichte  man  in  S  die  'Scheitel- 
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Fig.  60. 


tangente  8s.     Wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  PsS  und  PCA 

hat  man   dann   s8 :  PS^=  CA:  AP]  da  aber  C  und  8  zwei  Punkte 

der  Ellipse  sind/  so  ist  auch  SA  :  PS 

=  CA:  AP,  woraus  man  durch  Ver- 

gleichung   zieht:   sS  =  SA  .      Noch 

allgemeiner:       Ist    U  ein    beliebiger 

Punkt  der  Tangente    PC,   femer    V 

der  Fusspunkt  des  von    U  auf  AB 

ffefdUten   Perpendikels    tind     W    der 

durchschnitt  dieses    Perpendikels   mit 

derEüipse,  so  ist  A  W=  UV.    Man 

hat  nämlich  AW:  VP-=CA:AP, 

weil  C  und    W  Ellipsenpunkte  sind, 

und     Ur:rP=CA:AP     wegen 

der  Aehnlichkeit    der   Dreiecke    PCA    und   PUV]   diess  gibt  in  der 

That  den  ausgesprochenen  Satz. 

Wird  die  grosse  Axe  als  Berührungssehne  zweier  Tangenten  an- 
genommen^ so  kann  der  Schnittpunkt  dieser  Tangenten,  welche  in 
den  Scheiteln  der  grossen  Axe  berühren,  und  auf  dieser  senkrecht 
ätehen,  sowohl  auf  der  einen  als  auf  der  andern  der  beiden  Leitlinien 
der  Ellipse  angenommen  werden,  da  ja  die  Berührungssehne  durch 
jeden  der  Brennpunkte  geht. 
In  der  That  sind  die  beiden 
Tangenten  und  die  Leitlinien 
parallel  und  desshalb  können 
diese  vier  Geraden  so  ange- 
sehen werden,  als  ob  sie 
einen  und  denselben  unend- 
lich entfernten  Punkt  gemein 
hätten. 

Werden  die  Tangenten 
in  den  Scheiteln  der  grossen 
Axe  mit  T  und  T'  bezeich- 
net, so  schneidet  eine  be- 
liebige Tangente  der  Ellipse 
zwischen  Tund  T  ein  Stück 

DU  aus,  welches,  wie  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  einem  frühem 
Satze  ergibt,  von  jedem  der  Brennpunkte  aus  unter  rechtem  Winkel 
gesehen  wird.  Die  Punkte  DU  AB  liegen  also  auf  einem  Bereise, 
dessen  Mittelpunkt  der  Durchschnitt  von  DZX  mit  der  kleinen  Axe 
ist     Man    kann   hieraus    die    folgende   Construction  der  Ellipse  aus 
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Fig.  62, 


ihren  Tangenten  ableiten:  Ausserhalb  der  Strecke  AB,  deren  Mitte 
Jf  ist,  wähle  man  zwei  Punkte  S  und  S',«o  dass  SM*=  SM' ,  und 
errichte  in  diesen  die  Perpendikel  T  und  T  auf  AB,  Nun  construirt 
man  einen  beliebigen,  durch  A  und  B  gehenden  Kreis,  welcher  T 
und  T'  in  vier  Punkten  schneidet;  vertindet  man  von  den  Durchschnitts- 
punkten je  zwei,  deren  Verbindungsgerade  durch  den  Mittelpunkt  des 
gezogenen  Kreises  geht,  so  sind  diese  Yerbindungsgeraden  Tangenten 
der  Ellipse,  welche  A  und  B  zu  Brennpunkten  und  die  Punkte  8  und 
S'  zu  Scheiteln  der  grossen  Axe  hat.  Durch  Veränderung  des  Kreises 
erhält  man  beliebig  viele  Tangenten  dieser  Ellipse. 

Eine  andere  Construction  der  Ellipse  aus  ihren  Tangenten  grün- 
det  sich   auf  den   Satz:     Zieht  man  von  einem  Punkte  D  der  Meinen 

Axe  aus  zwei  feste  langenten  DC  und 
DCy  so  erscheint  das  Stück  EEiy  wel- 
ches eine  bewegliche  dritte  Tangente 
evnschen  denselben  ausschneidet^  von 
beiden  Brennpunkten  aus  stets  wüer 
demselben  Winkel.  Der  Satz  ist  evi- 
dent für  den  Fall,  dass  EE  der  grossen 
Axe  parallel  ist;  damit  ist  er  aber 
auch  nach  einem  schon  mehrfach  be- 
nutzten Satze  für  alle  Übrigen  Fälle 
bewiesen.  Da  die  Punkte  ABEE 
auf  einem  Kreise  liegen,  so  erhält 
man  jetzt  folgende  Construction  der  Ellipsentangenten.  Man  wähle 
eine  begränzte  Strecke  ABj  errichte  in  ihrer  Mitte  M  ein  Perpen- 
dikel auf  sie,  und  ziehe  von  einem  Punkt  D  desselben  zwei  Geraden 
BG  und  DC\  welche  mit  ihm  gleiche  Winkel  bilden,  aber  so,  dass 
die  Gerade  AB  von  ihnen  ausserhalb  der  Strecke  AB  getroffen  wird. 
Legt  man  durch  A  imd  B  Kreise,  welche  die  Geraden  DC  und  DC 
schneiden,  so  wird  man  auf  jedem  Kreise  durch  diese  Geraden  vier 
Punkte  erhalten,  von  denen  die  nicht  symmetrisch  zu  MD  gelegenen  durch 
ihre  Verbindungsgeraden  Tangenten  einer  bestimmten  Ellipse  ge- 
geben. Dass  auf  diese  Weise  unendlich  viele  Ellipsentangenten  con- 
struirt werden  können,  ist  klar. 

Der  kleinste  'Kreis  der  Schaar  AB,  der  noch  Tangenten  ergibt, 
ist  derjenige,  welcher  die  beiden  Geraden  DC  und  DC  berührt;  es 
geschehe  diess  in  E  und  E\  so  ist  EE  die  Tangente  in  einern 
Scheitel  der  kleinen  Axe  der  Ellipse.  Die  beiden  festen,  symmetrisch 
zu  ^und  B  gelegten  Geraden  DCund  DC  sind  ebenfalls  Tangenten  an 
die  Ellipse  und  der  Kreis,  welcher  sie  erzeugt,  ist  derjenige   durch  die 
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Punkte  ABD'j  von  den  vier  Schnittpunkten,  die  in  diesem  Falle  zur 
Constraction  der  Tangenten  dienen,  vereinigen  sich  zwei  im  Punkte 
D.    Die  Berührungspunkte  dieser 

Tangenten     sind      ihre     zweiten  yig.  63. 

Schnittpunkte  C  und  C  mit  dem 
genannten  Kreise.  Man  hat  näm- 
lich z.  B.  fOr  den  Punkt  C  das 
Mass  des  Peripheriewinkels  BC'F 
=-\DB  [wenn  F  der  Schnitt 
von  BC  mit  AB  ist],  wo  unter 
dB  der  Kreisbogen  BC B  ver- 
standen ist,  ebenso  <^-4C'D=' 
UD;  da  aber  ^2)  =  D5,  so 
folgt,  dass  die  Leitstrahlen  AC 
\aABC  mit  der  Tangente  gleiche 

Winkel  bilden,  d.  h.  C  ist  der  Berührungspunkt.  Diess  gibt  den 
Satz:  Zieht  man  von  einem  Punkte  D  der  Meinen  Axe  aus  zwei  Tan- 
kten an  die  Ellipse ,  deren  Berührungspunkte  C  und  C  sein  mögen, 
so  liegen  die  Punkte  Z),  C  und  C  mit  den  Brennpunkten  A  und  B 
in  einem  Kreise.  Nach  §.  1  gilt  die  Relation :  FE'^  =  FA  .  FB  oder 
Fgi  =  (^FM  +  c)  {FM  —  c)  =  FHP  —  c^  Zieht  man  an  die  Ellipse 
eine  beliebige  Tangente,  welche  die  grosse  Axe  in  F  und  die  Tangente 
in  einem  Scheitel  der  kleinen  Axe  in  E  triflft,  so  ist  FHP  —  FK^«=  (?, 

Sind  drei  Tangenten  T^T^T^ 
der  Ellipse  gegeben,  so  bilden 
dieselben  ein  der  Ellipse  um- 
schriebenes Dreieck.  Sucht  man 
die  Gegenpunkte  A^A^A^  von  A 
in  Bezug  auf  die  drei  Geraden 
TJJ^  so  ist  BA^^BA^=- 
BA,  =  2a  ,  d.h.B  ist  der  Mittel- 
pankt  des  Kreises,  welcher  sich 
dem  Dreieck  A^A^A^  umschreiben 
iasst  Kennt  man  also  von  einer 
Ellipse  einen  Brennpunkt  und  ^^ 
*i^isAriebenes     Dreieck,     [von  dem 

vir  annehmen  wollen,  dass  es  den  Brennpunkt  einschliessej  so  con- 
^tre  man  die  Gegenpunkte  des  gegebenen  Brennpunktes  in  Bezug  auf 
'iie  Seiten  des  Dreiecks,  dann  ist  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  der  diesem 
I)reieck  der  Gegenpunkte  umschriehen  werden  kann,  der  zweite  Brenn- 
punkt der  Ellipse,  und  der  Badius  dieses  Kreises  ihre  grosse  Axe.    Die 
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Berührangspunkte  der  Ellipse  auf  den  drei  gegebenen  Dreiecksseiten 
liegen  auf  den  Radien,  welche  nach  den  zugehörigen  Gregenpunkten 
gezogen  werden.  Seien  die  Fusspunkte  der  von  Ä  auf  T^T^T^  ge- 
fällten Perpendikel  resp.  P^P^P^  und  die  Fusspunkte  der  von  B  auf 
diese  Tangenten  gefällten  Perpendikel  resp.  Q1Q2Q3,  so  liegen  diese 
sechs  Punkte  auf  einem  Kreise,  welcher  über  der  grossen  Axe  der 
Ellipse  als  Durchmesser  beschrieben  ist.  Zugleich  hat  man  ÄP^-  BQ^ 
=  AP^BQ^  =  ÄP^'BQ^  =  bK  Wenn  die  Ecken  des  Dreiecks 
T^T^^s  °^i*  J^i-E'a^s  bezeichnet  werden,  so  ist  E^A  '^^  E^A^  =^  E^A^, 
also  liegen  AA^A^  auf  einem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  J^^ .  Aehn- 
liches  wird  für  E^  und  E^  gezeigt.  Man  kann  auf  Grund  dieser  Be- 
merkung die  Punkte  A^A^A^  wie  folgt  bestimmen:  Man  lege  durch 
A  Kreise,  welche  E^,  E^y  E^  z^  Mittelpunkten  haben;  diese  schneiden 
sich  ausser  in  J.  in  drei  Punkten,  welche  die  gesuchten  sind.  Da 
EyA^  =  E^A^  und  BA2'=  BA^,  so  schneiden  sich  im  Viereck 
E^BA^A^  die  Diagonalen  rechtwinklig;  dasselbe  wird  von  den  Vier- 
ecken E^BA^A^  und  E^BA^A^  gezeigt.  Fälle  ich  somit  von  E^E^E^ 
Perpendikel  resp.  auf  A^A^,  ^3^1  u^d  ^1^;  ^^  schneiden  sich  die- 
selben in  jB.  Es  sind  nun  die  Seiten  des  Dreiecks  P^Pg-^s  denjenigen 
von  J.1^2^  parallel,  also  gilt  der  ausgesprochene  Satz  auch  für  das 
Dreieck  P^P^P^. 

Wir  betrachten  jetzt  den  speziellen  Fall,  in  welchem  A  auf 
der  Halbirungsgeraden  des  Winkels  E^  im  Dreiecke  E^E^E^  liegt.  Aus 
Gründen  der  Symmetrie  liegt  dann  B  ebenfalls  auf  dieser  Halbirungs- 

linie;  liegt  A  im  Durchschnitt 
der  drei  Halbirungslinien  der 
Winkel  des  Dreiecks,  so  fallt 
B  mit  ihm  zusammen,  und 
die  ElUpse  wird  zum  Kreis. 

Ist  A  der  Durchschnitt 
der  drei  Höhen  im  Dreieck 
EyE^E^  [das  wir  als  spitz- 
winklig voraussetzen],  so  ist 
B  der  Mittelpunkt  des  diesem 
Dreieck  umschriebenenKreises. 
Um  die  Richtigkeit  dieser  Be- 
hauptung nachzuweisen,  ist 
blos  nöthig  zu  zeigen,  dass 
die  drei  Gegenpunkte  A^A^A^ 
auf  dem  Kreise  liegen,  welcher  dem  Dreiecke  E^  E^  E^  um- 
schrieben  werden   kann.     Die   Schenkel   des  Winkels  A^AA^  stehen 
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resp.  senkrecht  auf  den  Schenkeln  des  Winkels  E^E^E^  und 
es  ist  desshalb  leicht  nachzuweisen,  dass  diese  Winkel  einander  gleich 
sind;  ebenso  zeigt  man,  dass  -^E^AA^  =  E^E^E^ ,  also  ist  E^AA^  + 
A,AE^  =  E^AE^  =  Ey^E^E^  +  E^E^E^  =  180«  —  E^E^E^ .  Da  A^ 
und  A  symmetrisch  zu  E^E^  liegen,  so  ist  -^E^AE^^^  E^A^E^  und 
desshalb  E^A^E^  +  E^E^E^  =*»  180«;  das  Viereck  E^E^A^E^  ist  also 
ein  Ereisnereck  und  A^  liegt  auf  dem  Kreise,  der  durch  E^E^E^ 
geht    Der  Beweis  wiederholt  sich  für  die  Punkte  A^  und  A^, 

Fällt  man  vom  Mittelpunkte  des  dem  Dreiecke  umschriebenen 
Kreises  Perpendikel  auf  die  Seiten  derselben,  so  liegen  ihre  Fuss- 
pankte  in  der  Mitte  derselben.  Aus  der  Ellipsentheorie  zieht  man 
also  ohne  Mühe  den  elementaren  Satz:  In  einem  Dreiecke  liegen  die 
Miüen  der  Seiten  mit  den  Ftisspunkten  der  Höhen  in  einem  Kreise, 
dessen  Durchmesser  gleich  dem  Badius  des  dem  Dreiecke  umschriebenen 
Kreises  isty  und  dessen  Mittelpunkt  in  der  Mitte  derjenigen  Geraden 
liegt,  welche  den  Höhenpunkt  des  Dreiecks  mit  dem  Mittelpunkte  des  ihm 
umschriAenen  Kreises  verbindet.  Zwei  Tangenten  der  Ellipse  bilden 
bekanntUch  mit  den  Strahlen  die  von  ihrem  Durchschnitt  nach  den 
Brennpunkt  gezogen  werden,  gleiche  Winkel;  daraus  folgt:  Zieht 
mn  von  einer  Ecke  des  Dreiecks  Strahlen  nach  dem  Hohenpunkt  und 
dm  Mittelpunkt  des  umschriä>enen  Kreises^  so  bilden  dieselben  mit  den 
fliegenden  Dreiecksseiten  gleiche  Winkel*). 

Der  eben  zitirte  Ellipsensatz  gibt  übrigens  eine  neue  Losung  der 
Aufgabe:  Den  zweiten  Brennptmkt  einer  Ellipse  zu  construiren,  von  welcher 
man  einen  Brennpunkt  und  drei  diesen  umschliessende  Tangenten  kennt, 
Man  verbinde  nämlich  den  gegebenen  Brennpunkt  durch  einen  Strahl 
mit  einer  Ecke  und  trage  von  derselben  aus  einen  andern  Strahl  ab, 
welcher  zu  dem  gegebenen  symmetrisch  liegt  in  Bezug  auf  die  beiden 
in  dieser  Ecke  zusammenstossenden  Seiten.  Auf  dem  neuen  Strahle 
mass  der  gesuchte  Brennpunkt  liegen,  der  so  als  Durchschnitt  dreier 
Geraden  gefimden  wird.  In  dieser  Construction  liegt  ein  leicht  aus- 
zQsprechender  Satz  über  das  Dreieck. 

Im  Anschluss  an  die  bis  jetzt  ausgeführte  Tangententheorie  der 
Ellipse  mögen  noch  einige  Sätze  über  die  Normalen  derselben  hier 
Platz  finden.  Man  nennt  Normale  des  Punktes  C  eine  Gerade,  welche 
in  C  auf  der  dort  berührenden  Tangente  senkrecht  steht.  Zur  wei- 
tem Untersuchung  erinnern    wir    uns    des    Satzes:      Legt   man   von 


*)  Dass  diese  beiden  Dreieckssätze  auch  für  ein  stumpfwinkliges  Dreieck 
gelten,  zeigt  sich  unter  Anwendung  von  ^yperbelsätzen,  die  wir  später  beweisen 
werden. 

St«in«r,  Yorlesnngen  I.    2.  Aufl.  5 


\  «-- 
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einem  Punkte  D  der  kleinen  Axe  aus  Tangenten  an  die  Ellipse^  welche 
in  C  und  C  berühren  mögen,  so  liegen  die  Punkte  CCD  mit 
den  Brennpunkten  A  und  B  in  einem  Kreise. 

Sei  L  der  zweite  Schnitt- 
punkt dieses  Kreises  mit  der 
kleinen  Axe,  so  ist  £(7  senkrecht 
auf  CD  im  Punkte  C,  d.  h.  LC 
ist  die  Normale  der  Ellipse  in 
diesem  Punkte.  Wenn  man  nun 
bemerkt,  dass  die  Normale  stets 
zwischen  den  Brennpunkten  durch- 
geht, so  ergibt  sich  folgende  Con- 

-j^^::::--""[-^  ^  struction  der   Normalen  in   einem 

Punkte  C  der  Ellipse:     Man  lege 

den  Kreis  durch  die  Punkte  ABC, 

welcher  die  Meine  Axe  in  awei  Punkten  schneidet.    Von  der  VerbindungS' 

geraden   des   Punktes    C  mit  diesen  beiden  Schnittpunkten,  ist  digetiige 

die  gesuchte  Normale,  welche  zunschen  beiden  Brennpunkten  durchgeht. 

Es  gibt  eine  unendliche  Anzahl  von  Ellipsen,  welche  dieselben 
Brennpunkte  A  und  B  haben.  Zieht  man  von  einem  bdidngen  Punkte 
der  kleinen  Axe  aus  an  alle  diese  Ellipsen  die  Normalen,  so  liegen  deren 
Fusspufikte  in  einem  Kreise.  Ein  ähnlicher  Satz  kann  für  die  Tan- 
genten aufgestellt  werden. 

Sei  F  der  Schnittpunkt  der  Normalen  in  C  mit  der  grossen  Axe 
und  G  der  Schnittpunkt  der  zu  C  gehörigen  Tangente  mit  derselben 
Axe,  so  hat  man  zunächst  A  ACL(\J FCB,  denn  die  Winkel  bei  C 
sind  einander  gleich  als  Peripheriewinkel  über  gleichem  Bogen,  ebenso 
die  Winkel  bei  B  jind  L  aus  demselben  Grunde.  Man  hat  desshalb 
AC:CL  =  FC:  BC  oder  CFCL^ACBC.  Auch  die  Dreiecke 
ACG  und  CDB  sind  ähnlich,  denn  die  Winkel  bei  A  und  D  stehen 
über  demselben  Bogen,  sind  also  gleich,  und  ebenso  sind  die  Winkel 
bei  C  einander  gleich,  wie  früher  bereits  gezeigt  worden  ist  Es  folgt 
daraus  AC:CG  =  CD:CB  und  CGCD^ACBC  Aus  der 
Aehnlichkeit  der  Dreiecke  CGA  und  CBD  folgt  femer,  dass  ^  CGA 
=  CBD  =  CLD  ist.  Somit  sind  auch  die  Dreiecke  FML  und 
DMG  ähnlich  [sie  sind  beide  rechtwinklig  und  die  Winkel  bei  L  und 
G  sind  einander  gleich].  Es  ist  darum  FM :  ML  =  MD  :  MG ,  also 
FM'MG^=^ML-MD,  und  diess  ist  nach  der  Potenztheorie  des 
Kreises  (§.1.)  «=  JO*  =  Jlf5* -=  c* .  Wir  haben  also  folgende 
Sätze : 

^ieht   man  von  irgend  einem  Punkte  C  einer  Ellipse  die  Normah' 
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und  die  Tmigente,  so  ist  das  Product  am  den  Mschnütm  der  Normalen 
zwischen  dem  Fusspuhkte  C  und  der  kleinen  und  der  grossen  Axe  glmh 
dem  Product  der  Abschnitte  der  entsprechenden  Tangente  stoischen  dem 
BerOhrungspunkt  C  und  der  kleinen  und  der  grossen  Axe  —  gleich  dem 
Produäe  der  Leitstrahlen  des  Punktes  C.  Ferner:  Das  Product  aus  den 
Abschnitten  der  grossen  Axe  zwischen  dem  Mittelpunkte  M  und  der 
Tangente  und  der  dazu  gehörigen  Normalen  ist  gleich  dem  Producte  aus 
den  Abschnitten  der  kleinen  Axe  gunschen  dem  Mittelpunkte  M  und  der 
Nomuüen  und  der  Tangente,  gleich  dem  Quadrate  über  der  Excentrizität 
der  Ellipse, 


§.  12.    Das  der  Ellipse  omscliriebeiie  Parallelogramm.    Gonjngirte 

Durchmesser  nnd  Axen. 

Sind  zwei  Paare  paralleler  Tangenten  der  Ellipse  gegeben,  X  und 
Ji,  T  und  Y^y  so  ist  die  Berührungssehne  jedes  Paares,  CD  und 
Gff  ein   Durchmesser  der  Ellipse  und  wird  durch  deren  Mittelpunkt 

Fig.  67. 


M  gehälftet,  daher  müssen  auch  die  beiden  Diagonalen  EKy  FJ  des 
<hrch  die  Tangenten  gebildeten  Parallelogramms  EFKJ  durch  den 
Mittelpunkt  der  Ellipse  gehen,  und  durch  ihn  gehälftet  werden.  In 
der  That  liegt  die  Mitte  jeder  durch  X  und  X^  begränzten  Geraden 
in  der  Mittellinie  U  dieser  Parallelen,  und  die  Mitten  aller  durch 
r  und  Ti  begränzten  Geraden  sind  in  der  Mittellinie  V  dieses  zweiten 
Parallelenpaars  enthalten;  sollen  also  die  zwei  Geraden  GH^  CD  ein- 
«Inder  hälften,  so  muss  ihr  Durchschnitt  sowohl  in  CT  als  in  Fliegen, 
also  ihr  Schnittpunkt  M  sein;  aber  auch  die  Diagonalen  halbiren  sich 
gegenseitig,  also  fallt  ihr  Schnittpunkt  ebenfalls  mit  M  zusammen. 
In  Rücksicht  der  Abschnitte,  in  welche  die  Seiten  des  Parallelogramms 
«inrch  die   Berührungspunkte  getheilt  werden,   folgt  zunächst  aus  der 
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sofort  sich  darbietenden  Congruenz  von  Dreiecken,  dass  die  Gegen- 
seiten gleich  getheilt  werden,  nämlich  dass: 

so  dass  man  den  vollständigen  Satz  hat:  Bei  jedem  der  Ellipse  um-- 
schriebeneth  Parallelogramm  gehen  die  Diagonalen  durch  den  Mittelpunkt 
der  Ellipse  und  werden  von  ihm  gehälflet,  und  die  Gegenseiten  werden 
durch  ihre  Berührungspunkte  gleich  getheilt.  Die  Diagonalen  sind,  da 
sie  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  gehen,  Durchmesser  derselben 
und  zwar  heissen  sie,  beide  zusammengefasst,  zugeordnete  oder  conju- 
girte  Durchmesser  der  Ellipse. 

Werden     aus     dem    einen 
oder  andern  Brennpunkte,  etwa 
aus   A,  nach    den   Ecken  und 
nach     den    Berührungspunkten 
der    Seiten    eines    der    Ellipse 
umgeschriebenen  Parallelogram- 
mes    Strahlen  gezogen,   so   fin- 
den    zwischen     den     Winkeln, 
welche     diese     acht     Strahlen 
theils  unter  sich,  theils  mit  den 
Seiten     bilden,     folgende     Be- 
ziehungen statt:     Die  zunächst 
aufeinanderfolgenden     Strahlen 
bilden     nur     viererlei     Winkel 
Xj  y,  IS,  u,  weil  jede  zwei  der 
nämlichen  Ecke  anliegende  Ab- 
schnitte  der  Seiten  vom  Brennpunkte  aus  unter  gleichem  Winkel  ge- 
sehen werden;   also  ist  a;  +  y  +  ^  +  **  =  180^.     Die  Strahlen  nach 
den    Ecken    bilden    mit    den   resp.  Seiten  auch  nur  viererlei  Winkel 
^iVi^i^h   und    zwar  sind  diese  den  vorigen  gleich.     Ebenso  bilden  die 
Strahlen   nach   den   Berührungspunkten    mit   den   Seiten  nur  viererlei 
Winkel    mnpg[,    die    beziehlich   den   Winkeln  gleich  sind,  welche  die 
Strahlen  nach  den  Ecken  unter  sich  bilden,  also  den  Winkeln,  unter 
welchen    die    Seiten    vom    Brennpunkte    aus    gesehen   werden;    diese 
Winkel  mnpq  sind  resp.  die  Suramen  der  vorigen   Winkel  zu  zweien 
genommen :   m=^X'{-y,n=:e'\-u^p  =  y-^z,q==^U'\'X,    [Man 
hat   z.  B.   Winkel   m  =  FÄE  =  x  -{-  y .     Denn   wemi   E  in  C  fällt, 
so    ist    F   unendlich   entfernt,    also    AF\\KD\\CJ,    folglich    m  = 
CAF'^  als  Wechselwinkel.     Da  also  m  =  EAF  oder  x  -{-  y  und  als 
Aussenwinkel    m  =  a:  +  y^ ,  so  ist  y^  =  y  etc.]       Die    acht    Strahlen, 
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welche  aus  dem  andern  Brennpunkte  B  nach  den  Ecken  und  nach 
den  Berührungspunkten  des  Parallelogramms  gezogen  werden,  sind 
resp.  jenen  gleich,  so  wie  auch  die  Winkel,  welche  sie  unter  sich 
Qod  mit  den  Seiten  bilden;  nämlich  ein  Strahl  aus  A  und  ein  Strahl 
aus  B  sind  gleich^  wenn  sie  nach  Gegenecken  oder  nach  Berührungs- 
punkten von  Gegenseiten  gehen,  und  sie  bilden  mit  den  Seiten  gleiche 
Winkel,  wenn  sie  nach  derselben  Ecke  oder  nach  denselben  Be- 
rührungspunkten gezogen  sind  (so  wie  auch,  wenn  sie  nach  entgegen- 
gesetzten gezogen  sind). 

Man  hat  nun  verschiedene  Paare  ähnlicher  Dreiecke,  aus  denen 
mannigfache  Relationen  folgen,  z.  B.: 

Die  Dreiecke  ECA  und  ABF  sind  ähnlich,  daher  [wenn  die  von 
A  nach  den  Ecken  und  den  Berührungspunkten  des  Parallelogramms 
gehenden  Strahlen  mit  den  correspondirenden  kleinen  Buchstaben 
bezeichnet  werden]  c^:c  =i  d:d^  oder 

1)  qrf^  =  ^^  ^^^  ^^  ^2  *=  ^;  so  ist  auch     2)  c^c^  =  cd] 
ferner  c\e  =  d^if  oder 

3)  c/*=  ed^  und  4)  de  =  c^f . 
Daraus   folgt^   wofern    die   Tangenten   in   C  und  B  als  fest,  dagegen 
die  Tangente  in  G,  d.  h.  EF  als  veränderlich  angesehen  wird: 

Von  irgend  etoei  festen  parallelen  Tangenten  C^B  der  Ellipse 
schneidet  jede  beliebige  dritte,  oder  eine  hewegliche  dritte  Tangente  stets 
^flde  Stücke  CE  =  c, ,  BF  =  ^2  <^i  deren  Bechteck  constant,  nämlich 
tfcw  Rechtecke  unter  den  aws  dem  (einen  oder  andern)  Brennpunkte 
nach  den  BerührungsputJcten  der  festen  Tangenten  gezogenen  Strahlen 
cd  gleich  ist  (1).  Und  woföim  die  Tangente  C  als  fest,  dagegen  das 
Tangentenpaar  G  und  H  als  veränderlich  angenommen  wird:  Von 
irgend  einer  festen  Tangente  C  der  Ellipse  schneidet  jedes  beliebige  Paar 
paralleler  Tangenten  EG  und  JH  stets  solche  Stücke  CE  =  q  ,  CJ  = 
''i  ab,  deren  Bechteck  constant,  nämlich  dem  Bechteck  unter  den  aus  den 
Brennpunkten  A,  B  nach  dem  Berührungspunkte  C  der  festen  Tangente 
fzfjgenen  Strahlen  c,  d  gleich  ist  (2).  [Denn  der  Strahl  5(7  ist  = 
AB  ^  d.] 

Da  jede  zwei  Dreiecke  ähnlich  sind,  welche  über  Abschnitten 
stehen,  die  einer  Seite  anliegen,  so  hat  man  nach  Art  der  vorhin  ge- 
fundenen Gleichungen  noch  die  folgenden  [von  denen  die  erste  bereits 
in  4)  gegeben  ist]. 


5) 


de  =  fc^  cf^^ed^ 

gi  =  e\  gk  =  fh^ 

ek  ==  idi  di  =  ÄCg 

hf  =  kg^  he  =  ig^ . 
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Werden  je  vier  und  vier  übereinander  stehende  in  einander  multiplizirt; 
so  kommt 

6)  cgdh  =  c^gid^h^  und  cgdh  =  c;292^^^2  > 
also  auch 

Da  femer  q  =  c^i  und  ^^  =  /^  ist,  so  folgt  cgdh  =  Cj^^,^  und  ebenso 
cgdh  ^  c^g^  desshalb  c^g^  =  c^g^  oder  c^ :  c^  ==  5^2 :  g^  .  D.  h.r  Wer- 
den  die  Abschnitte  der  Seiten  des  Parallelogramms  im  Laufe  seines  Um- 
fatigs  numerirty  so  ist  das  Product  der  vier  ungeraden  Abschnitte  gleidi 
dem  Product  der  vier  geraden;  zudem  ist  jedes  Prodtict  gleich  dem  Pro- 
duct der  aus  d^n  Brennptmkt  nach  den  Berührungspunkten  gezogenen 
Strahlen  (6,  7).  Und  insbesondere:  Bei  je  zwei  sich  anliegendeti 
Seiten  ist  das  Product  der  zwei  ungeraden  Abschnitte  gleich  defn  der 
zwei  geraden.  Femer:  Das  Pivduct  der  vier  Strahlen  nach  den  Be- 
rührungspunkten ist  gleich  dem  Producte  der  Quadrat  zweier  sich  folgen- 
der geraden  oder  ungeraden  Abschnitte, 

Den  zwei  Dreiecken,  welche  über  Abschnitten  stehen,  die  der 
nämlichen  Seite  anliegen,  ist  allemal  dasjenige  dritte  ähnlich,  welches 
über  der  dieser  Seite  gegenüberliegenden  Seite  steht;  z.  B.  sind  die 
Dreiecke  GEA  und  HAJ  und  AKF  ähnlich,  daher: 

Ä: :  e?i  +  ^  =  ^2  *  ^  ^"^^  f*d^-\-d^==\:i  oder 
8)  Tee  =  g^  {d^  +  d^)  =  g^D 

und  fi  =  \  (rfi  +'^2)  =  h^I)  =  \C ^=  c^H=  d^G ,  wenn  wir  die  gan- 
zen Längen  der  Seiten  des  Parallelogramms  abkürzend  durch  die  Be- 
rühmngspunkte  bezeichnen.     Da  h^  =  gi ,  so  ist  femer 

9)   ke  +  fi=={g,-\-g,){d\-j-d,)  =  GD 

10)   eßi  =  g^g^  (d^  +  d^f  =  g^gzl)^  =  (^giCG  =  c^c^GK 

Weiter  hat  man  g  :e  =  f:  D  oder  12)  gD  =  ef  und  ebenso  AD  =  ifct ; 
jetzt  ist  aber  g  -{-  h'=  2a  [gleich  der  grossen  Axe]  und  desshalb 

.   .     j  2aD  =^  ef-j-  ki  und  ebenso 
^    I  2aG  =  ei  +  fk,  mithin 

14)   2a(D±G)  =  ie±1c)(f±i)  rmd   15)  §  =  '^+^. 

Schliesslich  erhält  man  durch  Combination  von  9)  und  15) 

2)2  ^  (A;e  +  /'t)(g/'-f  ki) 

ei  -{-  kf 

Diese  Gleichungen  ergeben  nun  folgende  Sätze: 

DorS   Bechteck   zweier  Strahlen,  welche  nach  zwei  Gegenecken   des 
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Faralldogramms  gezogm  sind,  ist  gleich  dem  BechtecJc  jeder  Seite  und 
des  mit  ihr  einer  der  Gegetiecken  anliegenden  Abschnittes  einer  andern 
Seite  (8).  —  Die  Summe  der  BechtecJce  unter  den  zwei  paar  Strahlen 
\h  und  e,  f  und  i)  nadh  den  Gegenecken  ist  gleich  dem  Bechteck  unter 
rwei  sich  anliegenden  Seiten  des  Parallelogramms  (9).  —  [Dieser  Satz 
ist  dnrchaos  analog  dem  ptolemäiscben  Satze  vom  Ereisviereck*), 
woraus  sofort  einige  Folgerungen  gezogen  werden  sollen.]  \i^  Die 
Summe  der  Rechtecke  unter  den  eum  Paar  Stralden,  die  nach  den  End- 
yuMen  zu^eier  Gegenseiten  gehen,  ist  gleich  dem  Beckteck  unter  einer 
der  übrigen  ^  Seiten  und  der  grossen  Axe  der  Ellipse  (13).  —  [Es  mag 
noch  beigefugt  werden,  dass-  die  Summe  der  Winkel  bei  Ä  über  zwei 
Gegenseiten  des  Parallelogramms  constant:  a;  +  y  +  ^  +  **=  180^ 
ist]  — 


Fig.  69. 


*)  Der  zifeirte  Satz  heiast:  Bei  einem  dem  Kreise  eingeschriebenen  Viereck, 
dessen  Seiten  unverlängert  sich  nicht  schneiden ,  ist  das  Product  der  Diagonalen 
der  Summe  der  Producte  der  gegenüberliegenden  Seiten  gleich  and  umgekehrt: 
B>ftit  1»  einem  convexen  Viereck  das  Product  der  Diagoncden  gleich  der  Summe 
'kr  Producte  der  gegenüberliegenden  Seiten  ist,  so  lässt  sich  demselben  ein  Kreis 
utudireiben.  Der  Beweis  ergibt  sich  fol- 
gendermassen:  Werden  durch  einen  Punkt 
Ä  des  Kreises  drei  Strahlen  AB,  AC, 
AB  gezogen,  welche  eine  zur  Tangente 
T  \n  A  beliebig  gezogene  Parallele  G  in 
ffC'I/  treffen,  so  entstehen  die  drei  Paare 
ihnlicher  Dreiecke,  ABC  und  AC'B\ 
ÄBD  und  AD'B\  ACB  und  AD'C\ 
welche  die  Gleichungen  liefern: 


RC 


BC    AC 
AB 

c'iy  ^ 


B'jy  ^ 

CD  •  Ajy 

ÄG 


BD '  ab: 

AD 


Bezeichnen  wir  ferner  den  gemeinschaft- 
lichen Werth  AB  •  AB'  «  AC  •  AC*  « 
AD  '  AD'  mit  P,  so  gehen  die  drei  Gleich- 
QOgen  fiber  in: 

BC'P       BD    P 


B^C 


BD' 


CD 


CD'  P 


ABAC ADAB^  AC  -  CD 

^nbfltituirt  man  die  gefundenen  Werthe  in  die  Gleichung  J?*  C  '\-  C'Df  ^=^  B' D'  und 

AB ' AC ' AD 


moltiplizirt   mit 


—  ,  so  -erhält  man  in  der  Formel 


BC  •  AD  +  AB  '  CD  ^  BD  •  AC 
den  yerlangten  Säte,  dessen  Umkehrung  nun  leicht  herzustellen  ist. 
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Unter  BerucksichtigiiBg  des  ptolemäischen  Lehrsatzes  findet  man 
im  Weitern:  Es  gibt  allemal  einen  bestimmten  Kreis ,  in  welchen 
die  vier  Strahlen  e,  f,  k,  i  nach  den  Ecken  sich  als' Seiten  eines  ein- 
geschriebenen Vierecks  eintragen  lassen,  und  sodann  sind  bei  deni  näm- 
licJien  Kreise  drei  verschiedene  Vierecke  möglich^  je  nadidem  die  Seiten 
in  der  Ordnung  efki  oder  efik  oder  ekfi  sich  folgen;  die  Diagonalen 
des  ersten  sind  gleich  den  Seiten  des  Parallelogramms  (9)  und  von  deti 
Diagonalen  der  beiden  andern  ist  die.  eine  der  grossen  Axe  d&  Ellipse  und 
die  andere  der  einen  oder  der  andern  Seite  des  Paraldlogramms  gleich  (13). 
Die  Winkel  der  drei  Vierecke  sind  die  nämlichen,  welclie  die  vier  Sirahlen 
schon  in  ihrer  ursprünglichen  Lage  unter  sich  büden.  Der  genannte 
Kreis  ist  demjenigen  gleich,  welclier  durch  den  Brennpunkt  und  du7xh 
die  beiden  Endpunkte  irgend  einer  Seite  des  Parallelogramms  geht  — 
Beschreibt  man  also  durch  den  Brennpunkt  und  durdi  die  beiden  End- 
punkte jeder  Seite  eines  der  Ellipse  umschriebenen  Parallelogramms  Kreise, 
so  Ivaben  diese  v^ier  Kreise  gleiche  Badien.  — 

Das  Product  der  vier  Strählen  nach  den  Ecken  eines  umschriebenen 
Parallelogramms  ist  gleich  dem  Quadrate  irgend  einer  Seite,  multiplizirt 
in  die  beiden  Absdmitte  einer  ihr  anliegenden  Seite  (10).  —  Die  Pro- 
ducte  der  Strahlen  nach  den  Gegenecken  verhalten  sich  wie  die  den 
resp.  Ecken  anliegenden  Abschnitte  jeder  Seite  (11).  —  Das  Bechteck 
unter  den  zivei  Strcdden  nach  den  Endpunkten  einer  Seite  des  ParaUelo- 
grammes  ist  gleich  dcfn  Bechtecke  unter  dem  nach  detn  Berührungspunkte 
dieser  Seite  gehenden  StraJd  in  eine  ihr  anliegende  Seite  (12).  — 

Das  Bechteck  aus  der  grossen  Axe  und  der  Summe  (oder  Differenz) 
zweier  sich  anliegender  Seiten  ist  gleich  detn  Bechteck  a/us.  den  Summen 
(oder  Differenzen)  der  beiden  Paar  Strahlen  nach  den  Gegenecken  des 
Parallelogramms  (14).  —  Soll  D  =  G  und  somit  das  Parallelogramm 
gleichseitig  (eine  Raute)  sein,  so  muss  auch  e  =  k  oder  i  =  f  sein,  und 
daher  nothtvendig  die  Diagonale  EK  oder  FJ  auf  die  kleine  Axe  fallen. 
Also  folgt  daraus  zugleich:  Bei  jeder  der  Ellipse  mngeschriebenen  Baute 
fallen  die  Diagonalen  der  letztern  auf  die  Aocen  der  erstem.  —  Zwei 
sich  anliegende  Seiten  des  Parallelogrannns  verhalten  sidi  uingekdirt,  wie 
die  Sumtne  der  Bechtecke  unter  den  StraJilenpaaren  nach  den  Endpunkten 
dieser  Seiten  und  ihrer  Gegenseiten  (15). 

Da  nach  (8)  C :  H  =  c^ih^y  ebenso  analog:  C:G  ^=  c^xg^y  H'  D 
'^h^idj^  j  D  :  6r  =  ^2  •  ^1 ;  daher 

CH\\EK,   CG\\FJ,   HD\\FJ,   DG\\EK, 

so  folgt  weiter:    Bei  jedem  der  Ellipse  umgeschriebenen  Parallelogramm 
sind  die   Berührunpspunkte   die   Ecken   eines   andern   Parallelogramms, 
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dessen  Seiten  den  Diagonalen  des  erstem  parallel  sind,  —  Zieht  man 
die  Gerade  JM,  so  muss  sie,  da  M  die  Mitte  von  EK  ist^  auch 
durch  die  Mitte  von  CH  (  ||  EK)  gehen;  also:  Der  Durclischnitt  J 
:ic(ier  Tangenten,  die  Mitt&  ihrer  Berührungssehne  CH  und  der  Mittd- 
jmnkt  der  EUipse  liegen  allemal  in  einer  Geraden;  die  Gerade  durch 
irgend  zwei  dieser  Punkte  geht  daher  nothwendig  durch  den  dritten. 
.Vnders  ausgedrückt  heisst  dieser  Satz:  Der  Durclhschnitt  J  zweier 
Tangenten  und  die  Mitte  ihrer  Berührungsselme  liegen  in  einem  und 
fimselben  Durchmesser  der  Ellipse.  — 
Aus  6)  und  10)  folgt: 

Iß)   eßi :  cdgh  =  c^g^  CG  :  c^g^  =  CG  :  c^g^  =  C^ :  c^Cg  =  G^ :  g^g^ , 

il.  h.:  Das  Praduct  der  vier  Strahlen  nach  den  Ecken  verMlt  sich  mm 
Prodticte  der  vier  Strahlen  nach  den  Beriihrungspunicten ,  tvie  das  Quadrat 
}jler  Seite  zum  Bechteck  unter  ihren  Abschnitten.  —  Wenn  insbesondere 
das  eine  Paar  Gegenseiten  des  Parallelogramms  der  Berührungssehne 
des  andern  Paars  parallel  läuft;  so  ist  auch  dieses  Paar  der  Beruh- 
nmgssehne  des  erstem  parallel ,  und  so  sind  alsdann  die  vier  Abschnitte 
in  jedem  Paar  Gegenseiten  einander  gleich,  und  zwar  gleich  dem 
halben  Durchmesser  ^  welcher  die  Berührungspunkte  des  andern  Paars 

verbindet,  also  Cj  =  Cg  =  rf^  ==  ^2  =  ^  ;    ^^^   /7i  =  ^2  =  \  =  h^  =  ß 
To  a  und   ß    die   halben  genannten  Durchmesser  GH  und  CD  sind. 
Für  diesen    besondern    Fall  hat    man:     efki  :  cgdh  ===  4:0* :  a^  = 
4/J^/J«  oder 

•  17)   eßi  =  Acgdh  =  4q V  =  4a«/3«  =  i  C^G' . 

Also:  Bei  jedem  der  Ellipse  umg€schrid)enen  Parallelogrammy  dessen  Seiten- 
pnare  den  Durchmessern  parallel  sind,  welche  durch  die  Berührungspunkte 
^^r  Geffcnseiteth  gelten,  ist  das  Product  der  Strahlen  vom  Brennpunkte 
mk  den  Ecken  gleidi  dem  vierfachen  Product  der  Strahlen  nach  den 
Berührungspunkten  y  oder  gleich  einem  Viertel  des  Products  am  deti 
^mdraten  zweier  anliegender  Seiten,  — 

In  Bezug  auf  ein  der  Ellipse  umgeschriebenes  Parallelogramm 
EFKJ  ergeben  sich  weiter  folgende  Eigenschaften : 

Wird  die  Berührungssehne  DG  bis  an  die  Tangente  X  verlängert, 
?o  ist  EL  =  EC  =^  Ci,  weil  nach  dem  Obigen  DG  parallel  der  Dia- 
gonale EK,  daher  LE  =  KD  =  d^  und  auch  rf^  =  Ci .  Ebenso  muss 
'lie  Sehne  CG  der  Tangente  Y  in  einem  Punkte  T  begegnen,  für 
welchen  FT '^^  FD  ist.  Also:  Bei  irgend  zwei  parallelen  Tangenten 
^Cj  YD  der  Ellipse  findet  die  Eigenschaft  statt,  dass  wenn  aus  detn 
Bmihrungspunkte  D  der  einen  durch  irgend  einen  Peripheriepunkt  G 
tw  Gerade   DGL   bis  an  die  andere  gezogen  unrd,  dann  von  dieser 
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ein  doppelt  so  grosses  Stück  CL  ahgeschnitten  tvird,  als  durch  die  Tan- 
gente im  genannten  Punkt  G:CL  =  2CE ,  DT=  2DF.  — 

Fig.  70. 


Da  wenn  X,  Y  fest,  dagegen  G  oder  Z  beweglich,  das  Product 
CE '  DF  =  c^d^^=^  cd  (1)  constant,  wir  wolle»  sagen,  gleich  einer 
Grösse  p^  bleibt,  so  ist  ebenso  das  Product  CL-  DT=  4p^  constant. 
Die  Ellipse  ist  also  bestimmt,  wenn  irgend  zwei  parallele  Tangenten 
X,  Y  nebst  ihren  Berührungspunkten  CD,  so  wie  femer  irgend  eine 
dritte  Tangente  Z^  die  jedoch  nicht  zwischen  den  Punkten  C  und  D 
durchgeht,  oder  irgend  ein  zwischen  jenen  Tangenten  liegender  Punkt 
G  gegeben  ist.  Denn  im  ersten  Falle  hat  man  p^  unmittelbar 
=  CE '  DF  wodurch  man  neue  Punkte  E^F^  so  finden  kann,  dass 
CE^  •  DFi  =p^.  Im  andern  Falle  ziehe  man.  aus  C  und  D  je  eine  Gerade 
durch  G  bis  an  die  gegenüberliegenden  Tangenten  y,  X,  so  erhält 
man  dadurch  die  Punkte  L,  T,  wo  dann  wiederum  Ap^  bestimmt  ist 
durch  ip^  =  CL  -  DT]  durch  neue  Punkte  L^,  T^  werden  auch  neue 
Punkte  Gj  gefunden.  —  Main  kann  jetzt  auch  den  Satz  aussprechen: 
Werden  in  zwei  parallelen  Geraden  XY  die  Punkte  C,  D  bdidng  an- 
genommen und  als  fest  betrachtet,  und  werden  sodann  in  den  Geraden 
nach  gleicher  Richtung  von  den  festen  Punkten  aus,  je  solche  andere  zwei 
Punkte  E,  F  bestimmt y  dass  CE  •  DF  einen  gegd)enen  constanten  Werth 
behält,  so  ist  der  Ort  der  Geraden  EF  ehxe  Ellipse,  wddie  die  gegebeneti 
Geraden  X  Y  in  den  festen  Punkten  CD  berührt,  und  €^)enso^  ist  der 
Ort  des  Durdischnitts  g  der  StraJden  CF,  DE  eine  andere  Ellipse, 
tvelcJie  gleichfalls  die  Geraden  X  Y  in  den  Punkten  CD  berührt.  — 

Tritt  zu  den  vier  Tangenten  der  Ellipse,  die  ein  Parallelogramm 
EFKJ  bilden,  eine  beliebige  fünfte  F  oder  PR,  die  in  N  berührt, 
hinzu,   so  wird   diese  von   den   zwei  Paaren  paralleler  Tangenten  in 
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P  mi   Q,  B   \md  S  so  geschnitten,  das   NP'NQ  =  NB'NS  (2). 
Aus   der   Aehnlichkeit    der    Dreiecke    PKS   und   QEB  folgt  ferner 

Fig.  71. 


PK-RE  =  SK*  QE]  es  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  diese  Recht- 
ecke Constanten  Inhalt  haben,  wie  auch  die  Tangente  V  ihre  Lage 
ändern  mag. 

Nach  dem  Obigen  erscheint  das  Stück  SQ  der  beweglichen  Tan- 
gente V  dem  Brennpunkte  Ä  unter  dem  constanten  Winkel  tc;  zudem 
sind  die  y  bei  E  und  K  einander  gleich,  daher  muss,  vermöge  der 
Dreiecke  KAS  und  EQA  «  +  /J^  =  /J  -f"  "i  sein;  da  aber  a  +  /* 
constant  ist,  weil  u  es  ist  [nämlich  a'\-ß  =  U'\'X-\-Zy  und  ebenso 

^i  +  /*!  =  w  -|-  ^1  +  ^1  8-180  a  +  ^  =  ^1  +  ßi*)]}  so  folgt  a  =  «i  und 
ß  =  /?!  .  Demnach  sind  die  Dreiecke  KÄS  und  EQA  ähnlich  und 
es  ist: 

ex  =  KS '  EQ  =-  KP '  EB  =  const. 

diesen  nämlichen  constanten  Werth  haben  auch  die  Rechtecke  EC  -  KJ 
und  KH '  EJ  was  als  spezieller  Fall  auch  aus  dem  Gegenwärtigen 
folgt,  indem  nämlich  gleichzeitig  Q  m  C  und  jSi  in  c7^  oder  ander- 
seits S  in  M  und  G  in  J  fallen  kann;  in  Hinsicht  der  Gegenecken 
K  /ist  nämlich  analog  FP'JS  =  FB'JQ  =  const.  =  fi  =  FK-  JH 
=  FD  '  JK.     Man  zieht  daraus  folgende  Resultate: 

Werden  die  Seiten  eines  der  Ellipse  umgeschriebenen  Parallelogramms 
^*M  irgend  einer  fünften  Tangente  V  geschnitten,  und  werden  die  Ab- 
^hniäe  von  moei  Gegenecken  (E  und  K,  oder  F  und  J)  ausgenommen, 


*)  Wo  M,  o;,  ir,  ^j,  0^  die  nämliche  Bedeattmg  haben,  wie  in  Pig.  68. 
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SO  sind  die  Bechtecke  unter  den  Abschnitten  jedes  Seitenjmares,  welches 
einer  der  beiden  andern  Eclcen  anliegt^  constant,  und  zwar  für  beide 
Faare  von  gleichem  Inhalte ,  nämlich  gleich  dem  Inhalte  des  BechiecJcs 
unter  den  Strahlen  aus  dein  Brennpunkte  nach  jenen  zwei  ersten  Gegen- 
ecken;  und  insbesondere  hat  auch  das  Bechteck  unter  jeder  der  beiden 
Seiten  und  demjenigen  Abschnitte  der  andern,  welcher  durch  ihren  Be- 
rührungspunkt bestimmt  ivird,  denselben  Inhalt  Dadurch  sind  also  auch 
hehebige  solche  fünfte  Tangenten  V  zu  construiren.     Femer: 

Werden  in  zwei  festen  Geraden  Y  und  Z  (oder  X  und  Z^)  zwei 
beliebige  feste  Punkte  K  und  E  angenommen^  und  werden  sodann  in 
den  Geraden,  auf  gleicher  Seite  von  den  festen  Punkten,  d.  h.  auf 
den  Seiten  KF  und  EF  oder  KP  und  EB  zwei  veränderliche  Punkte 
P  und  B  imter  der  Bedingung  construirt,  dass  das  Rechteck  unter 
ihren  festen  Abstanden  von  den  resp.  festen  Punkten  constanten  In- 
halt hat  [also  JfiTP -^iJ  =  const.],  so  ist  der  Ort  der  Geraden  FR 
eine  bestimmte  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  M  in  der  Mitte  der  Ge- 
raden KE  liegt,  und  welche  auch  die  zwei  festen  Geraden  berührt, 
und  zwar  in  denjenigen  Punkten  D  und  G,  für  welche  die  Rechtecke 
KD  •  EF  und  EG  •  KF  [wovon  jedes  eine  gegebene  Seite  hat]  den 
nämlichen  constanten  Inhalt  haben.  Die  Punkte  D  und  F,  so  wie 
F  und  G  sind  nur  besondere  entsprechende  Punkte  statt  P  und  R, 
sie  müssen  desshalb  auch  in  Bezug  auf  die  festen  Punkte  K  und  E 
nach  einerlei  Seite  hin  liegen.  — 

Kommt  die  veränderliche  Tangente  V  insbesondere  in  die  Lage, 
wo  sie  mit  einer  der  beiden  Diagonalen  EK,  FJ  parallel  ist,  sei 
etwa  Fl  oder  sq\  EK  und  n  der  Berührungspunkt,  so  ist  zunächst 
EK^=  pq=^  rs  y  und  demnach  auch  ps^=rci.  Es  ist  aber  nach 
Früherem  np  '  nq  =  nr  '  nSy  oder  also  auch:  np  {nr -\- rq)  "=  nr 
(np  -^  ps)  oder  np  -  rq  =  nr  '  2>s  ,  und  da  ja  ps  ==  rq  ist,  np  =  nr 
und  nq  =  ns,  d.  h.  der  Berührungspunkt  n  ist  die  Mitte  von  jeder 
der  Strecken  pr  und'  qs.  Da  M  die  Mitte  der  Diagonale  EK  ist,  so 
muss  folglich  n  im  Durchmesser  FM  liegen,  in  welchem  zugleich  die 
Mitte  m  der  Berührungssehne  DG  liegt.  — 

Denkt  man  sich  nun  für  einen  Augenblick  das  Parallelogramm 
EFKJ  veränderlich,  aber  so,  dass  die  eine  Ecke,  etwa  E,  in  dem 
durch  sie  gehenden  festen  Durchmesser  ME  fortrückt,  zum  Beispiel 
nach  j&\,  so  muss  die  Gegenecke  K  sich  auf  dem  nämlichen  Durch- 
messer ganz  gleich  bewegen,  also  nach  K^  gelangen,  wo  MK^  =  ME^ 
ist;  und  alsdann  muss  der  Berührungspunkt  n  der  mit  dieser  festen 
Diagonale  EK  oder  E^K^  parallelen  Tangente  V^  gleicherweise  wie 
vorhin  mit  dem  festen  Mittelpunkte  M  und  dem  veränderlichen  Durch- 
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schnitte  jF\  in  einem  und  demselben  Durchmesser  liegen.  Dieser 
Dorclmiesser  ist  aber  durch  die  festen  Punkte  M  und  n  bestimmt, 
folglich  müssen  sich  die  yeränderlichen  ^cken  F  und  J,  oder  i<\  und 
J)  auf  demselben  bewegen.  Bleibt  also  bei  einem  der  Ellipse  umge- 
schriAenen  Parallelogramm  EFKJ  die  eine  Diagonale,  etwa  EK  fest, 
d,  k  in  einem  festen  Ihirchmesser ,  so  bleibt  auch  die  andere  FJ  auf 
einem  bestimmten  festen  Du/rchmesser  Mn,  welcher  insbesondere  durdi  die 
Berührungspunkte  n  und  n^  derjenigen  beiden  Tangenten  V^  und  Fg  geht, 
wekhe  der  ersten  Diagonale  parallel  sind.  Ebeuso  sind  die  Tangenten 
in  den  Punkten ,  in  welchen  die  Ellipse  von  der  Diagonale  EK  ge- 
schnitten wird,  mit  der  andern  Diagonale  JPc7  parallel  oder  umgekehrt: 
Die  Berührungspunkte  der  der  Diagonale  FJ  parallelen  Tangenten 
liegen  in  EK, 

Mit  dem  ParaUelogramm  bewegt  sich  zugleich  auch  die  Be- 
rührungssehne  DO ;  aber  sie  bleibt  stets  dem  festen  Durchmesser 
EK  parallel,  und  ihre  Mitte  m  bleibt  stets  auf  dem  festen  Durch- 
messer FJ  oder  Mn.  Daher  noth wendig  auch  umgekehrt:  Die 
Mitten  m  alUr  mit  EK  paraUel  gezogenen  Sehnen  DG  liegen  in  dem 
Durchmesser  nn^  oder  FJ  und  die  beiden  Tangenten  in  den  Endpunkten 
DG  der  Sehne  schneiden  sich  auf  diesem  nämlidien  Durchmesser  FJ; 
oder  denkt  man  sich  die  Tangenten  beweglich  und  lässt  ihren  Durch- 
schnitt F  sich  auf  dem  festen  Durchmesser  JMF  bewegen,  so  bleibt 
die  BerühroQgssehne  CG  stets  dem  Durchmesser  KME  parallel  und 
ihre  Mitte  m  bleibt  im  ersten  Durchmesser  nMn^.  So  wie  die  bei- 
den Sehnen  DG  und  CH  der  festen  Diagonale  EK  stets  parallel 
sind,  ebenso  sind  die  beiden  Berührungssehnen  CG  und  DH  beständig 
der  festen  Diagonale  FJ  parallel ,  und  ihre  Mitten  liegen  in  EK. 

Zwei  Durchmesser  der  bezeichneten  Art  wie  EK  und  FJ  werden 
[was  bereits  im  Anfange  dieses  §.  bemerkt  worden  ist]  conjugirte 
Durchmesser  der  Ellipse  genannt.  Zufolge  unserer  Betrachtungen  be- 
steht ihre  charakteristische  reciproke  Eigenschaft  darin,  dass  jeder 
durch  die  Mitten  aller  Sehnen  geht,  welche  mit  dem  andern  parallel  sind, 
^Iso  auch  insbesondere  durch  die  Berührungspunkte  der  beiden  Tangenten, 
tcelche  mit  dem  andef^in  parallel  sind.  — 

Hieran  schliessen  sich  nun  folgende  Resultate: 

Zu  jedem  Durchmesser  A  der  Ellipse  gibt  es  stets  einen,  aber  auch 
nur  einen  ihm  zugeordneten  conjugirten  Durchmesser  B;  er  ist  durch  die 
Tangenten  in  den  Endpunkten  des  erstem  bestimmt,  weil  er  ihnen  parallel 
«/.   Insbesondere  sind  auch  die  Axen  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser. 
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Fig.  72. 


\V 
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Sei  Z  eine  beliebige  Tangente  der  Ellipse  mit  dem  Berührungs- 
punkt G,  dann  schneidet  irgend  ein  Paar  conjugirter  Durehmesser  auf 

Z  zwei  Punkte  E  und  F  aus,  die  auf 
verschiedenen  Seiten  von  G  liegen  und  der 
Bedingung  Genüge  leisten:  EGwGF  =^  o/, 
wo  Ol  die  Hälfte  desjenigen  Durchmessers 
ist,  welcher  der  Tangente  Z  parallel  läuft, 
was  aus  frühem  Sätzen  unmittelbar  zu 
folgern  ist.  Schlägt  man  nun  über  jedem 
Punktenpaare  EF  den  Kreis,  dessen  Mittel- 
punkt auf  Z  liegt,  so  schneiden  sich  alle 
diese  Kreise  in  zwei  festen  Punkten  TJ 
und  F,  die  in  der  Senkrechten  auf  Z  in  G 
je  im  Abstände  a^  von  G  liegen.  Durch  die 
Potenztheorie  des  Kreises  wird  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  evident. 
Jetzt  kann  man,  sobald  von  einer  Ellipse  zwei  conjugirte  Durch- 
messer 2(7^  und  2bi  der  Grösse  und  Lage  nach  gegeben  sind,  beliebig 
viele  andere  Paare  conjugirter  Durchmesser  in  ihrer  Richtung  be- 
stimmen. In  einem  Endpunkte  G  des  Durchmessers  {21^)  ziehe  man 
eine  Parallele  Z  zu  (2ai)  und  auf  Z  in  G  eine  Senkrechte  UV,  so 
dass  GU=  GV=a^  ist.  Irgend  ein  Kreis  durch  UV  schneidet 
nun  Z  in  zwei  Punkten  E  und  F,  welche  mit  dem  Durchschnitts- 
punkte  M  der  conjugirten  Durchmesser  (der  zugleich  Mittelpunkt  der 
Ellipse  ist)  verbunden,  die  Richtungen  zweier  conjugirter  Durchmesser 
ergeben.  Zieht  man  den  Kreis  durch  MUV,  so  erhält  man  das 
einzige  Paar  conjugirter  Durchmesser,  das  einen  rechten  Winkel  ein- 
schliesst,  die  Axen. 

Es  mögen  hier  noch  einige  Sätze  und  Constructionen  aneinander- 
gereiht werden,  die  nach  dem  bereits  Entwickelten  keiner  weitern 
Ausführung  bedürfen.  Die  Mitten  mm^  je  zweier  paralleler  Sehnen 
BG  und  D^Gj^  liegen  in  einem  Durchmesser  nn^,  d.  h.  liegen  mit 
dem  Mittelpunkte  M  der  Ellipse  in  einer  Geraden.  Hierdurch  ist  also 
der  Mittelpimkt  M  zu  finden,  wenn  die  Ellipse  gezeichnet  gegeben  ist: 
denn  man  findet  durch  zwei  parallele  Sehnen  den  Durchmesser  nni, 
in  dessen  Mitte  M  liegt.  Auch  sind  die  Tangenten  in  den  Endpunk- 
ten wWj  dieses  Durchmessers  zu  construiren;  sie  sind  den  Sehnen 
DG,  DiGi  parallel.  Die  Mitten  m  jedes  Systems  paralleler 
Sehnen  und  die  Durchschnitte  F  der  Tangentenpaare  in  ihren  End- 
punkten   liegen    in   einem   und    demselben   Durchmesser  FJ,  welcher 
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dem  den  Sehnen  parallelen  Durchmesser  EK  conjugirt  isi     Und  um- 
gekehrt; die  Berühnmgssehnen  DG  aller  Tangentenpaare^  welche  aus. 
PanUen  jP  eines  festen  Durchmessers  FJs,ii  die  Ellipse  gelegt  werden, 
sind  parallel;  nämlich  dem  conjugirten  Durchmesser  EK  parallel^  und 
ihre  Mitten  m  liegen  sämmtlich  in  jenem  ersten  Durchmesser.  — 

ZiäU  man  aus  dm  Endpunkten  D,  E  irgend  eines  Durchmessers 
der  Ellipse  nach  irgend  einem  hdiängen  PeripheriepunU  G  Sehnen  CG, 
DG,  so  sind  diese  allemal  irgend  zweien  conjugirten  Durchmessern  FJ, 
EK  parallel;  nämlich  diese  Durehmesser  gehen  durch  die  Mitten  der 
Sehnen«  Hierdurch  gewinnt  man  eine  Uebersicht  des  ganzen  Systems 
conjugirter  Durchmesser  der  Ellipse^  und  einen  neuen  Beweis,  dass 
unter  ihnen  nur  ein  einziges  Paar  rechtwinklig  zu  einanderstehender 
(die  Axen)  existirt  —  Durch  jede  Sehne  DG  sind  zwei  conjugirte 
Durchmesser  bestimmt;  der  eine,  EK  ist  ihr  parallel  und  der  andere 
JF  geht  durch  ihre  Mitte  m.  — 

Ist  die  Ellipse  gezeichnet  vorgelegt,  so  wird  die  Richtung  ihrer 
Axen  gefunden,  wenn  man  um  ihren  Mittelpunkt  irgend  einen  sie 
schneidenden  Kreis  beschreibt,  die  Schnittpunkte  bestimmen  alsdann 
ein  Bechteck;  dessen  Seiten  den  Axen  parallel  und  dessen  Diagonalen 
gemeinschaftliche  Durchmesser  des  Kreises  und  der  Ellipse  sind. 
[Die  Construetion  gründet  sich  auf  die  Symmetrie  der  Ellipse  gegen- 
über ihren  Axen.]  —  Bei  jedem  der  Ellipse  umgeschriebenen  Paral- 
lelogranun  sind  die  Seiten  irgend  zweien  conjugirten  Durchmessern 
parallel;  beim  Rechteck  insbesondere  den  Axen.  —  Zieht  man  aus 
einem  beliebigen  Peripheriepunkt  G  mit  irgend  zwei  conjugirten 
Dorchmes^m  parallele  Sehnen,  so  liegen  ihre  andern  Endpunkte  C, 
D  allemal  mit  M  in  einer  Geraden,  d.  h.  sie  sind  zugleich  die  End; 
punkte  irgend  eines  Durchmessers  CD.  Und  bewegt  sich  der  Scheitel 
(r  des  Constanten  Winkels  ohne  Drehung,  so  dass  seine  Schenkel 
stets  denselben  festen  conjugirten  Durchmessern  parallel  bleiben,  in  der 
Ellipse  herum,  so  dreht  sich  der  Durchmesser  CD  um  M.  —  Ist  die 
Grundlinie  CD  eines  Dreiedcs  CGD  fest,  und  sollen  die  Schenkel  CG, 
DG  zwei  conjugirten  Dwrchmessem  einer  gegAenen  Ellipse  9K  parallel 
«»»,  so  ist  der  Ort  der  Spitze  G  ebenfaXls  eine  Ellipse  M,  die  der  ge- 
!i^i»ien  ähnlich  und  mit  ihr  ähnlich  liegend  ist.  — 

Sind  die  Seiten  eines  der  Ellipse  umschriebenen  Parallelogramms 
zwei  conjugirten  Durchmessern  parallel,  also  seine  Berührungspunkte 
die  Mitten  der  Seiten  und  zugleich  die  Endpunkte  oder  Scheitel  der  genann- 
ten Durchmesser,  so  sind  seme  Diagonalen  dasjenige  Paar  conjugirter 
Durchmesser,  welche  zu  den  erstgenannten  harmonisch  sind.  Der  Beweis 
wird  gef&hrt,  indem   man  zeigt,   dass  eine  der  Seiten  des  Parallelo- 


80 


Drittes  Kapitel. 


gramms  von  den  vier  Durclimessern  in  vier  hannonischen  Punkten 
geschnitten  wird.  [Einer  von  den  vier  Schnittpunkten  liegt  in  un- 
endlicher Entfernung^  sein  zugeordneter  in  der  Mitte  zwischen  den 
beiden  andern.]  Zw  jedem  Taar  canjugirter  Durchmesser  gibt  es  also 
allemal  ein,  aber  nur  ein  bestimmtes  anderes  Paar,  welches  zu  ihm  har- 
monisch ist  Dabei  fallt  jedes  Paar  in  die  Diagonalen  desjenigen  um- 
geschriebenen Parallelogramms,  dessen  Seiten  dem  andern  Paar  paraUel 
sind.  Ist  das  eine  Paar  gegeben,  so  lege  man  in  den  Scheiteln  der- 
selben die  Tangenten,  die  ein  Parallelogramm  bilden  —  in  dessen 
Diagonalen  liegt  dann  das  andre  Paar;  oder  zwischen  den  Scheiteln 
des  ersten  ziehe  man  die  Sehnen,  so  gehen  die  andern  durch  die 
Mitten  dieser  Sehnen.  Die  zu  den  Axen  gehörigen  harmonischen  con- 
jugirten  Durchmesser  bilden  mit  jeder  Axe  gleiche  Winkel,  und  sind 
demzufolge  (aus  Symmetriegründen)  einander  gleich.  — 

Die  Tangente  V^  sei 
der  Diagonale  EK  des  um- 
schriebenen Parallelogramms 
EFKJ  parallel ;  nach  Frühe- 
ren ist  dann:  EG  •  KF  =- 
Er  •  Kp  =  elc .  Daraus  folgt: 

^^  =  ^,  undweü  V,  II  EK, 
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=  EG'EF.  Da  EM,  Gm, 
rn^  parallel  sind,  so  ist  EG  :  Er  :  EF  =  Mm  :  Mn^  :  MF  also  auch 
^Mn^^  =  Mm  •  MF,  Construirt  man  noch  die  andere  der  Diagonale 
EK  parallele  Tangente  V^  und  deren  Berührungspunkt  n^,  so  sind 
n^  und  nj  die  Endpunkte  des  Durchmessers  MF,  und  M  liegt  in  der 
Mitte  zwischen  n^  und  Mg;  daraus  schliesst  man  vermöge  der  letzten 
Gleichung,  dass  die  vier  Punkte  F,  n^,  m,  n^  harmonisch  und  dabei 
F  und  7n,  so  wie  n^  und  n2  zugeordnet  sind.     Also: 

Das  Rechteck  unter  den  Abständen  der  Mitte  m  einer  beliebigen 
Sehne  DG  und  des  Durchschnittes  F  der  Tangenten  in  ihren  Endpunkten 
vom  Mittelpunkte  M  der  Ellipse  ist  gleich  dem  Quadrat  des  halben  Durch- 
messers  Mn^,  in  welchem  jene  beiden  Punkte  liegen. 

Man  bezeichne  die  halbe  Sehne  GD,  also  Gm  durch  y,  die  halbe 
Sehne  GC  also  G^l  durch  x,  so  ist,  da  die  Sehnen  beziehlich  den 
conjugirten  Durchmessern  EK  und  JE  parallel  sind,  auch  Jlfft  =  y 
und  Mm  =  x .  Femer  setze  man  ME  =  Y,  MF  =  X  und  Mn^  =  a^, 
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Mv  =  bi,  Dabei  werden  x  und  y  die  Coordinaten  des  Punktes  G  in 
Bezug  auf  die  conjugirten  Durchmesser  MF  und  ME  genannt,  und  zwar 
heisst  X  die  Abscisse^  y  die  Ordinate  des  Punktes;  gleicherweise  kann 
man  X  und  T  als  die  Coordimxten  der  Tangente  in  Rücksicht  auf  die 
nämlichen  conjugirten  Durchmesser  auffassen. 

Im  Dreieck  EMF  ist  Om  oder  y  parallel  EM,  daher  Gm :  EM 

=  FG:FE    oder  y  =  ^ ;   ferner   ist   Gii  =  x   parallel   FM  und 

daher  G^  :  FM=  EG  :  EF  oder  J  =  f|  demnach  ist  ^  +  J  = 
f  g  +  gjg  _  FE        , 

i)f  +  |.  =  i. 

Nach  dem  vorhin  bewiesenen  Satze  ist  aber 

2)   xX^a^\   yY=b,K 

Werden  aus  2)  das  eine  Mal  die  Werthe  von  X  und  T,  das 
andere  Mal  die  Werthe  von  x  und  y  genommen  und  in  1)  eingesetzt: 
40  kommt: 

«1'  ^  ^* 


n    ?i!  +  ^  =  i 


Von  diesen  beiden  Gleichungen  heisst  die  erste  die  Gleichung  der 
Eüipse  in  Itücksicht  ihrer^  Funkte  imd  in  Bezug  auf  zwei  conjugirte 
Durchmesser  Mv  und  Mr^  als  Goordinatenaxen^  und  die  andere  kann 
aofgefasst  werden  als  die  Gleichung  der  EUipse  in  BucksuM  ihrer 
Tangenten  und  in  Bezug  auf  dieselben  zwei  conjugirten  Durchmesser. 
Durch  die  erste  werden  alle  Punkte,  durch  die  zweite  alle  Tangenten 
der  Ellipse  bestimmt. 

Wählt   man   die  Axen  der  Ellipse  zu  Coordinatenaxen,  so  lautet 

die  Gleichung  I-  -i  +  ^  ==  1 .     Schlägt  man  nun  den  Kreis  über  der 

grossen  Axe  als  Durchmesser,  so  findet  man  als  Gleichung  desselben 

iwenn  er  als   Ellipse  aufgefasst  wird],  -V  "f"    a  =  1 ;    ^o    x^y^    die 

Coordinaten  irgend  eines  seiner  Punkte  sind.  Betrachtet  man  einen 
Punkt  des  Kreises  mit  dem  ihm  zunächst  liegenden  Ellipsenpunkt 
^^y,   der    die    gleiche    Abscisse    hat,    so   folgt   aus  den  Gleichungen 

^S-f^*=l,      ^  +  |;  =  l,    die  Relation  ^  =.  1;     oder     y- 
yi .    Man   erhalt  demnach  aus  dem  Kreise  die  Ellipse,  indem  man 

Steiner,  VoTlevang«ii  I.     2.  Aufl,  6 
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ihn  auf  zwei  senkrecht  m  einander  stehende  Ihirchmesser  als  Coordinaten- 
a>xen  bezieht,  und  dann  jeden  seiner  Punkte  ersetzt  durch  einen-  Punkt 
der  mit  ihm  gleiche  Ahsdsse  hat,  utid  dessen  Ordinal  sich  zur  Ordinate 
des  Kreispunktes  verhält  une  h :  a. 

Diess  gibt  folgende  Construction  der  Ellipse  aus  ihren  Punkten, 
wenn  die  Axen  2a  und  2b  gegeben  sind.  Man  schlage  einen  Kreis 
K^    über   der   grossen   Axe  als  Durchmesser  und  einen  conzentrischen 

Kreis  JTg  ^^^^  ^^^  kleinen  Axe  als  Dureh- 
messer. Durch  den  Mittelpunkt  M  ziehe  man 
nun  eine  beliebige  Gerade,  welche  K^  in  p^ 
und  jKg  in  p^  schneidet.  Eine  Parallele  durch 
Pi  zur  kleinen  Axe  und  eine  Parallele  durch 
P2  zur  grossen  Axe  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  p  der  Ellipse,  wie  durch  höchst  ein- 
fache elementare  Betrachtungen  sofort  er- 
wiesen wird. 

Theilt  man  den  Kreis  über  dem  Durch- 
messer 2  a  durch  unendlich  nahe  aneinander- 
liegende Parallele  zur  Ordinatenaxe  in  unendlich  kleine  Theile  ein, 
so  kann  man  diese  Theile,  ohne  einen  wesentlichen  Fehler  *zu  be- 
gehen, als  Rechtecke  betrachten.  In  ähnlicher  Weise  ist  durch  diese 
Parallelen  die  Ellipse,  welche  den  Durchmesser  2a  zur  grossen  Axe 
und  2b  zur  kleinen  Axe  hat,  in  unendlich  kleine  Rechtecke  getheilt. 
Jedes  der  Ellipse  zugehörige  Rechteck  verhält  sich  zu  dem  entspre- 
chenden Kreisrechtecke  wie  0 :  a,  also  auth  die  Summe  der  einen 
Rechtecke  [der  Ellipseninhalt]  zur  Sumjne  der  andern  Rechtecke  [dem 
Kreisinhalte]  wie  b:a.  Da  nun  der  Inhalt  des  Kreises  =7ca^  ist, 
so  folgt:  Der  InJuüt  der  Ellipse  mit  den  HaJhaxen  a  und  b  ist  =nab, 
wo  n  die  Ludolphische  ZaJd  ist. 

Nach  dem  Vorigen  gehört  zu  jedem  Punkte  der  Ellipse  ein  ent- 
sprechender desjenigen  Kreises,  welcher  über  der  grossen  Axe  der 
Ellipse  als  Durchmesser  gezogen  worden  ist,  und  ebenso  findet  man 
zu  jedem  Punkte  dieses  Kreises  einen  entsprechenden  auf  der  Ellipse. 
In  ähnlicher  Weise  kann  zu  jedem  Durchmesser  des  Kreises  ein  ent- 
sprechender Durchmesser  der  Ellipse  gezeichnet  werden,  nämlich  der- 
jenige, dessen  Endpunkte  den  Endpunkten  des  Kreisdurchmessers  ent- 
sprechen. Seien  jetzt  zwei  senkrecht  zueinanderstehende  Kreisdurch- 
messer gegeben,  so  sind  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  des  einen 
dem  andern  parallel.  Diese  Eigenschaft  haben  auch  die  entsprechen- 
den Ellipsendurchmesser  d.  h.  diese  sind  conjugirte  Durchmesser  der 
Ellipse.     Umgekehrt  wird  gezeigt,  dass  irgend  einem  Paare  conjugirter 
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Dorchmesaer  der  Ellipse  ein  Paar  Durchmesser  des  Kreises  ent- 
sprechen^ welche  senkrecht  aufeinanderstehen.  Daraus  folgt,  dass  zu 
einem,  dem  Kreise  umgeschriebenen  Quadrate,  dessen  Seite  gleich 
dem  Durchmesser  ist,  ein  der  Ellipse  umgeschriebenes  Parallelogramm 
gebort,  dessen  Seiten  zweien  conjugirten  Durchmessern  gleich  sind. 
Wendet  man  die  Schlüsse,  welche  zur  Inhaltsberechnung  der  Ellipse  ' 
geführt  haben,  auf  dieses  Parallelogramm  an,  so  findet  man,  dass 
dessen  Inhalt  constant  und  zwar  gleich  dem  Product  Aab  ist,  wo  a 
and  b  die  Halbaxen  der  Ellipse  sind.  [Der  Inhalt  des  Quadrates  ver- 
hält sich  nämlich  zum  Inhalt  des  Parallelogramms  wie  b :  a.]  Seien 
also  2 Ol,  26^  die  betrachteten  conjugirten  Durchmesser ,  tp  der  Winkel, 
den  sie  miteinander  bilden,  so  ist  4a 5  =  2»!  •  26i  sin  (p  oder  auch  aj)^ 
sin  9  »=  ab*). 

Wir  haben  früher  den  Satz  bewiesen:  Von  irgend  einer  festen 
Tangente  der  EUipse  schneidet  jedes  beliebige  Paar  paralleler  Tan- 
genten stets  solche  Stücke  ab)  deren  Rechteck  constant,  nämlich  dem 
Rechteck  unter  den  aus  den  Brennpunkten  nach  dem  Berührungspunkt 
der  festen  Tangente  gezogenen  Strahlen  gleich  ist.  Aus  diesem  Satze 
lässt  sich  ein  nener  Zusammenhang  zwischen  zwei  conjugirten  Durch- 
messern und  den  Axen  der  Ellipse  herleiten. 

Seien    A    und    B    die    Brennpunkte   der    Ellipse,    C  einer  ihrer 
Punkte,  a  und  ß  die  Leitstrahlen  dieses  Punk- 
tes,  \    der    halbe    durch    C  gehende  Durch-  ^^-  ''^• 

messer,    a^    die   Hälfte    des   ihm    conjugirten,  ^ ^"^^"^ 

so  folgt   aus   dem   angegebenen  Satze  sofort:        /^  j^-^"^','^ 

1;  uß^=^a^^,    da  die  an   die   Endpunkte   des      /    ^i;*!"    L^    *    t 

Durchmessers  2ai    gelegten  Ellipsentangenten      \^  -^  *    *[  ^^   ^~ 

parallel  sind,  und  auf  der  Tangente  in  C  ein 

Stück  abschneiden  von  der  Grösse  2a^,  dessen 

Mitte  C  Ist.      Nach   einem   elementaren  Satze 

hat  man    aber   2)   a*  +  /3^  =  2c^  +  26^^,  wo  c  die  Entfernung  eines 

*)  Wendet  man  dieas  Resultat  auf  die  Gleichung  (17)  des  vorigen  §.  an,  so 
i2ttt  sich  dieselbe  (da  a  und  ß  durch  a,  und  d,  zu  ersetzen  sind)  in  die  Form 
umsetzen : 

efki  '  sin'qp  =  Acdgh  •  sin'qp  =»  iaj'ft,*  sin '9  =  4a'6*  d.  h.: 

Sind  die  Seiten  eines  umgeschriebenen  ParaUdogrammes  irgend  eweien  con- 
jugirten Durchmessern  parallel,  so  ist  sowohl  das  Product  der  vier  Strahlen  nach 
'kn  Ed[en^  als  das  Product  der  vier  Strahlen  nach  den  BerOhrungspunkten  in  das 
(Quadrat  des  Sinus  des  Winkels  jener  Durchmesser  constant,  das  erstere  gleich  dem 
titrfadien  letztem,  oder  gleich  dem  vierfachen  Producte  der  Quadrate  der  halben 
Äxen. 

6* 
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Brennpunktes  vom  Mittelpunkt  der  Ellipse  ist.  Durch  Combination 
von  1)  und  2)  erhält  man  «»  +  /J^  _[.  2aß  =  2^^  +  2a,^  +  2\^ .  Es 
ist  nun  a^  +  ß^  +  2aß  =  («  +  ßY  =  (2af ,  demnach  4»«  —  2c*  = 
2«!*  +  26i^ .  Nimmt  man  noch  die  Relation  zu  Hülfe  a^  =  6*  +  c^  , 
so  folgt  3)  a*  +  6*  =  ttj*  +  ^1* ;  oder  auch:  die  Summe  der  Quadrate 
zweier  conjugirter  Durchmesser  der  Ellipse  ist  constant,  und  zwar  gleirh 
der  Summe  der  Quadrate  der  Axen. 

Nachdem  in  diesem  Paragraphen  bereits  gezeigt  worden  ist,  wie 
aus  der  Lage  und,  Grösse  zweier  conjugirter  Durchmesser  die  Rich- 
tung der  Axen  gefunden  werden  kann^  so  soll  nun  noch  mit  Hülfe 
der  beiden  zuletzt  bewiesenen  Sätze  die  Grösse  der  Äxen  berechnet 
und  construirt  werden.  Man  hat  a*  +  ^^  =  ^i*  +  ^i*  >  a6  =  aife^  sin  g?, 
also  auch  (a  +  Vf  =  a^  -|-  h^^  ■\'2aJ>^  sin  9  und  in  ähnlicher  Weise 
(a  —  hy  =  «1^  +  &i*  —  2a J)^  sin  9  .  Aus  der  Summe  und  der  DiflFerenz 
der  Axen  können  diese  selbst  leicht  berechnet  werden.    Die  Construction 
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wird  wie  folgt .  ausgeführt:  MG=^h^  und  MD^==a^  seien  die 
Hälften  der  gegebenen  conjugirten  Durchmesser;  q>  der  von  ihnen 
eingeschlossene  Winkel.  Durch  C  ziehe  man  eine  Parallele  zu  Jlf  J), 
so  ist  diese  die  Tangente  in  C  an  die  Ellipse;  eine  in  C  senkrecht 
auf  sie  gezogene  Gerade  ist  die  zugehörige  Normale.  Trägt  man 
auf  dieser  nach  beiden  Seiten"  von  C  die  Strecke  a^  nach  P  und  Q 
ab,  so  ist  MF  =  s  gleich  der  Summe  a  +  ^  ^^^  gesuchten  Axen, 
und  MQ  =  u  gleich  der  Differenz  a  —  h ,  In  der  That  ist  im 
Dreieck  MPC : 
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* 

s«  =  a^«  +  6i«  -  2a,h,  cos  (90«  +  q>) 
=  a^  +  h^  +  2ai6i  sin  y  =  (a  +  6)^ 

und  im  Dreiecke  MQC: 

i,8  =  a,*  + V  — 20461  cos (90^  — g))  =  ai^  +  V— Sa^Ji  sin  g)=(a—6)^ 

Aus  5  und  u  werden  a  und  6  sofort  construirt,  indem  's  -^  u  =  2a , 
s  —  u  =  26  ist.  Die  Richtung  der  Axen  wird,  wie  bewiesen  worden 
ist,  durch  den  Ereis  PMQ  gegeben,  dessen  Durchschnitte  Ä  und  B 
mit  der  Tangente  in  C  den  Axen  angehören. 
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Die  Hyperbel. 


§.  14.    Erzeugung  der  Hyperbel  durcli  Punkte  und  Tangenten. 

Die  Betrachtung  der  Hyperbel  Hann  mit  derjenigen  der  Ellipse 
in  nahe  Uebereinstimmung  gebracht  werden:  Man  darf  nur  von 
Zufälligkeiten  und  Einzeluheiten  abstrahiren  um  die  Eigenschaften 
beider  Curven  gleichlautend  aussprechen  zu  können.  Wie  in  der  ele- 
mentaren Geometrie  der  Satz  von  der  Potenz  eines  Punktes  in  Bezug 
auf  einen  Kreis  verschieden  ausgesprochen  wird,  je  nachdem  der 
Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises  liegt,  so  yerhält  es  sich 
mit  den  meisten  Sätzen  yon  den  Kegelschnitten,  die  gar  keiner  oder 
nur  geringer  Modificationen  bedürfen  um  sowohl  ftir  die  Ellipse  als 
für  die  Hyperbel  zu  gelten.  Indess  sollen  hier  nicht  Schritt  ftir 
Schritt  die  abgeleiteten  Ellipsensätze  auf  die  Hyperbel  übertragen  wer- 
den, sondern  die  Aufmerksamkeit  soll  sich  hauptsächlich  auf  Eigen- 
schaften richten,  die  für  beide  Curven  verschieden  sind  und  den  wesent- 
lichsten Unterschied  zwischen  ihnen  bilden. 

Ist  C  irgend  ein  Punkt 
der  Hyperbel  und  zwar 
desjenigen  Zweiges,  wel- 
cher den  Brennpunkt  B 
umschliesst,  so  ist  o;  —  y 

=  2a  =  ÄC-BC. 
Wird  auf  ÄC,  von  dem 
Punkte  Ä  aus  nach  C 
hin,  AD  '=2a  abge- 
schnitten und  BDD^  ge- 
zogen, so  ist  CB  =  CD 
also  AB  CD  gleichschenk- 
lig und  der  Ort  des  Punk- 
C  tes  D    ein  Kreis    Ä   mit 


Fig.  77. 
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dem  gegebenen  Radius  =  2a.  Dieser  Kreis  dient  als  Leitlinie  zur  Beschrei- 
bung der  Hyperbel  durch  die  Spitze  eines  veränderlichen  Dreiecks :  Ein  Kreis 
A  und  ein  ausserJudb  liegender  Funkt  B  sind  gegeben.  Ein  gleicfischenk- 
liges  Dreieck  BCD  bewegt  sich  so^  dass  der  eine  Schenkel  CD  sich  um 
den  Mittelpunkt  A  des  Kreises  dreht,  der  eine  Endpunkt  D  der  Grund- 
linie die  Kreislinie  durchläuft  und  der  andere  in  jenem  Funkte  B  fest 
JM)L  Die  Spitee  C  des  Dreiecks  beschreibt  dann  die  Hyperbel,  welche 
Ä  und  B  zu  Brennpunkten^  und  den  Radius  des  Kreises  A  zur  grosseih 
Axe  hat.  Diese  Erzeugungsweise  ist  im  Wesentlichen  die  bereits  in 
§.  9  gegebene^  woraus  folgt^  dass  auch  Ellipse  und  Parabel  in  ähn- 
licher Weise  erzeugt  werden  können. 

Will  man  einzelne  Punkte  der  Hyperbel  construiren,  so  ergibt 
sich  das  folgende  allerdings  etwas  unbequeme  Verfahren:  Man  zieht 
aus  A  einen  Strahl  AC,  nach  seinem  Durchschnitt  D  mit  dem  Kreis 
A  die  Gerade  BD,  trägt  den  Winkel  D  bei  B  an  dieselbe  ab,  so  ge- 
winnt man  den  Punkt  C.  Oder:  aus  B  die  Sekante  BDD^,  sodann 
die  Strahlen  ADC  und  D^ACi,  sofort  die  Winkel  bei  D  und  D^  an 
B  getragen^  so  hat  man  C  und  C^  in  verschiedenen  Zweigen  der  Hy- 
perbel und  zwar  Endpunkte  eines  Durchmessers  CMC^ ,  denn  ^  n 
=  m  =  m^  =  mg  =  n^ ,  daher  ACBC\  ein  Parallelogramm,  in  welchem 
sich  bekanntlich  die  Diagonalen  gegenseitig  halbiren.  Dreht  sich  also 
die  Sekante  BD^  um  B ,  so  bewegeti  sich  die  gleichschenkligen  Drei- 
ecke BCD  und  BC^D^  zugleich,  und  ihre  Scheitel .0  und  C^  beschreiben 
gleichzeitig  beide  Zweige  der  Hyperbel  und  sind  stets  die  Scheitel  eines 
Darchmessers  derselben.  Wird  die  Sekante  zur  Tangente,  so  vereinigt  sich 
D  mit  D^  in  jS  oder  E^ ,  so  wie  x  und  x^^  in  e  oder  e^  und  dann  wird  x  ||  y 
daher  C  und  Cy^  entgegengesetzt  unendlich  entfernt,  das  eine  Mal  in 
der  Richtung  e,  das  andere  Mal  in  der  Richtung  e^.  Hiemach  hätte 
die  Hyperbel  scheinbar  vier  unendlich  entfernte  Punkte',  also  nach 
einer  früher  eingeführten  Bezeichnungsweise  (§.  6)  mit  der  unend- 
lich entfernten  Geraden  vier  Punkte  gemein,  während  in  §.  8.  be- 
wiesen worden  ist,  dass  eine  Gerade  mit  der  Hyperbel  höchstens  zwei 
Punkte  gemein  haben  kann.  Der  Widerspruch  hebt  sich,  indem  man 
bedenkt,  dass  auf  einer  Geraden  nur  ein  unendlich  entfernter  Punkt 
angenommen  wird  und  dass  parallele  Geraden  denselben  unendlich 
entfernten  Punkt  haben.  Die  Hyperbel  hat  also  nur  zwei  unendlich 
entfernte  Punkte,  welche  auf  den  Asymptoten  liegen. 

Die  Hyperbel  theilt  die  Ebene  in  drei  unendliche  lULume,  von 
denen  zwei  je  einen  Brennpunkt  erhalten  und  von  der  Hyperbel  ein- 
{geschlossen  werden,  während  der  dritte  von  der  Hyperbel  ausge- 
schlossen   wird.     In   diesem  letztem    Baum   ist,   wenn  x  und  y  die 
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Leitstrahlen  eines  beliebigen  Punktes  nach  den  Brennpunkten  A  und 
B  der  Hyperbel  bezeichnen,  x  —  j/  <  2a,  für  die  Punkte  der  Hyper- 
bel selbst  hat  man  x  —  y  =i2a  und  für  die  erstgenannten  beiden 
Bäume  hat  man  x  —  y  >  2a,  wenn  auf  das  Vorzeichen  keine  Rück- 
sicht genommen  wird.  Wenn  man  an  die  Hyperbel  eine  Taugente  legt 
[eine  Gerade^  die  nur  einen  Punkt  mit  der  Hyperbel  gemein  hat],  so 
kann  diese  nie  in  einen  Theil  der  Ebene  eintreten,  der  einen  Brenn- 
punkt einschliesst.  Demzufolge  hat  in  Anbetracht  aller  Punkte  der 
Hyperbeltangente,  der  Berührungspunkt,  der  auf  der  Hyperbel  selbst 
liegt,  ein  Maximum  des  Ausdrucks  x  —  y.  Seien  G  die  Tangente ,  A 
und  B   die  Brennpunkte  (zwischen  denen  G  hindurchgeht),  so  erhält 

man  den  Berührungspunkt  C,  indem  man  den 
Fig.  78.  Gegenpunkt  B'  von  B  in  Beeug  aufG  construirt 

'^  und  den  Durchschnitt  der  Geraden  AB!  mit 
G   bestimmt    Denn  für  diesen  Punkt  C  ist  die 
Differenz    x  — y  =  AC  —  CB  =  AC  —  OB" 
=  AB'  ]   sei  aber  C  ein  anderer  Punkt  von 
G,   ßo   ist  AC  —  CB^AC  —  CB  und 
weil  AC  <  AB'  +  BC,  so  ist  AC  -  BC 
<iAB',    woraus    folgt,    dass    die    Differenz 
X  —  y    für   den   Punkt   C  in   der   That   ein 
Maximum  ist.  —  Der  Punkt  C  liegt  auf  der 
Hyperbel,  also  ist  AC  —  CB  =  J.B'  =  2a,  d.  h.  construirt  man  den 
Gegenpunkt  B'  des  Brennpunktes  B  in  Bezug  auf  eine  hdiänge  Tangente 
der  Syperhdy  so  liegt  derselbe  auf  einem  Kreise ,  welcher  mit  einem  Ra- 
dius gleich  der  grossen  Aa:e  der  Hyperbel  um  den  andern  Brennpunkt 
A  beschrieben  ist.    Es  ist  femer  klar,  dass  G  mit  AC  und  CB  gleiche 
Winkel   bildet,   d.  h.   die   Tangente  im  Punkte  C  bildet  gleiche  Winkel 
mit  den  Leitstrahlen  AC,  CB  nach  den  Brennpunkten  A  und  B.    Aus 
diesen  Bemerkungen  folgt  sofort  (vergl.  Fig.  77.):    Ein  Kreis  A  und 
ein  Punkt  B  ausserhalb  desselben  seien  geg^^en;  aus  B  ziehe  man  Gerade 
BBD^,  die  den  Kreis  schneiden y  hälfte  ihre  Abschnitte  BD,  BD^  mit- 
telst  darauf  senkrechter  Geraden  FC,  F^C^,  so  ist  deren  Ort  eine  Hy- 
perbel ,  welche  A  %md  B  zu   Brennpunkten  hol,  und  deren  Hauptaxe 
gleich  dem  Badius  des  Kreises  A  ist;  dabei  sind  FC,  F^C^  stets  Tan- 
genten  in  den   Scheiteln  eines  Durchmessers  der  Hyperbel.     Für  die 
Grenzfalle  der  Geraden  JB  D ,  wo  sie  BE  oder  BE^  ist  und  den  Kreis 
A  berührt,   liegt  der  Berührungspunkt   G  oder  Cj  der  Tangente  un- 
endlich entfernt,  und  die  Tangente  geht  durch  M,  d.  h.  sie  ist  Asymptote. 
Da  MF  II  AD,  so  ist  MF  =a  =  MF^ ,  folglich  der  Ort-  von  F 
und  jP^  ein  Ereis  M  mit  dem    Badius   a^  also:   FäUt  man  aus  den 
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Brennpunkten  einer  Hyperbel  Perpendikel  auf  ihre  Tangenten,  so  ist  der 
(Jri  der  Fusspunkte  derjenige  Kreis,  welcher  über  der  Hauptaxe  der  Hy- 
perbel als  Durchmesser  heschrieben  worden  ist.  Femer:  Zieht  man  am 
ttm  Punkten  A  und  B,  die  ausserhalb  eines  Kreises  M  mit  seinem 
Mittdpunkt  in  einer  Geraden  liegen  und  gleichweit  von  ihm  entfernt  sind, 
parallele  Gerade  Aff^  und  BFF^,  so  bestimmen  die  Durchschnitt^inkte 
im  parallele  Geraden  fF^ ,  f^F, 
wdche  (üs  Tangenten  eine  Hyperbel  *'*»  ^^ 

beschreiben.        Jedes    solche    Paar  ""^- 

Tangenten  berührt  die  Hyperbel 
in  den  Endpunkten  eines  Durch- 
mesaers.  [Die  Elemente  der  Hy-  . 
perbel  sind  leicht  zu  bestimmen; 
der  Durchmesser  des  Kreises  ist 
die  grosse  Axe,  A  und  B  sind 
die  Brennpunkte.]  Idan  kann  auch 
sagen:    Bewegt  sich  der  Scheitel 

F  eines  rechten  Winkels  in  einem  festen  Kreise  M  und  geht  der 
eine  Schenkel  FB  stets  durch  einen  festen  ausserhalb  M  liegenden 
PmiktJB,  so  beschreibt  der  andere  Schenkel  Ff^  eine  Hyperbel,  welche 
mit  if  conzentrisch  ist  und  B  zum  Brennpunkt  hat.  —  Da  BF  -  BF^ 
=  Äf'  Afi  =5*,  wo  &  die  von  B  an  den  Kreis  M  gehende  Tangente, 
also  nach  §.  8.  die  halbe  Nebenaxe  ist,  so  ist  damit  folgender  Satz 
bewiesen:  FäUt  man  aus  beiden  Brennpunkten  Lothe  auf  eine  und  die- 
selbe Tangente  Ff^  der  Hyperbel,  oder  aus  einem  Brennpunkt  auf  ein 
Paar  paralleler  Tangenten^  so  ist  der  Inhalt  des  Rechtecks  unter  den 
Lüthen  constant  und  zwar  für  beide  Fälle  die  nämliche  von  der  Rieh- 
tmg  und  Lage  der  Tangenten  unab- 
häfiffige  Grösse  V. 

Aus  der  Consiaraction  der  Tan- 
gente CG  in  einem  Punkte  C  der 
Hyperbel  ist  das  Verfahren  abzu- 
sehen, wie  durch  einen  beliebigen 
aosserhalb  der  Hyperbel  liegenden 
Punkt  K  Tangenten  an  dieselbe  zu 
ziehen  sind. 

Denn  da  die  Tangente  CG  der 
Ort  gleicher    Abstände   ist  für   B 
ond  einen  bestimmten  Punkt  F  im 
Kreise  A,   und   für  A   und    einen  . 
bestimmten  Punkt  D  im  Kreise  B, 


Fig.  80. 
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so  folgt,  dass  für  jeden  Punkt  K  in  der  Tangente,  jene  Punkte  F 
und  D  rückwärts  bestimmt,  und  dadurch  zu  finden  sind,  dass  aus  K 
Kreise  durch  3  oder  A  beschrieben  werden,  welche  jene  gegebenen 
Ortskreise  um  A  und  JB  beziehlich  in  F  und  D  schneiden.  Allein 
sie  schneiden  dieselben  auch  noch  in  F^  und  D^,  woraus  folgt,  dass 
im  Allgemeinen  zwei  Tangenten  durch  den  angenommenen  Punkt  K 
gehen,  wovon  die  eine  BF  und  J.2),  die  andere  BF^  und  -42)i 
senkrecht  hälftet.  Schneiden  die  Kreise  einander  nicht,  was  für  beide 
Paare  zugleich  eintritt,  so  folgt  dass  £^  innerhalb  der  Hyperbel  liegt  und 
dass  keine  Tangente  möglich  ist;  berührt  sich  das  eine  Paar,  so  thut  das 
andere  ein  Gleiches,  K  liegt  dann  in  der  Hyperbel  selbst  und  ist  zu- 
gleich der  Berührungspunkt  der  einzigen  durch  ihn  gehenden  Tan- 
gente. Um  zu  unterscheiden,  ob  die  beiden  Tangenten,  welche  von 
einem  Punkte  K  ausserhalb  der  Hyperbel  an  dieselbe  gezogen  werden, 
auf  demselben  oder  auf  verschiedenen  Zweigen  berühren,  dient  Folgen- 
des: durch  die  Asymptoten  wird  der  ausserhalb  der  Hyperbel  liegende 
Raum  in  vier  Theile  getheilt,  und  diese  geben  die  Entscheidung. 
lAegi  K  zwischen  den  Asymptoten  und  der  Hyperbel,  so  gehen  beide 
Tangenten  an  denselben  Zweig,  liegt  K  im  äussern  Asymptotenwinkel,  so 
liegen  die  Berührungspunkte  auf  verschiedenen  Zweigen,  Der  Berührungs- 
punkt einer  Asymptote  kann  sowohl  auf  dem  einen  als  dem  andern 
Zweige  angenommen  werden. 

Da  die  Tangente  CG  auf  dem  zugehörigen  Strahl  BF  senkrecht 
steht,  so  ist  es  leicht  zwei  Tangenten  zu  finden,  die  einen  gegebenen 
Winkel  a  mit  einander  bilden,  denn  eben  diesen  Winkel  schliessen 
die   zugehörigen   Strahlen    aus   B   oder  A  [BF  und  BF^,  AD  und 

ADi]  ein.  SoU  insbesondere  der  Winkel 
a  ein  Rechter  sein,  so  kann  der  Ort  von 
K  verlangt  werden.  Da  auch  der 
Winkel  der  zugehörigen  Strahlen  ein 
Rechter  sein  muss,  so  ist  klar,  dass 
die  Forderung  nicht  immer  zu  erfüllen 
ist,  sondern  nur  so  lange,  als  der  Win- 
kel (tt^)  der  beiden  von  B  aus  an  den 
Kreis  A  gehenden  Tangenten  t  und  t^ 
grösser  als  ein  Rechter  ist;  ist  er  gleich 
einem  Rechten,  so  gibt  es  nur  ein 
Paar  rechtwinkliger  Tangenten,  näm- 
lich die  Asymptoten,  und  dann  ist  der 
Ort  von  K  auf  M  beschränkt,  und  die 
Hyperbel  ist  gleichseitig,  und  ist  er  kleiner  als  ein  Rechter,  so  ist  die 


Fig.  81. 
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Forderung  unmöglich;  und  diess  findet  also  statt,  wenn  der  Winkel 
(i\)  spitz y  mitbin  der  Asymptot^nwinkel  ä  —  {tt^)  stumpf  ist  oder 
b>a  . 

Es  seien  die  Tangenten  KG  und  KH  zueinander  rechtwinklig, 
80  ist  auch  der  Winkel  GBH=  90^  und  daher  der  Strahl  BHl  GK, 
BG  I  KH  und  folglich,  da  G  und  if  die  Mitten  der  Strahlen  BF 
und  BD  sind,  liegt  K  in  der  Mitte  der  Geraden  BF.  Also  ist, 
weil  AB  =  AF  und  KD  =  KF=KB ,  AK  senkrecht  auf  BF 
und  -^lÄ^  +  JSiC*  =  4a^  =  2r^  +  2  c*,  demzufolge  unter  Benutzung 
der  bekannten  Relation  zwischen  grosser  Axe,  Nebenaxe  und  Excen- 
trizitat  r^  =  a^  —  V,  d.  h. :  Ber  Ort  des  Scheitels  eines  reckten 
Winkds,  dessen  Schenkel  eine  gegebene  Hyperbel  berühren  y  ist  ein 
mit  der  Hyperbel  conzentrischer  Kreis,  dessen  Radius  r  =  Ya^  —  ¥  ist 
Auch  hieraus  erkennt  man,  dass  für  die  gleichseitige  Hyperbel  der 
Kreis  sich  auf  einen  Punkt  reduzirt,  während  er  für  Hyperbeln  mit 
stumpfem  Asymptotenwinkel  unmöglich  wird. 

Diese  Betrachtung  ergibt  unmittelbar  folgende  Sätze:  Breht 
öTcÄ  ein  rechter  Winkel  um  einen  festen  Punkt  B ,  und  schneiden  seine 
Schenkd  einen  festen  Kreis  A,  der  B  nicht  umscMiesstj  so  ist  der  Ort 
der  Mitten  aller  Sehnen,  welche  Schnittpunkte  kreuzweise  verbinden,  ein 
bestimmter  Kreis  M,  dessen  Mittelpunkt  die  Mitte  von  AB  ist.  Alle 
diese  Sehnen  sind  zudem  Tangenten  einer  bestimmten  Hyperbel. 
Femer:  Liegen  zwei  Ge^enecken  eines  Bechteckes  in  einer  gegebenen 
Kreislinie  A  und  die  dritte  in  einem  festen  Punkte  ausserhalb  des 
KreiseSy  so  ist  der  Ort  der  vierten  Ecke  ein  zweiter  Kreis    M. 

§.  15.    Betrachtung  von  zwei  und  mehr  Hyperbeltangenten. 

Aas  dem  Satze,  dass  die  Gegenpunkte  eines  Brennpunktes  in 
Bezug  auf  alle  Tangenten  einer  Hy-  i^^.  «2. 

perbel  ein  Kreis  mit  dem  andern 
Brennpunkt  als  Mittelpunkt  und  der 
grossen  Axe  als  Radius  ist,  lassen 
dch  mehrere  bemerkenswerthe  Folge- 
rungen ziehen.  Seien  CB,  C'B 
zwei  Tangenten  mit  den  Berührungs- 
punkten  C  und  C\  die  auf  demselben 
Zweige  der  Hyperbel,  liegen  mögen, 
D  ihr  Dorchschnittspunkt,  so  kann 
man  die  Gegenpunkte  H  und  B" 
Ton  B  in  Bezug  auf  diese  beiden 
Tangenten  bestünmen.    Es  sind  dann 


92 


Viertes  Kapitel. 


die  Dreiecke  AffD  und  AS* D  congruent;  da  AD  sich  selbsi  gleich, 
AIS  =  AK  -=2a  und  DB  ^  DB  =  BS'  ist,  also  hat  man 
^  SAB  =  B"AB  oder  auch  ^  C^D  =  C AB  .  Ebenso  lässt  sieh 
beweisen,  dass  auch  -^CBB  =  C'BB  ist,  indem  man  einfach  die 
Gegenpunkte  von  A  in  Bezug  auf  die  beiden  gegebenen  Tangenten 
zu  Hülfe  nimmi  Etwas  anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  die 
Tangenten  CB  und  C'B  an  verschiedene  Zweige  der  Hyperbel  gelegt 
werden.  In  Rücksicht  der  Winkel  bei  A  hat  man  in  diesem  Falle 
immer  noch  A  ASB  ^  AS'B,  also  ^  SAB  =  S'AB  ,  aber  der 
Strahl  AB  halbirt  nun  nicht  den  Winkel  CAS  sondern  seinen  Neben- 
winkel S  AS' .  Dasselbe  gilt  natürlich  auch  in  Bezug  auf  den  Brenn- 
punkt By  man  hat  also  den  Satz:  Zidit  man  von  einem  Brennpunkte 
aus  Strahlen  nach  den  Berührung^mnkten  und  dem  BwrchschniUspuiikte 
zweier  Tangenten  der  Hyperbel,  so  halbirt  der  letztere  Strahl  entweder  den 
Winkel  zwischen  den  leiden  ersten,  oder  aber  dessen  Nebenunnkel,  je  nach- 
dem die  beiden  Tangenten  an  denselben  oder  an  verschiedene  Zweige  der 
Hyperbel  gehen. 

Wir   ziehen   von    einem  Punkte   B   aus   zwei  Tangenten  an  die 
Hyperbel  BC  und  BC,  femer  von  demselben  Punkte  B  die  Strahlen 


nach  den  Brennpunkten.  Bestimmt  man  den  Gegenpunkt  Ä  von  j± 
in  Bezug  auf  BC ,  so  ist  ^  ABC  =  CBÄ  =  y  und  ebenso,  wenn 
S  der  Gegenpunkt  von  B  in  Bezug  auf  CB  ist,  ^SBC=CDB 
=  x.  Nun  sind  die  Dreiecke  ASB  und  ABB  congruent,  da  AD 
=  AB ,  BB  =  SB  und  AS  =  AB  =  2a,  also  sind  die  Winkel 
ABS  und  ABB  einander  gleich  und  man  hat  z-\-2y  =  z-\-2x 
oder  X  =  y .  In  unserer  Figur  sind  die  beiden  Tangenten  an  ver- 
schiedene Zweige  gezogen  worden;  wäre  diess  nicht  der  Fall  gewesen,  so 
hätten  geringe  Modificationen  eine  analoge  Beziehung  ergeben,  die 
mit  der   bereits   aufgestellten  sich  zu  dem  folgenden  Satze  vereinigen 
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ISfist:  Zieht  man  von  den  beiden  Brennpunkten  einer  Hyperbel  am 
Strahlen  nach  dem  Durchschnittspunkte  mveier  Tangenten  derselben,  so 
sind  die  Winkel y  welche  diese  Strahlen  mit  den  Tangenten  bilden,  und 
ncar  je  mit  derjenigen  Richtung  derselben,  die  nach  dem  Berührungs- 
punkte gehty  einander  gleich,  sobald  die  beiden  Tangerden  an  verschiedene 
Ztceige  der  Hyperbel  gehen,  und  sie  ergänzen  sich  zu  zwei  Bechten,  wenn 
Iffide  Tangenten  an  denselben  Zweig  gelegt  sind. 

Tritt  zu  zwei  festen  Tangenten  eine  dritte  bewegliche,  so  gilt 
folgender  Satz:  Der  Winkel,  unter  dem  das  zwischen  zwei  festen  Tan- 
genten  befindliche  Stück  einer  dritten  beweglichen  Tangente  von  einem 
Brennpunkte  aus  gesehen  wird^  ist  constant,  so  lange  die  bewegliche  Tan- 
gente nicht  einer  der  festen  parallel  wird,  ohne  dass  sie  mit  ihr  zusam- 
menfaOi;  er  springt  hingegen  in  den  Nebemvinkel  um,  so  oft  der  er- 
urähnte  Umstand  eintritt. 

Gehen    die    zwei    festen    Tangenten    an    denselben        ^^  ^ 
Hyperbelast;   so   ist   dieser  Winkel  die  Hälfte  von  dem  / 

convex  oder  concav  genommenen  Winkel,   den  die  vom  / 

Brennpunkte  B  nach  den  Berührungspunkten  der  zwei  / 

festen   Tangenten   gehenden    Strahlen  mit  einander  bil-  /^ 

den.     Geh^n  die  zwei  festen  Tangenten  an  verschiedene  /    '\ 

Hyperbeläste,   so   ist   der  genannte   Winkel  gleich  dem     \2Y. \ 

halben   concav   oder   convex  genommenen   Nebenwinkel    -^A       .-vv 
desjenigen,    unter    dem    die   Berührungssehne   der   zwei    /  VT  // 
festen  Tangenten  erscheint.  A'''  / 

Seien   in  der  That  CD  und  CD  die  beiden  festen  K  / 

I  \  '£fß 

Tangenten  mit  den  Berührungspunkten  C  und  C,  femer  ^^ 

E(T'  F  die   bewegliche   Tangente   mit  dem  Berühr ungs-  \ 

punkte  C",  so  ist  ^  CBE  =  C'BE  und  CBF=^C'BF,  \ 

also  CBE+  C'BF  =  CBE  +  C'BF  =  EBF  =  i  CBC .  Daraus 
folgt  nun,  dass  in  irgend  einem  der  Hyperbel  umschriebenen  Viereck  je 
zwei  gegenüberliegende  Seiten  von  einem  Brennpunkte  aus  entweder  unter 
fßeichen  Winkeln  gesehen  werden^  oder  aber  unter  solchen,  die  sich  zu 
zicH  Bechten  ergänzen. 

Wenn  in  dem  vorhin  bewiesenen  Satze  die  Berührungssehne  CC 
der  beiden  festen  Tangenten  durch  den  einen  Brennpunkt  geht,  so 
erscheint  das  zwischen  diesen  Tangenten  liegende  Stück  einer  dritten 
Tangente  vom  Brennpunkte  aus  unter  rechtem  Winkel  und  der  von 
dem  Brennpunkte  aus  nach  dem  Durchschnittspunkte  der  beiden  festen 
Tangenten  gezogene  Strahl  steht  senkrecht  auf  der  Berührungssehne, 
denn  es  ist  DBG  =  DBC  =  ^  CBC\ 

Wir  zieheji  aus  dieser  Bemerkung  folgenden  Schluss:    Wenn  CD 
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und  CJ9  zwei  Tangenten  sind,  deren  Berührungssehne  durch  JB  geht, 
so  liegt  der  Gegenpunkt  des  Brennpunktes  A  in  Bezug  auf  die  Tan- 
gente CD  in  der  Berührungssehne  CC\  Sei  E  dieser  Gegenpunkt, 
so  ist  AD  ==  DE  =  M,  DB  =  v,  ferner  ist  nach  Früherem  BE  =  2a 

und    da    DEB    ein    rechtwink- 
^'^  ^'  liges    Dreieck    ist,    so   hat   man 

n^  —  v^  =  (2a)%  d.  h.  der  Punkt 
D  liegt  derart,  dass  die  Differenz 
der  Quadrate  seiner  Abstände 
von  zwei  festen  Punkten  A  und 
B  constant  ist  Unter  Berück- 
sichtigung des  geometrischen 
Ortes  in  §.  7,  3  folgt  daher  der 
Satz:  Zieht  man  durch  einen 
Brennpunkt  B  der  Hyperbel  be- 
liebige Sehnen,  und  construirt  den 
Durchschnittspunkt  detjenigen  Tan- 
genten,  welcfie  je  in  den  End- 
punkten einer  solchen  Sehne  die 
Hyperbel  berühren,  so  ßiese  liegen 
Durchschnittspunkte  alle  in  einer  Geraden,  weiche  auf  der  Hauptaxe 
senkrecht  steht  Diese  Gerade  heisst  Leitlinie  der  Hyperbel  in  Bezug 
auf  den  Brennpunkt  B;  aus  Gründen  der  Symmetrie  ergibt  sich  sofort, 
dass  auch  für  den  Brennpunkt  A  eine  Leitlinie  existiren  muss. 

Die  einem  Brennpunkt  zugehörige  Leitlinie  ist  die  Verbindungs- 
gerade  der  Fusspunkte  der  von  ihm  aus  auf  die  Asymptoten  gefällten 
Perpendikel.  Denn  die  Parallele  durch  den  Brennpunkt  zu  einer 
Asymptote  ist  die  Berührungssehne  zweier  Hyperbeltangenten  (eine 
davo  nist  die  Asymptote  selbst),  die  sich  in  einem  Punkte  schneiden, 
welcher  in  dem  Perpendikel  liegt,  das  vom  Brennpunkt  auf  die  Be- 
rührungssehne (also  auch  auf  die  Asymptote)  errichtet  werden  kann. 
Die  beiden  Leitlinien  laufen  parallel  unter  sich  und  mit  der  Neben- 


axe,  und  jede  hat  von  dem  Mittelpunkt  M  die  Distanz 


a' 


Sei     nänilich 


P  der  Durchschnittspunkt  der  zu  B  gehörigen  Leitlinie  mit  der  Haupt- 
axe,  so  ist  PA^  —  PB^  =  (2a)S  PA  +  PB  =  2c,  also  durch  Divi- 

sion    PA  — PB'^2PM=—  und  PM=^:    man    findet    femer 

c  c   ' 


leicht    PA  =  c  +  -  =  —'^— 

'     c  c 


und    PB  =  c  —  ^  =  - 


a' 


.« 


Die   Umkehrung   der  obigen  Entwicklungen  führt  zu  der  Conse- 
quenz:     Dass  fiir  jeden-   Punkt  einer  Leitlinie  die  Berührungssehne  der 
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TOH  ihm  atts  an  die  Hyperbel  gezogenen  Tangenten  durdi  den  zugehörigen 
Brennpunkt  geht,  welche  keines  weiteren  Beweises  bedarf. 

Wenn  D  ein  Punkt  der  Hyperbel 
anf  dem  den  Brennpunkt  Ä  um- 
iichliessenden  Zweige  ist^  so  wird  die 
Gerade  DA  auf  demselben  Zweige 
einen  Punkt  C,  und  DB  auf  dem  an- 
dern D  omschliessenden  Zweige  einen 
Punkt  C  eigeben.  Die  Hyperbel- 
tangenten in  C  und  D  schneiden 
sieh  auf  der  zu  A  gehörigen  Leit- 
linie L  in  einem  Punkte  E,  die 
Tangenten  in  D  und  C  aber  in 
einem  Punkte  -E'  der  zu  B  gehö- 
rigen Leitlinie  L\  Jetzt  sind  die  Drei- 
ecke DAE  und  DBE'  ähnlich,  denn 
die    Winkel   bei    D    sind    einander 

gleich,   weil   die   Hyperbeltangente   den  Winkel  der  Leitstrahlen  DA 
und  DB  halftet,   und   die  Winkel   bei   A  und  B  sind,  wie  bewiesen 

worden,  Rechte;  demnach  ist  jj^  =  .j^  .      Legt  man   durch    D   eine 

Parallele  zu  AB ,  welche  L  und  L'  in  F  und  F  treffen  möge,  so  ist 

DE DF' '  ^*^^  ^^^^  T)B  ~  1)F 


IßT  j  JJJi.  XfX>     


DF  DF'  BF'  —  BF  ' 
Nun  ist  DB  —  DA  =  2a  [nach  der  Fundamentaldefinition  der  Hy- 
perbel] und  DF  -^DF=Fr  ^—  [gleich  dem  doppelten  Ab- 
stände    einer    der   Leitlinien    vom   Mittelpunkte    der    Hyperbel],    also 

TFf  ^^  UW'  =  "^  ?  ^'  J^'  -^'^''  jeden  Funkt  der  Hyperbel  steht  der  Ab- 
stand von  einem  Brennpunkte  zum  Abstände  von  der  zugehörigen  Leit- 
linie in  einem  constanten  Verhältniss. 

Ist  die  Berührungssehne  zweier  Tangenten  die  grosse  Axe,  so 
geht  dieselbe  durch  die  beiden  Brennpunkte,  und  wir  haben  somit 
zufolge  eines  frühern  Satzes:  Legt  man  Tangenten  an  die  Scheitel 
der  Hanptaoce,  so  erscheint  das  zwischen  ihnen  liegende  Stück  irgend 
nner  dritten  Tangente  von  beiden  Brennpunkten  aus  unter  rechtem 
Winkel;  wenn  man  also  einen  Kreis  über  diesem  Stück  als  Durch- 
messer schlägt,  so  geht  derselbe  durch  die  beiden  Brennpunkte. 
Sehlagt  man  desshalb  eine  Ereisschaar  durch  zwei  feste  Punkte  A 
und  D,  nimmt  dann  zwischen  denselben  zwei  äquidistante  Gerade 
L  und  L\  welche  senkrecht  zu  AB  stehen  und  verbindet  von  den 
vier  Punkten,   in  denen   dieselben  jeden  Kreis  schneiden,  je  zwei  dia- 
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metral  gegenüberstehende^  so  umhüllen  die  sich  ergebenden  Geraden 
eine  Hyperbel,  deren  Brennpunkte  in  A  und  B  und  deren  Scheitel 
in  £  uud  L  liegen.  Der  Grenzfall,  wenn  der  Kreis  die  Strecke  AB 
zum  Durchmesser  hat,  gibt  die  Asymptoten.  Nimmt  man  die  Geraden 
L  und  L'  ausserhalb  A  und  B,  so  gibt  dieselbe  Construction,  wie  wir 
im  §.  11.  gefunden  hatten,  eine  Ellipse,  und  wenn  L  und  V  resp. 
durch  A  und  B  selbst  gehen,  so  reduzirt  sich  das  Gebilde  auf  die 
beiden  Punkte  A  und  B.  Man  kann  femer  ohne  Weiteres  den  Satz 
aufstellen :  Es  seien  L  und  1!  jswei  feste,  zu  einander  parallele  Gerade; 
lässt  man  nun  um  irgend  einen  festen  Punkt  A  einen  rechten  Winkel 
drehen,  dessen  Schenkel  resp.  von  L  und  L  hegränzt  werden,  so  um- 
hüllen die  Hypotenusen  der  so  entstandenen  rechtwinkligen  Dreiecke  eine 
Ellipse  oder  eine  Hyperbel ,  je  nachdem  der  PunM  A  zwischen  oder 
'  ausserhalb  von  L  und  L'  gelten  ist;  die  Scheitel  des  erzeugten  Gebildes 
liegen  auf  L  und  L'  und  der  eine  Brennpunkt  ist  A, 

Wenn  sich  zwei  feste  Tangenten  der  Hyperbel  in  einem  Punkte 
der  Nebenaxe  schneiden,  so  wird  die  Berührungssehne  derselben  von 
beiden  Brennpunkten  aus  unter  gleichem  Winkel  gesehen;  somit  wird 
das  zwischen  ihnen  liegende  Stück  einer  beweglichen  dritten  Tangente 
Yon  beiden  Brennpunkten  aus  entweder  ebenfalls  unter  gleichen  Win- 
keln gesehen,  oder  aber  unter  solchen,  die  sich  zu  zwei  Rechten  er- 
gänzen. Man  überzeugt  sich  aber  leicht,  dass  nur  der  letztere  Fall 
eintreten  kann,  indem  man  die  bewegliche  Tangente  mit  einer  der 
beiden  festen  zusammenfallen  lässt.  Das  in  Betracht  kommende 
Stück    ist    dann  gleich  dem   Abstände   des    Durchschnittspunktes    der 

beiden    festen    Tangenten    von  dem   Be- 

Fig.  87.  ° 

rührungspunkte   der   eiuen  derselben  und 

JF  man  kann  den  Beweis  wie  folgt  führen: 

// ''K\  Sei   E  der  Durchschnitt  der  beiden 

,//     1  \ y.^  Tangenten  CE  und  DE,  B'  der  Gegen- 

/ '  /      !    \  \  '\  punkt  von  B  in  Bezug  auf  CE,  so  liegen 

a/-../^ j -J\_A.-_.^^jj     die    Punkte    ^,  JB',  (7  in  einer  Geraden 

7'^'-~-,t^    \   'V'         ^i^d  es    ist    ^J?jB'^  +  i;J5'C=180«; 

/d  \     J»'^    \(?^       femer   hat  man  ^EBC  =  EB^C,   und 

/  I  \       da    EB  =  Eff  ^EA,     so     ist     auch 

I  \     ^EAff  =  EBA  und  endlich  ^EAC 

•  +-E2?C=18Ö^.      Dasselbe    muss    nun 

für  jede  beliebige  Lage  der  dritten 
beweglichen  Tangente  gelten,  da  die  Winkel  in*  A  und  in  B  immer 
de  zugleich  entweder  jconstant  bleiben,  oder  aber  in  den  Neben- 
winkel  des   frühem  übergehen.     Legt   man   also    durch    einen   Punkt 
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der  Nebenaxe  der  Hyperbel  zwei  Tangenten  an  dieselbe  ^  so  erscheint 
das  zwischen  denselben  liegende  Stück  einer  beweglichen  dritten  Tan- 
gente von  den  beiden  Brennpunkten  ans  unter  zwei  Winkeln,  die  sich 
zu  zwei  Rechten  ergänzen.  Die  Endpunkte  des  genannten  Stückes 
liegen  mit  den  beiden  Brennpunkten  zusammen  auf  einem  und  dem- 
selben Kreise;  mit  dem  früher  abgeleiteten  analogen  Satze  für  die 
Ellipse  yerbunden  erhält  man  also  folgende  Construction  von  Ellipse 
und  Hyperbel  durch  ihre  Tangenten:  Schlägt  num  eine  Kreisschaar 
dttrck  mcei  feste  Punkte  A  und  B,  zieht  durch  irgend  einen  Funkt  der 
üentralaxe  sswei  feste  Strahlen  L  und  L'  symmetrisch  zu  dieser,  u/nd  ver- 
hindä  von  den  vier  Punkten,  in  denen  jeder  Kreis  dieselben  schneidet, 
je  die  unsymmetrisch  gelegenen,  so  umhüllen  die  so  erhaltenen  Verbin- 
imgsgeraden  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel,  je  nachdem  die  Punkte 
Ä  und  B  zwischen  den  beiden  Strahlen  L  und  L'  oder  ausserhalb  liegen. 
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Hyperbel. 

Wir  hatten  folgenden  Satz  bewiesen:  „Der  Winkel,  unter  dem 
das  zwischen  zwei  festen  Tangenten  liegende  Stück  einer  dritten  be- 
weglichen Tangente  von  einem  Brennpunkte  aus  gesehen  wird,  ist 
eonstant,  so  lange  die  bewegliche  Tangente  nicht  einer  der  festen 
parallel  wird,  ohne  dass  sie  mit  ihr  zusammenfallt;  er  springt  hin- 
gegen in  den  Nebenwinkel  um,  so  oft  der  erwähnte  Umstand  eintritt, 
(lehen  die  zwei  festen  Tangenten  an  denselben  Hyperbeiast,  so  ist 
dieser  Winkel  die  Hälfte  von  dem  convex  oder  concav  genommenen 
Winkel,  den  die  vom  Brennpunkt  B  nach  den  Berührungspunkten 
der  zwei  festen  Tangenten  gehenden  Strahlen  mit  einander  bilden/^ 
Setzen  wir  nun  fest,  dass  die  Asymptoten  die  beiden  unveränderlichen 
Tangenten  seien,  und  kommen  im  Fernern  überein,  dass  die  -  Asymp- 
toten als  denselben  Zweig  der  Hyperbel  berührend  betrachtet  Verden 
sollen,  so  erscheint  die  Berührungssehne  derselben  von  den  Brenn- 
pimkten  ans  unter  dem  Asymptotenwinkel.  Es  folgt  daher  unter 
Berücksichtigung  des  vorhin  wiederholten  Satzes:  Das  zwischen  den 
Asymptoten  liegende  Stück  irgend  einer  dritten  Tangente  erscheint  von 
<fcn  Brennpunkten  aus  unter  Winkeln,  deren  Summe  =  180^  ist,  und 
iycar  ist  der  eine  ip,  der  andere  180^  —  g),  wenn  q>  den  halben  Asymp- 
totenwinkei  bezeichnet.  Sind  also  die  Asymptoten  und  irgend  eine 
dritte  Tangente  der  Hyperbel  gegeben,  so  kann  man  dieselbe  wie 
folgt  constmiren.  Man  halbire  den  äussern  Winkel  der  Asymptoten 
and  schlage   einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  in   der  Nebenaxe   liegt 

Steiner,  TorlMungen  I.    2.  Aufl.  7 
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Fig.  88. 


[welche  die  Halbirungslinie  des  äussern  Asymptotenwinkels  ist]  um 
das  zwischen  den  Asymptoten  liegende  Stück  der  Hyperbeltangente; 
wo  dieser  Kreis  die  Halbirungslinie  des  eigentlichen  Asymptoten- 
winkels [die  Hauptaxe  der  Hyperbel]  trifift,  sind  die  beiden  Brenn- 
punkte. Schlägt  man  jetzt  um  A  und  B  eine  Kreisschaar,  so  ergeben 
die  Durchschnittspunkte  derselben  mit  den  Asymptoten  nach  Früherem 
durch  eine  einfache  Construction  die  Gesammtheit  der  Tangenten   der 

Hyperbel. 

Es  seien  3IC  und  MD  die 
Asymptoten  einer  Hyperbel,  CD 
eine  Tangente  derselben,  femer  J 
der  Durchschnitt  dieser  Tangente 
mit  der  Hauptaxe,  und  schliesslich 
C  der  zweite  Durchschnittspunkt 
desKreises  ^CBDmitder  Asymp- 
tote MC,  so  hat  man  zunächst: 
JA'JB  =  JCJD  d.  h.  Das 
Rechteck  unter  den  Abschnitten, 
welche  die  Hauptaxe  auf  deni 
zwischen  den  Asymptoten  liegenden 
Stück  irgend  einer  Tangente  der 
Hyperbel  bildet,  ist  gleich  dem 
Bechteck  unter  det%  Abschnitten, 
welcJie  diese  Tangente  auf  der  Strecke  A  B  erzeugt^  Für  jeden  beliebigen 
der  Kreise  durch  AB  hat  man  weiter:  MG  -  MC  =  MA^  =  c^,  also 
da  MC  =  MD,  auch  MC-  MD  =  c*,  was  den  Satz  ergibt: 

Das  Rediteck  unter  den  AbscJmitten,  weldie  eine  bewegliche  Tangente 
der  Hyperbel  auf  den  Asymptoten  bildet,  ist  constant,  und  zwar  gleich 
dein  Quadrate  über  der  halben  Brenndistanz,  Wenn,  wie  früher,  tp  der 
halbe  A^symptotenwinkel  ist,  so  ist  für  jede  beliebige  Hyperbeltangento 
die  Fläche  des  Dreiecks  MDC  =  \  MC  -  MD  sai2ip '^  ^<?  ^m2q) , 
es  ist  also  der  Inhalt  des  Dreiecks,  welches  die  Hyperbeltangenten  in 
jeder  ihrer  Lagen  mit  den  Asymptoten  bildet,  constant.  Sind  nun  zwei 
sich  schneidende  Gerade  gegeben,  und  man  tragt  in  zwei  Scheitel- 
winkeln alle  möglichen  Dreiecke -von  gegebenem  Inhalte  ab,  so  er- 
geben die  Grundlinien  dieser  Dreiecke  die  Tangenten  einer  Hyperbel, 
welche  die  gegebenen  Geraden  zu  Asymptoten  hat,  Macht  man  das- 
selbe in  den  beiden  andern  Scheitelwinkeln,  so  erhält  man  die  con- 
jugirte  Hyperbel.  Durch  diese  Bemerkimg  ist  man  in  den  Stand  ge- 
setzt, die  nachfolgende  Aufgabe  zu  lösen:  Gegeben  zwei  sich  schnei- 
dende  Gerade   und  ein  Punkt    Man  soU  durcfi  den  Punkt  eine  Geradt' 
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Fig.  89. 


Itgen,  vodche  mit  den  leiden  ersten  ein  Dreieck  von  gegebenem  Inhalte 
hUdet,  Man  zeichne^  um  die  Losung  zu  construiren,  die  durch  die 
Grosse  des  Dreiecks  bestimmten  conjugirten  Hyperbeln^  und  ziehe 
Tom  Punkte  y  der  gegeben  ist^  Tangenten  an  dieselben  ^  so  sind  diese 
die  gesuchten  Geraden.  Liegt  also  dieser  Punkt  in  dem  von  beiden 
Hyperbeln  ausgeschlossenen  Theile  der  Ebene,  so  sind  vier  Losungen 
vorhanden,  liegt  der  Punkt  auf  einer  der  Hyperbeln,  so  gibt  es  drei, 
und  wenn  der  Punkt  innerhalb ,  einer  der  beiden  Hyperbeln  sich  be- 
findet^ so  erhält  man  zwei  Losungen  der  Aufgabe. 

Man  kann  noch  einfacher,  als  es  yorhin  geschehen  ist,  die  Tan- 
genten einer  Hyperbel  verzeichnen,  von  welcher  man  die  Asymptoten 
MC  und  MD  und  eine  Tangente  CD  kennt.  Man  lege  nämlich  durch 
r  und  D  zwei  beliebige  parallele  Grerade, 
welche  die  Asymptoten  noch  in  E  und  in 
F  treffen  mögen,  so  ist  EF  eine  neue 
Tangente  der  Hyperbel.  In  der  That  ist 
aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  MFC 
und  MDF 

ME :  MD  =  MC:  MF,    oder 

MC'MD^MEMF, 

d.  h.  die  Dreiecke  MEF  und  MCD  haben 

gleichen   Flächeninhalt,   was   auch    daraus 

sich  ergibt,  dass  die  Dreiecke  ECF  und  ECD  inhaltsgleich  sind. 

Fasst  man  die  Asymptote  MC  so  auf,  als  gehe  sie  mit  der  Tan- 
gente CD  an  denselben  Zweig  der  Hyperbel,  nennt  man  femer  den 
Berührungspunkt  dieser  Asymp- 
tote [ihren  unendlich  entfernten, 
nach  unserer  Annahme  rechts  von 
MC  liegenden  Punkt]  N  und  den 
Berührungspunkt  der  mit  CD  be- 
zeichneten Tangente  6r,  so  ist 
BNUMC,  ^CBG^CBN^ 
BCM  und  nach  frühern  Sätzen: 
^BCM==^ACG,  also  ^CBG 
=^ACG',  ferner  ist  ^AGC'== 
BGC  und  somit  sind  die  Dreiecke 
AGC  und  BGC  ähnlich.  Daraus 
folgt  nun:  GC^  ^AGBG. 

Durchaus   analog  wird  die  Relation  GD^  =^  AG  -  BG   abgeleitet, 
aus  welcher  man    in  Verbindung  mit  der  eben  gefundenen  zieht:  GC 

^GD'y  d.  h.:    Das  zwischen  den  Asymptoten  liegende  Stück  irgend  einer 

1* 
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Tangente  der  Hyperbel  mrd  vom  Berührungspunkte  halbirty  und  das 
Quadrat  der  Hälfte  ist  gläch  dem  Eechtecke  unter  den  Leitstrahlen  des 
Berührungspunktes*).  Ist  die  Hyperbel  gleichseitig,  also  das  Dreieck 
CDM  rechtwinklig,  so  ist  CG  =  GB  ^  MG ,  also  AG'BG  =  MG\ 
wie  wir  schon  in  §.  8,  3  durch  Discussion  der  Gleichung  xz  —  y^ 
=  d?  gefunden  hatten. 

Kehren  wir  zum  allgemeinen  Fall  zurück:  Da  -^  ACM  =  BOG 
und  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ÄGC  und  BGC  auch 
^  BCG  =  CAG  ist,  so'hat  man  <^  ACH==^  CAH,  somit  AH^HC-, 
ebenso  wird  AK  ==  KB  sein,  also  sind  die  Dreiecke  AHC  und 
AKB  gleichschenklige.  Diess  gibt  eine  einfache  Methode,  um  an 
einen  beliebigen  Punkt  G  der  Hyperbel  die  Tangente  zu  ziehen.  Man 
lege  durch  G  den  Leitstrahl  nach  A,  welcher  die  Asymptoten  resp. 
in  H  und  K  schneidet,  mache  HG  =  HA  und  KB  =  KA^  so  ist 
CB  die  Tangente  im  Punkte  G.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
AGC  und  GCB  folgt  auch:  AC:CB  =  CG:GB,  ebenso  wird  sein: 
AB:BB  =  BG:GB]  somit,  da  CG=GB, ist AC:CB  =  AB:BB, 
woraus  femer,  da  ABCB  ein  Ereisviereck  und  desshalb  nach  dem 
ptolemäischen  Satze  AC  BB  +  CB  AB  =  AB  -  BC  =  2c  -  BC  ist, 
sich  ergibt:   ACBB  ^  CB  -  AB  =  c- CB  .  — 

Bie  Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  Burchmessers  sind,  wie 
leicht   zu   beweisen   ist,   einander  parallel.     Aber  nicht  jeder  Durch- 


*)  Dass  der  Berührangsponkt  G  einer  Hyperbeltangente  ihr  zwischen  den 
Asymptoten  enthaltenes  Stück  CD  halbirt,  kann  auch  so  gezeigt  werden: 

Pj    gj  Wäre  G  nicht  Berdhrungspankt,  so 

ginge  durch  ihn  noch  eine  zweite  Hy- 
perbeltangente CD'  und  die  beiden 
Dreiecke  MCD  nnd  MC'D'  müssten 
inhaltsgleich  sein.  Wenn  nun  D'  weiter 
von  M  entfernt  ist,  als  D,  so  ziehe 
man  DE  parallel  zu  CG' ;  es  entstehen 
dann  die  inhaltsgleichen  (und  congmen- 
ten)  Dreiecke  CGC  und  GDE,  woraus 
sich  ergibt:  /\MCD'  ^  MCD  + 
DED\  was  einen  Widerspruch  mit 
der  geforderten  Gleichung  MCD  =» 
MC Df  enthält;  also  geht  durch  den 
Punkt  G  nur  eine  einzige  Hyperbel- 
tangente und  diese  hat  ihn  zum  Berührungspunkte. 

Nebenher  ergibt  sich  der  elementare  Satz:  Unter  allen  dureh  einen  Punkt 
G  gehenden  Gerolden  schneidet  ztcischen  zwei  festen  Geraden  diejenige  das  Dreieck 
vom  kleinsten  Flächeninhalte  ab,  welche  im  Punkte  G  zwischen  den  gegebenen  Ge- 
raden liälbirt  wird.  [Dabei  ist  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  G  auf  der  Seite 
des  Dreiecks  selbst,  und  nicht  etwa  auf  der  Verlängerung  gelegen  sei.] 


•  •  •        _ 
•  •  •       * 
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messer  der  Hyperbel  schneidet  auf  derselben  zwei  Punkte  aus  [jede 
darch  den  Mittelpunkt  M  gehende  Gerade  heisst  Durchmesser  der 
Hyperbel],  so  dass  also  in  dem  gleichen  Sinne  wie  für  die  Ellipse 
keine  conjagirten  Durchmesser  für  die  Hyperbel  existiren.  Bei  der 
Ellipse  wurden  nämlich  zwei  Durchmesser  conjugirte  genannt^  von 
denen  jeder  zn  den'  Tangenten  in  den  Endpunkten  des  andern  parallel 
war.  Diese  Definition  lässt  sich  nun^  wie  man  sofort  einsieht^  nicht 
unmittelbar  auf  die  Hyperbel  übertragen.  Man  nimmt  desshalb  die 
conjugirte  Hyperbel  zu  Hülfe  und  sagt:  zwei  conjugirte  Durchmesser 
der  Hyperbel  sind  solche^  von  denen  jeder  parallel  ist  zu  den  Tangenten 
in  den  EndptmJcten  des  anderti,  insofern  diese  Endpunkte  das  eine  Mal 
auf  der  Hyperbel  selbst,  das  andere  •  Mal  auf  der  conjugirten  Hyperbel 
gemessen  werden.  Es  seien  wiederum  CMIf  uAd  C'MD  die  Asymp- 
toten der  Hyperbel,  CD  eine  Tangente  mit  dem  Berührungspunkte 
(r  [es  ist  dann  CG  =  GD\\  diese  Elemente  bestimmen  durch  ein- 
faches Ziehen   von  Parallelen  durch  C  und  D  mit  GM  em  Parallelo- 


Fig.  98. 


gramm  CCDD^ .  Verlängert  man  GM  bis  G'  und  zieht  durch  M 
die  Parallele  FF\  zu  CD ,  so  sind  FF'  und  G  G'  ein  Paar  conjugirter 
Durchmesser  in  Bezug  auf  die  Hyperbel.  Es  ist  nun  AG  *  HG  ^=  CG^ 
=  MF^  d.  h. :  Das  Bechteclc  unter  den  Leitstrahlen  irgend  eines  Punktes 
der  Hyperbel  ist  gteich  dem  Quadrate  des  halben,  diesem  Dünkte  ent- 
Rechenden  conjugirten  Durchmessers.  Es  seien  a  ==  -4(t  und  ß  =  BG 
die  Leitstrahlen  des  Punktes  G,  so  hat  man  «*  -f  /S*  =»  2a^  +  2c*; 
es  ist  aber  a/J  =  V»  also  (a  — /S)*  =  2(V  —  V  +  ^);  o<ier  da 
a— /}s=2a  [wo,  wie  immer  2a  die  Axe  der  Hyperbel  ist],  2a*  =  a^  —  b^ 
+  c? ,  und  unter  Berücksichtigung  der  Formel'  a*  =  c*  —  6* ,  a^  —  b^ 
=  a*  —  6*,  oder  in  Worten:  Die  Differenz  der  Quadvate  zweier  con- 
jugirter Durchmesser  ist  constant,  und  gleich  der  Differenz  der  Quadrate 
der  Axen.  Wie  bei  der  Ellipse,  sind  auch  bei  der  Hyperbel  die 
Axen  ein   Paar   conjugirter  Durchmesser,  und  zwar  kann   bewiesen 
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werden;  dass  sie  die  einzigen  zueinander  senkrecht  stehenden  sind. 
Um  die  Bedeutung  der  Asymptoten  zu  erkennen  ^  beachte  man  den 
Satz:  Jedes  Faar  conjugirter  Durchmesser  einer  Ht/perhel  ist  ein  deii 
Asymptoten  zugeordnetes  harmo^iisches  Strahlenpaar,  In  der  That 
schneidet  die  Gerade  FG  die  conjugirten  Durchmesser  und  die  Asymp- 
toten in  vier  harmonischen  Punkten ,  von  denen  einer  in  unendlicher 
Entfernung  liegt,  während  sein  zugeordneter  sich  in  der  Mitte  der 
beiden  übrigen  befindet.  Man  findet  also  das  gesammte  System  con- 
jugirter Durchmesser  der  Hyperbel,  indem  man  einfach  zu  den  Aspmp- 
toten  alle  harmonisch  zugeordneten  Strahlenpaare  construirt  Wenn 
nun  von  vier  harmonischen  Strahlen  zwei  zusammenfallen,  so  ver- 
einigt sich  mit  ihnen  allemal  noch  ein  dritter,  so  dass  also  jede  der 
Asymptoten  selbst  als  ein  Paar  zusammengefallener  conjugirter  Durch- 
messer sich  darstellt. 

Nennt  man  G  und  F  conjugirte  Punkte  der  beiden  Hyperbeln, 
und  bezeichnet  die  Leitstrahlen  FÄ^  und  FB^  [wo  A^  und  B^  die 
Brennpunkte  der  conjugirten  Hyperbel  sindj  mit  a^  und  /S^,  so  hat 
man:  ai  +  /Si  =  a  +  /3,  wo  a  und  ^  wie  vorhin  die  Leitstrahlen  des 
Punktes  G  sind.  Es  ist  in  der  That  (a  +  /J)«  =  2{a^^  +  6/  -f  (?) 
und  aus  Symmetriegründen  folgt,  da  ja  a^  und  1)^  auch  conjugirte 
Durchmesser  der  F  enthaltenden  Hyperbel  sind:  («1+^)*  = 
2{a^  +  ^1*  +  ^)-  \^^^  Brenndistanz  2c  ist  für  beide  Hyperbeln  die- 
selbe.] Man  hat  also  (a  + /3)*  =  («i  + /Ji)*  oder  a  + /J  = 
«j  -|-  /5i ,  wie  behauptet  worden  ist. 

Die  Linie  FG  wird  von  der  einen  Asymptote  halbirt,  und  ist 
der  andern  parallel;  da  nun  G  ein  beliebiger  Punkt  der  einen  Hy- 
perbel ist,  so  haben  wir  den  Satz:  Jede  Parallele  mit  der  einen 
Asymptote  wird  in  ihrem  Abschnitte  zwischen  zwei  conjugirten  Hypei- 
heln  von  der  andern  Asymptote  halbirt 

Der  Inhalt  eines  zwei  conjugirten  Hyperbeln  umschriebenen  Pa- 
raUelogrämms,  dessen  Seiten  zwei  conjugirten  Durchmessern  parallel 
sind,  oder  dessen  Ecken  auf  den  Asymptoten  liegen,  ist  constant, 
und  zwar  gleich  2<?wmtp,  wo  q>  den  halben  Asymptotenwinkel  be- 
zeichnet. Man  kann  daher  auch  sagen:  Wenn  in  den  Winkeln 
zweier  sich  schneidenden  Geraden  ein  Parallelogramm  von  constantem 
Infialte  sich  verschiebt,  so  utMille^i  seine  Seiten  zwei  conjugirte  Hyper- 
hehl,  wddie  jene  Geraden  zu  Asymptoten  haben.  Schreibt  man  dem 
Parallelogramm  CG'  U  D  eine  Ellipse  ein,  welche  dasselbe  ebenfalls  in  den 
Mitten  seiner  Seiten  berührt,  so  sind  in  dieser  <\  und  \  ebenfalls 
conjugirte  Durchmesser,  ebenso  die  beiden  Asymptoten,  da  jede  der- 
selben zwei  Sehnen,  die  der  andern  parallel  sind,  halbiri    Wenn  sich 
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das    Parallelogramm    den    gestellten    Bedingungen  gemäss  ändert,  so 
bleibt  die  ihm  zugehörige  Ellipse  Yon   constantem  Inhalt  [der  gleich 

—  sin  2  g)  ist]. 

Aus  einem  früheren  vielfach  benutzten  Satze  folgt,  indem  man 
zn  zwei,  an  denselben  Hjperbelast  gehenden  Tangenten  die  Asymp- 
tote als  dritte  hinzufügt:  Gelieti  zivci  Tangenten  an  denselben  Hy- 
l^erbdastj  so  erscheint  die  Berührungsschne  von  einem  BremipunJcte  aus 
tmter  doppelt  so  grossem  Winkel,  als  das  von  beiden  Tangenten  ahge- 
sehnittene  SUi^  einer  Asymptote,  —  Wir  haben  ferner:  Seien  JMTC  und 
MF  die  Asymptoten  einer  Hy- 
perbel, CB  und  EF  zwei  Tan-  Fig.  93. 
genten  derselben  mit  den  Be-  ^3^ 
rührungspunkten  6r  und  U,  so 
ist  CF II  GH  II  EB  ,  wie  die  ele- 
mentarsten Betrachtungen  erweisen. 
Wenn  die  Berührungssehne  GH 
die  Asymptoten  noch  in  den  Punk- 
ten P  und  Q  trifft,  so  ist  noch 
FH^GQ.  Schliesslich  geht 
noch  die  Verbindungsgerade  der 
Mitte    m    von  GH  mit  M  durch 

den  Durchschnittspunkt  der  beiden  Tangenten  CB  und  EF.  Daran 
knüpfen  sich  folgende  Sätze:  Wenn  ein  bdiehiges  Ta/ngentenpaar  an 
die  Hyperbel  gelegt  wird,  so  werden  die  von  demselben  auf  den  Asymp- 
toten aigeschnittenen  Stücke  von  der  Berührungssehne  Juilbirt  —  Bei 
einer  Secante  der  Hyperbel  sind  die  Stücke  zwischen  den  Asymptoten  und 
der  Hyperbel  gleich.  Wenn  daher  die  Asymptoten  gegeben  sind  und 
irgend  ein  Punkt  G,  so  kann  man  alle  andern  Punkte  der  Hy- 
perbel bestimmen,  wenn  man  durch  C  beliebige  Strahlen  zieht,  und 
auf  jedem  Strahle  von  einer  Asymptote  aus  dasjenige  Stück  abträgt, 
um  welches  C  von  der  andern  Asymptote  entfernt  ist.  —  Von  zwei 
vonjugirten  Burchmessem  haTbirt  jeder  die  sämmtlichen  mit  den  andern 
pcaroMden  Sdmen.  —  Ber  Burchmesser,  welcher  ein  System  paralleler 
Sehnen  liaJbirtj  ist  der  Ort  der  Burdisdmittspunkte  der  an  die  End- 
punkte jeder  dieser  Sehnen  gelegten  Tangenten. 

Auf  der  Hyperbel  wählen  wir  zwei  Punkte  C  und  H^  deren  zu- 
gehörige Tangenten  BE  und  FG  sein  mögen.  Durch  den  auf  der 
Hyperbel  gelegenen  Punkt  P  legen  wir  die  Strahlen  HF  und  CFy 
welche  die  Asymptoten  resp.  in  h  und  Äj,  c  und  c^  treffen  mögen. 
Legt  man  nun  durch  C  eine  Parallele  C6  zu  MG  und  durch  c^  eine 
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Parallele  c^L  zu  h\y  so  ist  ACLc^  =  chP  also  LC  =  hc.    Es  sind 
aber    die    Dreiecke    LCD    und    GED    ähnlich,    und   es  verhält  sich 


Fig.  94. 


.^ß^ 


DG :  DE  =  1.:  2  ,  also  ist  auch  LG  :GE=  1:2  oder  Ac  =  ^  GE. 
In  ähnlicher  Weise  findet  man  qA^  ==  ^  FD.  Nimmt  man  also  auf 
der  Hyperbel  zwei  feste  Bunkte  an,  und  lässt  mim  dritten  Punkt  sicti 
in  der  Hyperbel  fortbewegen,  sa  bilden  die  durch  die  festen  Piinkte  na^h 
dem  beweglichen  gezogenen  Sekanten  auf  den  Asymptoten  constante  Ab- 
schnitte^  welche  halb  so  gross  sind  als  die  ent^echenden  Abschnitte, 
welche  die  in  den  festen  Punkten  gezogenen  Tangenten  auf  den  Asymp- 
toten büden.  Dieser  Satz  kann  benutzt  werden,  um  eine  Hyperbel 
zu  construiren,  die  durch  drei  gegebene  Punkte  geht,  und  eine  ge- 
gebene Gerade  zur  Asymptote  hat.  Seien  die  Punkte  mit  G,  H,  P 
bezeichnet,  so  bestimmen  die  Strahlen  PG  und  PH  auf  der  Asymp- 
tote einen  Abschnitt  ch,  Lässt  man  nun  diese  constante  Länge 
ch  auf  der  Asymptote  fortrücken,  so  beschreibt  der  Durchschnitts- 
punkt der  Strahlen  Gc  und  Hh  die  Hyperbel.  — 

Wir  woUen  zum  Schlüsse  noch  angeben,  dass  in  durchaus  ana- 
loger Weise  wie  diess  für  die  Ellipse  geschehen  ist,  auch  für  die 
Hyperbel  eine  Gleichung  ihrer  Punkte  oder  ihrer-  Tangenten  in  Be- 
zug auf  zwei  conjugirte  Durchmesser  als  Coordinatenazen  gefanden  werden 
kann.  Man  erhält,  wenn  2a,  und  2*1  diese  conjugirten  Durchmesser 
bezeichnen  [wo  a^  derjenige  ist,  welcher  die  Hyperbel  schneidet, 
während  b^  seine  Endpunkte  auf  der  conjugirten  Hyperbel  liegen  hat], 
für  die  Punkte  der  Hyperbel 


X 


y* 


-2-  «=a  1 


und  für  die  Tai^euten  der  Hyperbel 
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zwei  Gleichungen,  die  sich  v«n  den  analogen  für  die  Ellipse  nur  da- 
durch unterscheiden^  dass  an  die  Stelle  von  \^  getreten  ist  —  h^. 

Man  kann  auch  die  Asymp- 
toten  zu  Coordinatenaxen  wählen, 
in  welchem  Falle  die  Gleichung 
der  Hyperbel   sowohl  in  Betracht 

ihrer     Punkte      als     auch     ihrer    "^---^  ^       '^^>/C 

Tangenten  sehr  einfach  wird.  Sei 
namhch  C  irgend  ein  Punkt  der 
Hyperbel,  DE  die  zugehörige 
Tangente,  so  ist  CD  =  CEy  femer 
J/D=r=2y,    und    ME=X 

=  2x.     Ist    nun   2  9)   der   Asymptotenwinkel,    so    ist  nach  Früherem 
[wenn  c  die  halbe  Brennweite  ist] 

Zr=:c«8in2g) 

die  Gleichung  der  Hyperbel  in  Bemg  auf  die  Tangenten  ^  und 

xy  =  ic*  sin  2q) 

ilk  Gleichung    der   Hyperbel^   in  Bezug  auf  die  Funkte,  heide  mal  die 
Asymptoten  als  Coordinatenaxen  vorausgesetzt. 


Fünftes  Kapitel. 

Die  Parabel. 

> 

§.  17.    Eigenschaften  der  Parabel  In  Bezug  auf  llire  Punkte  und  ihre 

Tangenten. 

Die  meisten  Eigenschaften  der  Parabel  lassen  sich  voraussagen; 
indem  man  die  Ellipse  oder  die  Hyperbel  so  spezialisirt,  dass  sie 
zur  Parabel  wird.  In  der  That  erscheint  die  Parabel  in  mancherlei 
Rücksicht  als  Uebergangsfall  der  beiden  genannten  Gurven^  oder  um- 
gekehrt ^  sie  erscheint  als  jede  derselben.  Desshalb  stellen  sich  auch 
die  wesentlichen  Eigenschaften  der  Parabel  als  Uebergänge  dar^  und 
bieten  dadurch  oft  mehr  Interesse  als  im  allgemeinen  Falle ;  indem  sie 
einfachere  geometrische  Erscheinungen  zeigen ^  die  durch  ihren  Zu- 
sammenhang mit  allbekannten  Elementarsätzen  überraschen  und  zu- 
gleich zu  zahlreichen  Folgerungen  Anlass  geben,  die  nicht  minder  an- 
ziehend sind;  und  sich  ebenso  wohl  auf  die  Parabel  als  auf  die  mit 
ihr  in  Verbindung  auftretenden  Elementarfiguren  für  sich  allein  be- 
trachtet;  beziehen. 

Indem  man  so  vom  Allgemeinen  zum  Besondem  herabsteigt;  er- 
geben sich  beispielsweise  folgende  einfache  Betrachtungen  und  Lehr- 
sätze: Hält  man  bei  der  Ellipse  den  Brennpunkt  B  sowie  den  ihm 
zugehörigen  Scheitel  S  der  Hauptaxe  fest  und  lässt  letztere  wachsen; 
bis  sie  unendlich  gross  wird,  so  bleiben  während  dieser  Veränderung 
die  früher  aufgestellten  Eigenschaften  der  Ellipse  ungestört;  so  dass 
angenommen  werden  darf;  dass  sie  auch  in  jenem  Endfalle  noch 
stattfinden;  wo  die  Axe  unendlich  wird,  oder  wo  die  Ellipse  in  die 
Parabel  übergeht.  Dabei  entfernen  sich  offenbar  der  Mittelpunkt  JM  ^ 
der  andere  Brennpunkt  A  und  der  zweite  Scheitel  S^  der  Hauptaxe 
zugleich  in's  Unendliche;  ebenso  die  ganze  kleine  Axe.  Daher  werden 
alle  Strahlen,  welche  aus  beliebig  im  Endlichen  gelegenen  Punkten  nach 
A  geheU;  mit  der  Axe  SB  parallel  sein;  ferner  wird  der  Kreis  JW, 
welcher    über    der    Axe   SS^  als  Durchmesser  beschrieben  ist,  in  die 
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Fig.  96. 
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Tangente  im  Scheitel  S  der  Parabel  übergehen.  Unter  Berück- 
sichtigung dieser  veränderten  Umstände  müssen  also  die  wesentlichsten 
Satze  über  die  Ellipse  sich  darstellen  und  sich  aussprechen  lassen. 
Z.  B.:  Die  StrcMen  aus  einem 
Parc^funkte  C  nach  den 
Brennpunkten  J?,  A  bilden 
mit  der  zugehörigen  Tangente 
gleiche  Wiiikd,  wobei  der 
Strahl  CA  parallel  der  Axe 
5S|  zu  nehmen  ist.  Darauf 
gründet  sich  folgende  Con- 
struction  der  Tangente  in 
eitlem  Punkte  C  der  Parabel: 
Man  trage  auf  der  Axe  vom 
Brennpunkte  B  aus  nach 
der  Seite  der  Leitlinie  hin 
das    Stück    BG  =  BG    Bh, 

so  ist  GC  die  gesuchte  Tangente^  wie  sich  sofort  ergibt,  wenn  man 
bedenkt,  dass  CA  ||  GB  und  dass  A  BCG  gleichschenklig  ist.  Femer: 
Die  Strahlen  aus  dent  endlich  entfernten  Brennpunkte  B  nach  den  Be- 
rührungspunkten und  dem  Durchschnitte  zweier  Paraheltangetiten  bilden 
zwei  gleiche  Winkel^  und  die  StrcMen  aus  deni  miendliGh  entfernten 
Brennpunkte  A  nadi  denselben  Punkten  laufen  in  gleichen  Abständen*).  — 
Die  Fusspunkte  der  Perpendikel  aus  dem  vorliegenden  Brennpunkt 
B  auf  die  Tangefiten  der  Parabel  liegen  in  einem  unendlich  grossen 
Kreise,  welcher  die  Parabel  im  Sclteitd  S  berül^rty  d.  h.  in  der  Scheitel- 
langetüe.  Auch  vom  Ort  des  Durchschnittes  rechtwinkliger  Tangenten 
weiss  man  sofort,  dass  er  eine  Gerade  sein  wird,  die  senkrecht  zu 
der  Axe  steht,  denn  der  auf  der  Axe  gelegene  Durchschnitt  zweier 
rechtwinkliger  Tangenten  kann  offenbar  nicht  ins  Unendliche  rücken, 
wenn  die  Ellipse  in  die  Parabel  übergeht.  Der  Hülfskreis  mit  dem 
Mittelpunkt  A  und  dem  Radius  2a  [die  gewöhnlichen  Bezeichnungen 
für  die  Ellipse  vorausgesetzt]  trifft  die  Hauptaxe  SSi  in  einem  Punkte 
F,  wobei  stets  BS  =  SF]  im  Grenzfalle  geht  also  dieser  Kreis  in 
die  Leitlinie  über.  Ferner:  Der  Kreis  über  dem  Durchmesser  BF 
schneidet  den   Kreis   M  [über   der   grossen  Axe  als  Durchmesser]  in 


*)  Winkel  mit  dem  nämlichen  Scheitel  sind  dann  gleich^  wenn  sie  auf  einem 

Dm  diesen  Scheitel  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreis  gleiche  Bogen  ansschnei- 

dea.    Im  Grenzfalle,  wo  der  Mittelpunkt  ins  Unendliche  rückt  und  die  Schenkel 

parallel  werden,  gehen  die  Kreisbogen  in  die  senkrechten  Abstände  der  Parallelen 

aber. 
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zwei  Punkten,  durch  welche  aus  F  zwei  Tangenten  der  Ellipse  gehen, 
die  im  Grenzfalle  des  Uebergangs  zur  Parabel  zu  einander  rechtwink- 
lig werden;  daher  ist  die  Leitlinie  zugleich  der  Ort  der  Schnittpunkte  der 
sidi  rechtwinklig  schneidenden  Tangenten. 

Dieselben  Resultate  folgen,  wenn  man  von  der  .Hyperbel  aus- 
geht, was  nicht  näher  ausgeführt  zu  werden  braucht,  da  wir  vor- 
ziehen, aus  der  ursprünglichen  Definition  ohne  Zuhülfenahme  der 
beiden  andern  Kegelschnitte  zu  den  Hauptsätzen  über  die  Parabel  zu 
gelangen. 

Zufolge  der  Definition  ist  die  Parabel  der  Ort  eines  Punktes  O, 
welcher  von  einem  festen  Punkte  B  und  einer  festen  Geraden  L 
gleichweit  entfernt  ist.  Es  ist  also  CD  =  Z  =  BC  =  h,  und  wenn 
man  den  Strahl  BD  zieht,  a  =  a^.  Die  Gerade  CE,  welche  1)  den 
Winkel  {II)  hälftet,  2)  .BD  rechtwinklig  halbirt  und  3)  Ortslinie  ist 
der  Punkte,  die  von  B  und  D  gleichen  Abstand  haben,  trifft  die  Pa- 
rabel nur  in  einem  einzigen  Punkte  und  heisst  desshalb  Tangente  der 
Parabel  im  Punkte  C,  der  ihr  Berührungspunkt  genannt  wird.  Wäre 
noch  ein  zweiter  Punkt  C^  der  Parabel  vorhanden,  so  wäre  \  =  l^ 
=  Cj-D;  aber  diese  letztere  Strecke  ist  Hypotenuse  im  rechtwinkligen 
Dreieck  BD^C^y  also  grösser  als  die  Kathete  \y  womit  gezeigt  ist, 
dass  C^  kein  Punkt  der  Parabel  sein  kann. 

Der  Punkt  D  heisst  der  Gegenpunkt  der  Parabel  in  Bezug  auf 
die  Tangente  (76f,  woraus  der  Satz  folgt:  Bie  Gegenpunkte  des  Brenn- 
punktes der  Barcibd  in  Bezug  auf  ihre  sämmtlichen  Tangenten  liegen 
auf  der  Leitlinie.  Da  femer  FS  =  SB,  und  da  CG  die  Strecke  DB 
hälfket,  so  folgt:  dass  die  Fus^ßunkte  der  vom  Brennpunkte  aus  auf 
sämmüiche  Tangenten  der  Parabel  gefällten  Perpendikd  auf  der  Scheitel- 
tangente liegen. 

Die  nachfolgenden  Sätze  bedürfen  nun  keines  weitem  Beweises 
mehr: 

Bewegt  sich  ein  veränderliches  gleichschenkliges  Dreieck  BCD  unter 
der  Bedingung,  dass  der  eine  Endpunkt  B  der  Grundlinie  BD  in  eifieni 
festen  ^  Punkte  bleibt,  und  der  andere  D  eine  feste  Gerade  L  durchläuß, 
auf  welcher  der  anliegende  Schenkel  CD  stets  senkrecht  bleibt,  so  beschreibt 
die  Spitze  eine  Paräbd,  welche  die  genannten  festen  Elemente  zu  Brenn- 
punkt und  Leitlinie  hat. 

Die  gesammten  Tangenten  der  Parabel  werden  erhalten,  wenn  man 
aus  B  nach  L  alle  möglichen  Strahlen  BD  zieht  und  jeden  durch  eine 
senkrechte  Gerade  EC  hälftet.  Diese  Gerade  beschreibt  als  Tangente 
die  Parabel. 

Geht  der  eine  Schenkel  EB  eines  redeten  Winkels  BEC  stets  durch 
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Fig.  97. 


Hnen  festen  Punkt  B,  während  sein  Scheitel  E  irgend  eine  Gerade  SE 
durchläuft,  so  beschreibt  der  andere  Schenkel  als  Tangente  eine  Parabel, 
mkhe  den  festen  Punkt  mm  Brennpunkte  und  die  feste  Gerade  zur 
Tangente  im  Scheitel  liat  [so  dass  also  das  Perpendikel  von  B  auf  SE 
die  Axe  ist]. 

An  die  vorstehenden  Betrachtungen  schliessen  sich  leicht  mehrere 
Eigenschaften  der  Parabel^  die  man  vorzugsweise  bei  der  analytischen 
Methode  zu  beweisen  und  hervorzuheben  pflegt.    Indem  man  die  Axe 
der  Parabel  und  ihre  Scheiteltangente  zu  Coordinatenaxen  wählt  ^  ziehe 
man  aus   einem  beliebigen  Punkte  C  der  Curve   die   Ordinate  y  und 
die    Normale     n  =  CH,    so 
heissen  CG  ^==  t  die  Tangente^ 
Gx  =  s  die  Subtangente,  xH 
=  m  die  Subnormale  und  Sx 
^x  die   Abscisse,      Nun  ist 
« 1  BD,  daher  l  =  HB,  aber 
da  J  =  6  =  JBG  [weü  /S  =  a\, 
so  ist  BG  =  BH,  d.  h.:   Die 
Tangente     und     die    Normale 
schneiden    die  Axe  in  gleicher 
Entfernung    von  B  wnd  zwar 
kt  diese  Entfernung  dem  zu- 
gehörigen  Leitstrahle  gleich.  — 
Da  n  gleich  und  parallel  BD, 
so  ist   ABFD^HxC,  da- 
her m  =  BF  oder:    die   Subnormale   für  jeden  beli^en  Punkt  der 
Parabel  ist  constant  und  ztoar  gleich  dem  Abstände  des  Brennpunkts  von 
der  Leitlinie.  —  Da  ferner  b^=^  BG  und  BE  senkrecht  auf  t,  so  ist 
EG  =  EC  und  folglich   sowohl  i^ESG^EJC,  als  auch  ABEG 
y.  DEC,  daher  SG  =  JC  =  x  und  BG  =  DC,  (also  auch  FG  =  Bx), 
i  L:   Dos  Stück  jeder  Tangente  vom  Berührungspunkte  C  bis  zur  Axe 
a  wird  von  der  Tangente  im  Scheitel  S  gehälftet.    Ebenso  ergibt  sich: 
I)ie  Subtangente  Gx  wird  durch  den  Scheitel  gehälftet,  oder  ist  doppelt  so 
gross  als  die  Abscisse,  Vermöge  des  rechtwinkligen  Dreiecks  GCH  ist 
^  =  Gx'xH,  d.  h.   y^  ^=^2x'^p=px,  wo  p  die  doppelte  Entfer- 
nung des  Brennpunktes  von  der  Leitlinie  ist,  und  der  Parameter  der 
Parabel   heisst.     Die  Relation   j/*  =  px  ist,  wie  man  sich  ausdrückt, 
die  Gleichung  der  Parabel  in  Bezug  auf  die  Axe  und  die  Scheiteltangente 
fiU  Coordinatenaxen.  — 

Wir  haben  gesehen,  wie  die  gesammten  Tangenten  der  Parabel 
durch  die   Strahlen  aus  B  (bis  an  L)  bestimmt  werden.    Diess  setzt 
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uns  in  den  Stand  ^  über  die  Richtung  der  Tangenten  zu  yerfftgen^ 
nämlich  Tangenten  zu  legen  ^  deren  Richtung  gegeben  ist^  oder  welche 
einen  gegebenen  Winkel  miteinander  einschliessen.  Bei  allen  diesen 
Aufgaben  kann  man  sich  auf  die  analogen  Constructionen  für  Ellipse 
und  Hyperbel  stützen^  was  die  Ableitungen  wesentlich  erleichtert. 
Vermittelst  dieser  Sätze  kann  man  der  Bestimmung  der  Parabel,  wie 
sie  zum  Schlüsse  des  §.  9.  als  letzter  der  dort  behandelten  geometri- 
schen Orte  gegeben  worden  ist^  eine  andere  Fassung  geben.  [Siehe 
Fig,  48  und  zugehörigen  Text.]  Wenn  nämlich  unter  Beibehaltung 
der  dort  gegebenen  Bezeichnung  /S^  —  «^  =  a*  ist,  so  schneidet  der  feste 
Kreis  um  den  Mittelpunkt  B  mit  dem  Radius  a  alle  Kreise  um  die 
Punkte  P  mit  den  zugehörigen  Radien  a  unter. rechtem  Winkel,  da 
die  hiezu  erforderliche  und  hinreichende  Bedingung  /J^  =  a^  -f-  «*  er- 
füllt ist.  Man  hat  also:  Der  Ort  des  Mittelpunktes  eines  Kreises^ 
welcher  eine  feste  Gerade  berührt  und  einen  festen  Kreis  rechttmnklig 
schneidet,  ist  eine  Parabel. 

Wenn  der  um  B  mit  a  beschriebene  Kreis  die  Gerade  GinR  und  S 
schneidet,  so  geht  die  Parabel  durch  diese  Punkte  hindurch  [weil  dann  /}= a 
und  a  =  0  wird]  und  die  Strahlen  BR  und  BS  sind  zwei  Normalen  der- 
selben [da  B  von  G  gleichweit  absteht,  wie  der  Brennpunkt  von  der 
Leitlinie  und  diese  Distanz  zugleich  die  Subnormale  ist]*). 

Zunächst  losen  wir  die  Aufgabe,  Tangenten  an  die  Parabel  m 
legen ,  welcJie  einer  gegebenen  Geraden  G  parallel  sind,  wenn  von  der 
•  -  Parabel   nur   der    Brennpunkt   B  und  die 

Leitlinie  L  vorliegen.  Man  fälle  aus  B 
das  Perpendikel  BR  auf  G  und  halbire 
den  Abschnitt  desselben,  welcher  zwischen 
B  und  L  liegt,  durch  eine  senkrechte  Ge- 
rade, so  ist  diese  die  verlangte  Tangente. 
Hier  tritt  die  Leitlinie  als  der  Ort  der 
Gegenpunkte  des  Parabelbrennpunktes  in 
Bezug  auf  alle  Tangenten  dieser  Curve  auf. 
Aber  der  Ort  der  Gegenpunkte  besteht 
aus  der  Leitlinie  und  noch  einer  unendlich 
entfernten  Geraden,  wie  man  sofort  ein- 
sieht, wenn  man  für  den  analogen  Fall  bei  der  Ellipse  den  entspre- 
chenden   Ortskreis    unendlich   gross  werden   lässt,   und   bedenkt,  dass 

*)  Allgemeiner  ist  der  Ort  des  Mittelpunktes  eines  Kreises^  der  stets  vou 
zwei  gegebenen  Kreisen  den  einen  in  bestimmtem  Sinne  berührt,  den  andern  senk- 
recht schneidet,  ein  Kegelschnitt,  dessen  einer  Brennpunkt  der  Mittelpunkt  des 
festen  berührten  Kreises  ist. 


Fig.  98. 
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nach  Früherem  ein  unendlich  gross  werdender  Ereis,  von  dem  ein 
Theil  (eine  Grerade)  im  Endlichen  liegt^  noch  G^  als  Bestandtheil 
enthält.  Ergänzt  man  auf  Grund  dieser  Bemerkung  die  vorhin  ge- 
gebene Constrnction;  so  gelangt  man  zu  dem  Satze:  Die  Parabel  Tiat 
Iceine  zwei  parallelen  Tangenten  in  angdibarer  Entfernung,  wohl  aber  ist 
mit  jeder  Tangente  eine  unendlich  entfernte  parallel.  Diese  unendlich 
entfernten  Tangenten  fallen  alle  mit  der  unendlich  entfernten  Geraden 
der  Ebene  zusammen,  diese  hat  also  keine  bestimmte  Richtung,  son- 
dern ist  mit  jeder  beliebigen  Geraden  der  Ebene  parallel.  Wird  der 
Strahl  BR  der  Leitlinie  parallel,  so  ist  gar  keine  sichtbare  Tangente 
vorhanden ;  diess  ist  aber  offenbar  der  einzige  Fall  dieser  Art.  Also : 
Es  gibt  nach  (dien  möglichen  Richtungen  sichtbare  Tangenten  der  Parabel, 
ausgenommen  eine  einzige  Richtung,  nämlich  die  Richtung  der  Axe. 

Soll  eine  Tangente  mit  der  gegebenen  Geraden  G  parallel  sein, 
oder  sie  unter  irgend  einem  gegebenen  Winkel  9  schneiden,  so  ist 
sie^  wie  das  Vorstehende  klar  zeigt,  leicht  zu  finden. 

*    Es  sollen  femer  zwei    Tangenten  gezogen  werden,  welche  einen  ge- 
gebenen Winlcel  q>  bilden.    Auch  dieser  Forderung  ist  leicht  zu  genügen; 
nämlich  man  ziehe  aus  B  zwei  Strahlen,  deren  Winkel  q>i  der  Neben- 
winkel von  ^  ist,  so  sind  die  zu- 
gehörigen Tangenten  die  verlang-  ^*^*  ^' 
ten.    Oder  da  der  Strahl  BD  den 
Winkel  SBC  hälftet  {a^=a^=^a), 
so     nehme     man    einen    Winkel 
3/^(7  =  2  9i,    so    geben  dessen 
Schenkel  allemal  die  Berührungs- 
pnnkte  C,  M  eines  Tangentenpaars, 
welches    den    gegebenen    Winkel       ^^ 
einschliessi     Zugleich  folgt  hier- 
aus^  dass  der  doppelte    Winkel   (p 
irgend  zweier   Tangenten  mit  dem- 
jenigen MBC,  welchen  die  aus  dem 
Brennpunkte  nach  den  Berührungs- 
punkten gezogenen  Strahlen  bilden, 
zusammen    »=  4R  ist;   oder:  dass 
der  äussere    Winkel  irgend   ztveier 
Tangenten  cdlemal  halb  so  gross  ist, 
als  der  Brennpunktswinkel  über  der  Berührungssehne. 

Ist  insbesondere  q>  =  R^  so  ist  auch  q)i  =  R  und  folglich 
MBC  ^^  2Rj  oder  die  Punkte  M,  B  und  C  liegen  in  einer  Geraden. 
Daraas    folgt:     Sehneiden  zwei   Tangenten  der   Parabel  einander  unter 
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rechtem  Winkel,  so  geht  die  BeruhningsseJine  CM  aUemal  durch  den 
Brennpunkt  B,  und  umgekehrt,  zieht  man  durch  B  irgend  eine  Sehne, 
und  legt  in  ihren  Endpunkten  C,  M  Tangenten  an  die  Parabd,  so  sind 
dieselben  rechtwinklig  zu  einander.  In  diesem  Falle,  in  welchem 
g)  =  ipi  =  R  ist  und  natürlich  auch  die  Winkel  bei  V  und  E  Rechte 
sind,  ist  BVKE  ein  Rechteck,  dessen  Diagonalen  sich  in  P  hälften, 
und  da  J5?F  in  der  festen  Geraden  SE  liegt,  so  muss  also  K  [weil 
BP=PK]  in  L  liegen  d.  h.:  Der  Ort  des  Durchschnittspunktes 
rechtwinkliger  Tangenten  ist^  die  Leitlinie.  Und:  Werden  aus  irgend 
einem  Punkte  K  in  der  Leitlinie  zwei  Tangenten  an  die  Parabel  ge- 
legt, so  schliessen  dieselben  allemal  einen  rechten  Winkel  ein,  und 
ihre  Berührungspunkte  (7,  M  liegen  mit  dem  Brennpunkte  B  in  einer 
Geraden. 


Fig.  100. 


§.  18.   Znsammenhang  zweier  Parabeltangenteii. 

Soll  aus  irgend  einem  Punkte  K,  welcher  ausserhalb  der  Parabel 
liegt,  eine  Tangente  an  dieselbe  gezogen  werden, «so  kann  man,  unter 
andern,  auf  folgende  zwei  Arten  verfahren,  die^  im  Wesentlichen  schon 
durch  §.  9.  gegeben  sind: 

1)   Zufolge   des  Vorhergehenden  erreicht  man  den  Zweck,  indem 

man  über  dem  Strahle  BK  als  Durch- 
messer einen  Kreis  errichtet,  denn  dieser 
geht  durch  die  Spitzen  EV  der  recht- 
winkligen Dreiecke  BEK,  BYK,  und 
da  dieselben  ausserdem  in  der  festen  Ge- 
raden SJ  liegen,  so  sind  sie  dadurch 
bestimmt,  und  mit  ihnen  zugleich  sind 
auch  die  Tangenten  KE,  KV  gefunden. 
Auch  folgt  daraus,  dass  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  K  im  Allgemeinen  und 
höchstens  zwei  Tangenten  der  Parabel 
gehen.  [Der  Kreis  {BK)  und  die  Ge- 
rade SJ  können  sich  höchstens  in  zwei 
Punkten  schneiden.]  Tritt  der  Fall  ein, 
dass  der  Kreis  (BK)  die  Gerade  SJ 
berührt,  so  zeigt  diess  an,  dass  nur  eine  Tangente  möglich  ist,  und 
dass  K  in  der  Parabel  liegt,  nämlich  es  fallen  dann  E  und  V  zu- 
sammen und  bestimmen  mit  K  nur  eine  Tangente;  und  umgekehrt: 
wird  K  in  der  Parabel  angenommen,  so  tritt  jenes  ein,  d.  h.  so  be- 
rührt der  Kreis  {BK)  die  Gerade  SJ.   Demzufolge  müssen  die  Kreise, 
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deren  Durchmesser  BC,  BM  etc.  sind,  die  Gerade  SJ  resp.  in  den 
Punkten  JE,  V  etc,  berühren.  Man  zieht  daraus  den  folgenden  Satz: 
Bd  einer  Kreisschaar  {B,  L),  welche  einen  Punkt  A  und  ausserdem  eine 
Gerade  L  als  Tangente  gemein  haben)  liegen  die  andern  Endpunkte  der 
Durchmesser,  weldie  jenen  Punkt  B  gemein  haben y  in  einer  Parabel^ 
deren  Brennpunkt  B  und  deren  Scheiteltangente  L  ist;  ferner  hat  diese 
Tarabel  alle  Oeraden,  weldie  den  zweiten  Endpunkt  mit  dem  Berührungs- 
punkte des  jedesmaligen  Kreises  und  L  verbinden  y  zu  Tangenten.  Trifft 
es  sich,  dass  der  Hülfskreis  die  Gerade  SJ  weder  schneidet  noch  be- 
rührt, so  schliesst  man,  der  Punkt  2^  liege  innerhalb  der  Parabel  und 
auch  umgekehrt. 

2)   Nach   Analogie  der  Ellipse  und  Hyperbel  braucht  man   blos 

Piff.  101. 
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um  K  einen  durch  B  gehencfen  Kreis  zu  beschreiben,  dessen  Durch- 
schnitte D,  N^  mit  L  die  Strahlen  JBD,  BN  bestimmen,  welche  den 
gesuchten  Tangenten  KE,  KV  entsprechen  [nämlich  diese  Tangenten 
sind  die  Perpendikel  aus  K  auf  jene  Strahlen].  Hält  man  etwa  KC  fest, 
so  sind  B  und  D  fest,  als  gemeinschaftliche  Punkte  einer  Kreisschaar  K  oder 
[BD],  die  von  der  festen  Transversale  L  so  geschnitten  wird,  dass  diejenigen 
Durchmesser  KM  der  Kreise,  die  auf  der  Sehne  BN  senkrecht  stehen, 
Tangenten  einer  Parabel  sind,  welche  B  zum  Brennpunkt,  L  zur 
Leitlinie  und  die  Axe  KC  der  Kreise  ebenfalls  zur  Tangente  hat.  — 
Aus  der  zweiten  Construction  der  zwei  Tangenten,  die  durch  einen 
gegebenen  Punkt  gehen,  folgen  leicht  die  wesentlichsten  Sätze,  welche 
den  Tangenten  im  Allgemeinen  zukommen.  Da  K  der  Mittelpunkt 
des  Kreises  SND  ist  [welcher  dem  A  BND  umschrieben  ist],  so 
sind   KB^^KN=^KD    Radien    desselben;    fem  er    sind    KEy    KV 
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Perpendikel  auf  zwei  Seiten  des  Dreiecks  BND]  wird  das  dritte  Per- 
pendikel mit  KU  bezeichnet,  so  ist  NU=  UD ,  und  UK,  welches 
parallel  zur  Parabelaxe  verläuft,  hälftet  den  Winkel  NKD . 

Wir  nehmen  noch  den  elementaren  Satz  zu  Hülfe:  Zieht  man 
in  einem  Dreieck  ABC  aus  dem  Mittelpunkt  M  des  umschriebenen 
Kreises  die  drei  Radien  a,  b,  c  nach  den  gleichbezeichneten  Ecken 
und  die  drei  Perpendikel  a^,  61,  q  resp.  auf  die  Seiten  BC,  CA, 
AB,  80  bilden  je  zwei  von  diesen  (z.  B.  &^  und  c^)  mit  dem  dritten 
(ttj)  und  dem  entsprechendem  Radius  (a)  gleiche  Winkel  (<^  fe^a  «=  c^a). 
Zum  Beweise  hat  man  nur  zu  betrachten,  dass  diese  gleichen  Winkel 
mit  einem  Dreieckwinkel  (C)  übereinstimmen,  der  eine  (c^a),  weil  der 
Centriwinkel  über  dem  halben  Bogen  gleich  dem  Peripheriewinkel 
über  dem  ganzen  ist,  und  der  andere  (b^a^),  weil  Winkel  gleich  sind, 
wenn  ihre  Schenkel  wechselseitig  senkrecht  zu  einander  stehen. 

Wendet  man  diess  Resultat  auf  das  Dreieck  BDN  der  Fig.  101 
an,  so  ergibt  sich  -^a  =  ß  '^  BDN  und  damit  der  Satz:  Die 
Strahlen  aus  dem  Durchschnitt  K  zweier  beliebiger  Tangetiten  der  Parabel 
nach  den  beiden  Brennpunkten  [von  denen  der  eine  der  unendlich  ent- 
fernte Punkt  der  Axe  ist,  so  dass  sein  entsprechender  Strahl  parallel 
der  Axe  geht]  bilden  mit  den  Tangenten  gleiche  Winkel,  In  dem 
symmetrischen  Viereck  BKDC  sind  offenbar  die  Winkel  bei  B  und 
D  gleich,  ebenso  im  Viereck  BKNM  die  Winkel  bei  B  und 
N'^  die  Winkel  bei  D  und  N  sind  aber  ebenfalls  gleich,  weil  y  s=  d, 
folglich  sind  auch  die  ^wei  Winkel  bei  B  {KBC  und  KBM)  ein- 
ander gleich,  d.  h.:  Die  Strahlen  aus  dem  Brennpunkte  einer  Parabel 
ruich  den  Berührungspunkten  irgend  zweier  Tangenten  bilden  mit  dem 
Strahle  nach  dem  Durchschnittspunkte  der  letztern  gleiche  Winkel,  Die 
beiden  abgeleiteten  Eigenschaften  der  Parabel  folgen  auch  auf  mehrere 
andere  Arten,  oder  durch  andere  Schlüsse,  worauf  hier  nicht  näher 
eingegangen  werden  soll. 

Da  /J  =  a  ist,  so  sind  die  Vierecke  BKDC  und  BMNK  ähn- 
lich und  auch  deren  Hälften,  die  Dreiecke  BKC  \mA  BMK,  was  zur 
Folge  hat,  dass  c:b  ='bi:  c  oder  <?  =  bb^,  d.  h.:  Zieht  man  aus 
dem  Brennpunkte  der  Parabel  nach  den  Berührungspunkten  irgend  zweiei- 
Targenten,  so  wie  nach  deren  Durchschnitt  drei  Strahlen,  so  ist  aüemal  das 
Quadrat  des  letztem  Strahls  so  gross  als  das  Bechteck  unter  den  beiden  erstem. 

In  den  Dreiecken  KBC  und  KBM  sind  resp.  die  Winkel  bei 
C  und  K  und  die  Winkel  bei  K  und  M  einander  gleich,  woraus 
folgt:  Der  Winkel  zweier  Tangenten  ist  der  Summe  der  zwei  Winkel 
gleich,  welche  sie  mit  den  Brennpunktsstrahlen  ihrer  Berührungspunkte 
bildet,  und  ferner:     Der  Winkel  K  tvird  durch  den  Strahl  KB  in  zuyei 
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SölAc  Theüe    getheüt,    welche    wechselseitig    den    Winkeln   gleich    sind, 
wdche    die    Tangenten   mit    den    Brennstrahlen  ihrer  Berührungspunkte 
hüden;    oder:     Zieht   man    aus    dem   Brennpunkte   der   Parabel   zwei 
StraUen    nacli   den   Berührungspunkten   irgend  zweier  Tangenten^  so 
bilden   sie   mit   diesen   zwei   Winkel,  deren   Summe   dem  Tangenten- 
irinkel   gleich  ist;  und  zieht  man  aus  dem  Brennpunkte  einen  dritten 
Strahl  nach  dem  Durchschnitte  "der  Tangenten^  so  theilt  er  den  Winkel 
der  letztern   so^   dass   das  Stück  an  jeder  Tangente  gleich  ist  jenem 
Winkel,  welchen  die  andere  Tangente  mit  dem  nach  ihrem  Berührungs- 
punkte gezogenen  Strahle  bildet. 

Die  unmittelbar  vorhergehenden  Sätze  gestatten  durch  Umkehrung 
und  weitere  Entwickelung  zahlreiche  Polgerungen.  Bevor  auf  die- 
selben eingegangen  wird,  mag  aber  der  früher  angegebene  Satz: 
,yDie  Strahlen  aus  dem  Brennpunkte  B  der  Parabel  nach  den  Be- 
rührungspunkten C  und  M  irgend  zweier  Tangenten  bilden  mit  dem 
Strahle  nach  dem  Durchschnitte  K  der  letztern  gleiche  Winkel'*  für 
den  unendlich  entfernten  Brennpunkt  A^  der  Parabel  naher  erörtert 
werden.  Es  ist  klar,  dass  dieser  Satz,  wenn  er  für  Parabel,  Ellipse 
und  Hyperbel  zugleich  und  gleichlautend  oder  allgemein  gültig  sein 
soll,  anders  aufgefasst,  d.  h.  an  ein  anderes  Merkmal  geknüpft 
werden  muss.  Freilich  bleibt  auch  für  den  in  Betracht  kommenden 
Fall  die  Eigenschaft  noch  bestehen,  dass  die  Strahlen  aus  C  und  M 
mit  dem  aus  K  an  Ä^  gleiche  Winkel  bilden,  die  gleich  Null  sind; 
aber  durch  diese  Winkel  ist  die  Lage'  der  Geraden  KÄ^  nicht  be- 
stimmt [blos  .die  Richtung] ,  sie  kann  vielmehr  unter  dieser  Bedingung 
beliebig  hin  und  her  gerückt  werden,  nui^  muss  sie  den  beiden  andern 
Strahlen  parallel  bleiben.  Um  ihre  Lage  allgemein,  d.  h.  für  jeden 
beliebigen  Kegelschnitt  zu  bestimmen,  müssen  endlich  entfernte  oder 
sichtbare  Gegenstände  zu  Hülfe  genommen  werden,  z.  B.  die  Be- 
rOhmngssehne  CM.-  Diese  wird  für  jeden  sichtbaren  Brennpunkt  B 
von  dem  Strahle  BK  so  getheilt,  dass  sich  die  Abschnitte  verhalten 
wie  die  anliegenden  Strahlen  J,  6^,  denn  im  Dreieck  CBM  ist  BW 
eine  winkelhalbirende  Transversale,  welche  bekanntlich  die  Grundlinie 
im  Verhältniss  der  anliegenden  Seiten  theilt  Nun  ist  die  Frage,  ob 
dasselbe  auch  für  den  unendlich  entfernten  Brennpunkt  A^  stattfinde? 
Diess  ist  allerdings  der  Fall,  denn  nach  Obigem  ist  NU  =  ÜB,  und 
daher  muss  auch  die  Sehne  CM  durch  den  Strahl  UK  gehälftet  wer- 
den,, was  dem  Verhältniss  von  CA  :  MA  entspricht,,  in  welchem  beide 
Glieder  unendlich  gi'oss  sind,  so  dass  ihr  Verhältniss  der  Einheit 
gleichgesetzt  werden  kann.  Man  hat  also:  Die  Perpendikel  aus  irgend 
einem   Punkte   des  mittlem  Strahls  KU  auf  die  beiden  äussern  Strahlen 
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BC  und  MN  sind  gleich,  wie  wir  bereits   in  einer  Anmerkung  des 
§.17  angegeben  hatten. 

Der  behandelte  Satz  kann  auch  wie  folgt  ausgesprochen  und  fest- 
gehalten werden:  Der  Strahl  aus  einem  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts 
nach  dem  Durchschnitte  irgend  zweier  Tangenten  derselben  (heilt  die 
Berührungssehne  in  zwei  Abschnitte,  die  sich  verhalten,  wie  die  anliegen- 
den Strahlen  aus  detn  Brenn/punkte  nach  den  Berührungspunkten. 

Für  die  gegenwärtig  in  Betracht  kommende  Parabel  ist  dabei  be- 
sonders hervorzuheben:  Die  Berührungssehne  CM  je  zweier  Tangenten 
unrd  von  dem  durch  ihren  DurchscJmitt  K  gehenden  Durchmesset^  ^^t» 
gehälftet  [Durchmesser  heisst  jede  der  Axe  SA^^^  parallele  Grerade 
KA^,  Ihr  Schnittpunkt  mit  der  Parabel  heisst  Scheitel  des  Durch- 
messers.] Durch  die  Berührungssehne  oder  deren  Mitte  und  den  Seheitd 
des  Tangententvinkels  ist  die  Richtung  der  Axe  gegeben.  Die  Mitten  aller 
Berührungssehnen  liegen  in  einem  Durchmesser ,  wenn  die  Scheitel  der 
zugehörigen  Tangentenwinkel  in  demselben  sich  befinden;  und  auch 
umgekehrt:  allen  Sehnen ^  deren  Mitten  in  einem  und  demselben 
Durchmesser  liegen,  entsprechen  solche  Tangentenwinkel^  deren  Scheitel 
in  dieselben  Durchmesser  fallen. 

Aus  dem  Satze:  „Von  den  drei  Strahlen,  die  aus  den  Berührungs- 
punkten C,  M  irgend  zweier  Tangenten  und  aus  dem  Durchschnitts- 
punkte K  derselben  parallel  der  Parabelaxe  gezogen  werden,  ist  der 
letztere  in  der  Mitte  der  beiden  ersten  gelegen/^  folgt  leicht,  dass  die 
zwei  Tangenten  von  der  im '  Scheitel  des  durch  K  gehenden  Durch- 
messers gezogenen  gehälftet  werden,  dass  also  die  dritte  Tangente  der 
Berührungssehne  jener  zwei  parallel  ist,  und  dass  folglich  alle  Beruh- 
rungssehnen,  deren  Tangenten  sich  auf  dem  nämliclien  Durchmesser  schnei- 
den, parallel  sind,  u/nd  ihre  Mitten  in  demselben  liegen.  Dieser  Satz  ist 
auch  umgekehrt  richtig. 

Es  soll  nun  eine  Reihe  der  erwähnten  Folgerungen  entwickelt 
werden.  Diese  Entwicklung  wird  dadurch  schwierig,  dass  zu  viele 
Eigenschaften  gleichzeitig  aus  derselben  Quelle  folgen  und  zwar  sehr 
leicht  und  fast  unmittelbar.  Jede  Unterordnung  ist  mit  Nachtheilen 
behaftet,  ihr  Vorzug  könnte  nur  scheinbar  sein  und  auf  Mangel  an 
freier  Durchdringung  beruhen.  Die  hier  eingeschlagene  Anordnung  ist 
also  ohne  jegliche  Zwangsgründe. 

Da  ^  BKM  =  BCK,  so  folgt,  wenn  die  Tangente  KC  fest 
bleibt  und  KM  ihre  Lage  ändert,  dass  der  Winkel  BKM  constant 
bleibt,  d.  h.:  die  Strahlen  aus  dem  Brennpunkte  B  nach  den  Durch- 
schnitten irgend  einer  festen  mit  beliebigen  andern  Tangenten  bilden 
mit  diesen  letztern  gleiche  Winkel;    oder:  der  Strahl  aus  dem  Brenn- 
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punkt€  nach  dem  Durchschnitte  einer  festen  und  einer  veränderlichen  Tan- 
gente bildet  mit  der  letztem  einen  constanten   Winkel, 

Zieht  man  aus  dem  Brennpunkte  einer  Parabel  nach  allen  Tan- 
genten unter  einem  constanten  Winkel  Strahlen,  so  liegen  sämmtliche 
Fusspunkte  in  zwei  Geraden,  welche  selbst  Tangenten  sind,  und  zwar 
liegen  die  Fusspunkte  in  der  einen  oder  andern  Geraden,  je  nachdem 
der  Winkel  nach  der  einen  oder  andern  Seite  hinliegt,  indem  nämlich 
nach  jeder  Tangente  zwei  verschiedene  Strahlen  gehen,  so  lange  der 
eonstante  Winkel  nicht  ein  Rechter  wird.  Für  je  zwei  Ortstangenten 
ist  der  Fusspunkt  des  einen  Strahls  zugleich  ihr  Berührungspunkt,  so 
dass  es  also  im  Allgemeinen  zwei  Tangenten  gibt,  welche  mit  dem 
zugehörigen  Radius  Vector  irgend  einen  gegebenen  Winkel  bilden. 
Äendert  man  den  angenommenen  Winkel,  so  treten  nach  und  nach 
alle  Tangenten  an  die  Stelle  der  Ortstangenten;  wird  derselbe  gleich 
einem  Rechten,  so  fallen  die  beiden  Ortstangenten  in  eine  zusammen, 
in  die  Seheiteltangente  der  Parabel. 

Sind  ein  fester  PtmJct  und  eine  feste  Gerade  gegeben  und  ein  der 
Grösse  nach  gegebener  Winkel  bewegt  sich  in  ihrer  Ebene  so,  dass  sein 
Scheitd  die  Gerade  durchläuft,  u)ahr€nd  der  eine  Schenkel  derselben  sich 
um  den  Funkt  dreht^  so  beschreibt  der  andere  Schenkel  eine  Farabel,  welche 
den  festen  Punkt  zum  Brennpunkt  und  die  feste  Gerade  zur  Tangente  hat, 
und  zurar  letztere  da  berührt,  wo  der  Scheitel  des  Winkels  in  dem  Augen- 
blicke liegt,  wenn  der  beschreibende  ScJienkel  auf  die  feste  Gerade  fäUt 

Legt  man  durch  zwei  feste  Punkte  B  und  C,  wovon  der  letztere  in 
nner  festen  Geraden  CK  liegt,  irgend  einen  Kreis,  und  an  diesen  in  dem 
Punkte  K,  wo  er  die  Gerade  zum  andern  Mal  schneidet,  die  Tangente 
KM,  so  ist  der  Ort  der  letztem  eine  Parabel,  welche  den  ersten  fest^ 
Punkt  B  zum  Brennpunkt  und  die  feste  Gerade  zur  Tangeyüe  mit  dem 
Berührungspunkte  C  hat.  Oder:  Zieht  man  bei  einer  Kreisschaar  (BC) 
von  zwei  gemeinschaftlichen  Punkten  B  und  C  durch  den  einen  oder 
den  andern  Punkt,  z.  B.  durch  C  irgend  eine  Transversale  CK,  legt  in 
den  Punkten  K,  in  welchen  sie  die  Kreise  zum  zweitenmale  schneidet, 
Tangenten  KM  an  dieselben,  so  sind  diese  zugleich  die  gesammten 
Tangenten  einer  Parabel,  welche  den  andern  Durchschnittspunkt  der 
Kreise  zum  Brennpunkt,  und  die  Transversale  zur  Tangente  in  jenem 
ersten  Punkte  hat  Da  nämlich  <^  BKM=  BCK,  so  ist  nach  einem 
bekannten  Elementarsatze  i'Jf  Tangente  des  Kreises  BCK  im  Punkte  K 

Das  Stück  CK  jeder  Tangente  zwischen  ihrem  Berührungspunkte  C 
tfnd  dem  Punkte  K,  in  welchem  sie  von  irgend  einer  andern  Tangente 
KM  getroffen  wird,  erscheint  dem  Brennpunkte  B  unter  einem  Winkel, 
tcdc/ter  mit  dem  Tangentenwinkel  zusammengenommen  zwei  Bechte  beträgt 
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oder  dessen  Neiemoinkel  gleich  ist.  Daher  müssen  je  zwei  Tangenten 
unter  einerlei  Winkel  erscheinen,  weil  sie  nur  einen  Nebenwinkel  haben. 
Aus  Früherem  ergeben  sich  noch  die  nachfolgenden  Sätze:  Be- 
wegen sich  zwei  Tangenten  der  Parabel  so,  dass  ihr  Winkel  constant 
bleibt,  so  ist  auch  der  Winkel  (66,)  der  ihnen  zugehörigen  Leitstrahlen 
unveränderlich.  Und  umgekehrt:  Dreht  sich  ein  constanter  Winkel  um 
den  Brennpunkt  ^  einer  Parabel,  so  bilden  die  Tangenten,  durch  deren 
Berührungspunkte  seine  Schenkel  in  jedem  Augenblicke  gehen,  einen 
ebenfalls  unveränderlichen  Winkel.  Sollen  die  beiden  Winkel  einander 
gleich  sein,  so  ist  jeder  =  ^  -K  =  120®. 

Wenn  sich  der  constante  Tangentenwinkel  bewegt,  so  beschreibt  sein 
Scheitel  eine  Hyperbel^  welche  für  den  Fall,  dass  der  Winkel  ein  Bediter 
ist,  in  die  Leitlinie  übergeht.    In  der  That  ist,  da  ^  EKV  constant 

sein  soll,  auch  EB  V  als  Supplementarwinkel  con- 
stant, und  zwar  ist  EB  V  =  \  DKN.  Das  recht- 
winklige Dreieck  NUK  bleibt  also   bei  der  Bewe- 

KU 
gung  von  K  sich  selbst  ähnlich,  und  es  ist  jt^  con- 
stant,   und   zwar    kleiner   als   Eins.      Ersetzt    man 
schliesslich  NK  durch  BK,   so  ist  für  eine  belie- 
bige Lage  des  Punktes  K  das  constante  Yerhältniss 

KU 

•j^  <  1,   also  ist   der  Ort  von  K  eine   Hyperbel, 

welche  B  zum  Brennpunkt  und  L  zur  Leitlinie  hat. 
Es  bleibt  zu  bemerken  übrig,  dass  je  ein  Winkel 
und  sein  Nebenwinkel  zusammen  eine  Hyperbel  er- 
geben,  und  zwar  entspricht  dem  stumpfen  Winkel 

der  zu  B  gehörige,  dem  spitzen  Winkel  der  andere  Zweig  der  Hyperbel. 

Für  einen  rechten  Winkel  fallen  wie  bereits  gezeigt  die  beiden  Zweige 

mit  der  Leitlinie  zusammen,  während  für  den  Winkel  180®  die  Hyperbel 

sich  auf  die  Parabel  selbst  reduzirt. 


§.  19.   Dreiseite  und  Vierseite,  welche  der  Parabel  umschrieben  sind. 

"  Irgend  drei  Tangenten  mögen  die  Parabel  in  C,  M  und  J  berüh- 
ren, und  einander  paarweise  in  K ,  H  und  G  schneiden,  oder  das 
Dreieck  GJSK  bilden.  Werden  die  zwei  erstem  als  fest  angenommen, 
und  wird  der  dritten  Bewegung  oder  Veränderung  der  Lage  gestattet, 
so  ist  dennoch  in  jedem  Augenblicke  h  =  \  und  g  =  gi,  wobei  g 
+  <7i  +  Ä  -f-  Äi  =  const.;  also  ist  auch  h  -\-  g  =  const.  =  k,  oder 
h'^g-^k^=2R,  d.  h.:  die  Stücke  edler' Tangenten  zunschen  irgend  Sfcci 
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festen  Tangenten  der  Parabel  erscheiiien  dem  Brennpunkt  unter  gleichen 
Winkeln  und  ss\oar  unter  einem  Winkel,  welcher  mit  dem  festen  Tangenten- 
winkel zusammengenommen  zwei  Bechte 
Mrägtj  oder  dessen  Nebentvinkel  gleich 
ist.  Die  bewegliche  Tangente  ^  oder  das 
begranzte  Stüclc  GH  derselben^  kann 
insbesondere  auf  die  begränzten  Stücke 
KC  und  KM  der  festen  Tangenten 
fallen,  in  welcbem  Falle  der  Satz  mit 
einem  frühem  übereinstimmt.  Es  mag 
hier  bemerkt  werden,  dass  von  den 
drei  Winkeln  eines  Tangentendreiecks 
allemal  nur  einer  [in  der  Figur  K]  ein 
eigentlicher  Tangentenwinkel  ist;  die 
beiden  andern  sind  Tangentenneben- 
winkeL 

Da  ^  HKG  +  HBG  -=  180<^  ist, 
so  gelten  die  Sätze:  Die  drei  Durch- 
srkmttspunkte  O  ,H,K  je  dreier  Tangenten  einer  Parabel  liegen  mit  dem 
Brennpunkte  B  in  einem  Kreise.  Oder:  Jedes  Dreieck,  welches  durch 
irgend  drei  Tangenten  einer  Parabel  gebildet  wird  [dessen  Seiten  eine 
Parabel  berühren],  hat  die  Eigenschaft,  dass  der  ihm  umschriebene 
Kreis  durch  den  Brennpunkt  der  Parabel  gehi  Oder:  Die  Tangenten 
einer  Parabel  bilden,  zu  je  dreien  zusammen,  unzählige  Dreiecke,  welche 
die  gemeinsame  Eigenschaft  haben,  dass  die  ihnen  umschriebenen  Kreise 
einander  sämmtlich  im  Brennpunkt  der  Parabel  schneiden. 

Jeder  Kreis  (BK),  welcher  durch  den  Brennpunkt  B  und  den  Durch- 
sehniäspunkt  K  irgend  zweier  festen  Tangenten  der  Parabel  geht,  schneidet 
diese  Tangenten  in  zwei  Punkten  G  und  H,  welche  allemal  in  irgend 
einer  dritten  Tangente  GH  liegen.  Oder:  Hat  man  eine  Kreisschaar 
{BK)  von  zwei  gemeinschaftlichen  Punkten  B  j  K  und  zieht  durch 
einen  der  letztern  (Jf)  zwei  beliebige  Transversalen  KC  und  KM,  so 
bestimmen  diese  in  jedem  Kreise  eine  Sehne  (z.  B.  GH)  und  alle  diese 
Sehnen  sind  Tangenten  einer  und  derselben  Parabel,  welche  den  andern 
gemeinschaftlichen  Punkt  der  Kreise  zum  Brennpunkt  hat,  und  welche 
auch  die  Transversalen  berührt,  und  zwar  jede  in  demjenigen  Punkte 
iC,M)y  in  welchem  sie -von  dem  Kreise,  der  die  andere  in  Z"  berührt, 
geschnitten  wird. 

Bleibt  ein  Winkel  K  eines  veränderlichen  Vierecks  BGKH,  so 
wie  der  Scheitel  B  des  gegenüberstehenden  Winkels  fest,  und  ist  die 
Summe  dieser  Winkel  gleich  zwei  Rechten,  so  ist  der  Ort  der  Dia- 
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gonale  GH,  welche  die  Scheitel  der  zwei  übrigen  Winkel  verbindet, 
eine  Parabel,  welche  dem  festen  Winkel  eingeschrieben  ist,  und  welche 
den  festen  Scheitel  B  des  Gegenwinkels  zum  Brennpunkt  hat.  Oder: 
Dreht  swh  ein  Winkel  GBH,  der  mit  einem  festen  Winkel  K  zusammen 
genommen  zivei  Bechte  beträgt ,  um  irgend  einen  festen  Punkt  B,  so  6e- 
wegt  sich  die  Gerade  GH,  welche  durch  die  Durchsdmitte  der  Schenkel 
heider  Winkel  geht,  als  Tangente  einer  Parabel,  welche  dem  festen  Winkel 
eingeschrieben  ist,  und  welche  den  festen  Sclieitel  des  beweglichen  Winkels 
zum  Brennpunkte  hat. 

Kommt  die  veränderliche  dritte  Tangente  GH  in  die  eigenthüm- 
liche  Lage,  dass  ihr  Leitstrahl  BJ  durch  den  Durchschnitt  K  der 
festen  Tangenten  geht,  so  wird  {g  +  g^  «=  (fe  +  AJ,  daher  g  '^h  und 
mithin  auch  g^a=h^^  folglich  ist  das  Tangentendreieck  GKH  ein  gleich- 
schenkliges mit  der  Spitze  K,  der  Grundlinie  GH  und  den  gleichen 
Seiten  KG  =  KH.    Daraus  folgen  nachstehende  Sätze: 

Wird  der  Parabel  irgend  ein  gleichschenkliges  Dreieck  GKH  umge- 
schrieben [was  mit  Hülfe  einer  frühem  Construction  leicht  zu  machen 
ist],  so  liegen  die  drei  Punkte,  die  Spitze  K  des  Dreiecks,  der  Berührungs- 
punkt J  der  Grundlinie  und  der  Brennpunkt  B  der  Parabel  allemal  in 
einer  Geraden,  so  dass  die  Gerade,  welche  durch  irgend  zwei  der  ge- 
nannten Punkte  bestimmt  wird,  nothwendig  auch  durch  den  dritten 
geht.  Und  umgekehrt:  Wird  einem  gleichschenkligen  Dreieck  irgend 
eine  Parabel  eingeschrieben,  so  findet  dasselbe  statt. 

Beschreibt  man  um  eine  Parabel  ein  gleicJiseitiges  Dreieck,  oder  hat 
man  irgend  drei  Tangenten  der  Parabel,  welcJie  ein  gleichseitiges  Dreieck 
einscliliessen,  so  treffen  die  drei  Strahlen,  tvelcJie  die  Ecken  mit  den  Be- 
rührungsptmkten  der  gegenüberliegenden  Seiten  verbinden,  einander  allemal 
in  einem  und  demselben  Punkte  B,  nämlicli  im  Brennpunkte  der  Parabel. 
Oder:  Wird  einem  gegSenen  festen  gleichseitigen  Dreiecke  irgend  eine 
Parabel  eingeschrieben,  und  werden  aus  den  Ecken  des  Dreiecks  durch  die 
Berührungspunkte  der  Gegenseiten  Strahlen  gezogen,  so  treffen  sich  diese 
in  irgend  einem  Punkte,  welcher  zugleidi  der  Brennpunkt  der  jedesmaligen 
Pardbd  ist  und  dessen  Ort  die  dem  Dreieck  umschriebene  Kreislinie  ist. 
Oder  umgekehrt:  Nimmt  man  in  der  einem  gleichseitigen  Dreieck  mw- 
schriebenen  Kreislinie  irgend  einen  Punkt  B  und  zieht  aus  demselben  durch 
die  Ecken  des  Dreiecks  Strahlen,  so  treffen  diese  die  Seiten  des  Dreiecks 
in  drei  solcJien  Punkten,  in  welclier  sie  von  einer  bestimmten  Parabd  be- 
rührt werden,  welclie  B  zum  Brennpunkte  hat 

Aus  der  Grundbestimmung  der  Parabel  folgt,  dass  dieselbe  durch 
den  Brennpunkt  B  und  irgend  zwei  Tangenten  HG ,  HK  bestimmt  ist, 
denn  die  Perpendikel  aus  B  auf  die  gegebenen  Graden  HG ,  HK  ver- 
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doppelt  geben  zwei  Punkte  der  Leitlinie^  wodurch  diese  bestimmt  ist. 
Durch  Leitlinie  und  Brennpunkt  ist  aber  die  Parabel  unzweideutig 
gegeben.  Oder:  die  Ereisschaar  BH  schneidet  die  gegebene  Gerade 
iB  solchen  Punktenpaaren  G  und  K,  durch  welche  die  gesammten 
Tangenten  der  Parabel  erzeugt  werden. 

Beschreibt  man  um  das  Dreieck  GHK,  welches  durch  irgend 
drei  unbegranzte  Gerade  gebildet  wird;  einen  Ereis^  so  ist  jeder  Punkt 
dieser  Kreislinie  Brennpunkt  einer  bestimmten  Parabel,  welche  jene 
drei  Geraden  zu  Tangenten  hat,  oder  welche  dem  Dreieck  eingeschrie- 
ben ist.  Denn  sieht  man  zwei  der  drei  Ge- 
raden, etwa  HG  und  HK,  als  Tangenten  und  B 
als  Brennpunkt  an,  so  ist  dadurch  eine  Parabel 
bestimmt;  wollte  man  aber  annehmen,  sie  be- 
rühren die  dritte  Gerade  KG  nicht,  so  müsste 
z.  B.  aus  K  eine  andere  Tangente  KG^  mög- 
lich sein,  welche  mit  der  HG  einen  Punkt  G^ 
statt  G  gemein  hätte;  allein  alsdann  müssten 
auch  By  Hy  K,  G^  in  einem  Kreise  liegen,  was 
unmöglich  ist,  da  durch  die  drei  Punkte  BHK 
nar  ein  Kreis  gehen  kann,  und  dieser  ange- 
nommener Massen  die  Gerade  HG  ausser  in  H 
nur  noch  in  G  schneidet.  Umgekehrt,  geht 
irgend  ein  Kreis  durch  rfbi  Brennpunkt  einer 
Parahdy  so  sind  im  Allgemeinen,  [wofern  er 
nämlich  die  Parabel  schneidet]  uneahlige  Dreiecke  möglich^  welche  zu- 
gleich  dem  Kreise  eingeschrieben  u/nd  zugleich  der  Parabel  utngeschrid>en 
sind.  Denn  legt  man  an  die  Parabel  irgend  eine  Tangente  GK,  welche 
den  Kreis  schneidet,  und  sofort  durch  die  Durchschnittspunkte  zwei 
neue  Tangenten  an  dieselbe,  so  müssen  sich  diese  auf  dem  Kreise 
'schneiden,  weil  KHGB  immer  in  einem  Kreise  liegen  müssen,  und 
dieser  durch  BGK  bestimmt  isi  Berührt  die  erste  Tangente  zugleich 
den  Kreis,  so  fallen  die  zwei  neuen  in  eine  zusammen,  deren  Be- 
rührungspunkt alsdann  X  oder  Y  ist,  wenn  X  und  Y  die  Schnittpunkte 
von  Kreis  und  Parabel  bezeichnen.  Darin  liegt,  durch  Umkehrung 
^a  erhalten,  eine  Losung  der  Aufgabe:  Bie  gemeinschaftlicken  Tan- 
[Miten  einer  Parabel  und  eines  Kreises  zu  finden,  wenn  dieser  durch  den 
Brefinpuhkt  von  jener,  geht,  die  gezeichnet  vorliegt. 

Aus  den  eben  bewiesenen  Parabeleigenschaften  fiiessen  un- 
mittelbar folgende  Sätze:  Der  Ort  der  Brennpunkte  einer  Parabel, 
tcdche  irgend  einem  gegebenen  festen  Dreiecke  GHK  eingeschrie- 
ben   ist,    ist   die  dem   Dreieck    umschriebene    Kreislinie.    —   Nimmt 
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man  in  der  einem  beliebigen  Dreieck  GHK  umschriebenen 
Kreislinie  irgend  einen  Punkt  B  an,  und  fällt  aus  demselben  Perpendikel 
auf  die  Seiten  des  Dreiecks,  so  liegen  die  Fusspmkte  allemal  in  einer 
Geraden.  In  der  That  liegen  diese  Punkte  in  der  Scheiteltangente 
derjenigen  Parabel,  welche  B  zum  Brennpunkte  hat,  und  dem  Dreiecke 
GHK  umschrieben  ist.  —  Der  Ort  des  Punktes  JB,  welcher  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  die  aus  ihm  auf  die  Seiten  eines  gegebenen  festen  Drei- 
ecks gefällten  Perpendikel  Fusspunkte  halben,  die  in  irgend  einer  Geraden 
liegen,  ist  die  dem  Dreieck  umschriebene  Kreislinie.  —  Oder  allgemeiner, 
indem  man  einen  ebenfalls  bewiesenen  Parabelsatz  anwendet:  Ziäit 
man  aus  dem  genannten  Punkte  B  Strahlen  nach  den  Seiten  des  Dreiecks, 
welche  mit  denselben  irgend  welche,  aber  einander  gleiche  und  nach  der- 
selben Seite  hin  liegende  Winkel  bilden,  so  liegen  die  Fusspunkte  in  einer 
Geraden,  ein  Satz,  der  sich  leicht  umkehren  lässt.  —  Diejenigen  Ge- 
raden, welche  durch  alle  der  so  eben  definirten  Strahlen  bestimmt  werden, 
die  von  einem  u/nd  demselben  Punkte  B  ausgehen,  mit  Finschluss  der 
Seiten  des  Dreiecks,  bilden  die  gesammten  Tangenten  einer  Parabel,  welche 
den  Punkt  B  mm  Brennpunkte  hat.  —  Zieht  man  aus  dem  im  umge- 
schriebenen Kreise  willkürlich  angenommenen  Punkte  B  Strahlen  nach 
den  Ecken  des  Dreiecks,  und  von  da  aus  andere  Strahlen,  welche  die 
Winkel  des  Dreiecks  in  eben  solche  Theile  verlegen,  wie  jene  ersten,  so 
sind  die  drei  neuen  Strahlen  allemal  parallel,  weil  sie  nach  dem  un- 
endlich entfernten  Brennpunkte  A^  derjenigen  Parabel  gehen,  die  B 
zum  Brennpunkte  hat,  welche  dem  gegebenen  Dreiecke  eingeschrieben 
ist.  —  Zieht  man  durch  die  Ecken  eines  beliebigen  Dreiecks  nach  irgend 
einer  Richtung  parallele  Strahlen,  und  sodann  drei  neue  Strahlen,  welche 
mit  den  Seiten  beziehlich  dieselben  Winkel  bilden,  um  jene,  nur  die 
Seiten  verwechselt  genommen,  so  treffen  die  drei  neuen  Strahlen  einander 
in  einem  Punkte,  und  der  Ort  des  letztem  für  alle  möglichen  Richtungen 
ist  die  dem  Dreieck  umgeschriebene  Kreislinie.  —  An  diese  Sätze  schliesst 
sich  die  Lösung  der  folgenden  Aufgabe:  Wenn  irgend  ein  Dreieck 
GHK  gegeben  ist,  so  soll  in  dem  ihm  umgeschriebenen  Kreise  der- 
jenige Punkt  B  gefunden  werden,  welcher  die  Eigenthümlichkeit  hat, 
dass  die  Fusspunkte  der  aus  ihm  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  gefilll- 
ten  Perpendikel  in  einer  Geraden  g  liegen,  welche  mit  einer  gegebenen 
Geraden  G  parallel  ist.  Durch  eine  Spitze  des  Dreiecks  ziehe  man 
den  auf  der  Geraden  G  senkrechten  Strahl,  u^d  sofort  den  zweiten 
Strahl,  der  mit  den  in  der  Spitze  zusammenstossenden  Seiten  ver- 
wechselt eben  solche  Winkel  bildet,  wie  jener,  so  geht  derselbe  durch 
den  verlangten  Punkt  JB.  Analog  wird  die  allgemeinere  Aufgabe  be- 
handelt,  wenn   statt   der   Perpendikel  unter  irgend  einem  gegebenen 
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Yfmkel  q>  Strahlen  aus  B  an  die  Seiten  gezogen  werden  sollen.  Die- 
selbe gewahrt  zwei  Losungen.  — 

Soll  eine  Parabel  vier  Geraden  berühren^  d.  h.  einem  vollständigen 
Viereeit  eingeschrieben  werden  können,  so  müssen  die  den  vier  Drei- 
ecken [ans  welchen  das  Yierseit  besteht]  umgeschriebenen  Kreise  ein- 
ander in  einem  und  demselben  Punkte  B  schneiden ,  welcher  der 
Brennpunkt  der  Parabel  ist,  und  umgekehrt,  findet  letzteres  statt,  so 
ist  auch  ersteres  moglieh. 

Beschreibt  man  um  zwei  der  vier  Dreiecke. Kreise,  so  haben  sie 
allemal  eine  Ecke  des  Yierseits  gemein^  und  müssen  also  einander 
im  Allgemeinen  noch  in  einem  andern  Punkte  B  schneiden.  Fällt 
man  aus  diesem  Punkte  Perpendikel  auf  die  Seiten  der  Dreiecke,  so 
liegen  f)lr  jedes  Dreieck  die  zugehörigen  drei  Fusspnnkte  in  einer 
Geraden;  zwei  Fusspnnkte  sind  aber  für  beide  Dreiecke  gemein,  indem 
zwei  Paar  Seiten  in  denselben  zwei  Geraden  liegen,  und  statt  sechs 
Fusspnnkte  nur  vier  yorhanden  sind.  Es  kann  also  für  die  zwei 
Dreiecke  nicht  verschiedene  Fusspunktsgeraden  geben,  sondern  nur 
eine,  und  folglich  müssen  alle  vier  Fusspnnkte  in  einer  und  derselben 
Geraden  liegen.  Hiemach  aber  müssen  auch  die  zwei  Kreise,  welche 
den  noch  übrigen  beiden  Dreiecken  umgeschrieben  werden,  durch 
eben  denselben  Punkt  gehen.  Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  durch 
den  Punkt  B  als  Brennpunkt  und  durclf  die  zwei  gemeinschaft- 
lichen Seiten  der  betrachteten  Dreiecke  als  Tangenten,  die  Parabel 
bestimmt  ist,  aber  dass  sie  auch  die  beiden  übrigen  Seiten  nothwendig 
zu  Tangenten  hat. 

Die  nachfolgenden  Sätze  bedürfen  nun  keines  Beweises  mehr: 
Vier  'bduSbige  Gerade  in  einer  Ebene,  vofi  denen  keine  zwei  parallel  und 
auch  nicht  mehr  (üs  zwei  durch  den  nämlichen  Punkt  gehen,  bilden  zu  je 
drei  genommen  vier  Dreiecke,  und  die  denselben  umgeschriebenen  vier 
Kreise  schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  B,  —  Sie  können 
von  einer  bestimmten  Parabel  berührt  werden,  und  der  Brennpunkt  der- 
sdben  ist  B;  also  ist  durch  vier  Tangenten  stets  eine,  aber  auch  nur  eine 
Partzbd  bestimmt  —  Es  gibt  einen,  aber  nur  einen  bestimmten  Punkt 
B,  /Sr  wdchen  die  Fusypunkte  der  von  ihm  auf  die  vier  Geraden  ge- 
fälUen  Perpendikd  in  einer  Geraden  liegen.  Diese  Gerade  ist  die  Scheitel- 
tangente der  Parabel,  welche  die  vier  gegebenen  Geraden  berührt^  und 
deren  Brennpunkt  B  ist.  —  Es  gibt  nur  einen  bestimmten  Punkt  B, 
der  so  beschaffen  ist,  dass  wenn  aus  demselben  nach  den  gegebenen  Ge- 
raden unter  irgend  gleichen  Winkeln  Strahlen  gezogen  werden,  die  vier 
Fusspunkte  jedesmal  in  einer  Geraden  liegen.  Jener  Punkt  ist  B,  und 
diese    Gerade    g,   resp.   alle   die  unendlich  vielen  derartigen  Geraden, 
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welche  durch  Aendenmg  des  in  Frage  kommenden  Winkels  erhalten 
werden,  sind  die  gesammten  Tangenten  der  angezeigten  Parabel. 
Auch  die  vier  Grundgeraden  stellen  sich  als  Gerade  g  dar.  —  Es  gibt 
einen  eitmgen  Punkt  (B),  der  die  Eigenthümlichkeü  besitzt,  dasSy  wenn 
man  aus  ihm  nach  den  sechs  Ecken  des  Vierseits  Strahlen  zieht  und 
sofort  unter  verwechselten  Winkeln  sechs  neue  Strahlen  auslaufen  lässi, 
diese  einander  parallel  sind.  Umgekehrt;  Es  gilt  eine  bestimmte  Rich- 
tung, aber  nur  eine,  welche  die  Eigenschaft  Jiat,  dass,  wenn  durch  die 
Ecken  Strahlen  gezogen  und  durch  sechs  neue  Strahlen  die  Winkel  um- 
gekehrt getheilt  werden,  diese  letztem  Strahlen  in  einem  und  demselben 
Punkte  zusammenlaufen.  Die  Richtung  dieser  Strahlen  ist  zugleich  die 
der  Axe  der  Parabel,  — 

üeber  das  durch  irgend  drei  Tan- 
genten der  Parabel  gebildete  Dreieck 
soll  jetzt  noch  ein  interessanter  Satz  be- 
wiesen werden,  aus  welchem  in  Verbin- 
dung mit  dem  Vorhergehenden  verschie- 
dene nicht  minder  merkwürdige  Polge- 
rungen zu  ziehen  sind: 

Durch  die  Endpunkte  H,  K  einer 
Seite  des  Dreiecks  und  durch  den  Fuss- 
punkt  N  des  aus  ihrem  Berührungspunkt 
M  auf  die  Leitlinie  L  gefällten  Perpen- 
dikels lege  man  den.  Kreis  NHKP,  welcher 
die  Leitlinie  zum  zweiten  Male  in  P 
schneidet;  ziehe  die  Strahlen  BK,  NE, 
PH  etc.,  so  ist  Winkel  «2  =  '^i  (ober 
der  Sehne  NH)  =  a  [denn  die  Dreiecke 
KNM  und  KBM  sind  congruent,  weil  N  und  B  Gegenpunkte  in 
Bezug  auf  KM  sind,  woraus  KN  =  KB  und  NM=^  MB  folgt] 
==«3  =  «4.  Daher  haben  die  Dreiecke  ckK  und  cqP  zwei  Paare 
gleiche  Winkel,  nämlich  o^  «=  0(4  und  c  gemein,  folglich  ist  auch  das 
dritte  Paar  gleich,  k  =  q]  nun  ist  der  Strahl  kK  der  Axe  parallel, 
also  k'^  R,  folglich  ist  auch  q  =  B  und  somit  HqP  das  aus  der  Ecke 
H  auf  die  Gegenseite  GK  des  Dreiecks  herabgelassene  Perpendikel. 
Es  ist  a  priori  zu  schliessen,  dass  es  sich  bei  der  andern  Ecke  K, 
durch  welche  der  Hülfskreis  geht,  eben  so  verhalten  müsse,  indem 
zwischen  beiden  in  der  Construction  kein  Unterschied  vorhanden  ist^ 
oder  es  kann  diess  auf  ganz  gleiche  Weise  bewiesen  werden.  [Heisst 
der  Nebenwinkel  von  ß^  bei  P  =  yg ;  so  ist,  als  Gegenwinkel  des  Vier- 
ecks   NHKP    im    Kreise    y^-^  ß^==2B,    daher,    da   jS^  =  ^    und 
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^  ^  y  s=  2Ry  auch  ^2  =  ^1==^;  folglich  die  Dreiecke  ihJS  und 
ipP  gleichwinklig  und  desshalb  Winkel  h=p  —  JR,  also  PKp  das 
aus  der  Ecke  K  auf  die  Gegenseiten  des  Dreiecks  gefällte  Perpendikel.] 
Demzufolge  ist  P  der  Durchschnitt  der  drei  Perpendikel  aus  den  Ecken 
aaf  die  Gegenseiten  des  Tangentendreiecks  GUK,  und  zwar  liegt  er 
in  der  Leitlinie  der  Parabel.     Daraus  entspringen  folgende  Sätze: 

Bei  jedem  durch  irgend  drei  Tangenten  einer  Parabel  gehildeten  Dreiecke 
lif^t  der  Durchschnittspunkt  der  drei  Höhen  in  der  LeitUnieL  der  Parabel. 

Die  Leitlinien  aller  Parabeln  ^  tvelcJie  irgend  einem  festen  Dreiech 
sich  einschreiben  lassen,  schneiden  eina'nder  in  einem  und  demselben  be- 
stimmten Punkte,  in  welchetn  sich  nämlich  zugleich  die  drei  Hohen  des 
Dreiecks  durchkreuzen. 

Fället  man  aus  irgend  einem  Punkte  B  der  Kreislinie,  welche  einem 
leliebigen  festen  Dreieck  GHK  umschrieben  ist,  Lothe  auf  die  Seiten  des 
Dreiecks  und  verlängert  dieselben  jenseits  der  Seiten  um  sich  selbst,  so 
liegen  die  drei  Endpunkte  jedesmal  in  einer  Geraden,  welche  sich  um  einen 
hestimmten  festen  Punkt  0  dreht,  wenn  jener  Punkt  B  die  Kreislinie 
durchläuft,  und  zwar  ist  der  feste  Punkt  der  Durchschnitt  der  drei  Hohen 
äes  Dreiecks. 

In  jedem  der  vier  Dreiecke,  yr eiche  durch  ein  vollständiges  Vierseit 
gfbildä  werden,  treffen  die  drei  Hohen  in  einem  Punkte  zusammen,  und 
die  auf  diese  Weise  bestimmten  vier  Punkte  liegen  in  einer  Geraden, 
tcelche  die  LeitUnie  der  dem  Vierseit  eifigeschriebenen  Parabel  ist. 

Wegen  der  Congruenz  der  Dreiecke  HNK  und  HBK  ist  der 
Kreis  HKP  dem  Kreise  HKG  gleich ,  und  beide  sind  auch  den 
Kreisen  GHP  und  GKP  gleich.  Daher  schliesst  man:  Schneiden  von 
vier  gleichen  Kreisen  dreimal  drei  einander  in  einem  Punkte,  so  schneiden 
sich  stets  zum  vierten  Male  drei  in  einem  Punkte.  —  Zieht  man  durch 
einen  der  vier  Punkte  eine  Gerade  L,  errichtet  auf  sie  in  den  Punkten, 
wo  sie  die  zugehörigen*  drei  Kreise  zum  zweiten  Male  schneidet^  Lothe 
bis  an  die  entsprechenden  Seiten  des  durch  die  drei  übrigen  Kreis- 
Schnittpunkte  bestimmten  Dreiecks  GHK,  beschreibt  mit  denselben 
Qm  ihre  Endpunkte  M,  C,  J  Kreise,  so  schneiden  sich  auch  diese  in 
einem  Punkte  B,  und  zwar  mit  dem  vierten  gegebenen  Kreise,  der 
durch  GHK  geht,  zusammen. 

Eine  Reihe  der  gegebenen  Sätze  lässt  sich  durch  folgende  Elemen- 
tarbetrachtung vorbereiten   und   in   umgekehrter   Ordnung  darstellen. 

Die  Kreislinie,  welche  einem  beliebigen  Dreieck  GHK  umge- 
schrieben ist,  wird  durch  die  Hohen  desselben  [GPa,  HPb,  KPc] 
in  drei  paar  gleiche  Bogen  getheilt.  Denn  da  z.  B.  Winkel  a  »=  /3 
vermöge  der  rechtwinkligen  Dreiecke  Ga^K  und  Hb^K,  so  ist  Bogen 
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ctj  =  /Jj  etc.  Daher  ist  auch,  bei  H,  ß  =  a^  und  folglich  aa^  =^  a^P 
und  aus  ähnlichen  Gründen  ist  6&^  =  ft^P,  cCi  =  c^F,  d.  h.:  Die  Ah- 
schnitte  der  drei  Hohen  wünschen  itirem  Durchschnitte  P  wnd  den  Punkten 


Fig.  106. 


a,  h,  c,  in  welchen  sie  die  Kreislinie  mm  zweiten  Male  treffen,  werden 
durch  die  zugehörigen  Orundlinien  [Seiten  des  Dreiecks]  gehölftet. 

Irgend  eine  Trans  fersale  L  durch  P  schneide  die  Seiten  des 
Dreiecks  in  x,  y,  z.  Man  ziehe  die  Geraden  ax,  hy,  cZy  so  entstehen 
gleichschenklige  Dreiecke  axPj  hyP^  czPy  so  dass  Winkel  ni  =  n, 
m^  =  mj  (0  =  0).  Vermöge  des  einem  Kreise  einschreibbaren  Vier- 
ecks Kh^Pa^  ist  M  +  w=j?,  also  auch  w^  +  m^  =J9,  daher  die 
Summe  der  Bogen  unter  n^  und  m^  gleich  dem  Bogen  unter  p,  d.  h. 
GBH\  jene  haben  aber  mit  diesem  die  Endpunkte  G  und  H  gemein, 
folglich  müssen  ihre  andern  Endpunkte  in  -B  zusammenfallen  d.  h.: 
die  Strtdilen  ax^  by  so  wie  cz  (für  welchen  dasselbe  folgt)  treffen  sich 
in  irgend  einem  und  demselben  Punkte  B  der  Kreislinie.  Zieht  man 
nun  aus  B  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  die  Perpendikel  Bgg^,  Bhh^y 
BJcki,  so  sind  die  Dreiecke  Bxg^,  By\j  Bz\  Scheiteldreiecke  der 
axP  etc.  und  ebenfalls  gleichschenklig,  daher  h'egen  die  Mitten  ihrer 
Grundlinien  oder  die  Fusspunkte  der  Perpendikel  g,  %,  k  in  einer  zu 
L  parallelen  Geraden  ghk.  Aus  dieser  Betrachtung  und  durch  Um- 
kehrung der  Schlüsse  folgen  nachstehende  Elementarsätze: 

Die  einem  bdidngen  Dreiecke  umgeschriebene  Kreislinie  hegränzt  die 
Höhen  desselben  so,  dass  die  Fusspunkte  die  Mitten  sind  zwischen  jenen 
Gränzpunkten  und  dem  gegenseitigen  Durchschnitte  der  Höhen.  —  Die 
Gränzpunkte    liegen  so,  dass  die  Ecken  des  Dreiecks  die  Mitten  der  sie 
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verbindenden  Bogen  sind.  —  Umgekehrt:  Nimmt  man  in  einer  Kreis- 
linie drei  ielidnge  Punkte  a,  h  und  c,  hälftet  die  dazvnschen  liegenden 
Bogen  in  K,  H  und  G,  so  schneiden  sich  die  drei  Seiten  aG,  hH  und 
cK  in  irgend  einem  Funkte  P,  und  sind  zugleich  heziehlich  rechtmnklig 
3u  den  drei  Sehnen  KH,  GK^  HG,  d.  h.  sie  sind  zugleich  die  Hohen 
des  Dreiecks  GHK;  auch  werden  die  Stücke  der  erstem  Sehnen,  die 
zwischen  ihren  Anfangspunkten  aic  und  ihrem  gemeinschaftlichen 
Punkte  P  liegen^  von  den  drei  letztem  Sehnen  gehälftei 

Zieht  man  durch  P  irgend  eine  Gerade  L,  welche  die  Seiten  des 
Dreiecks  GHK  in  x,  y  und  z  schneidet,  und  legt  durch  diese  Punkte 
und  durch  die  entsprechenden  Gränzpunkte  a,  b,  c  der  Höhen  Strahlen 
ax,  by,  cZj  so  treffen  diese  in  irgend  einem  Punkte  B  zusammen;  dieser 
hinkt  B  liegt  jedesmal  in  der  dem  Breieck  umschriebenen  Kreislinie 
und  zwar  i^  diese  sein  Ort,  so  dass,  wenn  die  Gerade  L  sich  um  den 
festen  Punkt  P  dreht,  alsdann  der  Punkt  B  die  Kreislinie  continuirlich 
und  ganz  beschreibt  —  Umgekehrt:  Zieht  man  aus  einem  beliebigen 
funkte  B  der  Kreislinie  nach  den  Grränzpunkten  ab c  der  Höhen  des 
Dreiecks  Strahlen  Ba,  Bb,  Bc,  so  liegen  die  Punkte  x,y,z,  in  welchen  sie  die 
fnUsprechenden  Seiten  des  Breiecks  treffen,  in  irgend  einer  Geraden  L; 
diese  Gerade  geht  stets  durch  einen  bestimmten  festen  Punkt,  nämlich 
durch  den  gemeinsamen  Durchschnitt  der  drei  Höhen  des  Dreiecks,  so 
dass  sie  sich  um  denselben  dreht,  wenn  jener  angenommene  Punkt  B  die 
Kreislinie  durchläuft.  —  Ferner:  Fällt  man  aus  B  Perpendikel  Bgg^, 
Bhhi,  Bk\  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  GHK  und  verlängert  sie  bis 
nn  L,  so  sind  die  Fusspunktc  g,  h,  k  die  Mitten  derselben,  und  also 
liegen  die  Fusspunkte  in  einer  Geraden  ghk,  —  Umgekehrt:  Fällt  man 
man  aus  einem  beliebigen  Punkte  B  der  Kreislinie  Perpendikel  auf  die 
Seiten  des  Dreiecks,  so  liegen  die  drei  Fusspunkte  ghk  in  einer' Geraden. 
[Die  Richtung  der  Geraden  ghk  ist  jedesmal  durch  den  Punkt  B  be- 
stimmt und  umgekehrt  bestimmt  auch  die  Richtung  von  ghk  den 
Punkt  By  so  dass  keine  zwei  der  Geraden  parallel  sind];  werden  die 
Perpefidikd  über  die  Seiten  hinaus  verlängert  und  zwar  verdoppelt,  so 
liegen  ihre  Endpunkte  g^W  in  einer  andern  Geraden  L,  welche  stets 
durch  einen  bestimmten  festen  Punkt  P  geht,  nämlich  durch  den  Durch- 
bchmU  der  drei  Höhen  des  Dreiecks,  und  welche  sich  also  um  diesen 
Punkt  herumdreht,  wenn  jener  die  Kreislinie  durchläuft. 

Errichtet  man  in  den  Punkten  xyz  Lothrechte  auf  die  Seiten  des 
Dreiecks  GHK  und  fällt  sodann  aus  B  Perpendikel  auf  dieselben,  so 
liegen  die  Fusspunkte  in  der  nämlichen  Geraden  ghk.  Daher  müssen  die 
drei  Lothr echten  ein  Dreieck  bilden,  dessen  umgeschriebener  Kreis  durch 
B  geht;  werden  die  Perpendikel  verdoppelt,  so  liegen  ihre  Endpunkte  in 
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der  nämlichen  Geraden  L;  denn  das  Perpendikel  auf  die  Lothrechte 
in  X  ist  parallel  und  gleich  gx,  daher  bis  an  L  verlängert  gleich 
2g X,  weil  g  die  Mitte  von  Bg^  ist.  Also  liegt  auch  der  Durclischnift 
der  Höhen  dieses  neuen  Dreiecks  in  L. 

Vermöge  vorhergehender  Entwicklungen  hat  man  in  Rücksicht 
des  gleichseitigen  Dreiecks  noch  folgende  besondere  Sätze:  Es  gibt 
unzählige  regelmässige  Dreiecke ,  die  irgend  einer  gegebenen  Parabel  um- 
geschrieben sind;  nämlich  jede  Tangente  der  Faräbel  ist  Seite  eines  solcJten 
Dreiecks,  aber  auch  nur  eines  einzigen.  —  Die  Mittelpunkte  aller  dieser 
Dreiecke  liegen  in  der  Leitlinie  der  Parabel  und  erfüllen  sie  einfach, 
d.  h.  jeder  Punkt  derselben  ist  Mittelpunkt  von  einem  der  genannten 
Dreiecke,  aber  nur  von  einem.  —  Die  den  Dreiecken  umgeschriebenen 
Kreise  haben  die  Axe  der  Parabel  zur  gemeinschaftlichen  Potendinie, 
und  zwar  schneiden  sie  einatuier  in  zwei  ^Punkten  auf  derselben,  wovon 
einer  der  Brennpunkt  B  ist.    In  jedem  Kreise  liegt  nur  ein  Dreieck. 

Zufolge  des  Schlusssatzes  in  §.  18.  ist  der  Ort  der  Ecken  aller 
dieser  Dreiecke  eine  Hyperbel,  für  welche,  wenn  die  Bezeichnungen 
der  Figur  102  beibehalten  werden,  B  und  L  ein  Brennpunkt  und  die 
zugehörige  Leitlinie  sind.  Zwei  der  Ecken  eines  jeden  der  gleich- 
seitigen Dreiecke  liegen  auf  dem  B  umschliessenden,  die  dritte  auf 
dem    andern    Zweige.      Für    eine    der    erstem    ist   '^EKV=  120^, 

^EBV=-UKN=QQP,  also  ^==1.     Bezeichnet    man    mit    2p 

den  Abstand  des  Punktes  B  von  L,  mit  2a  und  2b,  2c,  2q>,  die 
Axen,  die  doppelte  Excentrizität  und  den  Asymptotenwinkel  der  Hy- 
perbel,   so    ist    a  =  ^,     b  =  ^y3,    c  =  ^,     29)  =  120«.      Die 

Hyperbel  ist  also  von  der  besondem  Art,  welche  wir  am  Schlüsse  des 
§.  9.  [unter  Voraussetzung,  dass  in  Fig.  47  die  Gleichung  ß  =^  2a 
erfüllt  sei]  kennen  lernten  und  zur  Dreitheilung  eines  Winkels  be- 
nutzten. Die  Construction  geschieht  am  besten,  indem  man  auf  die 
Strahlen,  welche  von  B  aus  unter  dem  Winkel  30^  gegen  die  Axe 
der  Parabel  gelegt  werden  können,  in  ihren  Schnittpunkten  mit  der 
Leitlinie  Perpendikel  errichtet;  diese  sind  mit  den  Asymptoten  iden- 
tisch. Die  Scheitel  haben  gleiche  Abstände  vom  Mittelpunkt  und  den 
zugehörigen  Brennpunkten. 

Schliesslich  seien  noch  folgende  Sätze  angeführt:  Zieht  man  aus 
einem  Brennpunkte  B  der  Parabel  Strahlen  nach  den  Ecken  des  ihr 
umschriebenen  Dreiecks  GHK,  und  ferner  drei  Strahlen  uach  den  Be- 
rührungspunkten M,  (7,  J  desselben,  so  ist  allemal  das  Product  jener 
drei  Strahlen  dem  Producte  der  letztem  drei  gleich.  —  Bezeichnet  man 
nämlich   die  Strahlen  von   B  aus  nach  den  sechs  genannten  Punkten 
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mit  den  correspondirenden  kleinen  Buchstaben  ^  so  ist  nach  einem 
Satze  des  §.  18.  nnd  unter  Benutzung  der  Fig.  103  :  ^  =  mi  ^  h^  =  ic, 
h'^^cm,  woraus  in  der  That  gh1c^=Cfni  folgi  Als  Spezialfall  er- 
gibt sich  hieraus:  Zieht  man  aus  den  Ecken  eines  gleichseitigen  Drei- 
ecks durch  irgend  einen  Punkt  B  der  ihm  umgeschriebenen  Kreislinie 
Strahlen  bis  an  die  Gegenseiten,  so  ist  das  Product  derjenigen  drei  Ab- 
schnitte  der  Strahlen,  welche  zwischen  jenem  Funkte  und  den  Ecken 
liegen,  gleich  dem  Producte  der  drei  übrigen  Abschnitte,  u^dche  zunschen 
dem  Funkte  und  den  Seiten  liegen.  Auch  ist  einzeln  das  Quadrat  jedes 
der  drei  erstem  Strahlen  dem  JRechtecke  unter  den  zum,  ihm  nicht  zu- 
g^örigen  letztem  Strahlen  inh(ütsgleich. 

§.  20.  Weitere  Eigenschaften  der  Parabel  und  ihrer  Tangenten. 

Von  den  drei  Strahlen  CF,  KM,  DE,  welche  durch  die  Be- 
rührnngspnnkte  und  den  Durchschnittspunkt  irgend  zweier  Tangenten 
der  Parabel  mit  der  Axe  derselben  parallel  (nach  A^^)  gezogen 
werden,  ist  der  mittlere^  KM  gleichweit  yon  den  zwei  andern  entfernt^ 
demnach,  wird  jede  Gerade,  welche  den  ersten  Strahl  CA^  mit  dem 
dritten  -D^ao  verbindet,  durch  den  mittlem  KA^  gehälftet.  Also 
werden  namentlich  die  Tangenten  CE,  DF  selbst  in  K  gehälftet, 
d.  h.:  Das  Stück  CE  jeder  Tangente  der  Parabel,  welches  zwischen 
dem  Berührfingspunkt  C  und  irgend  einem  Durchmesser  EDA^  li^, 
wird  von  der  Tangente  DF  im  Scheitel  D  dieses  Durchmessers  gehälftet, 

Fig.  107. 
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Nnn  sei  ^«7"  die  Tangente  im  Scheitel  des  Durchmessers  KMA^, 
so  sind  J  und  H  die  Mitten  der  Tangenten  CK  und  DK  und  folg- 
lich HJ I  CD  so  wie  femer  GJ  \\  GH  [weil  MC  =  MD  ist]  und 
endlich  bleibt  der  Durchmesser  GA^  fest,  während  der  Durchschnitt 
K  der  zwei  ersten  Tangenten  sich  auf  demselben  bewegt,  so  ändern 
sieh  zwar  die  betreffenden  Linien,  aber  die  bemerkten  Umstände  und 
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Gleichungen  bestehen  fort,  d.  h.  es  bleibt  GK=  GM ,  GJ=  GH , 
MC  =  MD  und  EJ  ||  CD ,  wobei  HJ  als  Tangente  in  dem  festen 
Punkte  G  feste  Lage  und  Richtung  hat.  Daraus  zieht  man  den  fol- 
genden Satz: 

Bewegt  sich  der  Durchschnitt  K  ztoeier  Tangenten  der  Farcibel  in 
irgend  einem  Durchmesser  GA^  derselben^  so  heliält  die  Berührungsseline 
CD  constante  Richtung,  nämlich  sie  bleibt  stets  der  Tangente  HJ  im 
Scheitel  G  jenes  Durdimessers  parallel;  die  Mitte  M  der  Sehne  liegt  stets 
im  Durchmesser,  Das  Stück  HJ  von  der  Tangente  im  Scheitel,  welches 
durch  die  jedesmaligen  zwei  Tangenten  begränzt  ist,  wird  durch  den 
Scheitel  G  des  Durchmessers  gehälfbet;  ebenso  liegt  dieser  Scheitel  in 
der  Mitte  zwischen  dem  Durchschnitte  K  der  jedesmaligen  zwei  Tan- 
genten und  dem  Mittelpunkt  M  ihrer  Berührungssehne.  Und  um- 
gekehrt: Zieht  man  in  einer  Parabel  parallele  Sehnen  naxih  einer  be- 
liebigen Richtung,  so  liegen  ihre  Mitten  allemal  in  irgend  einem  und 
demselben  Durchmesser^  welclwr  auch  durch  den  BerührungspunJct  G  der 
den  Sehnen  parallelen  Tangente,  so  une  durch  die  Durchschnitte  K  der 
sämmtlichen  Tangentenpaare  in  den  Endpunkten  der  Sehnen  geht. 

Hierdurch  wird,  wie  man  sieht,  die  Benennung:  „Durchmesser" 
gerechtfertigt.  Wenn  auch  zu  irgend  einem  Durdimesser  GA^  Teein 
zugeordneter  unrklich  existirt,  so  kann  man  doch  die  Richtung  der  von 
ihm  halbirten  Sehnen,  oder  der  Tangente  in  seinem  Scheuet,  als  ilim, 
oder  seiner  Richtung  zugeordnet  ansetien,  oder  als  Richtung  die  ihm  zu- 
geordneten, aber  unendlich  entfernten  Durchmesser  annehmen.  In  diesem 
Sinne  würde,  wenn  G  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  Bezug 
auf  den  Durchmesser  KM  und  die  Tangente  der  conjugirten  Rich- 
tung genommen  wird,  CM  =  y  die  Ordinate  und  MG  =  a;  die  Ab- 
scisse  sein,  so  wie  femer  KC  oder  KD  die  Tangente  und  KM  die 
Subtangente,  der  eine  Theil  des  vorstehenden  Satzes  hiesse  demnach: 
Bezieht  man  die  Parabel  auf  einen  beliebigen  Durchmesser  und  die  ihm 
zugehörige  Scheiteltangente  als  Coordinatenaocen,  so  ist  die  Äbscisse  x 
lialb  so  gross  als  die  Subtangente.  Auch  folgt  aus  diesen  Bemerkungen: 
Alk  unrklichen  Durchmesser  sind  mit  einander  parallel,  so  dass  mit 
jedem  die  Richtung  aller  übrigen  und  also  namentlich  die  Richtung  der 
Axe, .  so  une  die  dazu  senkrechte  der  Leitlinie  gegeben  ist.  —  Die  der 
Axe  zugeordnete  Richtung  ist  senkrecht  zu  derselben  und  ist  die 
Richtimg  der  Tangente  im  Hauptscheitel  der  Parabel  oder  auch  die 
Richtung  der  Leitlinie. 

Wenn  eine  Parabel  gezeichnet  vorliegt,  so  soll  1)  die  Richtung  ihrer 
wirklichen  Durchmesser  d.  h.  irgend  eines  derselben  und  ?)  die  Axe  ge- 
funden werden.     Ferner:  3)   Wenn  blos  ein  Bogen  der  Paräbd,  weldier 
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den  Hauptscheitel  Q  nicIU  entMU,  gegeben  ist,  so  soll  dieser  Scheitel  und » 
(Ue  Aj:e  gründen  werden.  Man  ziehe  zur  Losung  von  1)  zwei  parallele 
Seimen  CD  und  C^Di,  so  geben  ihre  Mitten  einen  Durchmesser 
MM^^ .  Sofort  wird  auch  die  Tangente  im  Scheitel  G  dieses  Durch- 
messers gefunden,  denn  sie  ist  jenen  Sehnen  parallel.  2)  Aus  irgend 
einem  Punkte  R  der  Parabel  fälle  man  auf  den  Durchmesser  MMi 
ein  Perpendikel,  welches  der  Parabel  in  einem  zweiten  Punkte  S  be- 
gegnen wird,  imd  ziehe  die  Gerade  Q^q^,  welche  die  Sehne  RS  recht- 
winklig hälftet,  so  ist  sie  die  Axe  QA^.  3)  Da  G  die  Mitte  von 
KM  ist,  80  sind  die  Strahlen  GF,  CK,  CG  und  CM  harmonisch. 
Wäre  nun  der  Bogen  CN  nur  bis  N  gegeben,  und  sollte  der  Scheitel 
G  des  irgend  einer  gegebenen  Richtung  CD  zugeordneten  Durch- 
messers GA  gefunden  werden,  welcher  Scheitel  nämlich  jenseits  jenes 
Bogens  liegen  kann,  so  construire  man  zunächst  irgend  einen  Durchmesser 
CA^,  femer  in  dessen  Scheitel  C  [welcher  natürlicher  Weise  in  dem 
gegebenen  Bogen  hegt]  die  Tangente  CK,  dann  ziehe  man  durch 
denselben  (0)  den  Strahl  CM  der  gegebenen  Richtung  parallel  und 
suche  endlich  zu  den  drei  Strahlen  CA^,  CK,  CM  den  vierten  har- 
monischen, CA^  zugeordneten  Strahl  CG,  so  muss  dieser  allemal 
durch  den  gesuchten  Scheitel  G  gehen;  letzterer  wird  daher  gefunden, 
wenn  die  Construction  wiederholt  wird,  wodurch  man  nämlich  mit 
einem  neuen  Punkt  C^  und  neuen  Strahlen  C^i^i,  C^K^,  C^M^  auch 
einen  neuen  Strahl  C^G^  erhält,  dessen  Durchschnitt  mit  CG  den  ger 
suchten  Punkt  G  gibt.  Es  ist  klar,  wie  hierdurch  der  Hauptscheitel 
Q  gefunden  werden  kann;  nämlich  für  diesen  ist  die  gegebene  Rich- 
tung CM  zu  der  festen  Richtung  CA^  rechtwinklig. 

Ist  die  Gleichung  der  Parabel  in  Bezug  auf  irgend  einen  Durch- 
messer GA^  und  die  zugehörige  Scheiteltangente  als  Coordinaten- 
axen:  y*  =px  [es  wird  leicht  bewiesen,  dass  sich  diese  Form  der 
Gleichung  stets  herstellen  lässt],  so  heisst  p  Parameter  des  jeweiligen 
Durchmessers.  Für  den  besondern  FaD,  wo  y  =^2x  oder  gleich  der 
Subtangente  KM  und  also  y  ^^  \p  ^  x  =^  \p  ist,  muss  offenbar  das 
Dreieck  DKC  bei  K  rechtwinklig  sein  [weil  MK=MD  =  MC], 
folglich  liegt  der  Punkt  K  in  der  Leitlinie  L.  Also:  Das  Stück  GF 
jedes  Durchmessers  ßwischen  seinem  Scheitel  G  und  der  Leitlinie  L  ist 
dem  vierten  Theüe  der  zugehörigen  Parameters  gleich.  [Denn  KG  ==  GM 
=z  X  =  ^p].  Oder:  Diejenige  Ordinate  y,  welche  durch  den  Brennpunkt 
B  gdUj  ist  dem  halben  Parameter  p  im  speziellen  Falle  der  Axe  als 
Durchmesser  gleich  [oder  die  doppelte  Ordinate  dem  ganzen].  Oder: 
Ist  die  Ordinate  y  im  gewohnlichen  Sinne  genommen  dem  halben  Para- 

nieter  gleich  ^  so  schneidet  die  zugehörige  Tangente  CK  den  Durdmiesser 

9* 
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PGM  mit  der  Leitlinie  L  in  einem  und  demselben  Tunlct  P,  und  leide 
Tangenten,  welche  derselben  Ordinate,  wenn  diese  positiv  und  negativ 
genommen  toird,  entsprechen;  sind  zu  einander  rechtwinklig. 

FQr  den  wirklichen  Brennpunkt  B  der  Parabel  [so  wie  fflr  jeden 
Brennpunkt  A  und  B  einer  Ellipse  oder  einer  Hyperbel]  erscheint 
das  "Stück;  welches  irgend  zwei  feste  Tangenten  Yon  jeder  andern, 
oder  von  einer  beweglichen  dritten  abschneiden,  unter  einem  con- 
stanten  Winkel;  es  kann  gefragt  werden,  welches  der  analoge  Satz 
für  den  unendlich  entfernten  Brennpunkt  ^^  der  Parabel  sei? 

Zwischen  den  zwei  festen  Tangenten  KC  und  KD  sei  UV  eine 
beliebige  dritte  mit  dem  Berührungspunkte  T]  die  Strahlen  Cc,  Vv, 
Tt,  Kk,  Uu,  Dd  seien  der  Axe  parallel,  so  hat  man  ck  =  kd, 
tv  =  cv,  tu  =  du  und  desshalb  wt;  =  ^C{Z;  femer:  uk  ^=^  ud  [2ud 
=  dk  "{-  tk ,   2vk  =  et  +  tk'\   und   am  =  et?.     Ist  nun  cd  zu  jenen 

Strahlen   rechtwinklig,    so  ist  uv 
*^*  *^-  der  senkrechte  Abstand  der  Strah- 

len Uu  und  Vv  von  einander, 
d.  h.  der  Strahlen,  welche  aus 
den  Endpunkten  der  veränder- 
lichen dritten  Tangente  nach  Ä^ 
gezogen  sind;  da.  cd  constant  ist, 
so  bleibt  folglich  auch  dieser  Ab- 
stand UV  constant.  Der  in  Frage 
stehende  Satz  lautet  also: 

Irgend   zwei    feste    Tangenten 

der   Parabel  begrimzen  alle  übrigen 

so,   dass    die   Stücke  einerlei  Höhe 

haben,    d.  h.    dass    die    durch    die 

Endpunkte    jedes   Stücks    der    Axe 

parallel  gelegten  Strahlenpaare  con- 

stanten  Abstand  von  einander  hcAen, 

oder    dass    die   Summe,    resp,  der 

Unterschied  der  Perpendikel^  welche 

aus   den    Endpunkten   der   dritten    Tangente  auf  die  Axe  herabgelassen 

werden,  constant  ist     Oder:  Jede  dritte  Tangente  erscheint  von  A^  aus 

unter  constanter  Hohe. 

Es  folgt  femer  unmittelbar: 

Irgend  zwei  feste  Tangenten  hegränzen  von  derjenigen  der  übrigen 
Tangenten  das  kleinste  Stück,  welche  zu  der  Axe  senkrecht  stellt,  also  von 
der  Tangente  im  Scheitel  der  Parabel. 
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Es  ist,  wie  wir  gesehen  haben^  Jeu  =  vc  =  vt  und  ebenso  Jcv 
=  ud  =  ut]  hiernach  ist  weiter  hu  :  ud  =  cv  :  vJc  =  vt :  tu  ]  aber  es 
ist  auch  Jeu  :  ud  ^=^  KU  :  UD ,  cv  :  cJc  =  CV :  VK  und  vt  fut 
=  Fr:  Ü'T  folglich: 

KU.DU^CV:  VK=  VT:  TU  xmd 
KU:KD  =  Cr:CK=  VT:  UV  oder 
DU\BK=KV:KC=  UT:  UV  d.h. 

Ztm  beliebige  Tangenten  der  Parabel^  KC  und  KD  werden  von  jeder 
dreien  UV  in  umgek^irtem  VerJiäUniss  geschnitten ,  nämlicJi  in  Bezug 
auf  die  BerüJirungspunJde  CD  und  den  gegenseitigen  DurcJiscJinittspunJct 
K  derselben,  und  femer  urird  die  dritte  Tangente  UV  durcJi  ihren  Be- 
riätmng^[nmJct  T  in  demselben  JVerhältniss  getJieUt.  Ebenso  verhält  sich 
der  erste  Abschnitt  jeder  von  jenen  zwei  Tangenten  zur  Ganzen,  wie  der 
zweite  Abschnitt  der  andern  zur  Ganzen,  oder  wie  der  eine,  diesem  zweiten 
AbschniUe  anliegende  Abschnitt  der  dritten  Tangente  zur  Ganzen.. 

Es  folgt  daraus  weiter: 

TheiÜ  man  jeden  SchenJcel  KC  und  KD  eines  beliebigen  DreiecJcs 
DKC  in  irgend  eine  Anzahl  n  gleiche  TJieile,  verbindet  je  einen  x^^ 
TheilungsptmJct  V  in  KC  von  K.  cms  gezahlt  mit  dem  gleichvielten  TJm- 

m 

lungspunJct  U  in  KD  von  D  an  gezählt,  so  sind  die  n  —  1  Verbin- 
dungslinien Tangenten  einer  Parabel,  wdcJie  die  ScJienJcel  KC ,  KD  in 
ihreti  EndpunJcten  CD  an  der  Grundlinie  berührt  und  welcJie  jede  von 
jenen  Linien  UV  in  demjenigen  PunJcte  T  berührt,  der  sie  so  tJieüt,  dass 
die  Abschnitte  sich  umgeJcehrt  verJhäUen,  wie  die  anliegenden  Zahlen  x, 
n  —  X,  welche  anaeigen,  die  unevieUen  TJieüungspunJcte  UV  von  K  an 
gerechnet,  sie  verbindet. 

n        .    V      .  j       BU        UT     CK        UV       .TV       TV 

üa,  wie  bewiesen  worden,  -^^  ==  y^ ,  ^y  =  y^  und  ^jj  ==  YTJ  ' 

80  ist  das  Product  dieser  drei  Verhältnisse: 

DU    CK^    TV  _  .        , 
DK'  CV'  TU~^  ^    ^^^ 

DU'  CK'  TV=  DK'  CV'  TU, 

welches  nach  dem  bekannten  Transversalensatze  beweist,  dass  die 
drei  Strahlen  KT,  UC,  VD  aus  den  EcJcen  irgend  eines  der  Parabel 
\imge$chrid>enen  DreiecJcs  KVU  nach  den  Berüh/rungspunkten  der  gegen- 
iiberstehenden  Seiten  einander  in  irgend  einem  PunJcte  treffen. 

Da  Jcw^^tv,  wie  schon  bemerkt  worden,  und  ferner  wenn  JH 
die  zum  Durchmesser  KÄ^  gehörige  Scheiteltangente  ist:  Jiz  =  tz, 
so  ist  uz  ^=^  ZV  und  folglich  auch  Z  die  Mitte  von    UV.    Also:    Die 
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Mitten    Z   der    Stücke,    welche   irgend   zwei  feste    Tangenten  von  aUen 

übrigen  (UV)  begränzen,  liegen  in  einer  bestimmten  Geraden^  nämlich  in 

•  derjenigen  Tangente  HJ,  weUHie 

^'^^'  1^-  mit  der  Berührungssehne  CD 

jener  festen  parallel  isty  oder 
welche  durch  ihren  Berührungs- 
punkt G  geliälftet  tvird.  Oder 
anders :   Zi^t  man  durch  je- 
den Punkt  Z  der  Grundlinie 
HJ    irgend    eines    gegebenen 
Dreiecks  HKJ  zwischen  den 
Schenkeln     diejenige     Gerade 
VZUy     welche     durch     den 
Punkt  gehcUftet  wird,   so  be- 
rühren edle  diese  Geraden  eine 
bestimmte  Parabel,  welche  dem 
Dreieck  eingeschrieben  ist,  ufid 
zwar    dessen    Grundlinie    in 
ihrer  Mitte  G,   die  Schenkel 
aber  in  deren  Verlängerungen 
jenseits    der    Grundlinie   um 
ihre  eigene  Länge  berührt. 
Da  vh===ui,  so  bleibt  das  Verhältniss  HViJU  constant,  wenn 
die  drei   Tangenten,   welche    das   Dreieck  HKJ  bilden,  fest  bleiben, 
während    VU   sich    verändert    und    zwar    ist    HV:JU=HK:JK 
=  HD:JC,  d.  h.: 

Nimmt  man  in  zwei  beliebigen  festen  Geraden  KC ,  KD  zwei  be- 
liebige feste  Punkte  J,  H  an  und  bestimmt  solche  Punktenpaare  U,  V 
in  den  Geraden ,  deren  Abstände  von  jenen  'festen  Punkten  sich 
verhalten  tvie  die  Abstände  der  letztem  von  dem  Durclisdinitte  K 
der  festen  Geraden  [jedoch  müssen  jene  in  Bezug  auf  die  resp.  festen 
Punkte  J,  H  und  auf  K  verkehrte  Lage  haben],  so  ist  der  Ort  der 
Geraden  UV  eine  bestimmte  Parabel,  welche  die  festen  Geraden  in  den- 
jenigen Punkten  C,  D  berührt,  welche  doppelt  so  weit  von  ihrem  Durdi- 
schnitte  K  entfernt  sind,  als  die  festen  Punkte  JH  und  welche  die  Ge- 
rade JH  in  ihrer  Mitte  berührt,  und  ferner  ist  der  Ort  der  Mitte  Z  der 
veränderlichen  Geraden  UV  die  durch  die  festen  Punkte  bestimmte  Ge- 
rade JH.  Oder:  Werden  die  Schenkel  eines  festen  Dreiecks  HKJ  pro- 
portional geschnitten,  jedoch  je  einer  unter  der  Grundlinie  in  der  Ver- 
längerung, und  der  attdere  über  derselben  [auch  wohl  in  der  Verlänge- 
rung über  K  hinaus],  so  unrd  die  Schneidende  UV  stets  von  der  Grund- 
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Uttie  HJ  gehälftet,  und  umgekehrt^  wird  sie  von  dieser  gehälffet,  so 
sdmeidet  sie  jene  proportional.  In  beiden  Fällen  kommen  natürlich  die 
eben  abgeleiteten  Parabelsätze  in  Betracht. 

Angenommen,  HJ  sei  eine  beliebige  Tangente  der  Parabel ,  d.  h. 
nicht  gerade  von  den  zwei  ersten  KCy  KD  so  abhängig,  dass  der 
Durchmesser  GA^  durch  K  geht,  so  kann  man  leicht  zeigen,  dass 
wenn  jene  drei  fest  sind,  jede  vierte  Tangente  UV  in  constantem 
Yerhältniss  getheilt  wird,  nämlich  dass  VZ:  ZU=  HG :  GJ  [==  KJ :  JC 
=  DH :  HK].  Denn  vermöge  je  dreier  Tangenten  hat  man  zufolge 
Torhergehender  Sätze  z.  B. 

ZG  :GJ=  TZ:  ZU  [in  Betracht  der  Tangente  ZUJ] 
ZG :  GH=  TZ:  ZV  [in  Betracht  der  Tangente  ZHV] 
daher  VZ:ZU=HG:GJ. 

Daher  lassen  sich  alle  vorstehenden  Sätze  allgemeiner  aussprechen. 
Auch  folgen  daraus  Sätze  über  das  vollständige  Yierseit  mit  Bezug 
auf  die  ihm  eingeschriebene  Parabel.  Theilt  man  nämlich  das  Stück 
HJ  irgend  einer  der  vier  gegebenen  Geraden,  welches  zwischen 
zweien,  KH,  KJ  liegt,  in  gleichem  Verhältniss  [im  Punkte  G]  wie 
das  Stück  CT  F  der  vierten,  welches  zwischen  denselben  zweien  liegt,  von 
der  ersten  HJ  [in  Z]  getheilt  wird,  und  wird  dieses  mit  Vertauschung 
der  entsprechenden  Elemente,  so^  erhält  man  die  vier  Punkte  G,  T, 
Dj  C,  in  we]chen>die  eingeschriebene  Parabel  die  vier  Geraden  berührt. 

Da  vh  s=  uij  so  folgt,  dass  die  Mitten  von  vi  und  hu  zusammen- 
fallen; aus  gleichen  Gründen  haben  hz  und  vi  einerlei  Mitte,  folglich 
haben  die  drei  Strecken  vi,  ku^  Tee  [wobei  die  HJ  ganz  beliebig  ist] 
einen  Punkt  n  zur  gemeinschaftlichen  Mitte;  oder  die  drei  Strahlen- 
paare Vv  und  c7i,  Hh  und  Uu,  Kh  und  Zz  haben  einen  gemeinschaft- 
lichen Mittelstrahl  nN,  welcher  somit  durch  die  Mitten  der  drei 
Diagonalen  VJ,  HU,  KZ  des  vollständigen  Vierseits  geht.  Dieses, 
verbünden  mit  früher  bewiesenen  Eigenschaften  gibt  den  Satz: 

IHe  Mitten  N  der  drei  Diagonalen  jedes  vollständigen  Vierseits 
biegen  in  einer  bestimmten  Geraden;  diese  Gerade  ist  parallel  der  Axe 
derjenigen  Parabel,  die  dem  Vierseit  eingeschritten  ist.  Sie  ist  senkrecht 
auf  der  Fusspunktsgeraden  [von  dem  Brennpunkte  B  aus,  dem  ein- 
zigen, der  eine  solche  ergeben  kann]  so  wie  auf  der  Geraden  L,  die 
durch  die  Durchschnittspunkte  der  Hohen  der  vier  Dreiecke  geht,  aus 
denen  das  vollständige  Yierseit  besteht. 
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Fig.  110. 


§.  21.    Quadrattir  der  Parabel. 

Das  Dreieck  DKG,  welches  durch  irgend  zwei  Tangenten  und 
deren  Berührungssehne  BC  gebildet  wird,  besteht  aus  einem  Segment 
der  Parabel  DG  CD  =  S  und  einem  concaven  Tangenten  Winkelstück 
DKCGD  =  Wf  welche  sich  wie  folgt  in  Theile  von  constantem 
Yerhältniss  und  zwar  yon  2  :  1  zerschneiden  lassen. 

Zieht  man  die  dritte  Tangente  HJ 
parallel  CD  [oder  zieht  man  aus  K  den 
Strahl  nach  der  Mitte  M  von  CD\  so  sind 
HGJ  die  Mitten  der  Geraden  KC,  KM,  KD 
und  daher  ist,  wenn  der  Inhalt  des  Dreiecks 
DKG  =  d  gesetzt  wird:    A  JKH  =-  \d  und 

ADGO=id,  also 

A  JKH  +  A  DGG  =  |rf  und 

(Si  +  Wi)  +  («2  +  w^)  =  {d . 

Wird  nun  dieselbe  Zerfallung  auf  die  zwei 
Paar  ähnlicherweise  zusammengehöriger 
Räume  $^  und  w^,  s^  und  w^  angewendet,  so 
erhält  man  ein  analoges  Resultat,  so  dass 
von  diesen  Räumen  durch  Vier  Dreiecke  [wo- 
von zwei  dem  Räume  S  und  zwei  dem  Räume  W  angehören,  und 
wo  jene  zwei  doppelt  so  gross  sind,  als  diese]  f  ihres  Inhalts  ab- 
gesondert, und  nur  \  desselben  übrig, bleibt  und  zwar  unter  der 
Form  von  vier  Paar  zusammengehörigen  s  und  to.  Da  auf  diese  vier 
Paare  weiter  dasselbe  Verfahren  angewendet  werden  kann,  so  ist  klar, 
dass  nach  der  n*^  Constraction  die  Summen  der  von  8  abgeschnittenen 

Dreiecke  DGG  etc.  =  ^-  +  -  +  — —  «_i  j  d, 

der  von   W  abgeschnittenen  Dreiecke 

zusammen  also  die  Summe  der  Dreiecke 

=  i(l  +  4  +  16 Jn-i)d 

ist  und  demnach  als  noch  nicht  berücksichtigter  Rest  =  —^  d  bleibt. 

Dass   dieser   Rest,  wenn  n   über  alle  Gränzen  gross  wird,  zum 
Verschwinden  klein  werden  muss,  ist  klar;  daher  muss  jene  doppelte 
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Reihe  von  Dreiecken  am  Ende  das  Dreieck  DKG  oder  (2  ganz  er- 
schöpfen, was  auch  schon  der  blossen  Anschauung  sich  so  darstellt, 
nnd  da  jeweilen  die  gleichzeitig  in  Betracht  kommenden  Dreiecke  sich 
verhalten,  wie  2:1,  so  muss  folglich  auch  S :  W=2  :1  sein,*  oder 

2  1 

68  ist  S  =  ~  d  und   W==  —  d  oder 

o  o 

d:S:  Tr=3:2:l,  d.  h.: 

Das  Dreieck  DKG,  welches  irgend  zwei  Tangenten  der  Parabel  mit 
der  zugehörigen  Berührungssehne  (GB)  änschliessen,  wird  dem  Inhalte 
)wc*  darA  den  ParäbeJhogen  in  einem  einfachen  constanten  Verhältni'SS 
gäheät,  nämlich  so,  dass  das  äegment  über  der  Sehne  GGDG  sich  zu 
km  im  Tangentenmnhel  GKDGG  verhält  tvie  2:1,  oder  dass  erster  es 

^  und  das  and&^e  ■«  des  genannten  Dreiecks  ist. 

Zieht  man  die  Strahlen  GÄ^,  DÄ^y  die  der  Tangente  HJ  in 
Cj,  Dl  begegnen,  so  entsteht  das  Parallelogramm  GDD^G,  welches 
ab  dem  Segment  GGDG  zugehörig  bezeichnet  werden  soll,  und 
welches  offenbar  ^mal  so  gross  ist,  als  dieses  letztere,  da  es  mit  dem 
Dreiecke  GKD  inhaltsgleich  ist.  Also :  Jedes  Paräbdsegment  ist  |  mal 
^  gross  als  das  zugehörige  Parallelogramm. 

Aus  dem  vorhin  aufgestellten  Satze  folgt  unmittelbar  eine  eben 
so  einfache  Relation  zwischen  den  Inhalten  zweier  zusammengehörigen 
Vielecke   [wEcke],  die  der  Parabel  ein-  und 
umschrieben   sind,  und  wobei  die  Ecken  des  ^    Fig.  iii. 

ersten    zugleich    die    Berührungspunkte    der 
Seiten  des  andern  sind. 

Betrachtet  man  unter  dieser  Bedingung 
z.  B.  zwei  Dreiecke  DFG  und  GEH,  deren 
Inhalte  [oder  Flächen]  durch  F,  V^  bezeichnet 
werden  mögen,  so  dass  das  Segment  8  in 
die  drei  Theile  F,  5^,  s^  und  das  Tangenten- 
winkßlsegment  TT  in  die  drei  Theile  F^ ,  w^y 
V»  zerlegt   ist,    dann    hat    man: 

Tr=  ^S,  w^  =  ^Sj,  w^  =  ^s^  also 
T—  u?j  —  w^^=^^{S — SjL  —  %)  ^^^^  desshalb 

Man   hat    also    den    Satz:     Der  Inhalt 
^  umschriebenen   Dreiecks   ist   halb  so  gross,  als  der  des  zugehörigen 
^fyeschriebenen  Dreiecks. 

Betrachtet  man  femer  irgend  vier  Punkte  a,  b,  c  und  d,  die  in  der 
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Fig.  112. 


Parabel    liegen,    neb$t  den   vier  zugelwrigen  Ta/ngenten  AB  CD,  so  be- 
stimmen jene,   so  tvie  diese,  drei  versdiiedene  einfache   Vierecke,  weMie 

einander  paarweise  entdecken,  und  von 
denen  zu  zeigen  ist,  dass  ihre  Lihälte 
in  dem  Verhältniss  von  2 :  1  stehen. 
Von  den  drei  eingeschriebenen  Vierecken 
ist  das  eine  abcda  convez^  und  die  zwei 
übrigen  abdca  und  adbca  sind  über- 
schlagene;  von  den  umgeschriebenen  ist 
eines,  ÄDBC,  convex,  das  zweite,  AB  CD, 
concav  [d.  h.  mit  einspringendem  Winkel] 
und  das  dritte  ABDC  überschlagen.  Es 
entspricht  aber  nicht  das  conveze  dort 
dem  convexen  hier,  sondern  sie  ent- 
sprechen sich,  wie  schon  aus  der  Be- 
zeichnung hervorgeht,  in  folgender  Ord- 
nung: 

entspricht  AB  CD  [concav]. 

II.  abdc  [überschlagen]  entspricht  ABDC  [überschlagen]. 

III.  adbc  [überschlagen]  entspricht  ADBC  [convex]. 


I.  ab  cd  [convex] 


Fig.  118. 


Der  dritte  Fall  nöthigt  also  von  selbst,  wofern  nämlich  ein  all- 
gemein  gültiges   Gesetz   aufgestellt  werden   soll,  über  den  Inhalt  des 

überschlagenen  Vierecks  sich  zu  ver- 
ständigen. Sei  abdc  ein  convexes 
Viereck,  so  ist  dessen  Inhalt  gleich 
der  Differenz  der  Inhalte  der  Drei- 
ecke abd  und  acd.  Wenn  also  c 
auf  einer  Parallelen  zu  ad  sich  be- 
wegt, während  die  Punkte  abd  fest 
bleiben,  so  ändert  sich  der  Inhalt 
des  Dreiecks  acd,  also  auch  der  Inhalt  des  Vierecks  abdc  nicht 
Nimmt  man  die  Richtigkeit  dieser  Bemerkung  auch  für  den  Fall  an, 
wo  c  ausserhalb  des  Dreiecks  abd  liegt  [z.  B.  nach  c  gekommen  ist], 
wo  also  abdca  ein  überschlagenes  Viereck  heisst,  so  ist  der  Inhalt  des- 
selben =  abd  —  ade.  Ist  schliesslich  e  der  Durchschnitt  von  bd  und 
ac,  so  ist  dem  Inhalte  nach: 

A  a6d  «=  a6c  +  acd 

A  acd  =  aed  +  edc ,  also 

Viereck  abedcea  «=  abe  —  edc ,  d.  h. 


§.  21.   Quadratur  und  Parabel.  139 

Der  InhaU  eines  überscMagenen  Vierecks  ist  gleich  der  Differenz 
der  IhhcUte  der  beiden  Dreiecke,  aus  denen  es  besteht*). 

Jetzt  hat  man  zunächst  für  den  Fall  L: 

Das  conveze  Viereck  abcd  «=  Segment  abcda  —  a  —  ß  —  y 
ferner  (1463)  oder  ABCD  =  Arbelos  aSdcba  —  a^  —  ßi  —  yi  ; 

da  jede   obere  Grösse  nach  dem  Gleichheitszeichen  doppelt  so  gross 
ist,  als  die  entsprechende  untere^  so  muss  sein: 

Viereck  abcd  =  2  .  Viereck  ABCD  . 

Im  Falle  11.  ist  x  +  u  =  2X,  y  +  «  =  2 F,  also  {x  —  y)  = 
2 (Z  —  r)   oder  (y  —  x)  =  2  {Y  —  x)  ,  also  ist  auch 

Viereck  abcd  =  2,  Viereck  ABDC. 

Für  den  Fall  III.  bemerke  man,  dass-  das  überschlagene  Vier- 
eck adbca  aus  den  beiden  Dreiecken  ade  und  bce  besteht;  ihm  ent- 
spricht das  convexe  Viereck  ADBC  oder  3  54  2.     Man  hat  nun: 

A  acd  =  2.  A  236 

A6crf  =  2.  A456,  also 

2(A236  —  A456  =  Aacd— A6cd  =  Aaed  — A6ec,  d.  h. 

Viereck  adbc  =  2  .  Viereck  ADBC, 

Damit  ist  der  verlangte  Nachweis  für  jedes  der  drei  Vierecke 
geleistet. 

Ebenso  kann  gezeigt  werden,  dass,  wenn  man  in  der  Parabel 
tonf  beliebige  Punkte  annimmt,  und  dieselben  nach  irgend  einer  Ord- 
nung der  Reihe  nach  durch  Gerade  verbindet,  das  dadurch  entstehende 
Fünfeck,  welche  Form  es  immerhin  haben  mag,  allemal  doppelt  so 
gross  ist,  als  das  zugehörige  umgeschriebene  Fünfeck,  dessen  Seiten 
die  Tangenten  in  den  Ecken  des  angenommenen  sind,  und  welche 
Seiten  in  ganz  entsprechender  Ordnung  in  ihren  Schnittpunkten  die 
Ecken  erzeugen,  so  dass  also  dieses  Gesetz  für  alle  zwölf  Paare  von 
Fünfecken,  welche  durch  jene  fünf  Punkte  bestimmt  sind,  zugleich 
stattfindet.  Dasselbe  ist  für  sechs,  sieben  etc.,  n  Punkte  der  Fall,  so 
dass  man.  allgemein  behaupten  kann:  Der  Inhalt  jedes  beliebigen  der 
Parahel  eingeschriebenen  n  Ecks  ist  doppelt  so  gross,  als  der  Inhalt  des 
^tgdiSrigen   umschriebenen  n  Ecks.     Hierdurch   ist   also  auch  zu  ent- 


*)  Es  bleibt  allerdings  hierbei  das  Vorzeichen  des  GesammtinhalteB  ua- 
bestimmt.  So  wie  Strecken  auf  einer  Geraden  erst  dann  vollkommen  gegeben 
lind,  wenn  ihre  positive  Richtung  bestimmt  ist,  so  bedürfen  Flächenstücke  in 
«mer  Ebene  zur  Fortsetenng  ihres  Vorzeichens  noch  einer  Annahme  darüber^  in 
welcher  Richtung  der  von  einem  gewählten  Anfangspunkt  ausgehende  Radius 
Vector  die  Fläche  in  positivem  Sinne  überstreicht 
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Fig.  114. 


scheiden^   was  bei  gewissen,   auch   wohl  sehr  verwickelteu  Fünfecken 
oder  n  Ecken  unter  deren  Inhalt  zu  verstehen  sei.  — 

Es  lässt  sich  nun  femer  zeigen,  dass  der  Inhalt  der  Parabel- 
segmente nach  einem  einfachen,  bestimmten  Gesetz  von  der  Höhe, 
oder  dem  Abstände  der  beiden  Durchmesser  von  einander  abhängt, 
zwischen  denen  das  Segment  liegt. 

Es  seien  OB,  CD  irgend 
zwei  feste,  und  GF  eine  be- 
liebige dritte  Tangente.  Durch 
den  Berührungspunkt  E  gehe 
der  Strahl  UEA^  parallel 
der  Axe,  so  ist  HF=FD. 
Es  kann  immer  DFiJDC 
=  1  :  j  gesetzt  werden ,  wo 
q  irgend  welche  Zahl  bedeutet. 
Dann  ist  auch  CG : GB  =  1  :q 
und  ebenso  FE :  FG  =  1  :  g. 
Hienach  folgt,  wenn  A  DCB 
=  2),  AFCG^D,,  ADEF 
=  (?  und  AFEH=dj^  ge- 
setzt und  bemerkt  wird,  dass 
D  und  Dl  bei  C,  femer  D^ 
und  d^  bei  F  einen  gemein- 
schaftlichen Winkel  haben. 


A 


^-l^l=-ÜD  [nämlich  =P(g--^)«.jP] 

q.q  qß-qa 


1  .  1 


d  =^  dl ,  folglich 
d^\D. 

Wird  noch  bemerkt,  dssB  DF:  DC  =  DJ:  DB  =  l  :q  ,  so  folgt 
aus  der  letzten  Gleichung  zunächst  der  Satz:  Die  Inhalte  (d,  D) 
irgend  ziveier  Tangentensehnendreiecke  (DCB,  DFE),  welche  eine  ge- 
meinschaftliche Tangente  DFG  haben  [in  der  ihre  Grimdlinien  liegen], 
verhalten  sich  tme  die  Guben  der  Abstände  (DJ:  DB)  der  Durchmesser 
DA  und  EA;  DA  und  CA,  zwischen  detmi  die  Dreiecke  liegen. 

Läge  das  kleinere  Dreieck  DFE  an  der  festen  Tangente  bei  JB, 
wie  BF^Ei,  und  hätten  die  Durchmesser  E^A,  BA  gleiche  Höhe 
wie  diejenigen,  zwischen  denen  DFE  liegt,  also  BJ^  =  DJ,  so 
würde     auch     BF^  :  BG  =  BJ^  :  BD  =  l  :  q    sein,     und    folglich 
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ABF^E^  =  -[  D  und  somit  BF^E^  =  DFE  sein.    Es  ist  aber  auch 

klar^  dass^  welche  Lage  diese  Dreiecke  haben  mögen,  sie  immer  auf 
ein  und  dasselbe  Di'eieck  DGB,  welches  mit  jedem  von  jenen  eine 
Tangente  gemein  hat,  bezogen  werden  können. 

Daher  folgt  weiter:  Bei  einer  und  derselben  Parabel  haben  Tan- 
geniensehnendreiecke  (DFE,  BF^E^),  tvelche  zwisdien  Durchmessern 
ton  gleicher  Hohe  [oder  gleichem  Abstände  von  einander]  liegen, 
gleidien  FläcJieninhalt,  und  auch  umgekehrt.  Femer:  Je  zwei  Tangenten- 
Sehnendreiecke  bei  der  nämlichen  Parabel  [resp.  ihre  Inhalt«]  verhalten 
sich  une  die  Guben  der  Hohen  der  zwei  Paar  Durchmesser,  zwischen 
denen  sie  liegen.  Diese  Sätze  lassen  sich  nach  Früherem  unmittelbar 
auf  die  Segmente  der  Parabel,  und  zwar  sowohl  auf  die  über  den 
Sehnen  DE  und  DB  als  die  in  den  Tangentenwinkeln  (die  Arbelen) 
übertragen;  nämlich  jede  Art  für  sich  betrachtet,  verhält  sich  dem  In- 
halte nach,  wie  die  Guben  ihrer  Höhen  in  Bezug  auf  die  Durchmesser, 
welche  durch  die  Endpunkte  ihrer  Sehnen  gehen. 

Betrachtet  man  mit  dem  Dreieck  DFE  zugleich  das  Dreieck 
BGE,  welche  zusammen  die  Höhe  des  Dreiecks  DGB  haben,  so  hat 
man    für  jenes,  wenn  dessen  Inhalt  durch  d  bezeichnet  und  bemerkt 

wird,  d^LSS  BG:BG  =  q—l:q,  d^^^^^^^D]    oder    für    beide 

hat  man:    f/'d=-f/D,   f/ä  =  *-^  f/D  und  folglich 

di  +  *i  =  Di 

d.  h.:  Ist  die  Hohe  oder  der  Abstand  der  Durchmesser,  zwischen  weldien 
irgend  ein  Tangentensehnendreieck  liegt,  so  gross  als  die  Summe  der 
Höhen,  wdche  irgend  zwei  andern  Dreiecken,  in  gleichem  Sinne  ge- 
nommen, zukommen:  so  ist  die  Gubikwurzd  aus  dem  Inhalte  jenes 
Dreiecks  der  Summe  der  Gubikwurzeln  aus  den  Inhalten  der  zwei  anderfi 
gleich.  Dieser  Satz  ist  nämlich  nach  dem  allgemeinen  Ausdrucke, 
wie  er  hier  gegeben  ist,  richtig,  nicht  blos  für  den  Fall,  wo  die  drei 
Sehnen  oder  Grundlinien  {DB,  DE,  EB)  der  in  Bede  stehenden 
Dreiecke  ein  der  Parabel  eingeschriebenes  Dreieck  bilden,  vqn  welchem 
Falle  die  Betrachtung  ausging. 

Bezeichnet  man  die  Inhalte  der  Segmente,  welche  über  den 
Grundlinien  jener  drei  Dreiecke  liegen,  durch  S,  s  und  c,  so  ist 
gleicherweise: 

S*  +  (T*  =  Si 

d.  L:  Ist  die  Hohe  eines  beliebigen  Parabelsegments  in  Bezug  auf  die 
Durchmesser  so  gross  als  die  Summe  der  Höhen  irgend  zweier  anderer 
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Segmente  derseR)en  Parabel,  so  ist  die  Cnhikwurzel  aus  dem  Inhalte  des 
ersten  Segments  gleich  der  Summe  der  Cubikwurzeln  aus  den  Inhalten 
der  zwei  letztem  Segmente. 

Durch  Wiederholung  lässt  sich  dieser  Satz,  so  wie  auch  der 
vorige,  stufenweise  auf  beliebig  viele  [vier,  fünf,  sechs,  .  .  .  n]  Seg- 
mente ausdehnen,  wodurch  man  zu  dem  folgenden,  scheinbar  allge- 
meinen Resultate  gelangt:  Ist  die  Höhe  eines  Parabelsegments  in 
Beziehung  auf  die  Durchmesser,  zwischen  denen  es  liegt,  so  gross  als 
die  Summe  der  Höhen  von  irgend  n  andern  Segmenten  der  näm- 
lichen Parabel,  so  ist  die  Cubikwurzel  aus  jenem  der  Summe  der 
Cubikwurzeln  aus  den  letztem  gleich.  Oder  in  einer  Formel,  in 
welcher  die  Bedeutung  der  einzelnen  Zeichen  leicht  zu  erkennen  ist. 

ßfi  =  5^i  -|-  5j^i  -|-  5^i  .  .  .  .  5^i  . 

Insbesondere  folgt  daraus:  Ist  irgend  ein  convexes  (n  +  1)  Eck 
einer  Parabel  eingeschrieben,  so  ist  die  Cubiktvurzd  des  Segments  über 
der  grössten  Seite  der  Summe  der  Cubikwurzeln  der  Segmente  über  den 
übrigen  n   Seiten  gleich.     Haben   die   letztern  n  Segmente  unter  sich 

gleiche  Höhen,  so  haben  sie  auch  gleiche  Inhalte,  so  dass  S^^  »=  n  •  s^ 
oder  S  =  n^s^ .  Wird  ferner  der  Inhalt  des  (n  -f-  1)  Ecks  durch  V 
bezeichnet,  so  ist  V=  S —  ns^.  Beide  Gleichungen  verbunden  [durch 
Elimination  von  s^  ergeben: 

Diese  Formel  zeigt,  wie  der  Inhalt  V  eines  der  Parabel  ein- 
geschriebenen (n-f-1)  Ecks,  dessen  Seiten  alle,  ausgenommen  die 
Grundlinie  [oder  die  grösste],  gleiche  Höhe  haben,  aus  dem  Inhalte 
des  Segments  über  der  Grundlinie  zu  finden  ist,  oder  auch  umgekehrt, 
dieser  aus  jenem,  nämlich 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt  femer: 

F=n(n*  — l)s  =  (n  — l)n(n+l)s, 

Äs»  =  (S  —  Vf  oder  s  =  {8—V)  j/l— J,  endUch 

Ist  insbesondere  n  =  2 ,  so   gibt  die  Formel :   V  = 5 —  S  ein 

bekanntes    Resultat,    welches    nämlich    das   Yerhältniss    eines    Seg- 
ments   zu    dem    grössten    Dreieck    über  seiner  Sehne  anzeigt,  es  ist 
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S:  F=  4  :  3*).'  Aber  auch  für  jeden  andern  Werth  von  n  hat  unter 
den  gegenwärtigen  Bedingungen^  dass^  nämlich  die  n  Seiten  einerlei 
Hohe  haben  ^  das  Vieleck  für  eine  •  gegebene  Höhe  der  Grundlinie 
den  grossten  Inhalt. 

Ein  anderes  Verfahren^  die  Parabel  zu  quadriren^  beginnt  da- 
mit, dass  der  Inhalt  irgend  eines  Sectors  aus  dem  Brennpunkte  B 
bestimmt  wird,  und  zwar  durch  Hülfe  des  ihm  entsprechenden  ge- 
xnischtlinigen  Vierecks  ^  welches  zwischen  dem  Bogen^  der  Leitlinie  L 
und  den  beiden  aus  den  Endpunkten  des  Bogens  auf  die  Leitlinie 
gefällten  Perpendikel  liegt.  Der  Sector  ist  stets  die  Hälfte  von  diesem 
Viereck.  Daraus  wird  sofort  auch  der  Inhalt  jedes  beliebigen  Seg- 
ments gefunden,  sobald  seine  Lage  und  seine  Hohe  übef  der  Axe  ge- 
geben sind.  Aber  auch  umgekehrt  kann  aus  dem  oben  gefundenen 
Ausdrucke  für  den  Inhalt  des  Segments  der  Inhalt  des  Sectors ;  oder 
dessen  Yerhältniss  zu  dem  genannten  Viereck  bestimmt  werden. 

Es  sei  B  der  Brennpunkt,  CD  die  Leitlinie  und  Ä  der  Scheitel 
einer  Parabel  AGB,     Aus  irgend  einem  Punkte  H  der  Parabel  ziehe 

Pig.  115. 


man  die  Geraden  HB  und  HJ,  die  erste  nach  dem  Brennpunkte  und 
die  andere  senkrecht  auf  die  Leitlinie ,  so  ist  HB  =  HJ.  Ferner 
ziehe    man  die    Gerade  BJ  und  die  Tangente  H,  nämlich  HK,  so 


*)  In  Fig.  110  lassen  sich  über  der  Grondlinie  CD  unendlich  viele  Dreiecke 
beschreiben,  deren  Spitze  in  dem  begränzten  Parabelbogen  CGD  liegt.  Unter 
allen  diesen  hat  das  Qreieck  CGD  den  grössten  Flacheninhalt  und  je  zwei 
andere  ergeben  unter  sich  gleichen  Inhalt,  wenn  die  Verbindungsgerade  ihrer 
Spitzen  der  Tangente  im  Punkte  G  parallel  ist. 
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steht  diese  auf  jener  senkrecht  und  hälftet  sie  in  ,K,  so  dass  BX 
=  JK.  Nimmt  man  nun  in  der  Tangente  HK  auf  beiden  Seiten 
von  H  zwei  Punkte  G  und  Ey  welche  gleichweit  von  H  entfernt  sind, 
und  zieht  aus  denselben  die  Geraden  GB  und  EB^  GF  und  ED, 
wovon  die  zwei  letztem  senkrecht  auf  CD  stehen,  also  parallel  HJ 
laufen,  so  ist,  wie  man  sieht,  das  Paralleltrapez  DEGF  doppelt  so 
gross  als  das  Dreieck  BGE,  denn  es  ist 

DEGF^JK'GE   und   ABGE^^^^^^, 

wo,  wie  vorhin  bemerkt,  JK  *=  BK.  Denkt  man  sich  nun  die  beiden 
Punkte  G  und  E  immer  näher  und  schliesslich  unendlich  nahe  an  Hj 
so  kann  man  sie  als  in  der  Parabel  liegend  ansehen,  und  es  folgt  so- 
dann, dass  ein  Sector  BGHE^  dessen  Bogen  GHE  unendlich  klein 
ist,  halb  so  gross  sei,  als  das  zugehörige  Paralleltrapez  DEHGFj 
welches  den  nämlichen  Bogen  EHG  zur  Seite  hai 

Nun  lassen  sich  aber  jeder  beliebige  Sector  BGMnnd  das  ihm 
entsprechende  gemischtlinige  Paralleltrapez  LMEGF  in  solche  unend- 
lich kleine  Elemente  zerlegen,  welche  paarweise  das  Yerhältniss  1  : 2 
haben,  wie  die  Elemente  BGHE  und  DEHGF,  daher  müssen  auch 
sie,  als  die  Summen  dieser  Elemente,  das  nämliche  Yerhältniss  zu 
einander  haben.  Daraus  schliesst  man  folgenden  Satz,  von  welchem 
aus  alle  mit  der  Quadratur  der  Parabel  zusammenhängenden  Fragen 
behandelt  werden  können: 

Jeder  Parabelsector  BGEMB  ztvischen  zwei  Strahlen  BG,  BM, 
die  vom  Brennpunkte  ausgehen,  hat  halb  so  grossen  Flächeninfmlt,  als 
das  ihm  zugehörige  gemischtlinige  ParäUeltrapez  FGEMLFy  welches  den 
Bogen  GEM  jenes  Segments ,  die  aus  den  Endpunkten  GM  derselbeft 
auf  die  Leitlinie  geßllten  Perpendikel  GF^  ML  und  das  zwischen  diesen 
liegende  Stück  FL  der  Leitlinie  zu  Seiten  hat 
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Brennpunktseigenschaften  der  Kegelschnitte. 

§.  22.    Confocale  Eegelsclmitte.     Constmction  der   Eegelschnitte   aus 

gegebenen  Elementen. 

Die  vorangehenden  Kapitel  über  Ellipse^  Hyperbel  und  Parabel 
zeigen  genugsam ,  wie  eine  Reihe  von  Eigenschaften,  welche  für  eine 
einzelne  dieser  Curven  bewiesen  wurden,  ihre  Gültigkeit  für  alle 
Eegelschnitte  behalten.  Wenn  auch  Ellipse  und  Hyperbel  sich  gegen- 
seitig bedeutend  naher  stehen,  als  jede  von  ihnen  der  Parabel,  so  ist 
doch  in  den  meisten  Fällen  keine  Schwierigkeit  vorhanden,  Sätze, 
welche  von  den  beiden  ersten  gelten,  auf  die  letztere  zu  übertragen, 
indem  man  einfach  berücksichtigt,  dass  der  zweite  Brennpunkt  der 
Parabel  der  unendlich  entfernte  Punkt  ihrer  Axe  ist.  Einige  Bei- 
spiele, die  sich  in  den  frühem  Entwicklungen  von  selbst  dargeboten 
hatten,  mögen  hier  in  Kürze  wiederholt  werden,  damit  an  sie  weitere 
Eigenschaften  geknüpft  werden  können,  die  allen  Kegelschnitten  ge- 
meinschaftlich sind. 

1.  Der  Ort  aller  derjenigen  Punkte,  welche  gleichweit  abstehen 
Ton  einem  festen  Punkte  B  und  von  einem  festen  Kreise  mit  dem 
Mittelpunkte  A  und  dem  Radius  2a,  ist  ein  Kegelschnitt,  welcher  A 
und  B  zu  Brennpunkten  und  den  Radius  2  a  zur  grossen  Axe  hat. 
Liegt  B  ausserhalb  des  Kreises,  so  ist  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel, 
liegt  B  innerhalb  des  Kreises,  so  erhält  man  eine  Ellipse.  Um  die 
Parabel  zu  erzeugen,  lässt  man  den  Kreis  in  eine  Gerade  übergehen, 
welche  dann  zur* Leitlinie  der  Parabel  wird. 

2.  Die  Gegenpunkte  des  Brennpunktes  jß  eines  Kegelschnittes  in 
Bezug  auf  sämmtliche  Tangenten  desselben,  liegen  in  einem  Kreise, 
welcher  den  andern  Brennpunkt  A  zum  Mittelpunkt,  und  die  grosse 
Axe  des  Kegelschnitts  zum  Radius  hat.  Für  die  Parabel  rückt  der 
Mittelpunkt  dieses  Kreises  in's  Unendliche  und  der  Kreis  selbst  wird 
XU  einer  Greraden  [der  Leitlinie]. 
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3.  Fällt  man  vom  Brennpunkte  B  eines  Kegelschnitts  Perpendikel 
auf  sämmtliclie  Tangenten  derselben  ^  so  liegen  deren  Fusspunkte  in 
einem  Kreise,  der  über  der  grossen  Axe  des  Kegelschnitts  als  Durch- 
messer beschrieben  ist.  Im  Falle  der  Parabel  geht  dieser  Kreis  in 
die  Scheiteltangente  über. 

4.  Die  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  des  Kegelschnitts  bildet 
mit  den  zugehörigen  Brennstrahlen  gleiche  Winkel.  Bei  der  Ellipse 
geht  die  Tangente  ausserhalb^  bei  der  Hyperbel  zwischen  den  beiden 
Brennpunkten  durch;  bei  der  Parabel  ist  der  eine  Brennstrahl  parallel 
der  Axe. 

5.  Bewegt  sich  ein  Punkt  C  derart,  dass  sein  Abstand  p  von 
einem  festen  Punkte  B  zu  seinem  Abstände  q  von  einer  festen  Ge- 
raden L  in  einem  bestimmten  constanten  Verhältniss  —  =  k  steht,  so 

ist  sein  Ort  ein  Kegelschnitt  mit  B  als  Brennpunkt  und  L  als  zu- 
gehöriger Leitlinie,  und  zwar  für  A  <  1  eine  Ellipse,  für  A  =  1  eine 
Parabel  und  für  A  >  1  eine  Hygerbel. 

Auf  diese  Sätze  gestützt  wollen  wir  jetzt  eine  Reihe  ron  Auf- 
gaben lösen,  welche  die  ^Bestimmung  der  Kegelschnitte  aus  gegebenen 
Elementen  betreffen. 

Um  den  Kegelschnitt  zu  construiren,  wurden  früher  immer  die 
Brennpunkte  und  die  grosse  Axe  als  bekannt  vorausgesetzt.  Es  soll 
nun  die  grosse  Axe  eines  Kegelschnitts  bestimmt  loerden,  von  welchem 
die  Brennpunkte  A  und  B  und  eine  Tangente  G  gegthen  sind.  Man 
suche  den  Gegenpunkt  A'  von  A  in  Bezug  auf  6r,  so  ist  BA'  die 
grosse  Axe  des  Kegelschnitts.  Derselbe  ist  eine  Hyperbel,  wenn  G 
die  Gerade  AB  auf  der  Strecke  AB  und  eine  Ellipse,  wenn  G  die 
Gerade  AB  ausserhalb  der  Strecke  AB  trifft.  Geht  G  durch  A  oder 
B  selbst,  so  r^duzirt  sich  der  Kegelschnitt  auf  die  doppelt  gelegte 
Gerade  AB,  welche  ebensowohl  als  Ellipse  wie  als  Hyperbel  anzusehen 
ist,  je  nachdem  man  die  Strecke  AB  selbst  oder  ihre  Ergänzung  in's 
Unendliche  bevorzugt.  Man  könnte  auch  so  verfahren:  durch  Hal- 
birung  der  Strecke  AB  findet  man  den  Mittelpunkt  M.  Fällt  man 
von  A  aus  ein  Perpendikel  auf  G,  dessen  Fusspunkt  F  sein  möge, 
so  schneidet  der  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  M  und  dem  Radius  MF 
auf  der  Geraden  AB  die  Endpunkte  der  grossen  Axe  aus. 

Liegt  der  Brennpunkt  A  in  unendlicher  Entfernung,  so  kann  er 
nicht  verzeichnet  werden,  aber  er  ist  vollständig  bestimmt,  sobald 
man  die  Richtung,  in  welcher  er  liegt,  angibt.  Zieht  man  dann  durch 
B  eine  Gerade  parallel  dieser  Richtung,  so  ist  dieselbe  die  Axe  aller 
Parabeln,   welche   B   und  A^  zu  Brennpunkten   haben.     Nach  dem 
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Torhergehenden  muss  also  die  Parabel  bestimmt  sein,  sobald  man  von 
ihr  den  Brennpunkt  B^  die  Axe  BÄ^  und  eine  Tangente  G  kenni 
In  der  Tbat  findet  man  einen  Punkt  der  Leitlinie ,  indem  man  den 
Gegenpunkt  B'  von  B  in  Bezug  auf  G  construirt.  Das  Perpendikel 
Ton  B^  auf  BÄ^  ist  dann  die  Leitlinie  selbst,  welche  mit  dem  Brenn- 
punkt zusammengenommen,  die  Parabel  vollständig  bestimmt.  Oder, 
was  unter  Umständen  zweckmässiger .  sein  kann:  Der  Fusspunkt  JP 
des  von  B  auf  G  gefällten  Perpendikels  ist  ein  Punkt  der  Scheitel- 
tangente^  welche  dadurch  gegeben  ist,  und  mit  dem  Brennpunkte  die 
Parabel  bestimmt.  [Auch  hier  ist  der  Grenzfall  leicht  zu  erledigen, 
wo  G  entweder  durch  B  oder  Ä^  geht.] 

Wenn  van  einem  Kegelschnitte  ein  Punkt  C  und  die  BrmnpmiJcte 
Ä  und  B  gegeben  sind,  so  ist  derselbe  nicht  eindeutig  bestimmt,  sondern 
iann  entweder  eine  Ellipse  mit  der  grossen  'Axe  AC  +  CB,  oder  eine 
Hyperbel  mit  der  grossen  Axe  AC —  CB  [abgesehen  vom  Vorzeichen] 
mn,    Dass  in  der  That  zwei  Kegelschnitte  durch  A,  B,  C  bestimmt 
sind,  wird    durch  die  folgende . Betrachtung  klar:     Bei  jedem  Kegel- 
schnitte bildet  die  Tangente  ih  einem  beliebigen  Punkte  mit  den  zu- 
gehörigen Leitstrahlen  nach  den  Brennpunkten  gleiche  Winkel.    Zieht 
man  also    die  Geraden  AC  und  CB  imd  halbirt  den  Winkel,  so  ist 
die  Halbirungsgerade  die  Tangente  im  Punkte  C  des  Kegelschnittes; 
dprch  diese  Tangente  und  die  Brennpunkte  ist  nun  nach  dem  Vorigen 
der   Kegelschnitt    eindeutig    bestimmt.     Aber   die   Geraden  AC  und 
CB  bilden    miteinander  vier  Winkel,  welche  zwei  zu  einander  senk- 
rechte Halbirungsgerade  zulassen,  G  und  G',  von  denen  jede  als  Tan- 
gente einen   Kegelschnitt   mit   den    Brennpunkten  A  und  B  erzeugt, 
und  zwar    die   eine  eine  Ellipse,  die  andere  eine  Hyperbel.     Ellipse 
und  Hyperbel   schneiden   einander  ausser  in  C  noch  in  drei  andern 
Punkten,  welche  zu  (7  in  Bezug  auf  die  gemeinsamen  Axen  der  beiden 
K^elschnitte  symmetrisch  sind*).     Da  in  jedem  dieser  vier   Punkte 
die  Hyperbeltangente  und  die  Ellipsentangente  senkrecht  zu  einander 
stehen,  so  sagt  man,  dass  auch  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  in  ihren 
vier  gemeinschaftlichen  Punkten  sich  rechtwinklig  schneiden. 

liegt   der   Brennpunkt  A   in   unendlicher  Entfernung,  so  gehen 
sowohl    die    £llips6   als   die   Hyperbel   in  Parabeln   über.     Diess  be- 


*)  In  dieser  Zweideatigkeit  liegt  auch  der  Grund,  warum  unsere  mechanische 
Construcidon  der  Hyperbel  [§.  7]  zugleich  einen  Ellipsenbogen  ergibt.  Wenn 
man  [Fig.  36]  auf  AD  mit  C  nach  D  hinrückt ,  so  erhält  man  zunächst  ein 
8ifick  der  Hyperbel,  kommt  man  nach  D  hinein  und  rückt  darüber  hinaus,  so 
biegt  man  unter  rechtem  Winkel  ab  in  ein  Stück  der  Ellipse. 
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stätigt  sich  auch  wie  folgt:  Durch  den  Brennpunkt  B  und  die  Axe 
BÄfg^  ist  die  Parabel  noch  nicht  bestimmt.  Kennt  man  nun  noch 
einen  Punkt' (7  derselben,  so  kann  man  die  Tangente  in  diesem  Punkte 
finden,  indem  man  den  Winkel  der  Strahlen  CB  und  CA^  halbirt. 
Äf^  kann  aber  sowohl  auf  der  einen  als  auf  der  andern  Seite  von  B  als  im 
Unendlichen  liegend  angenommen  werden,  demzufolge  lassen  die  Strahlen 
CB  und  CA^  zwei  winkelhalbirende  Gerade  zu,  die  senkrecht  auf- 
einanderstehen.  Also:  Es  gibt  ztvei  Parabeln,  die  einen  Punkt  B  mm 
Brennpunkt,  eine  Gerade  BA^  zur  Axe  haben  und  welche  zugleich  durch 
einen  Punkt  C  gehen.  Diese  Parabeln  schneiden  sich  im  Punkte  C  und 
dem  Gegenpunkte  von  C  in  Bezug  auf  die  gemeinsckaßliche  Axe'  recht- 
winklig, da  jeweilen  ihre  Tangenten  in  den  betreffenden  Schnittpunkten 
sich  unter  rechtem  Winkel  begegnen. 

Durch  diese  Sätze  gewinnt  man  eine  üebersicht  über  die  unend- 
lich vielen  Kegelschnitte,  welche  zwei  Punkte  A  und  B  zu  gemein- 
schaftlichen Brennpunkten  haben;  solche  Kegelschnitte  heissen  Äomo- 
focal  oder  confocal.  Ihre  Gesammtheit  wird  als  eine  Schaar  bezeichnet. 
Wir  setzen  zunächst  voraus,  dass  keiner  der  Brennpunkte  im  Unend- 
lichen liege,  dann  ist  die  Mitte  M  von  AB  gemeinsamer  Mittelpunkt 
der  Kegelschnitte;  dieselben  haben  überdiess  AB  und  die  in  Jlf  senk- 
recht auf  AB  errichtete  Gerade  zu  gemeinsamen  Axen  [nur  der  Lage, 
nicht  der  Grösse  nach].  Jede  beliebige  Gerade  G  in  der  Ebene  ist 
Tangente  eines,  aber  auch  nur  eines  der  Kegelschnitte  der  Schaar;  der- 
selbe ist  Hyperbel  oder  Ellipse,  je  nachdem  G  die  Gerade  AB  auf 
der  Strecke  AB  oder  ausserhalb  derselben  schneidet.  Dureh  irgend 
eitlen  Punkt  C  in  der  Ebene  gehen  zwei  Kegelschnitte  der  Schaa/r,  welche 
sich  in  vier  symmetrisch  zu  den  Axen  gelegenen  Punkten  schneiden, 
von  denen  einer  C  ist.  Wenn  C  auf  einer  der  Axen  liegt,  so  löst 
sich  der  eine  der  beiden  Kegelschnitte  in  die  doppelt  gelegte  durch 
ihn  gehende  Axe  auf  und  es  ist  dann  leicht  zu  entscheiden,  ob  der 
andere  Hyperbel  oder  Ellipse  sei.  Einer  der  Kegelschnitte  ist  Hy- 
perbel, der  andere  Ellipse;  in  den  vier  Schnittpunkten  stehen  sie 
senkrecht  zueinander.  Die  Schaar  confocaler  Kegelschnitte  zerfällt 
demnach  in  eine  Schaar  Ellipsen  imd  eine  Schaar  Hyperbeln.  Jede 
Curve  der  einen  Art  schneidet  keine  Curve  derselben  Art,  aber  jede 
Curve  der  andern  Art,  und  zwar  in  vier  Punkten  rechtwinklig. 

Fällt  der  eine  Brennpunkt  in  unendliche  Entfernung,  so  werden 
Ellipsen  und  Hyperbeln  zu  Parabeln  von  gleichem  Brennpunkt  und 
gleicher  Axe.  Man  erhält  also  zwei  Schaaren  confocaler  Parabeln, 
die  sich  dadurch  unterscheiden,  dass  die  Scheitel  der  einen  Schaar  auf 
der   einen   Seite   des   Brennpunkts,   die    Scheitel    der  andern  auf  der 
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andern  Seite  derselben  liegen.  Eine  Parabel  der  einen  Schaar  schneidet 
keine  Parabel  derselben  Schaar^  aber  jede  der  andern  Schaar  in  zwei 
Punkten,  die  symmetrisch  zur  Axe  liegen,  rechtwinklig. 

Ein  Satz,  welcher  in  §.  11.  für  die  Ellipse  bewiesen  und  durch 
Fig.  56  erläutert  wurde  [von  dem  wir, übrigens  auch  die  entsprechen- 
den bei  der  Hyperbel  und  der  Parabel  kennen  lernten],  kann  in  folgen- 
der Weise  ausgedehnt  werden:  Der  Ort  aller  Funkte,  von  denen  aus  tnan 
an  zwei  verschiedene  confocäle  Kegelschnitte  ztoei  zu  einander  senkrechte 
Tangenten  ziehen  kann,  ist  ein  mit  den  Kegelschnitten  conzentrischer 
Kreis,  dessen  Badius  sich  aus  der  Gleichung: 

H^  =  a,^  +  o^*  —  c« 

ergibt,  wo   c^   und  a^   die  halben  grossen  Axen,  c  die  gemeinschaftliche 
Excentrizität  der  beiden  Kegelschnitte  bedeutet. 
Betrachten    wir   zunächst  zwei 

Fig.  116. 

confocäle  Ellipsen  E^  und  E^  mit  b^ 
den  gemeinsamen  Brennpunkten  A 
und  B  und  der  gemeinschaftlichen 
Brenndistanz  ^jB  =  2c;  sei  femer  für 
E^  die  grosse  Axe  gleich  2a|,  für  E^ 
gleich  2o^,  so  bestimmen  sich  die 
kleinen  Axen  aus  den  Gleichungen 

V— V  =  ^,  a8«-6,«  =  c«. 
Wenn  nun  T^  eine  Tangente  an  E^ 
und  die  zu  ihr  senkrechte  Gerade  T^      a 

eine  Tangente  an  E^  ist,  so  construire  J^'~ '^ jgf'       \ 

man    för    JB    die   Gegenpunkte   B^  t 

und  J?2   in   Bezug   auf  T^  und  T^, 

welche  mit  dem  Durchschnitte  S  derselben  in  einer  Geraden  liegen 
werden.  In  dem  Dreiecke  AB^B^  geht  der  Strahl  AS=p  von  der 
Ecke  A  aus  nach  der  Mitte  der  Gegenseite,  setzt  man  also  BS  =  B^S 
T:s:B^S'=q,  so  ist  nach  einem  bekannten  elementaren  Satze: 
(2aj)* -}- (2aj)*«=  2p*  +  2  g*,  d.  h.:  der  Punkt  8  ergibt  nach  zwei 
festen  Punkten  hin  Abstände,  deren  Quadrate  eine  constante  Summe 
behalten,  also  ist  sein  Ort,  wie  in  §.  7.  bewiesen  wurde,  ein  Kreis. 
Der  Radius  B  desselben  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung:  2aj^  +  20^* 
=  l>*  4"  2*  =  22i*  +  2c*;  es  ist  demnach 

iJ*  =  a^*  +  og*  -  c*  =  «1*  +  V  =  a,*  +  6i* 

oder  auch:  der  Badius  dieses  Kreises  ist  gleich  der  Sehne,  welche  einen 
Scheitel  der  grossen  Axe  der  einen  Ellipse  mit  einem  Scheitel  der  kleinen 
Axe. der  andern  verbindet. 
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Für  zwei  confocäle  Hyperbeln  H^  und  H^  ist  immer  noch  [was  in 
durchaus  gleicher  Weise,  wie  vorhin,  bewiesen  werden  kann]: 
B^  =  a^  -{-  a^  —  c* ,  da  aber  jetzt  c*  =  a^  +  h^  =  a^^  +  h^ ,  so  er- 


gibt    sich     JB*  =  a^ 


2 


V 


a^ — hy  ,    so     dass    also    unter    Um- 


standen keine  reellen  Punkte  S,  mehr  existiren  können.     Den  Orenzfall, 
wo   der   Kreis   sich   auf  seinen  Mittelpunkt  reduzirt,  bildet  a^  =  b, 


2     f 


oder,  was  damit  gleichbedeutend  ist,  a^^  =  b^^ ,  der  dann  eintritt, 
wenn  die  Asymptoten winkel  der  beiden  Hyperbeln  sich  zu  180^  er- 
•gänz6n. 

Wählt  man  eine  Ellipse  E^  [für  welche  a^'  =  6^*  +  c*]  und  eine 
confocäle  Hyperbel  H^  [für  welche  c*  ==  a2*  +  tj*];  so  wird 

JB*  =  «1»  +  V  -  c»  =  «1»  -  6g»  =  aj*  +•  V  • 

Da  die  beiden  Kegelschnitte  sich  in  vier  Punkten  schneiden,  in  denen 
die  zugehörigen  Tangenten  rechtwinklig  stehen,  so  geht  der  Kreis  der 
Punkte  S  durdi  diese  vier  Schnittpunkte. 

Während  durch  das  Paar  confocaler  Kegelschnitte  der  ent- 
sprechende Kreis  unzweideutig  bestimmt  ist,  so  gibt  es  für  einen  vor- 
gelegten Kreis  unendlich  viele  Paare  zuge- 
höriger Kegelschnitte.  Vorerst  gehen  durch 
jeden  Punkt  S  des  Kreises  eii^e  Ellipse 
und  eine  Hyperbel,  welche  die  nöthige 
Bedingung  erfüllen  und  man  kann  leicht 
angeben,  unter  welchen  Bedingungen  noch 
Ellipsenpaare  oder  Hyperbelpaare  auftreten 
können. 


Fig.  117. 


Bei  zwei  confocalen,  Parabeln  [die  also 
nicht  nur  den  im  Endlichen  gelegenen 
Brennpunkt  B,  sondern  auch  den  unend- 
lich entfernten  Ä,  mit  andern  Worten  die 
Axenrichtung  gemein  haben]  mögen  zunächst 
die  parallelen  Leitlinien  auf  der  nämlichen 
Seite  von  B  liegen.  Wenn  T^  Tangente 
an  die  Parabel  mit  der  Leitlinie  L^  T^ 
Tangente  an  die  Parabel  mit  der  Leitlinie  L^  ist,  wenn  fernes  diese 
Tangenten  sich  in  S  rechtwinklig  begegnen,  und  -B^  und  B^  die 
Gegenpunkte  von  B  nach  denselben  sind,  so  hat  man  BS  =  B^S 
=  B^8.  Da  der  Winkel  B^BB^  ein  rechter  ist,  so  liegen  wieder 
B^y   8  und   JBg   in   einer   Geraden   und   S  ist  die  Mitte  der  Strecke 
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BiB^,  d.  h.  S  ist  gleichweit  von  i^  und  L^  entfernt*).  Die  nämliche 
Betrachtung  gilt^  wenn  die  Leitlinien  auf  yerschiedenen  Seiten  von 
B  liegen,  in  welchem  Falle,  die  beiden  Schnittpunkte  der  Parabeln 
dem  Ort  der  Punkte  S  angehören..  Wir  haben  also  den  Satz:  Der 
Ort^dUer  Punkte  ^  von  denen  aws  an  zwei  verschiedene  confocale  Faräbdn 
zwei  zu  einander  senkrechte  Tangenten  gelegt  werden  können,  ist  eine 
Gerade^  die  in  gleichem  Abstände  zwisclien  den  beiden  Leitlinien  ver- 
lieft. [Im  zweiten  Falle ,  wo  die  Parabeln  sich  schneiden,  sind  dann 
allerdings  auf  der  Strecke  zwischen  den  gemeinschaftlichen  Punkten 
keine  Tangenten  mehr  aii  die  Parabeln  möglich.] 

Aus  dem  eben  Entwickelten  ergibt  sich  auch  der  Satz:  Gehen 
ati  zwei  confocale  Kegelschnitte  K^  und  K^  von  einem  Funkte  S  aus 
Tangentenpaare  T^  tind  T/,  T^  und  T^  derart^  dass  2\  und  T^  einen 
redeten  Winkel  einscMiessen,  so  tritt  das  nämliche  auch  für  T/  und  T^ 
ein.  Da  zudem  unter  diesen  Umstanden  ^  T^  T^  entweder  =  T^  T^ 
oder  =  180®  —  ^2^»';  so  folgt  im  Weitem:  Der  Ort  aller  Funkte,  von 
denen  aus  zwei  confocale  Kegelschnitte  unter  gleichen  Winkeln  oder 
soicheHy  die  sich  zu  180®  ergänzen,  gesehen  werden,  ist  ein  mit  ihnen 
conzentrischer  Kreis,  der  für  confocale  Farabeln  in  eine  Gerade  über- 
geht,  — 

Wir  knüpfen,  um  weitere  Sätze  über  confocale  Kegelschnitte  ab- 
zuleiten, an  die  Schlussbetrachtung  des  §.  11.  [Fig.  66]  einige  Folge- 
rungen. Dort  wurde  gezeigt,  dass  wenn  in  einem  Punkte  C  der 
Ellipse  die  Tangente  DCG  und  die  Normale  LFC  resp.  in  D  und 
G,  Fund'L  zum  Schnitte  mit  den  Axen  gebracht  werden,  die  Punkte 
ALB  CD  in  einem  Kreise  liegen,  dessen  Mittelpunkt  sich  auf  der 
Nebenaxe  der  Ellipse  befindet,  während  FCG  in  einem  Kreise  ent- 
halten sind,  für  welchen  FG  ein  Durchmesser  ist,  dessen  Endpunkte 
zu  Ä  und  H  harmonisch  liegen.  Man  leitet  hieraus  mit  Leichtigkeit 
ab,  dass  die  beiden  Kreise  sich  rechtwinklig  schneiden,  femer,  dass 
der  durch  diese  Bemerkung  yervoUständigte  Satz  unter  der  nothigen 
Modification  ebensowohl  für  die  Hyperbel  [durch  C  mit  den  Brenn- 
punkten Ä  und  B\  als  für  die  Ellipse  gilt,  da.  man,  um  von  einem 
der  beiden  Kegelschnitte  zum  andern  überzugehen,  blös  Tangente  und 
Normale  miteinander  zu  vertauschen  hat. 


*)  Bei  diesem  Anlasse  stellt  sich  ^i^^  ^^b  Tangente  an  eine  Hyperbel  mit 
den  Scheiteltangenten  L^,  L^  und  dem  Brennpunkte  B  dar,  wie  aus  einem  Satze 
berrorgeht,  den  wir  in  §.  15.  benutzten,  um  eine  Hyperbel  aus  zwei  parallelen 
Geraden  und  einem  rechten  Winkel,  der  sich  um  einen  festen  Punkt  dreht,  zu 
erzeugen. 
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Betrachtet  man  nun  das  ganze  System  von  Kegelschnitten  mit 
den  gemeinsamen  Brennpunkten  A  und  Bj  so  kann  man  von  einen[i 
Punkte  der  gemeinschaftlichen  grossen  Axe  aus  an  die  sämmtlichen 
Kegelschnitte  Tangenten  (Normalen)  legen,  deren  Berührungspunkte 
(Fusspunkte)  nach  dem  eben  Gesagten  in  einem  Kreise  liegen*  und 
das  Nämliche  gilt  für  einen  Punkt  der  kleinen  Axe.  Lässt  man  also 
einen  Punkt  jede  der  beiden  Axen  ganz  durchlaufen,  so  erhält  man  zwei 
Systeme  von  Kreisen,  von  denen  das  eine  die  EigenscJiafl  hat,  dass  jeder 
seiner  Kreise  durch  A  und  durch  B  hindurchgeht,  wahrend  vom  zweiten 
System  Jceine  zwei  Kreise  sich  schneiden  werden.  Durch  jeden  Punkt  der 
Ebene  geht  ein  Kreis  des  einen  und  ein  Kreis  des  andern  Systems,  die 
sich  in  ihm  rechtwinklig  schneiden. 

Die  Berührungspunkte  (Fusspunkte)  der  aus  einem  Punkte  der  Axe 
an  eine  Schaar  confocaler  Parabeln  gezogenen  Tangenten  (Normalen) 
liegen  in  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  der  gemeinschafÜidie  Brenn- 
punkt ist.  Dieser  Satz  folgt  entweder  als  Spezialfall  aus  den  Yorigen 
oder  aber  derart  aus  dem  in  §.  17.  [Fig.  97]  bewiesenen:  Die  Tan- 
gente und  Normale  einer  Parabel  schneiden  die  Axe  in  gleicher  Ent- 
fernung und  zwar  ist  diese  Entfernung  dem  Leitstrahle  gleich.  — 
Die  gemeinschaftliche  Nebenaxe  der  Parabel  liegt  ganz  im  Unendlichen, 
die  Tangenten  von  einem  ihrer  Punkte  an  die  Parabelschaar  sind  also 
parallel  und  deren  Berührungspunkte  liegen  in  einer  Geraden,  die  durch 
B  hindurchgeht.  Diess  ergibt  sich  [unter  Beibehaltung  der  Bezeich- 
nung in  Fig.  97],  weil  -^  C£ir=  2a  =  const.  ist,  oder  auch:  weil 
eine  Schaar  conzentrischer  Kreise  uud  ihre  sämmtlichen  Durchmesser 
als  zwei  Systeme  sich  überall  rechtwinklig  schneidender  Kreise  an- 
gesehen werden  können*). 

Wir  nehmen  jetzt  die  Construction  des  Kegelschnittes  aus  ge- 
gebenen Elementen  wieder  auf.  Durch  einen  Brennpunkt  B  und 
eine  Tangente  G^  ist  ein  Kegelschnitt  noch  nicht  bestimmt^  man  weiss 
nur,  dass  der  Kreis,  welcher  um  den  andern  Brennpunkt  A  mit  der 
grossen  Axe  2  a  des  Kegelschnitts  als  Radius  beschrieben  wird,  durch 
den  Gegenpunkt  B^  von  B  in  Bezug  auf  G^  geht.  Tritt  nun  zu  JB 
und  Gl  noch  eine  zweite  Tangente  Gg,  so  muss  der  genannte  Kreis 
mit  dem  Mittelpunkte  A  und  dem  Radius  2  a  sowohl  durch  B^  als 
auch    durch   den    Gegenpunkt    B^    von   B   in    Bezug   auf  G^  gehen. 

*)  Zieht  man  parallele  TaDgenten  an  eine  beliebige  Schaar  confocaler 
Kegelschnitte,  so  liegen  die  Berührungspunkte  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel, 
welche  mit  den  gegebenen  Kegelschnitten  den  Mittelpunkt  gemein  hat  und  durch 
die  beiden  Brennpunkte  der  Schaar  hindurchgeht.  Die  eine  Asymptote  ist  in 
dem  System  paralleler  Tangenten  enthalten. 
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Daraus  folgt,  cUiss  der  Ort  der  Brennpmkte  A  diyenige  Gerade  sA  isty 
tceldie  in  der  Mute  von  B^B^  auf 
BiB^  sevücrecht  steht.     Diese  Ge-  ^*  ^ 

rode  geht  durch  den  Schnittpunkt 
s  der  Geraden   G^  und   ffg,  denn 
da   ffj    in    der    Mitte    von    BB^ 
senkrecht   auf   BB^    und    G^    in    >^^^ 
der  Mitte  von  BB^  senkrecht  auf        ^^>-^ 
6j  steht,    so    muBS   durch    ihren      ^- — ^ 
Schnittpunkt    s    auch   die   in   der 
Mitte    von    B^B^    senkrecht    auf 
B^B^  gelegte  Gerade   sA  gehen, 
es  ist  also  s  der  Mittelpunkt  des  *»  "^fiii 

durch    die    Punkte    B^B^B^    ge- 
legten Kreises.     [Eine   andere   Construction   der   Geraden  sA  besteht 
darin,    dass   man   die   Gleichheit   der   Winkel   BsG   und    AsG^    he- 
iratet] 

Umgekehrt  weiss  man  nun,  dass  irgend  ein  auf  sA  gewählten 
Ponkt  als  zweiter  Brennpunkt  eines  Kegelschnitts  betrachtet  werden 
kann,  der  B  zum  ersten  Brennpunkt  und  G^  und  G^  zu  Tangenten 
hat  Um  zu  entscheiden,  in  welchen  Fällen  Ellipse,  Parabel  oder 
Hyperbel  eintritt^  bemerken  wir,  dass,  wenn  der  Kreis  mit  der  grossen 
Äie  eines  Kegelschnitts  als  Radius  und  mit  einem  der  Brennpunkte 
zum  Mittelpunkte  den  andern  Brennpunkt  einschliesst,  dann  dieser 
Kegelschnitt  eine  Ellipse*  ist;  schliesst  der  Kreis  den  Brennpunkt  aus, 
so  ist  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel,  liegt  der  Brennpunkt  auf  dem 
Kreise  selbst,  so  reduzirt  sich  der  Kegelschnitt  auf  eine  doppelt  ge- 
legte Gerade,  und  wenn  der  Kreis  unendlich  gross  ist,  so  geht  der 
Kegelschnitt  in  eine  Parabel  über.  [Eine  andere  Unterscheidung 
gründet  eich  darauf,  dass  bei  der  Hyperbel  die  Tangenten  zwischen 
den  Brennpunkten  hindurch  gehen,  während  bei  der  Ellipse  diess 
nicht  eintreten  kann.] 

Die  Schaar  von  Kegelschnitten,  welche  B  zum  Brennpunkte 
Haben  und  die  beiden  Geraden  6?^  und  G^  berühren,  zerfallt  also  in 
eine  Schaar  von  Ellipsen,  deren  zweite  Brennpunkte  auf  der  einen 
Seite  von  s  auf  sA  liegen,  und  eine  Schaar  von  Hyperbeln,  welche 
ihre  zweiten  Brennpunkte  auf  der  andern  Seite  von  s  haben.  Als 
tirenzfalle  treten  auf:  die  Gerade  sB  doppelt  gelegt,  und  die  Parabel, 
welche  B^^B^  zur  Leitlinie  und  eine  Parallele  zu  sA  durch  B  zur 
Axe  hat  Die  Mittelpunkte  der  Gesammtschaar  dieser  Kegelschnitte 
liegen  in   einer   Geraden,   welche   in   der  Mitte  zwischen  B  und  sA 
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parallel  zu  sÄ  geführt  wird;  ihre  grossen  Axen  gehen  sämmtlich 
durch  B,  während  die  kleinen  Axen  eine  Parabel  umhüllen^  welche  B 
zum  Brennpunkt  und  die  Mittelpunktsgerade  zur  Scheiteltangente  hat.  — 
Wir  untersuchen  ferner  die  Schaar  von  Kegelschnitten,  welche  einen 
gemeinsamen  Brennpunkt  B  besitzen  und  zwei  gemeinsame  Punkte  6\ 
und  C2  enthalten.  Irgend  ein  Kegelschnitt  dieser  Schaar  ist  entweder 
Ellipse ;  Hyperbel  oder  Parabel  [die  speziellen  Fälle  dieser  Curven  mit 
eingeschlossen].     Sei  zunächst   der   Kegelschnitt  eine  Ellipse  mit  dem 

zweiten     Brennpunkt    Ä,    so    ist 
^^  "^-  C,A  +  Ol JB  =  Cg^  +  C^B ,  weil 

beide  der  grossen  Axe  dieser 
Ellipse  gleich  sein  müssen.  Dar- 
aus folgt,  wenn  wir  zunächst  vor- 
aussetzen^ dass  C^B^C^B  sei, 
C^A  —  C^A  —  C^B  —  C^B,  d.  h.: 
der  Ort  von  A  ist  derjenige 
Zweig  der  Hyperbel  durch  B  mit 
Ci  und  C^  zu  Brennpunkten, 
welcher  den  Brennpunkt  G^  um- 
schliesst.  —  Soll  einer  der  Kegel- 
schnitte der  Schaar  eine  Hyperbel  sein,  so  müssen  folgende  ver- 
schiedene Fälle  beachtet  werden:  1.  C^  und  C^  liegen  auf  demselben 
Zweige  der  Hyperbel  [er  umschliesse  nun  A  oder  B]  und  2.  C^  und 
C2  liegen  auf  verschiedenen  Zweigen  der  Hyperbel.  Im  ersten  Falle  hat 
man  entweder  C^B  —  C^A  =  C^B  —  C^A  Toder  C^A  —  Cj^B  =  C^B 
—  C^A,  also  C^A  —  CiA^G^B  —  CiB,  d.  h.  der  Ort  von  A  ist 
der  Ci  umschJiessende  Zweig  der  Hyperbel  durch  B  mit  den  Brenn- 
punkten Cj  und  Cg.  Im  zweiten  Falle  ergibt  sich  [in  Unterscheidung 
ob  Ci  auf  dem  Zweige  A  und  Cg  auf  dem  Zweige  B  liege  oder  um- 
gekehrt], entweder  C,B  —  C^A  =  C,A  —  C^B  oder  C,A  —  C,B 
=  C^B  —  C^A,  also  beidemale  C,A  +  a^Ä  =  C\B  +  C^JB,  d:  h. 
der  Ort  von  A  ist  eine  Ellipse,  welche  Ci  und  C^  zu  Brennpunkten 
hat  und  durch  B  geht  Wenn  schliesslich  der  durch  2?,  Cj  und  C^ 
bestimmte  Kegelschnitt  eine  Parabel  sein  soll,  so  findet  man  als 
zweiten  Brennpunkt  einen  der  beiden  unenendlich  entfernten  Punkte 
der  Hyperbel,  welche  C^  und  Cg  zu  Brennpunkten  hat,  und  welche 
durch  B  geht.  Es  gibt  also  zwei  Parabeln,  wdche  einen  bestimmten 
Punkt  zum  Brennpunkte  Iiäben,  und  durcJi  zwei  gegebene  Punkts  geheiu 
Dieas  ergibt  sich  auch  aus  folgender  Betrachtung:  Construirt  man 
einen  Kreis,  welcher  einen  beliebigen  Punkt  einer  Parabel  zum  Mittel- 
punkte  hat   und    durch  *den   Brennpunkt   derselben  geht,  so  berührt 
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er  die  Leitlinie.  Soll  also  eine  Parabel  den  Punkt  B  zum  Brenn- 
punkt haben  and  zugleich  die  Punkte  C^  und  C^  enthalten^  so  ist 
die  Leitlinie  gemeinschaftliche  Tangente  der  Kreise  ^  welche  resp.  C^ 
und  62  zu  Mittelpunkten  haben ,  und  welche  durch  B  gehen.  Diese 
Kreise  haben  zwei  Punkte  gemein^  lassen  also  auch  zwei  und  nur 
zwei  gemeinschaftliche  Tangenten  zU;  demzufolge  gibt  es  wirklich 
zwei  Parabeln^  welche  den  gestellten  Bedingungen  Genüge  leisten.  — 

Spezielle  Fälle^  welche  diese  Betrachtung  darbietet,  erledigen  sich 
leicht,  so  dass  wir  nun  allgemein  den  Satz  aussprechen  können:  Der 
Ofi  der  zweiten  Brennpunkte  aüer  derjenigen  Kegelsehnitte^  welche  einen 
gegä)enen  Punkt  B  mm  Brennpunkte  halben  y  und  durch  zwei  feste 
hLfAte  Ci  xmd  C^  gehen,  besteht  aus  den  beiden  canfocalen  Kegdschnitten, 
wdche  Ci  und  C^  ssu  Brennpunkten  haben^  und  i€elche  zudem  durch  den 
hxriki  B  gehen,  — 

Ist  L  die  Leitlinie  eines  Kegelschnittes,  welcher  durch  G^  und  (^ 
geht  und  welcher  B  zum  Brennpunkte  haty  so  gilt  nach  einer  Funda- 

Fig.  180. 


m^ntaleigen Schaft  der  Kegelschnitte,  wenn  Pj  und  Pj  die  Fusspunkte 
der  von   C^   und   C^  auf  L  gefällten  Kegelschnitte  sind,  die  BrClation: 

C  P"  =  ^  ^^^  -^^1  •  -^^2  =  ^1^1  •  ^a-P«  •  ^®^  f^"^®^  ^  ^^^^  ^^^" 
schnitt  der  Geraden  C^  C^  mit  L,  so  ist  wegen  der  Aehnlichkelt  der  Drei- 
ecke SP^  Ci  und  SP^C^  auch  0^8 :  C^S  —  C^P^ :  C^P^,  also  ist  BC^ :  BC^ 
=  Ci8 :  0^8 .  Durch  diese  Proportion  ist  der  Punkt  8  bestimmt, 
d.  h.  es  gibt  auf  der  Geraden  C1C2  zwei  Punkte,  welche  ihr  genügen, 
einen,  5,  auf  der  Strecke  CiC^  selbst,  den  andern,  5,  ausserhalb  der- 
selben. Man  findet  diese  Punkte  bekanntlich,  indem  man  die  Durch- 
Bchnittspunkte  der  Halbirungsgeraden  der  Winkel  BC^^  und  BC2 
bilden,  mit  C^C^  construirt  [Die  Punkte  Ci,  0^,  s,  8  sind  also  .har- 
monische, und  zwar  die  beiden  ersten  und  die  beiden  letzten  einander 
zugeordnet.]     Es  folgt  nun  der  Satz:    80U  ein  Kegelschnitt  durch  zwei 
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Ptmhte  Ci  und  C^  gehen  und  einen  bestimmten  Punkt  B  zum  Brennpunkt' 
haben  ^  so  geht  seine  B  entsprechende  Leitlinie  durch  den  einen  oder  den 
andern  von  zwei  leicht  zu  construir enden ^  auf  der  Geraden  C^C^  ge- 
legenen Punkten,  Diesem  Satze  kann  man  eine  etwas  andere  Fassung 
geben.  Da  nämlich  C^B :  C^B  =  C^S :  C^S  und  C^B:C^B  = 
CyS:0^s,  so  sind  [nach  §.  3.]  die  Punkte  S  und  s  resp.  die  äussern 
und  innem  AehnlidJceitspunkte  der  beiden  Kreise^  tvelche  C^  u/nd  C^  zu 
Mittelpunkten  haben  und  durch  B  gehen.  Die  Leitlinie  irgend  eines 
der  Yorhin  gienannten  Kegelschnitte,  welche  dem  gegebenen  Brennpunkt 
zugehört^  geht  also  entweder  durch  den  einen  oder  durch  den  andern 
der  Aehnlichkeitspunkte.  Auch  jetzt  ist  es  leicht,  die  verschiedenen 
Arten  der  Kegelschnitte  zu  unterscheiden.  Jeder  Kegelschnitt,  dessen 
Leitlinie  durch  s  'geht,  ist  Hyperbel-,  die  Leitlinien  durch  8  werden 
durch  die  vorhin  construirten  Parabelleitlinien  in  zwei  Gruppen  ge- 
theilt,  von  denen  die  eine  [die  Gerade  SC^C^  enthaltende]  zu  Hy- 
perbeln, die  andere  zu  Ellipsen  gehört. 

In  §.  11.  ist  gezeigt  worden,  wie  der  zweite  Brennpunkt  einer 
Ellipse  gefunden  wird,  von  welcher  man  den  einen  Brennpunkt  B 
und  drei  Tangenten  G^,  Gg,  G^  kennt.  Man  sucht  die  Gegenpunkte 
Bi,  JBg,  JB3  von  B  in  Bezug  auf  G^,  G^j  G^,  so  ist  der  Mittelpunkt 
A  des  durch  diese  Punkte  gelegten  Kreises  der  gesuchte  zweite  Brenn- 
punkt. Nach  den  bisherigen  Betrachtungen  ist  sofort  klar,  dass  diese 
Construction  nicht  allein  für  die  Ellipse,  sondern  für  jeden  beliebigen 
Kegelschnitt  gilt.  Daraus  folgt,  dass  durch  drei  Tangenten  und  einen 
Brennpunkt  der  Kegelschnitt  im  Allgemeinen  vollständig  bestimmt  ist, 
so  dass  also  nur  übrig  bleibt,  in  jedem  einzelnen  Falle  zu  entscheiden, 
ob  der  Kegelschnitt  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ist. 

Um  diese  Unterscheidung  durchzuführen,  halten  wir  die  drei  Tan- 
genten fest  und  wählen  zunächst  B  in  unendlicher  Entfernung  und 
zwar  na<5h  einer  willkürlich  bestimmten  Richtung  hin.  Der  Kegel- 
schnitt ist  dann  eine  Parabel  imd  zwar  liegt  deren  Brennpunkt  auf 
demjenigeh  Kreise,  welcher  dem  Dreiecke  G^G^G^  umschrieben  ist. 
Die  Aufgabe,  denselben  zu  finden,  kommt  auf  die  in  §.  19.  behandelte 
zurück:  Es  ist  ein  Dreieck  und  der  demselben  umschriebene  Kreis 
gegeben,  femer  eine  Gerade  6?;  man  soll  auf  der  Kreislinie  einen 
Punkt  A  so  bestimmen,  dass  die  Fusspunkte  der  von  ihm  auf  die 
Seiten  des  Dreiecks  gefällten  Perpendikel  in  einer  zu  G  parallelen 
Geraden  liegen.  In  der  That  ist  in  unserm  Falle  die  Gerade  G  irgend 
eine  Senkrechte  zu  der  Richtung  des  unendlich  entfernten  Brenn- 
punktes B.  Wird  umgekehrt  der  Brennpunkt  B  auf  dem  Kreise  an- 
genommen, welcher  dem  Dreieck  G^G^G^  umschrieben  ist,  so  liegt  der 


* 
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zweite  Brennpunkt  A  im  Unendlichen^  und  zwar  in  einer  Richtung^ 
die  ebenfalls  sofort  bestimmt  werden  kann. 

Wir  nehmen  femer  an,  B  befinde  sich  auf  einer  der  Dreiecks- 
seiten, z.  B.  G^,  Es  fallt  dann  B^  mit  B  selbst  zusammen,  also  liegt 
A  sowohl  auf  dem  Perpendikel,  das  in  der  Mitte  von  B^  und  B  [resp. 
B^]  errichtet  wird,  d.  h.  auf  G^,  als  auch  auf  G^,  es  ist  also  A  die 
Ecke  des  Dreiecks,  welche  G^  gegenüberliegt.  Befindet  sich  also  B 
auf  einer  Seite  des  Dreiecks,  so  fallt  A  mit  der  gegenüberliegenden 
Ecke  zusammen.  Es  ist  demnach  zwar  im  Allgemeinen  A  durch  B 
Tollkommen  eindeutig  bestimmt,  wenn  aber  B  mit  einer  der  Ecken 
zusammen  föUt,  so  kann  A  auf  der  gegenüberliegenden  Seite  will- 
kürlich angenommen  werden.  Jedesmal  indess  muss  der  Kegelschnitt 
in  die  doppelt  gelegte  Gerade  AB  zerfallen,  die  als  Ellipse,  Hyperbel 
oder  Parabel  angesehen  werden  kann. 

Fällt  B  mit  dem  Mittelpunkte  eines  der  vier  Kreise  zusammen, 
welche  dem  Dreiseit  G^G^G^  umgeschrieben  werden  können,  so  ver- 
einigen sich  B  und  A,  und  der  entsprechende  Kegelschnitt  ist  der 
betnushtete  Kreis  selbsi 

Verändert  der  Punkt  B  seine 
Lage  stetig,  so  wird  der  zugehörige  ^*«-  ^^^• 

Kegelschnitt  sich  ebenfalls  stetig 
ändern,  und  wird  also  von  der 
Ellipse  zur  Hyperbel,  oder  von  der 
Hyperbel  zur  Ellipse  nur  dann 
fibergehen,  wenn  er  sich  zuvor  in  - 
einen  der  Uebergangskegelschnitte 
[Parabel  oder  doppeltgelegte  Ge- 
rade] verwandelt  hat.  Nun  wird 
aber  die  Ebene  durch  das  Dreieck 
^jGgGj,  die  unendlich  entfernte  Ge- 
ffide  und  den  dem  Dreieck  umschrie- 
heilen  Kreis   in  isehn  Theile  getheilt, 

ifrartj  dass  der  Punkt  B  in  einem  der  mit  e  bezeichneten  Abschnitte 
biegen  muss,  damit  der  zugehörige  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  und  in  einem 
'fcr  mit  h  oder  H  bezeichneten,  damit  derselbe  eine  Hyperbel  sei.  [Die 
Brennpunkte  einer '  eingeschriebenen  Hyperbel  liegen  jedesmal  in  zwei 
gegenüberliegenden  der  Bäume  h  und  fT.]  Die  speziellen  Falle  sind 
bereits  erledigt,    also  jetzt  auch  die  ganze  geforderte  Unterscheidung. 

Will  man  einen  Kegelschnitt  construiren, '  welcher  durch  drei 
Punkte  CiC^C^  geht,  und  einen  bestimmten  Punkt  B  zum  Brenn- 
punkt hat,  so  beachte  man  zunächst,  dass,  da  der  Kegelschnitt  jeden- 
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falls  durch  C^  und  0^  geht,  seine  B  zugehörige  Leitlinie  nothwendiger 
Weise  entweder  durch  den  äussern  oder  den  innem  Aehnlichkeits- 
punkt  derjenigen  Ejreise  gehen  muss,  welche  C^  und  C^  zu  Mittel- 
punkten haben  und  durch  B  gehen.  Zieht  man  nun  noch  den  Kreis 
welcher  G^  zum  Mittelpunkt  hat  und  durch  B  geht,  so  findet  sich 
durch  Combination  der  drei  Punkte  CiC^C^  zu  zweien,  dass  die  zu  B 
gehende  Leitlinie  des  gesuchten  Kegelschnitts  drei  der  sechs  Aehnlich- 
keitspunkte  enthalten  muss,  welche  die  drei  genannten  Kreise  erzeugen, 
und  zwar  muss  jede  der  drei  angegebenen  Combinationen  für  jede  der 
Leitlinien  berücksichtigt  werden.  Der  §.  3.  zeigt  nun,  dass  vier  solche 
Leitlinien  existiren,  nämlich  die  drei  äussern  Aehnlichkeitspunkte  der 
Kreise  liegen  in  einer  solchen,  und  je  einer  der  drei  äussern  Aehn- 
lichkeitspunkte mit  den  beiden  ihm  nicht  zugehörigen  in  einer  andern. 
Es  gibt  also  vier  Kegelschnitte,  welche  durch  drei  Ftmkte  gehen  imd  einen 
gegebenen  Punkt  mm  Brennpunkt  haben.    Von  diesen  yier  Kegelschnitten 

sind  die  drei,  deren  Leitlinien  in- 
nere Aehnlichkeitspunkte  enthalten, 
Hyperbeln,  der  vierte  kann  Hyper- 
bel, Parabel  oder  Ellipse  sein,  was 
in  jedem  einzelnen  Falle  leicht  zu 
entscheiden  ist. 

Der  Satz,  dass  fär  alle  Punkte 
eines  Kegelschnittes  der  Abstand 
nach  einem  Brennpunkt  zu  dem  Ab- 
stände nach  der  zugehörigen  Leit- 
linie constant  bleibt,  dient  auch  da- 
zu, einen  Kegelschnitt  zu  construiren^ 
von  dem  eine  Leitlinie  L  und  drei 
Pimkte  Q,  Cg,  0^  gegeben  sind. 
Denn  seien  P^P^P^  die  Fusspunkte 
der.  von  C^G^C^  auf  L  gefällten 
Perpendikel,  B  der  zu  L  gehörige 
Brennpunkt,  so  ist 


Fig.  182. 


v>C, 


a 


also 


C,B         C^B         G^B 

Ci  P,        C,  P,        C,  Pj 

C^B 
C,B 

C.P,     C.B         C^P^      C,B 
C^P^'  C,B        C,P,  '  C^B 

C,P, 
C,P, 

Nach  dem  geometrischen  Orte,  den  wir  in  §.  8.  unter  5.  behandelten, 
liegt  demnach  B  auf  jedem  der  drei  Kreise,  die  man  als  Ort  der 
Punkte  erhält,   von   denen  je   zwei  der  Punkte  G^G^G^  um  Abstände 
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entfernt  sind^  die  sich  verhalten  wie  die  Abstände  der  nämlichen 
Punkte  Ton  L.  Da  diese  Kreise  ztvei  gemeinschaftliche  Punkte  haben, 
so  ergibt  die  gestdUe  Aufgabe  zwei  Lösungen,. 


§.  23.    Die  Polarflg^nr  des  Kreises. 

Eine  Reihe  von  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  lassen  sich  aus 
Eigenschaften  des  Kreises  ableiten^  indem  man  sich  der  Sätze  bedient, 
welche  in  §•  6.  aufgestellt  worden  sind. 

Zu  jedem  Punkte  p  in  der  Ebene  gehört  in  Bezug  auf  einen 
Kreis  M  stets  eine,  aber  auch  nur  eine  Polare  P,  während  zu  einer 
beliebigen  Geraden  P  stets  ein,  aber  auch  nur  ein  Pol 'gehört  Es 
gilt  zudem  der  Satz,  dass  die  Polare  auf  der  Yerbindungsgeraden  des 
Pols  mit  dem  Mittelpunkte  des  Polarisationskreises  senkrecht  steht. 
Wird  der  Kreis  festgehalten,  während  der  Punkt  jp  sich  verändert,  so 
verändert  sich  auch  seine  Polare,  und  zwar  so,  dass  die  Bewegung 
der  Polaren  durchaus  durch  die  Bewegung  des  Pols  bestimmt  ist. 
Umgekehrt,  bewegt  sich  die  Gerade  P,  so  bewegt  sich  auch  ihr  Pol 
Pj  und  zwar  ist  die  Ortsveränderung  von  p  vollständig  durch  diejenige 
von  P  bestimmt.  Lässt  man  nun  p  irgend  eine  Curve  C  durchlaufen, 
so  bewegt  sich  die  Polare  P  als  Tangente  einer  andern  Curve  C^, 
welche  durch  C  und  M  bestimmt  ist.  Wenn  py^  und  p^  zwei  unmittel- 
bar aufeinanderfolgende  [unendlich  nahe]  Lagen  des  Pimktes  p  sind 
und  G  die  sie  verbindende  Gerade,  femer  P^  und  Pg  die  Polaren  von 
p^  lind  p^  [die  sich  ebenfalls  unendlich  nahe  liegen,  d.  h.  einen  un- 
endlich kleinen  Winkel  miteinander  bilden]  und  s  ihr  Schnittpunkt, 
so  bieten  sich  folgende  Verhältnisse  dar:  G  ist  die  Tangente  von  C 
in  dem  Punkte  p^  [oder  p^,  weil  die  Tangente  in  irgend  einem 
Punkte  einer  Curve  die  Yerbindungsgerade  zweier  unmittelbar  aufein- 
ander folgenden  Punkte  ist  Ebenso  ist  s  der  Berührungspunkt  der  Tangente 
Pj  [oder  Pj]  der  Curve  C^,  Es  entspricht  also  der  Curve  G  die. 
Curve  C^  nicht  nur,  wenn  man  C  als  aus  Punkten  bestehend  auffasst, 
sondern  auch  dann  noch,  wenn  man  G  durch  Bewegung  einer  Tan- 
gente  sich  bilden  lässt     Alles  zusammengefasst  ergibt  sich  der  Satz: 

Sucht  man  zu  jedem  Punkte  p  einer  Gurve  G  die  Polare  P  in  Be- 
zug auf  einen  festen  Kreis  M,  so  bilden  alle  Geraden  P  zusammen- 
genommen die  Tangenten  einer  neuen  Gurve  C^.  Der  Tangente  G  im 
Piivkte  p  von  G  entspricht  der  Berührungspurikt  s  der  Tangente  P  von 
C, .  Die  Gurve  G^  heisst  die  Polarfigur  der  Gurve  G;  umgekehrt  ist  auch 
C  die  Polarfigur  von  Cj.  Sind  zwei  Gurven  zu  einander  polar ,  wenn 
man  die  erste   als  aus  Punkten,  die  zweite  als  aus  Tangenten  bestehend 
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Fig.  183. 


(mffasst,  so  sind  sie  auch  polar,  wenn  man  die  erste  als  TangentengMlde, 

die  zweite  als  Punktgeinide  betrachtet. 

Sei  M  der  Fundamentalkreis, 
>  in  Bezug  auf  welchen  polarisirt 
wird^  M  sein  Mittelpunkt  und  R 
sein  Radius,  femer  Mp  der  Ra- 
dius eines  ihm  conzentrischen 
Kreises  K,  so  ist  die  Polarfigur  des- 
selben ein  zu  M  und  K  conzentri- 
scher  Kreis  K^.  Um  dessen  Radius 
Ms  zu  finden,  bedenkt  man,  dass 
der  durch  p  gehende  Durchmesser 
des  Kreises  M  vier  harmonische 
Punkte  enthält,  von  denen  p  und 
s  zwei  zugeordnete  sind,  während 
die   beiden   andern  q^  und  q^  auf 

dem   Kreise  M  liegen;  deren  Mitte  ist  demnach   M,    und   nach   §.  5. 

findet    die    Relation    statt:      Mq^^  =  Mq^  ss  i2^  ss  Mp  -  Ms ,      also 

Ms  =  -^r- ,  wodurch   der  Kreis   K^  vollständig  bestimmt  ist.    Wenn 

Mp  =  B  ist,  so   fallen   natürlich   K^  und  K^  mit  dem  Kreise  K  zu- 
sammen. 

Ist  K  nicht  conzentrisch  mit  ilf,  so  ist  die  Polarfigur  von  JT  in 
Bezug  auf  M  nicht  ein  Kreis,  sondern  eine  andere  Curve,  deren  Ge- 
stalt gefunden  werden  soll. 

Fig.  184. 


Es   seien   Ä^  a  ein   beliebiger  Punkt  und  seine  zugehörige  Tan- 
gente  im   Kreise  jBT,  und  A^,  c^  seien  resp.  die  Polare  und  der  Pol 
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derselben.  Der  Radius  des  Kreises  M  ist  ü^  demnach  hat  man: 
Ma  •  MA  =  iJ* ;  Ma^  •  Ma^  =  iJ^ .  —  Da  der  Ort  von  A  der  Ereis 
K  ist,  so  ist  der  Ort  vmi  a  ein  bestimmter  Kreis  K^,  der  mit  K  den 
Funkt  M  zum  äussern  AehniichkeitspufiJcte  hat  Zum  Beweise  sucht 
man  die  Punkte  e  und  /)  welche  zu  JE  und  F  [den  Endpunkten  des 
Durchmessers  MK  im  Kreise  K]  in  demselben  Yerhältniss  stehn^  wie 
a  zu  A  und  zeigt^  dass  -«^  eaf  ein  Rechter  ist  Man  hat  in  der 
That,  da  IP  =  MA'Ma  =  ME'Me^MF'Mf  ist,  MAiME 
=  Me  :  Ma  und  MA  :  MF  =  Mf :  Ma  .  Es  sind  also  sowohl  die 
Dreiecke  MAE ^^ Mae,  als  auch  die  Dreiecke  MAF  und  Maf 
ähnlich.  Man  hat  aus  diesen  Aehnlichkeiten  '^  AEM  ==^  eaM  xmd 
^AFM=::^faM  und  da  ^MEA  —  MFA  =  90\  so  ist  auch 
-^Mae  —  Maf  =  eaf  =90^,  woraus  sich  der  Ort  von  a  als  ein 
Ereis  über  dem  Durchmesser  e/*.  ergibt. 

Nun  ist  A^  zu  dem  Strahle  Ma  senkrecht  Daher  ist  der  Ort 
Yön  Ai  eine  Curve,  welche  die  Eigenschaft  hat^  dass  die  Fusspunkte 
sämmtlicher  Perpendikel,  die  von  einem  Punkte  M  auf  ihre  Tangenten 
gefallt  werden  können,  in  einem  Kreise  liegen,  also  ein  Kegelschnitt 
K  [im  Falle  unserer  Figur  eine  Hyperbel].  Man  hat  also  die  nach- 
folgenden Sätze: 

Die  irgend  einem  gegebenen  Kreise  K  entsprechende  Polarfigur  in  Be- 
zug auf  einen  Kreis  M  ist  ein  Kegelschnitt  St.  Einem  Punkte  A  und 
der  zugehörigen  Tangente  a  bei  K  ent^echen  eine  Tangente  A^  und 
dereh  Berührungspunkt  a^  hei  ^;  die  Haupta^xe  von  $  falli  auf  den 
gemeinschaftlichen  Durchmesser  der  Kreise  MK;  M  ist  ein  Brennpunkt 
desselben. 

Schliesst  der  Kreis  K  den  Mittelptmkt  M  nicht  ein,  so  sind  aus 
demseOfen  eufei  Tangenten  c,  d  an  K  vorhanden;  daher  hat  Ä  awei 
Tangenten  C^,  D^,  deren  Berührungspunkte  q,  d^  unendlich  entfernt  sind, 
also  swei  Asymptoten,  und  es  ist  demnach  ^  eine  Hypertd, 

Geht  der  Kreis  K  durch  den  Mittelpunkt  M,  so  wird  Ä  eine  Pa/rabd, 
der  Ort  von  a,  d,  h.  der  Kreis  K^  geht  in  eine  Gerade  über,  nämlich  in 
die  ScheOeUangente  der  Parabel  ^. 

Schliesst  K  den  Mittelpunkt  M  ein,  so  unrd  der  Kegelschnitt  Ä  eine 
Ellipse;  alsdann  schliesst  auch  der  Kreis  K^  den  Punkt  M  ein,  welcher 
äusserer  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreise  K,  K^  IMbt  Es  ist  ersichtlich^ 
dass  fi  keine  unendlich  entfernten  Punkte  enthalten  kann,  — 

Durch  Umkehrung  folgt:  Irgend  ein  Kegelschnitt  der  &  der  Ebene 
geht  durdi  Polarisation  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  der  Kreise  mit 
dem  Mittelpunkte  M,  wo  M  ein  Brennpunkt  von  K  ist,  in  einen  Kreis 

Steiaer,  Vorleaangen  I.     8.  Aufl.  ii 
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über.  Der  yoUständige  Beweis  dieses  Satzes  wird  geführt,  indem  man 
den  Ereis  zu  Hülfe  nimmt,  welcher  über  der  grossen  Axe  von  K  als 
Durchmesser  beschrieben  werden  kann,  und  welcher  der  Ort  der  Fuss- 
punkte  aller  Perpendikel  ist,  die  von  M  auf  die  sämmtlichen  Tan- 
genten des  Kegelschnittes  gefallt  werden. 

Der  Satz,  dass  die  Polarfigur  eines  Kreises  K  in  Bezug  auf  einen 
andern  Kreis  M  ein  Kegelschnitt  sei,  wurde  bewiesen,  indem  man  die 
Umhüllende  der  Polaren  aller  Punkte  von  K  discutirte.  Man  hätte 
auch  Yorgehen  können,  indem  man  die  Pole  aller  Tangenten  von  K 
bestimmte  —  und  zwar  wie  folgt:  Sei  P  der  Pol  einer  beliebigen 
Tangente  $  des  Kreises  K,  P  der  Fusspunkt  des  von  M  auf  sie  ge- 

Fig.  125. 


fällten  Perpendikels ;  im  Weitern  möge  Ä  die  Polare  von  K  wiederum 
nach  M  genommen  sein  und  K  und  Q  seien  die  Fusspunkte  der  resp. 
von  M  und  P  auf  dieselbe  gefällten  Perpendikel.  Wenn  nun  ü  der 
Radius  von  Jf,  r  der  Radius  von  K  und  a  die  Entfernung  der 
Mittelpunkte  M  und  K  ist,  so  hat  man 

MK'MK'  =  a  .  MK'  =  MF   MV  ^  R^ . 

Wird  durch  K  eine  Parallele  zu  $  gezogen  und  ihr  Durchschnitt 

mit  MP  als  S  eingeführt  und  fallt  man  noch  von  P  ein  Perpendikel 

FT  auf  MK,   so  geben  die  ähnlichen  Dreiecke  MTP  und  MKS  die 

Relation 

MT:MP=MS:a  oder 


MT 


MP'MS        3fP- (MP' -fr) 


'"'(rp+' 


) 


a 


a 


a 


E^  +  rMP 
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Da  PC  =  MT  —  MK'  =  ^'  +  ^-^-P  -  ^*,  so  folgt 

Pe  =  J.JlfPoder||  =  J,d.  h.: 

Der  Ort  des  Punktes  P  ist  so  heschaffettj  dass  das  Verhältniss  seiner 
Abstände  von  einem  festen  Punkte  (M)  und  einer  festen  Geraden  (^) 
constant  bleibt,  wie  auch  P  als  Tangente  des  Kreises  K  sich  bewegen 
mag;  er  ist  aiso  ein  Kegelschnitt,  für  welchen  M  ein  Brennpunkt,  ^  die 
zugehörige    Leitlinie    ist.      Er    ist   Ellipse,   Parabel  oder  Hyperbel ^  je 

nachdem  —  grösser^   gleich   der  Axe  als  Eins  ist^  was  mit  dem  oben 

gegebenen  Criterinm  stimmt. 

Construirt  man  für  M  die  Polare  9R  nach  dem  Kreise  K,  so 
werden  üf  nnd  SR  nach  dem  Kreise  M  polarisirt  eine  Gerade  und 
einen  Punkt  ergeben,  welche  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  den  ge- 
fundenen Kegelschnitt  sind*).  Der  Pol  von  SR  nach  dem  Kreise  M 
ist  also  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes,  dessen  zweiter  Brennpunkt 
nebst  zugehöriger  Leitlinie  nun  leicht  gefunden  werden. 

Wir  können  von  den  bis  jetzt  erhaltenen  Resultaten  sofort  An- 
wendung machen  auf  die  Construction  eines  Kegelschnitts  ^,  von  welchem 
man  einen  Brennpunkt 'und  drei  aus  Punkten  oder  Tangenten  bestehende 


*)  Die  Richtigkeit  dieser  Bemerkung  folgt  aus  dem  Satze:  Die  Polaren 
ron  vier  harmonischen  Punkten  bilden  vier  harmonische  Strahlen.  [In  unserm 
Falle  liegt  einer  der  yier  Punkte  im  Unendlichen,  sein  zugeordneter  ist  der 
Mittelpunkt,  die  beiden  übrigen  sind  die  Brennpunkte  des  Kegelschnittes.    Zum 


Fig.  127. 


Beweise  beachte  man,  dass  die  Polaren  yon  ÄA'BB'  durch  den  Pol  der  Geraden 
gehen,  auf  welcher  sie  liegen  und  resp.  senkrecht  auf  den  harmonischen  Strahlen 
M(ÄA'BB')  stehen,  also  die  nämlichen  Winkel  einschliessen,  wie  diese  und 
demzufolge  eben^EiUa  harmonisch  sind. 

11* 
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Elemente  Jcennt  Es  sind  hiebei  vier  verschiedene  Fälle  zu  unter- 
scheiden;  je  nachdem  nämlich  ausser  dem  Brennpunkt  gegeben  sind: 
1.  drei  Tangenten,  2.  zwei  Tangenten  und  ein  Punkt,  3.  eine  Tangente 
und  zwei  Punkte,  4.  drei  Punkte.  Polarisirt  man  den  gesuchten 
Kegelschnitt  Ä  in  Bezug  auf  einen  Kreis  M,  welcher  den  gegebenen 
Brennpunkt  von  Ä  zum  Mittelpunkt  hat,  so  wird  er  zu  einem  Kreise 
K,  seine  Punkte  zu  Tangenten  von  K  und  seine  Tangenten  zu 
Punkten  dieses  Kreises.  Die  Aufgabe ,  einen  Kegdscimitt  m  finden, 
welcher  einen  gegebenen  Funkt  zum  Brennpunkt  Jiat  und  welcher  drei  ge- 
gebene Gerade  berührt,  lässt  sich  also  zuriickfuhren  auf  die  andere: 
Einen  Kreis  durch  drei  gegebene  Punkte  zu  legen.  Ebenso  ist  die  Auf- 
gäbe,  einen  KegdschniU  von  gegebenem  Brennpunkt  durch  drei  bestimmte 
Punkte  zu  legen ^  abhängig  von  der  andern,  einen  Kreis  zu  bestimmen, 
welcher  drei  Gerade  berührt.  Diese  lässt  vier  Auflösungen  zu,  also  auch 
die  ursprüngliche,  wie  bereits  im  vorigen  Paragraphen  bewiesen 
worden  isi 

Polarisirt  man  eine  Parabel  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Kreis 
M,   der   ihren   Brennpunkt   B   zum   Mittelpunkt  hat,  so  wird  sie  zu 
einem   Kreise   K,   welcher   durch   B   geht  und  dessen  Mittelpunkt  h 
heissen  soll;  eine  Tangente  G  der  Parabel  wird  zu  einem  Punkte  C 
des  Kreises,  und  zwar  steht  die  Gerade  CB  senkrecht  auf  G.     Wenn 
femer    zwei    Tangenten    der    Parabel    G    und   G^    einen    bestimmten 
Winkel   a   miteinander  bilden,  so   werden  die  Geraden  BC  und  BC^, 
welche  B  mit  den,  diesen  Tangenten  en&prechenden  Punkten  C  und 
Cj   verbinden,   ebenfalls   den  Winkel  a  oder  dessen  Nebenwinkel  ein- 
schliessen.     Dem  Durchschnittspunkt  der  Parabeltangenten  entspricht 
nun    die    Gerade    GC^,    welche    von  k  einen   Abstand  hat,  der  durch 
den  Winkel   a  vollkommen  bestimmt  ist.     Bewegen  sich  demnach  zwei 
Parahdtangenten  so,  dass  der  von  ihnen  gebildete  Winkel  constant  bleibt, 
so  bewegt  sich  die   Polare  ihres  Durchschnittspunktes  derart,    dass    sie 
einen  constanten  Abstand  von  k  behält,  d.  h.  als  Tangente  eines  mit  K 
conzentrischen   Kreises.     Der   Durchschnittspunkt  selbst  durchläuft  die 
Polurfigur  des  so  bestimmten  Kreises  in  Bezug  auf  den  Kreis  M,  näm- 
lich einen  Kegelschnitt,  der  B  zum  Brennpunkte  hat,  und  leicht  als  eine 
Hyperbel  erkannt  wird,  was  bereits  in  §.  18.  bewiesen  worden  ist.  — 
Das  einem  beliebigen  Kreis  K  eingeschriebene  Sechseck  hat  nach 
dem  Pascarschen  Satze   [§.  4.]  die  Eigenschaft,  dass  die  drei  Durch- 
Schnittspunkte  gegenüberliegender  Seiten  in  einer  Geraden  hegen;  bei 
einem  dem  Kreise  umschriebenen  Sechseck  schneiden  sich  zufolge  des 
Satzes  von  Brianchon  [§.  6.]  die  drei  Hauptdiagonalen  in  einem  und 
demselben  Punkte, 
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Diese  beiden  Sätze  lassen  sich  in  folgender  Weise^auf  die  Kegel- 
schnitte übertragen:  Es  sei  ein  Sechseck  gegeben^  welches  einem  be- 
liebigen Kegelschnitte  $  eingeschrieben  ist.  Polarisirt  man  ft  derart? 
dass  er  zu  einem  Kreise  K  wird^  d.  h.  polarisirt  man  in  Bezug  auf 
einen  Kreis,  welcher  einen  der  Brennpunkte  von  ß  zum  Mittelpunkt 
hat^  so  werden  die  Ecken  des  Sechsecks  zu  sechs  Tangenten  des 
Kreises  Ky  also  zu  einem^  diesem  Kreise  umschriebenen  Sechseck. 
Die  gegenüberliegenden  Seiten  des  i£  eingeschriebenen  Sechsecks  werden 
zu  gegenüberliegenden  Ecken  des  K  umschriebenen  Sechsecks^  und 
die  drei  Durchschnittspunkte  der  gegenüberliegenden  Seiten  des  ersten 
Sechsecks  zu  Hauptdiagonalen  des  zweiten.  Da  diese  sich  in  einem 
und  demselben  Punkte  schneiden^  so  müssen  jene^  welche  die  Pole  der 
Hauptdiagonalen  sind^  in  einer  Geraden  liegen.  Damit  ist  die  folgende 
Fassung  des  Pascal'schen  Satzes  bewiesen: 

Werden  irgend  sechs  Punkte  eines  beliebigen  Kegelschnitts  in  einer 
icUlkürlichen  Beihenfolge  durch  123456  bezeichnet,  und  die  nachfolgen- 
den P(iare  der  Seiten  des  von  ihnen  gebildeten  Sechsecks:  1  2  und  4  5 , 
23  und  56,  34  und  6  1  gegenüberliegende  Seiten  genannt,  so  liegen  die 
drei  DurchsdmiMspunkte  der  gegenüberliegenden  Seiten  in  einer  Geraden, 

In  ähnlicher  Weise  ergibt  sich  eine  allgemeine  Fassung  des  Satzes 
von  Brianchon: 

Sechs  Tangenten  eines  Kegelschnittes,  welche  tvir  in  irgend  einer 
Beihenfolge  mit  123456  bezeichnen,  heissen  ein  dem  Kegelschnitte  um- 
schriebenes Sechseck,  Die  successiven  Schnittpunkte  von  12^  23^  34^ 
45^  56,  61  nennen  wir  die  Ecken  desselben,  und  zwar  werden  1 2  und 
45,  23  und  56,  34  und  6  1  a2s  gegenüberliegende  definirt.  Die  Haupt- 
diagonäleii  eines  solchen  Sechseck  [d.  h.  die  Verbindungsgeraden  gegen- 
überliegender Ecken]  schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Funkte. 

Wir  schliessen  diesen  Paragraphen  mit  der  Anwendung  der 
Polarisation  auf  die  Verallgemeinerung  einer  elementar- geometrischen 
Betrachtung. 

Wenn  einem  Dreieck  u4J?C  ein  Kreis  üf  mit  dem  Radius  R  umgeschrie- 
ben and  ein  Kreis  m  mit  dem  Radius  r  eingeschrieben  ist,  während  d  die 
Entfernung  Mm  der  Mittelpunkte  bedeutet,  so  findet  zwischen  R,  r  und 
d  eine  Beziehung  statt,  die  in  folgender  Weise  abgeleitet  werden 
kann:  Schneidet  die  Gerade  Am  den  umschriebenen  Kreis  zum 
zweitenmale  in  Ä,  welcher  Punkt  zum  Mitftlpunkte  eines  Hülfs- 
kreises  durch  JB  und  C  gewählt  werden  möge,  so  geht  dieser  Hülfs- 
kreis  zugleich  durch  m,  denn  es  ist  ^  mÄB  =  ACB  [als  Peripherie- 
winkel über  AB  im  Kreise  M]  =  2mCB  [Centriwinkel  und  Pe- 
ripheriewinkel  über  wB  im  Kreise  um  Ä  herum],  wie  es  sein  muss. 
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wenn  m  der  »Durchschnitt  der  Winkelhalbirenden  im  Dreieck  ABC 
sein  soll.  Wenn  jetzt  der  zweite  Endpunkt  des  durch  Ä  gehenden 
Durchmessers  im  Ejreise  M  mit  Ä',  femer  der  Fusspunkt  des  von  m 
auf  AB  gefällten  Perpendikels  mit  C  bezeichnet  wird,  so  sind  die 
rechtwinkligen  Dreiecke  AmC  und  A"ÄB  ähnlich  [wegen  der  gleichen 

Fi«.  187. 


Winkel  bei  A  und  .4"],  es  ist  also  Am:  mC  ^'^  A'A"  :  A'B ,  oder 
da  A'B  =  A'm,  so  folgt  mA'fnA'^=2Br,  Die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  ist  die  Potenz  des  Punktes  m  in  Bezug  auf  den  Kreis  M, 
man  hat  daher  endlich 


U^  —  eP  =  2Br  oder 


+ 


=  1. 


B+d ^    B—d 

Analoge  Relationen  ergeben  sich,  wenn  man  statt  des  innem  dem 
Dreieck  eingeschriebenen  Kreises  succesive  die  drei  über  den  Seiten 
liegenden  einfährt. 

Die  ahgdeitete  Gleidiung  zeigt,  dass  zwischen  den  Badien  zweier 
Kreise  und-der  Entfernung  ihrer  Mittelpunkte  eine  bestimmte  Bedingung 
erfüllt  sein  musSy  damit  von  zwei  Kreisen  dem  einen  Dreiecke  eingeschrieben 
werden  können,  welche  dem  andern  umsdiriehen  sind.  Ist  aber  diese  Be- 
dingung erfiiUty  so  sind  B,  r,  d  nicht  mehr  unabhängig  von  einandery 
reichen  also  zur  Bestimmung  des  Dreiecks,  welches  erst  durch  drei 
von  einander  imabhängige  Elemente  gegeben  ist,  nicht  mehr  aus,  d.  h. 
es  gibt  da/nn  unendlidi  viele  Dreiecke,  welche  dem  einen  Kreis  ein-,  dem 
andern  umgeschrieben  sind.  Am  einfachsten  übersieht  man  diese  Ver- 
hältnisse an  zwei  cons^ntrischen  Kreisen,  für  welche  unsre  Bedingung 
erfüllt  ist,  wenn  B  =  2r . 

In  erweiterter  Fassung  stellt  sich  diese  Betrachtung  nun  wie 
folgt  dar:  Sind  zwei  Kegelschnitte  in  der  Ebene  gegeben,  so  wird  es 
im  Allgemeinen  unmöglich  sein,  ein  Dreieck  zu  finden,  welches  zugleich 
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dm  einen  um-,  dem  andern  eingeschrieben  ist;  wenn  aber  ein  solcJies 
Dreieck  existirt,  so  sind  deren  zugleich  unendlich  viele  vorhanden.  Die 
Polarisation  gibt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand^  um  diesen  Satz  wenig- 
stens für  den  Fall  zu  verifiziren^  in  welchem  die  gegebenen  Kegel- 
schnitte einen  Brennpunkt  gemein  haben. 

Sind  zwei  Kegelschnitte  K^  und  K^  gegeben,  für  welche  M  ein 
gemeinschaftlicher  Brennpunkt  ist,  und  mit  ihnen  verbunden  ein 
Dreieck,  dessen  Ecken  ABC  auf  Ky^  liegen,  während  die  Seiten  aic 
Tangenten  von  K^  sind,  so  kann  man  um  M  a^ß  Mittelpunkt  einen 
Kreis  K  schlagen  und  in  Bezug  auf  denselben  K^  und  K^  polarisiren. 
Es  entstehen  dann  als  Polarfiguren  zwei  Kreise  K^  und  K^  von  der 
Eigenschaft,  dass  die  Polaren  aVc  von  ABC  den  Kreis  Ä"/'  be- 
rühren, während  die  Pole  ÄB!G'  von  ahc  auf  K^  liegen.  Es  gibt 
also  ein  Dreieck,  welches  K(  um-  und  K^  eingeschrieben  ist  —  und 
damit  nach  dem  Obigen  unendlich  viele.  Werden  dieselben  mit  K^ 
und  K^'  in  Bezug  auf  den  Kreis  M  rückwärts  polarisirt,  so  folgt, 
dass  auch  für  K^  und  JT^  unendlich  viele  derartige  Dreiecke  existireu. 

Es  würde  zuweit  führen,  an  dieser  Stelle  die  Bedingung  allgemein 
zu  entwickeln,  welche  zwischen  den  Axen  von  K^  imd  K^,  und  den 
Yon  ihnen  eingeschlossenen  Winkeln  existiren  muss,  damit  die  Con- 
struction  der  um-  und  eingeschriebenen  Dreiecke  möglich  wird;  wir 
behandeln  hier  nur  ein  Paar  spezielle  Fälle. 

1.  Alle  Punkte,  von  denen  aus  eine  Parabel  unter  dem  Winkel 
ßO^  oder  120°  gesehen  wird,  liegen  auf  einer  bestimmten  Hyperbel, 
die  Brennpunkt  und  z\igehorige  Leitlinie  mit  der  Parabel  gemein  hat. 
Diese  Hyperbel  und  Parabel  erfüllen  die  für  K^  und  K2  gestellte  Be- 
dingung und  es  tritt  hier  zudem  der  interessante  Umstand  ein,  dass 
alle  Dreiecke,  die  zugleich  der  Hyperbel  ein-  und  der  Parabel  um- 
geschrieben sind,  gleichseitige  sein  müssen.  [Durch  die  Polarisation, 
welche  die  beiden  Kegelschnitte  zu  conzentrischen  Kreisen  macht, 
werden  die  gleichseitigen  Dreiecke  wieder  in  gleichseitige  verwandelt.] 
Ueber  die  einer  Parabel  umschriebenen  gleichseitigen  Dreiecke  enthält 
§.  19.  einen  Satz,  der  einer  Verallgemeinerung  im  Sinne  unserer 
jetzigen  Betrachtungen  fähig  ist. 

2.  Einen  andern  Fall  ergibt  die  elementare  Aufgabe,  ein  Dreieck 
zu  construiren  aus  dem  Höhenpunkt  H  und  dem  umschri^)enen  Kreis  M. 
Aus  einem  Satze  in  §.  11.,  der  in  §.  22.  wieder  aufgenommen  wurde, 
folgt,  dass  der  Mittelpunkt  M  und  der  Hohenpunkt  H  als  Brenn- 
punkte eines  Kegelschnittes  angesehen  werden  können,  der  die  Seiten 
des  Dreiecks  berührt  und  dessen  grosse  Axe  gleich  dem  Radius 
des   umschriebenen   Kreises    ist.      Unsere    bisherigen    Entwicklungen 
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zeigen  alsO;  dass  die  gestellte  Aufgabe  unendlich  viele  Lösungen  rnlässst, 
so  dass  Kegelschnitt  und  Ereis  die  dazu  nöthige   Bedingung   erf&Uen. 

3.  Man  kann  endlich  fragen  ^  unter  welchen  Bedingungen  zwei 
confocale  Kegelschnitte  ein-  und  umgeschriebene  Dreiecke  zulassen. 
Die  Frage  lässt  sich  auf  diejenige  für  zwei  Kreise  zurückführen,  die 
wir  schon  erledigt  haben  ^  sobald  man  angibt ,  unter  welchen  um- 
ständen zwei  Kreise  durch  Polarisation  auf  einen  dritten  in  confocale 
Kegelschnitte  verwandelt  werden.  Seien  M  der  Polarisationskreis, 
JTi  und  -£"2  ^^®  2^1  polarisirenden  Kreise,  so  werden  die  Polaren  3W, 
und  9^2  des  Mittelpunktes  M  nach  K^  und  K^  zwei  Gerade  sein, 
deren  Pole,  in  Bezug  auf  den  Kreis  M  genommen,  zu  den  Mittel- 
punkten der  confocalen  Kegelschnitte  werden.  Da  confocale  Kegel- 
schnitte den  nämlichen  Mittelpunkt  haben,  so  ist  die  nothwendige  [und 
auch  hinreichende]  Bedingung  dafür,  dass  K^  und  K^  zu  solchen  ver- 
wandelt werden,  die,  dass  Wt^  und  SD^g  zusammenfallen. 

Bezeichnet  man  die  Halbaxen  des  einen  Kegelschnittes  mit  a^ 
und  b^y  diejenigen  des  zweiten,  ihm  confocalen,  mit  a^  und  b^  [was 
die  Relation  a^*  —  bj*  =  a^^  —  62*  bedingt] ,  so  findet  man  als  Be- 
dingung dafür,  dass  dem  ersten  unendlich  viele  Dreiecke  eingeschrieben 
werden  können,  die  zugleich  dem  zweiten  umschrieben  sind: 

[Im  Anschluss  an  die  Figur  104,  §.  19.  wurde  der  Satz  aufgestellt: 
Geht  ein  Kreis  durch  den  Brennpunkt  einer  Parabel  und  schneidet  er 
dieselbe,  so  sind  unzählige  Dreiecke  möglich,  welche  zugleich  dem 
Kreise  eingeschrieben  und  der  Parabel  umschrieben  sind.  Nach  den 
Methoden ,  welche  wir  bis  jetzt  kennen  lernten,  kann  dieser  Satz  nicht 

auf  den  entsprechenden  für  zwei 
Kreise  zurückgeführt  werden,  sondern 
er  entspricht  durch  Polarisation  in 
Bezug  auf  einen  Kreis  um  den 
Brennpunkt  der  Parabel  sich  selbst.] 
SoUen  siwei  Kreise  derart  be- 
schaffen sein,  dass  dem  einen  Vierecke 
eingeschrieben  jverden  können,  die  zu- 
gleich dem  andern  umschrieben  sind, 
so  muss  zwisdien  B,  r,  d  d)enfalls 
eine  bestimmte  BdoHiM  erfüllt  sein, 
und  wenn  diess  der  FaU  ist,  $0  gibt 
es   unendlich   viele   saldier    Vierecke, 
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Diese  Relation  wird  [insofern  man  die  Richtigkeit  des  Satzes  zugibt] 
am  einfachsten  gefunden^  indem  man  dasjenige  Viereck  zu  Hülfe 
nimmt,  welches  symmetrisch  zu  dem  gemeinschaftlichen  Durchmesser 
der  beiden  Kreise  liegt. 

Die  Figur  129  gibt 
und  da  ^  4"  SP'  =  90®,  also  cos  q)^  +  cos  q)"^  =  1  ist, 

• 

Die  Polarisation  gibt  auch  jetzt  wieder  das  Mittel  an  die  Hand, 
am  aus  dieser  Formel  die  Bedingung  abzuleiten,  unter  welcher  zwei 
Kegelschnitte;  die  einen  gemeinsamen  Brennpunkt  haben,  Vierecke  zu- 
lassen, die  dem  einen  um-,  dem  andern  eingeschrieben  sind.  Daran 
knüpft  sich  die  nämliche  Frage  fOr  zwei  beliebige  Kegelschnitte.  Es 
sei  hier  nnr  erwähnt,  dass  zwei  spezielle  Fälle  früher  behandelt 
worden  sind.  Die  Ecken  aller  Bechteckey  die  einem  Kegelschnitt  um- 
schrid)en  -tcerden,  liegen  auf  einem  mit  ihm  conzentrischen  Kreise^  und: 
Werden  einem  Kreise  ctUe  Vierecke  eingeschrid)eny  deren  Diagonalen  zw- 
einander  senkrecht  stehen  und  in  einem  festen  Punkte  sich  schneiden,  so 
umhüUen  deren  Seiten  einen  bestimmten  Kegelschnitt,  der  den  festen 
Punkt  jmm  Brennpunkt  hat    Endlich  fügen  wir  noch  den  Satz  an:  - 

Seien  wieder  a^  und  ft^,  ög  und  ftg  die  Halbaxen  zweier  confocaler 
Kegelschnitte,  so  sind  Vierecke  dem  ersten  ein-  und  dem  zweiten  um- 
sclu'eibbar,  insofern  die  Relation  erfQllt  ist: 

§.  24.    Der  gerade  Kegel. 

Eine  grosse  BeiJie  der  bis  jetzt  aufgefundenen  Sätze  über  Ellipscy 
Hyperbel  und  Parabel  und  manche  neue  Eigenschaften  dieser  Curven 
lassen  sieh  ableiten,  indem  man  dieselben  als  Schnitte  einer  Ebene  mit 
der  Mantelfläche  eines  Kreiskegels  auffasst  Diese  Betrachtungsweise  ist 
in  frühem  Zeiten  der  Ausgangspunkt  zur  Untersuchung  der  genannten 
Curven  gewesen,  und  hat  ihrer  Bezeichnung  als  Kegdscknitte  den  Ur- 
Hpnmg  gegeben.  Unsere  in  dieser  Richtung  gehende  Betrachtung 
leiten  wir  durch  einige  elementare  Sätze  ein,  die  sich  auf  das  Dreieck 
und  die  Tier  ihm  eingeschriebenen  Kreise  beziehen. 

Ist  einem  Dreieck  ein  Kreis  eingeschrieben,  so  lassen  sich  die  Ab- 
schnitte,  in  welche  die  Seiten  durch  die  Berührungspunkte  getheüt  werden, 
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dmch  die  Seiten  ausdrücken.  Wiewohl  jede  Seite  durch  die  Berührungs- 
punkte der  vier  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Kreise  in  acht^  und 
also  alle  drei  Seiten  in  vier  und  zwanzig  Abschnitte  getheilt  werden 
[jeweilen  von  den  Ecken  nach  den  Berührungspunkten  gerechnet],  so 
sind  diese  doch  nur  von  einerlei  Grosse,  nämlich  es  entsprechen  ihnen, 

wemi    a,  6,  c    die    Seiten   sind,   nur   die  vier  Ausdrücke    -  "*"      '   ^  , 

— —z ,    o    ~  ;    o — —  •     Denn   es   sei   DKÜ  em  belie- 

biges  Dreieck  und  der  ihm  wirklich  eingeschriebene  d.  h.  der  von  ihm 
nmschlossene  Kreis  M  berühre  die  Seiten  a,  b,  c  bezüglich  in  G,  ü, 
A,  so  ist  DG  =  DA,  KG  =  KE,  CE=CA;  daher  ist 

BG  =  D A  =  ^-^^-±^ ,    KG  =  KE  =  "-±^-^ , 

CE==CA^-''\^-^\ 
Ist  ferner  N  einer  der  drei  äussern  Kreise,  so  ist 

D£^DH=-''  +  ^  +  \   KH  =  KF=^-±4^tl 

Tu  & 

Man  sieht  hieraus j  dass  jeder  äussere  Kreis  diejenige  Seite,  über  welcfier 
er  liegt,  z.  JB.  DC  =  c  in  eben  solcJie  Ähsdinitte  (heilt,  wie  der  innere, 
CA  =  DB  und  CB  =  BA  [nur  haben  dieselben  verwechselte  Lage] , 
und  ddss  jener  in  den  zwei  andern  Seiten  Abschnitte  hervorbringt,  KH 
und  KFy  die  dem  halben  Umfange  des  Dreiecks  gleich  sind. 

Da  nach  dem  Vorherstehenden  KD  —  KC  =  DG  —  CE  ^  DA 
—  CA  =  ABy  so  folgt  der  nachstehende  Satz:  Ist  die  Grundlinie 
DC  eines  Dreiecks  DKC  fest  [ihrer  Grösse  und  Lage  nach]  uml  ebenso 
der  Funkt  A,  in  welcliem  sie  von  dem  eingeschriebenen  Kreise  M  berührt 
udrd,  so  ist  auch  ihr  Berührungspunkt  B  mit  dem  über  ihr  liegenden 
eingeschriebenen  Kreise  N  fest.  Dagegen  ist  der  Ort  der  Spitze  K  des 
Dreiecks  eine  bestimmte  Hyperbel,  welche  die  Endpunkte  der  Grundlinie 
zu  Brennpunkten  und  die  genannten  Berührungspmkte  zu  Hauptscheiteln 
hat;  und  umgekehrt: 

Hat  man  irgend  drei  feste  Punkte  D,  A  und  C  in  einer  Geraden, 
denkt  sich  dann  die  Schaa/r  Kreise,  welche  die  Gerade  in  dem  innern 
oder  mittlem  Punkte  A  berühren,  und  legt  aus  den  zwei  innigen,  B  uml 
Cy  an  jeden  Kreis  Tangenten,  so  ist  der  Ort  des  Durchschnitts  K  dieser 
Tangentenpaare  eine  bestimmte  Hyperbel,  welche  die  äussern  Punkte  zu 
Brennpunkten  und  den  mittlem  zu  einein  Scheitel  der  Haupiaxe  hat; 
zugleich  berühren  die  Tangmtenpaare  die  einzelnen  Kreise  N  einer  andern 
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Sdiaar,  welche  den  andern  Hauptscheitel  B  mm  gemeinschaftlkhen 
Benäirungspiinkt  mit  der  Axe  hat    Femer: 

Beschreibt  man  in  alle  Dreiecke^  wovon  jedes  das  Stück  CD  der 
Axe  einer  Hyperbel  zmischAt  den  Brennpunkten  zur  Grundlinie  und 
irgend  ein  Paar  zusammengehörige  Leitstrahlen  CK  und  DK  zu  Schenkeln 
hat,  innerhalb  und  über  der  Grundlinie  Kreise  M  und  N,  so  berührt 
jedes  Kr^spaar  die  Grundlinie  [oder  die  Axe  der  Hyperbel]  in  den- 
selben zwei  festen  Punkten  A  und  B,  nämlich  in  den  Scheiteln  A  und 
B  der  Hyperbel. 

Liegt  der  Berührungspunkt  des  Kreises  mit  der  Grundlinie  des  Drei- 
ecks in  der  Verlängerung  der  Grundlinie,  d.  h.  ist  er  von  den -drei  festen 
Punkten  einer  der  beiden  äassem^  wie  z.  B.  in  Ansehung  des  Drei- 
ecks CK^L,  wo  CL  die  feste  Grundlinie  und  E  und  F  die  festen 
Berührungspunkte  sind,  so  folgen  analoge  Sätze  für  die  Ellipse  une  vor- 
hin für  die  Hyperbel,  nämlich  der  Ort  von  K{  ist  eine  Ellipse,  welche 
die  festen  Endpunkte  der  Grundlinie  C  und  L  zu  Brennpunkten  und 
die  festen  Berührungspunkte  E  und  F  zu  Hauptscheiteln  hat,  u.  s.  w. 

Irgend  zwei  ausser  einanderliegende  Kreise  M,  N  in  einer  Ebene 
haben  vier  gemeinschaftliche  Tangenten,  zwei  äussere  EF  und  GH  und 
zicei  innere  AB  und  KT;  jene  schneiden  sich  in  K,  diese  in  K^,  und 
jene  schneiden  sich  mit  diesen  in  den  vier  Punkten  C,  L,  D,  J 
[welche  beiläufig  bemerkt;  allemal  mit  den  Mittelpunkten  M  und  N' 
in  einem  dritten  Kreise  liegen].  Da  nun  CA  =  CE  und  DB  =^  DH 
r=  LF  und  femer  CB  =  CF,  so  ist 

AB  =  Xr=  CL  =  DJ  und  CD  =  JL  =  EF=  GH,  d.  k: 

Die  Strecken,  welche  auf  dem  einen  Tangentenpaare  durch  die  Berührungs- 
punkte begrenzt  werden,  sind  den  Stücken  gleich,  welche  dieses  Paar  vom 
andern  Paare  abschneidet. 

Wenn  das  System  der  beiden  Kreise  und  ihrer  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  um  die  Axe  KMK^N  herumgedreht,  so  entsteht 
folgendes: 

1.  Die  Kreise  MN  beschreiben  zwei  Kugeln  M,  N; 

2.  Die  beiden  Tangentenpaare  erzeugen  zwei  gerade  Kegel  K,  K^, 
welche  die  gemeinschaftlichen  umschriebenen  Kegel  jener  Kugeln  (1) 
sind,  K  der  äussere  und  K^  der  innere;  bei  jenem  liegen  beide  Kugeln 
in  dem  nämlichen  Theil  oder  der  nämlichen  Hälfte  des  Kegels,  bei 
diesem  in  verschiedenen  Hälften. 

3.  Jeder  Kegel  berührt  jede  Kugel  in  einem  Kreise,  z.  B.  der 
Kegel  K  berührt  sie  in  den  Kreisen  EBG,  FSH,  welche  von  den 
Berührungspunkten  E  oder   G,  F  oder  H  beschrieben  werden.    Die 
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Kanten  des  Kegels  bis  an  den  Berührungskreis  haben  gleiche  Länge, 
ebenso  die  Stücke  derselben  zwischen  beiden  Berührungskreisen^  d.  h. 
EF  =RS  =  GH=  constant. 

4.  Jede  Ebefie,  welche  einen  der  beiden  Kegel  längs  einer  Kante  be- 
rührt, berühfi  zugleich  beide  Kugeln,  und  auch  wngelcehrt.  Eine  solche 
Berührungsebene  wird  erhalten  oder  bestimmt^  wenn  man  z.  B.  an 
einen  der  genannten  Kreise,  etwa  an  ERG  in  irgend  einem  Punkte 


rig.  IS9. 


JR  die  Tangente  legt,  und  durch  sie  und  den  durch  denselben  Punkt 
gehenden  Strahl  [Kante]  KR  des  zugehörigen  Kegels  K  die  Ebene 
sich  denkt.  Es  ist  klar,  dass  die  Berührungspunkte  R,  S  beider 
Kugeln  in  dem*  nämlichen  Strahle  liegen,  und  dass  die  Ebene  durch 
diesen  und  durch  die  Axe  MN  allemal  auf  der  Berührungsebene 
senkrecht  steht,  so  dass  also  z.  B.  die  Ebene  CPDQC,  welche  in 
der  Geraden  CD  auf  der  Grundebene  [d.  h.  der  Ebene  der  ursprüng- 
lichen Figur,  der  Zeichnungsfläche]  senkrecht  steht,  eine  der  genannten 
berührenden  Ebenen  ist,  die  den  Kegel  K^  längs  des  Strahls  CD,  und 
die  Kugeln  M,  N  in  den  Punldien  A,  B  berührt  So  verhalt  es  sich 
aber  offenbar  mit  jeder  berührenden  Ebene,  weil  jede  durch  die  Axe 
gehende  Ebene  als  jene  Grundebene  angesehen  werden  kann,  indem  sie 
durch  Drehung  in  die  Lage  derselben  gelangt.    Es  fallt  femer  in  die 
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Augen,  dass  jede  Ebene,  welche  den  einen  Kegel  berührt,  den  andern 
schneidet,  wie  z.  B.  die  letztgenannte,  den  innem  Kegel  K^  berüh- 
rende Ebene  den  äussern  K  in  der  Linie  CFDQC  schneidet,  und 
dass  femer  die  gesammten  gemeinschaftlichen  Tangentenebenen  der 
zwei  Kugeln  zugleich  die  gesammten  Tangentenebenen  der  zwei  Kegel, 
jeden  einzeln  betrachtet,  sind;  diess  gilt  natürlich  auch  umgekehrt. 

5.  Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kugeln,  lodche  einem  geradere 
Kegd  eingeschriAen  sindy  d.  h.  welche  den  Kegel  in  Kreisen  berühren,  ist 
die  Axe  [Eauptaze]  des  Kegels,  und  zwar  so,  dass  umgekehrt  jeder  Punkt 
der  Axe  der  Mittelpunkt  einer  solchen  Kugel  ist.  Und  femer:  Wird 
der  Kegel  von  irgend  einer  Ebene  E  geschnitten,  die  jedoch  weder 
durch  seine  Axe,  noch  durch  seinen  Mittelpunkt  [K  oder  K^]  geht, 
so  gibt  es  allemal  irgend  zwei  bestimmte  umgeschriebene  Kugeln, 
welche  jene  Ebene  berühren  [es  mag  E  beide  oder  nur  die  eine  Hälfte 
des  Kegels  schneiden].  Man  denke  sich  irgend  eine  den  Kegel  be- 
röhrende  Ebene  E^  und  femer  die  zwei  Ebenen  e  und  6^,  welche  die 
Ton  E  und  E^  gebildeten  Winkel  hälften,  so  werden  dieselben  die 
Axe  in  den  Mittelpunkten  der  gesuchten  Kugeln  treffen.  — 

Um  nun  den  Schnitt,  welchen  irgend  eine  Ebene  mit  einem  geraden 
Kegd  bUdet,  genauer  m  erforschen,  betrachten  wir  zunächst  den  Schnitt 
CPDQC,  tvelcJier  der  gleichbenannten  Ebene  und  dem  Kegd  K  angehört. 
Zieht  man  aus  irgend  einem  Punkte  P  des  Schnittes 'nach  den  Be- 
rührungspunkten A,  B  Gerade  PA,  PB,  so  berühren  sie  daselbst  die 
Kugehi  M,  N]  daher  ist  PA  =  PB  und  PB  =  PS  [als  Tangenten 
aus  einem  Punkte  an  eine  Kugel  M  oder  N]  und  folglich  PA  +  PB 
=  PÄ  +  P/g  =  JB5  =  constant;  d.  h.:  Jeder  Punkt  P  des  Schnittes 
hat  von  den  zwei  Punkten  A  und  B,  in  weichen  seine  Ebene  die  Kugeln 
3f  und  N  berührt,  eine  unveränderliche  Summe  der  Entfernungen,  folg- 
lich ist  derselbe  eine  Ellipse^  welche  jene  PuvüUe  zu  Brennpunkten  hat, 
um^  deren  Hauptaoce  dieser  constanten  Summe  gleich  ist;  nun  ist  CD 
offenbar  die  Hauptaxe  der  Ellipse,  daher  ist  BS  *«  CD . 

Entsprechender  Weise  folgt,  dass  jeder  Punkt  W  des  Scheitels, 
uxldier  zunschen  einer  Ebene  WLCZ  und  dem  Kegel  K^  stattfindet^  von 
den  zwei  Punkten  F,  E,  in  welchen  die  Ebene  von  den  Kugeln  N,  M 
kriArt  wird,' einen  constanten  Unterschied  der  Entfernungen  hat,  und 
dass  folglich  der  Schnitt  eine  Hyperbel  ist,  welche  jene  Punkte  zu  Brenn- 
^vikten  hat,  und  deren  Hauptaxe  CL  gleich  diesem  Unterschiede  ist, 
also  LC=AB  =  XY. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  nun  umgekehrt,  wenn  blos  der  ge- 
rade Kegel  [K  oder  K^]  und  eine  beliebige,  ihn  schneidende  Ebene 
CPD  oder   WLC  gegeben  sind,  aber  die  sie  berührenden  Kugeln  M, 
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N  nicht;  diese  doch  immer  vorhanden  und  nach  3)  zu  ^den  sind, 
worauf  die  Beschaffenheit  des  Schnittes  sich  sofort  ergibt.  Er  ist 
nämlich  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel,  je  nachdem  seine  Ebene  nur 
die  eine  oder  beide  Hälften  des  Kegels  schneidet. 

Es  bleibt  aber  noch  der  besondere  Fall  zu  untersuchen  Obrig,  wo  die 
schneidernde  Ebene  mit  irgend  einer ^  den  Kegel  längs  einer  seiner  Kanten 
berührenden  Ebene  paräUel  ist.  In  diesem  Falle  kann  sie,  wie  die  An- 
schauung unmittelbar  zeigt,  nur  die  eine  Hälfte  des  Kegels  schneiden^ 
und  zwar  alle  Kanten  bis  auf  die  eine,  in  welcher  jene  Ebene  berührt. 
Auch  entsteht  dieser  Fall  dadurch',  dass  sich  die  eine  Kugel  N  in^s 
Unendliche  entfernt.  Dabei  ist  nun  m  beweisen,  dciss  der  Schnitt  eine 
Parabel  ist.  Diess  kann  unter  andern  dadurch  geschehen,  dass  gezei^ 
wird,  der  Durchschnitt  V  der  Kreisebene  ERG  und  der  Parabelebene 
CPD^  sei  die  Leitlinie  der  Parabel,  denn  für  diesen  Fall  ist  CA  = 
CE  =  C  F  und  die  Gerade  V  steht  senkrecht  auf  der  Axe  CD .  — 
Auch  bei  der  Ellipse  und  der  Hyperbel  gehen  die  Ebenen  djsr  Be- 
rührungskreise \^ERG  etc.]  durch  die  Leiüioie.  Der  Beweis  kann  für 
alle  drei  Kegelschnitte  wie  folgt  geführt  werden  [wobei  die  von  uns  ge- 
gebene Figur  noch  zu  vervollständigen  ist]:  a)  Bei  der  Parabel  lege 
man  durch  den  Parallelstrahl  KG  der  Schnittebene  CD,  wo  D  nun 
im  unendlichen  liegt.  Ebenen,  so  wird  immer  PV^  ||  VC\KG  und 
GRV^  eine  Gerade  sein  [wo  V^  in  Fliegt],  daher  Dreieck  KGBcoPRVi, 
und  da  stets  KG  =  KR  auch  PjR  =  PFi  =  P^,  folglich  der  Schnitt 
eine  Parabel  und  F  die  Leitlinie,  b)  Für  die  Ellipse  CDP  ziehe  man 
durch  K  eine  Gerade  KX  parallel  der  grossen  Axe  CD]  X  sei  der 
Punkt,  in  welchem  der  Strahl  KH  von  der  Kreisebene  ERG  getroffen 
wird,  so  ist  wieder  Pr^\\CD\\KX  und  Dreieck  KKRc^üPV^R^, 
weil  nun  KX:  KR  =  PV^:  PR  [=  PÄ]=  constant,  so  ist  VV,^ 
die  Leitlinie  der  Ellipse.  Für  die  Hyperbel  wird  der  Beweis  in  durch- 
aus gleicher  Weise  geführt 

Alles  zusammengefasst  ergibt  sich  also:  Der  gegenseitige  Durdir- 
schnitt  eines  geraden  Kegels  K  oder  K^  und  irgend  einer  Ebene  E  ist, 
wenn  diese  nicht  durch  den  MitteJjyunkt  des  Kreises  geht,  eine  der  drei 
Ourven,  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel,  und  zwar  die  erste,  zuleite  oder 
dritte,  je  nachdem  die  schneidende  Ebene  E  nur  die  eine  Hälfte  des  Kegels 
[und  zwar  alle  Kanten  desselben],  oder  beide  Hälften  [mit  Ausnahme 
zweier  Kanten],  oder  nur  die  eine  Hälfte  desselben  [und  von  dieser  alle 
Kanten  bis  auf  eine]  trifft.  Aus  diesem  Grunde  heissen  die  drei  Curven 
Kegelschnitte.  —  Die  Axe  KM  des  Kegels  trifft  die  Hauptaxe  des 
Kegelschnittes,  so  dass  beide  Axen  in  einer  Ebene  E^^  liegen,  und 
diese    Ebene    E^    steht    auf   der   schneidenden  Ebene  senkrecht.    Es 
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folgt  daraus,  dass  das  Perpendikel  aus  K  auf  E  die  Hauptaxe  des 
Scheitels  trifft.  Umgekehrt:  Steht  irgend  ein  gerader  Kegel  über  einer 
Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel,  so  schneiden  sich  die  Äxe  des  Kegels  und 
die  Hauptaxe  der  Kegelschnitts;  die  beiden  liegen  stets  in  einer  Ebene, 
icelAe  senkrecht  mr  ^bene  des  Kegelschnittes  steht. 

Es  ergeben  sich  nun  folgende  weitere  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte: In  der  Ellipse  GPD  ziehe  man  den  Durchmesser  PMQ,  so 
wie  den  Strahl  QÄ,  so  ist  QÄ  =  PB  =  QT  [QÄ  und  QP  sind 
Tangenten  an  Jf]  =  PS,  und  ferner  ist  KR  =  KT,  daher  ist 
KP+KQ  =  KT+  {TQ  +  KP)  =  KT  +  KS  ^  constant,  also  na- 
mentlich auch  KE  +  KF  =  KC  +  KD ,  d.  h. :  Der  ton  einer  Ellipse 
begrenzte  gerade  Kegel  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  Summe  je  zweier 
Kanten  KP  und  KQ,  welche  na>ch  den  Endpunkten  irgend  eines  Durch- 
messers PQ  der  Ellipse  gehen,  constant  ist,  also  z.  B.  stets  der  Summe 
der  Kanten  KC,  KD,  welche  nach  den  Hauptscheiteln  der  Ellipse 
geben,  gleich  ist,  oder  auch  der  Summe  zweier  Kanten  gleich,  welche 
bis  zum  Berührungspunkt  der  einen  und  andern  Kugel  genommen 
werden. 

Eine  analoge  Eigenschaft  findet  man  für  die  Hyperbel,  nämlich: 
Skkt  ein  gerader  Kegel  über  einer  Hyperbel,  so  ist  die  Differenz  zwischen 
je  zwei  Kanten  desselben,  welche  nach  den  Endpunkten  eines  Durch- 
messers der  Hyperbel  gehen,  constant,  also  gleich  der  Differenz  der  beiden 
Kanten,  welche  die  Hauptscheitel  der  Hyperbel  treffen,  ode  OMch  gleich 
ihn  Unterschiede  zumer  Kanten,  die  von  den  Beriävrungspunkten  der 
einen  und  andern  Kugd  begränzt  werden,  d.  k:  =  K^Y — K^X 
^K,B  —  K^Ä. 

Wird  die  Ellipse  CPDQ  als  der  Grösse  und  Lage  nach  veränder- 
lich, oder  als  fest  angenommen,  so  kann  nach  dem  Orte  der  Mittelpunkte 
fSehmtd)  aller  durch  dieselbe  gehenden  geraden  Kegel  K  gefragt  werden; 
ähnlickes  in  Rücksicht  der  Hyperbel.  Die  Beantwortung  dieser  Frage 
folgt  aus  dem  Bisherigen  sehr  leicht.  Zunächst  weiss  man,  dass  der 
Mittelpunkt  K  oder  K^  des  Kegels,  so  wie  dessen  Axe  KMKy^  in 
einer  festen  Ebene  CDK  liegen  müssen,  welche  längs  der  Hauptaxe 
des  gegebenen  Kegelschnitts  auf  dessen  Ebene  senkrecht  steht.  Jene 
Ebene  schneidet  aber  lun  Falle  der  Ellipse  den  begränzten  Theil 
dieses  JKegels,  wie  dieser  auch  liegen  mag,  in  einem  Dreieck  CDK, 
dessen  Grundlinie  CD  als  Hauptaxe  der  Ellipse  fest  ist,  und  dje  jedes- 
maligen zwei  Kugeln  M  und  N  schneidet  sie  in  zwei  Weisen  M,  •  N, 
welche  dem  Dreieck  eingeschrieben  sind;  die  Berührungspunkte  dieser 
Kreise  mit  der  Grundlinie  sind  die  Brennpunkte  A  und  B  der  Ellipse. 
Daraus  folgt  also,  dass  der  Ort  von  K  eine  Hyperbel  ist,  welche  die 
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Endpunkte  C,  B  der  Grundlinie  zu  Brennpunkten  und  die  festen  Be- 
rührungspunkte;  d.  h.  die  Brennpunkte  der  Ellipse  zu  Hauptscheiteln 
hat.  Aehnlicherweise  folgt,  wenn  man  die  Hyperbel  zur  festen  ge- 
meinschaftlichen Basis  der  geraden  Kegel  K^  annimmt,  dass  dann  der 
Ort  der  Mittelpunkte  der  letztem  eine  ElHpse  sei,  welche  die  Haupt- 
scheitel der  Hyperbel  zu  Brennpunkten  und  deren  Brennpunkte  zu 
Scheiteln  hat.  Daher  sind  zwei  solche  zusammengehörige  Kegel- 
schnitte, eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel,  zugleich  rmprok,  d.  h.  jeder 
ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  gerader  Kegel,  welche  durch  den 
andern  gehen.  Geht  einer  dieser  Kegelschnitte  durch  unendliche  Er- 
weiterung in  eine  Parabel  über,  so  thut  der  andere  zugleich  dasselbe^ 
und  dann  sind  die  zwei  Parabeln  einander  in  gleichem  Sinne  zuge- 
ordnet; auch  sind  sie  einander  gleich.  [Die  Axe  des  Kegels  ist  stets 
Tangente  des  Kegelschnitts,  welcher  der  Ort  des  Kegelmittelpunkts  ist, 
und  also  nothwendig  Tangente  in  dem  jedesmaligen  zugehörigen 
Mittelpunkt.]  Man  hat  also  den  Satz:  Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller 
geraden  Kegd,  welche  durch  irgend  einen  und  densdben  Kegelschnitt 
gehen,  ist  ein  bestimmter  zweiter  Kegelschnitt,  welcher  mit  jenem  ersten 
in  solcher  Beziehung  steht,  dass  dieser  umgekehrt  der  Chii  der  Müte^nkte 
aller  geraden  Kegel  ist,  die  durch  den  zweiten  Schnitt  gehen;  und  femer 
stehen  die  zwei  Kegelschnitte  zuema/nder  in  der  Beziehimg,  dass  ihre 
Ebenen  sich  rechttmnklig  schneiden,  dass  die  Brennpunkte  eines  jeden  mit 
den  Hauptscheiteln  des  andern  zusammenfallen  [also  ihre  Hauptaxen  im 
Burchschnitte  beider  Ebenen  liegen],  und  dass  daher  nur  zwei  verschiedene 
HoMptfaüe  möglich  sind,  nämlich,  dass  entweder  a)  der  eine  Kegelschnitt 
eine  EUipse  und  der  andere  eine  Hyperbel  ist,  oder  ß)  beide  Kegelschnitte 
einander  gleiche  Parabeln  sind. 

Betrachtet  man  den  geraden  oder  Kreiscylinder  als  speziellen  Fall 
des  geraden  Kegels,  so  folgt,  dass  sein  Mittelpunkt  im  unendlichen 
liegt.  Es  ergibt  sich  also:  Burch  irgend  eine  feste  EUipse  gehen  zwei^ 
aber  nur  zwei  gerade  Cylinder;  durch  eine  Hyperbel  keiner,  und  durch 
eine  Pardbd  stets  einer,  der  aber  flach  wird,  d.  h,  in  eine  Ebene,  die 
Ebene  der  Parabel  übergeht 

Die  Brennpunkte  der  Ellipse  und  der  Hyperbel  haben  auch  die 
Eigenschaft,  dass  wenn  man  aus  einem  derselben  nach  den  End- 
punkten irgend  eines  [reellen]  Durchmessers  Strahlen  zieht,  wie  etwa 
AP,  AQ  bei  der  Ellipse,  dann  für  die  Ellipse  die  Summe  und  f&r 
die  Hyperbel  die  Differenz  dieser  Strahlen  constant  ist.  In  dieser 
Einsieht  hat  demnach  der  Mittelpunkt  jedes  geraden  Kegels  K  oder 
K^,  welcher  über  einer  Ellipse  oder  einer  Hyperbel  steht,  dieselbe 
Eigenschaft,  wie  jeder  ihrer  Brennpunkte  fGlr  sich  betrachtet,  so  dass 
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man  den  genannten  Mittelpunkten  die  Benennung  BrennpmJcte  ausser 
der  Ebene  oder  räumliche  Brennpunkte  des  Kegelschnitts  geben  könnte. 

Noch  entschiedener  spricht  sich  diese  übereinstimmende  Eigen- 
schaft ans^  wenn  man  zwei  von  jenen  Eegelmittelpunkten  gemeinsam 
betrachtet  Man  denke  sich  z.  B.  über  der  Ellipse  CPDQ  irgend 
zwei  gerade  £egel  K  und  f  2^  deren  Mittelpunkte  in  demselben  Zweige 
der  Ortshyperbel  liegen  sollen,  und  zwar  in  demjenigen,  dessen  Scheitel 
A  ist;  80  ist,  wenn  man  sich  die  in  A  berührenden,  den  Kegeln  ein- 
geschriebenen Kugeln  M,  M^  denkt,  und  bemerkt,  dass  für  jede  Kante, 
wie  etwa  KP,  PA  =  PB  =  PB^  und  KB,  K^B^  constant  sind: 
KT —PA  =  consi,  und  K^P —  PB  =  const.,  mithin  auch  KP  — 
K^P=  const.  —  KB  =  K^B^.  Ist  femer  K^  ein  gerader  Kegel  über 
der  nämlichen  Ellipse,  aber  liegt  sein  Mittelpunkt  im  andern  Zweige 
der  Ortshyperbel,  also  dem  Brennpunkte  B  näher,  als  dem  Brenn- 
punkte Af  so  hat  man  Z3P+  PA  =  const.  und  mithin:  JrP+  K^P 
=  consi  =  KB  -j-  K^B^,   Das  heisst: 

Jede  feste  Ellipse  hat  umaJüig  viele  Paare  von  Brennpunkten,  in 
im  Sinne  nämlich,  dass  wenn  man  cms  einem  solchen  Punktenpaare 
nadi  einem  Punkte  ihres  Umfanges  Strahlen  $iehtj  alsdann  entweder 
0)  die  Summe  oder  ß)  der  ünterscJhied  derselben  constant  ist,  und  zwar 
liegen  alle  diese  Brennpunkte  in  einer  hestimmten,  der  Ellipse  auf  eigen- 
thümliche  Weise  zugeordneten  Hyperbel,  d.  h,  je  zwei  Punkte  in  dieser 
sind  ein  Paar  BrennpurJcte  jener,  und  es  kommt  jedem  Paar  Brennpunkte 
die  Eigenschaft  a)  oder  ß)  zu,  je  nachdem  sie  in  verschiedenen  oder  in 
dem  nämlichen  Zweige  der  Hyperbel  liegen. 

Aehnlicherweise  folgt  für  die  Hyperbel:  Jede  in  fester  Lage  be- 
iradUete  Hyperbel  Juit  unzählige  Paare  von  Brennpunkten,  in  dem  Sinne, 
dass  die  Differenz  ihrer  Abstände  von  allen  Punkten  ihres  Umfangs  con- 
stant ist;  der  Ort  aller  solcher  Brennpunkte  ist  die  der  Hyperbel  zu- 
gf'ordnete  Ellipse  d.  h.  je  zwei  Punkte  in  dieser  sind  ein  Paar  Brenn- 
punkte  von  jener. 

Schliesslich  hat  man  für  die  Parabel:  Jede  feste  Parabel  Jiat  un- 
zählige  Paare  von  Brennpunkten  in  dein  Sinne,  dass  die  Differenz  der 
Abstände'  jeden  solchen  Punktenpaars  von  den  einzelnen  Punkten  der 
Parabel  constant  ist;  der  Ort  aller  dieser  Brennpunkte  ist  die  der 
fe^en  Parabel  zugeordnete  Parabel,  d.  h.  jede  zwei  Punkte  in  dieser  sind 
^in  solches  Paar  für  jene,  und  zugleich  auch  umgekehrt:  Die  Punkte 
der  erstem  sind  in  demselben  Sinne  die  Brennpunhte  der  zweiten  Parabel. 

Aus  den  vorigen  Sätzen  folgen  unmittelbar  nachstehende: 

Stehen  zwei  gereute  Kegel  K,  K^  über  dem  nämlichen  Kegelschnitte, 
M>«rf  man  trägt  die  Kanten  PK^  des  einen  auf  den  entsprechenden  Kanten 
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PK  des  andern  ab  [dabei  werden  als  entsprechende  Kanten  diejenigen 
bezeichnet^  die  nach  dem  nämlichen  Pnnkte  des  Kegelschnittes  gehen], 
efUweder  alle  nach  dem  Mittelpunkte  K  hin,  wo  sie  auch  über  diesen 
hinatisreichen  können,  oder  alle  auf  der  Verlängerung  Ober  den  Kegel- 
schnitt hinaus,  so  sind  in  jedem  Falle  die  Endpunkte  derselben  gleichweit 
von  dem  Mittelpunkte  K  entfernt,  d,  h,  sie  liegen  in  einem  Kreise  [EEG 
oder  FSH]  in  welchem  die  Kegelfläche  K  von  dner  Kugd  M  oder  N 
berührt  wird. 

Man  hat  femer  den  nahezu  gleichlautenden  Satz:  Steht  ein  ge- 
ader Kegel  K  über  einem  Kegelschnitt^  und  man  trägt  auf  jeder 
Kante  FK  desselben  die  ihr  entsprechenden  Leitstrahlen  PÄ,  FB 
des  Scheitels  ab,  imd  zwar  den  einen  Strahl  FÄ,  welcher  nach  dem, 
dem  Mittelpunkte  K  des  Kegels  näher  liegenden  Brennpunkt  führt, 
nach  diesem  Mittelpunkte  hin,  den  andern  aber  nach  entgegengesetzter 
Richtung,  so  liegen  die  Endpunkte  der  abgetragenen  Strahlen  in  dem 
,  einen  und  andern  Falle  in  einem  Kreise  ERG,  FSH  in  welchem  der 
Kegel  von  einer  Kugel  M,  N  berührt  wird;  und  umgekehrt:  Trägt 
man  die  Kanten  FK  des  Kegels  auf  den  entsprechenden  Leitstrahlen 
FÄ,  FB  des  Schnittes  ab  und  zwar  für  den  dem  Scheitel  K  nähern 
Brennpunkt  A  nach  diesem  hin,  für  den  andern  B  dagegen  auf  der 
Verlängerung  des  Strahls,  so  liegen  die  Endpunkte  derselben  bezieh- 
lich  in  einem  Kreise  A  oder  B,  Schliesslich:  Beschreibt  man  um 
die  Brennpunkte  A  und  B  eines  Kegelschnitts  zwei  Kreise  unter  der 
Bedingung,  dass  die  Summe  ihrer  Radien  AA^  +  BBj^  =  CD  = 
Hauptaxe  des  Schnittes,  und  trägt  die  Differenzen  der  Radien  und 
Leitstrahlen  FA,  FB,  also  FA^  und  FB^  auf  der  zugehörigen  Kante 
FK  des  geraden  Kegels  ab,  so  liegen  die  Endpunkte  in  einem  und 
demselben  Kreise. 
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Die  Kegelschnitte  als  Projection  des  Kreises. 

§.  25.    Kreis  und  Eegelscimitt  im  geraden  Segel. 

um  die  in  §.  7.  abgeleiteten  harmonischen  Eigenschaften  des 
Kreises  in  bequemer  Weise  auf  die  Kegelschnitte  überzutragen,  müssen 
wir  neben  harmonischen  Punkten  und  harmonischen  Strahlen  noch 
harmonische  Ebenen  in  unsere  Betrachtung  einführen.  Wir  nennen 
vier  harmonische  Ebenen  vier  Ebenen,  welche  von  einem  Punkte  aus 
durch  vier,  mit  diesem  Punkte  nicht  in  einer  Ebene  liegende  harmonische 
Strahlen  gelegt  werden  können.  Dieselben  werden  auch  erzeugt  durch 
eine  Gerade  und  vier  harmonische  Punkte,  welche  mit  der  Geraden 
nicht  in  derselben  Ebene  liegen.  Vier  harmonische  Ebenen  werden 
Yon  jeder  Geraden  in  vier  harmonischen  Punkten,  von  jeder  Ebene  in 
vier  harmonischen  Strahlen  geschnitten;  es  fallt  also  nicht  schwer  zu 
drei  gegebenen  Ebenen  bei  bestimmter  Zuordnung  die  vierte  harmo- 
nische zu  construiren. 

Als  ^p&sieUe  Fälle  seien  hier  erwähnt:  1)  Zwei  Ebenen  und  ihre 
beiden  winkelhaJbirenden  Ebenen;  2)  Vier  parallele  Ebenen,  welche  durch 
vier  harmonische  Punkte  gelegt  sind.  [Man  schliesst  daraus,  dass  im 
Sinne  der  harmonischen  Eigenschaften  ein  System  paralleler  Ebenen 
aufgefasst  werden  kann  als  ein  System  von  Ebenen,  welche  durch 
dieselbe  unendlich  entfernte  Gerade  gehen.]  3)  Drei  parallele  Ebenen, 
von  denen  die  eine  in  der  Mitte  zwisclien  den  beiden  andern  liegt,  und 
irgend  eine  unendlich  entfernte  Ebene,  [um  den  Satz  nicht  umstossen 
zu  müssen,  dass  zu  drei  Ebenen  bei  bestimmter  Zuordnung  stets  nur 
eine  vierte  harmonische  existirt,  bedient  man  sich  des  Ausdrucks: 
IHe  unendlich  entfernte  Ebene  des  Baumes,  was  heissen  soll,  'dass  in 
Ansehung  harmonischer  Eigenschaften  alle  unendlich  entfernten  Punkte 
des  Raumes  so  aufgefasst  werden  können,  als  lägen  sie  auf  einer  und 
derselben  Ebene.] 

Wählt  man  einen  Kreis  M  in  der  Ebene  E  und  einen  durch  M 
gehenden   geraden   Kegel  mit  der  Spitze  [oder  dem  Mittelpunkte]  D, 
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der  ausserhalb  der  Ebene  E  liegt,  so  tritt  Folgendes  ein:  Jedem 
Punkte  der  Ebene  E  entspricht  im  Allgemeinen  ein  geradliniger  Strahl 
durch  D,  so  dass  jeder  Punkt  auf  dem  entsprechenden  Strahle  liegt, 
und  jeder  Strahl  durch  seinen  entsprechenden  Punkt  geht;  jedem 
Punkte  des  Kreises  3£  entspricht  ein  Strahl  des  Kegels  2),  dem 
Mittelpunkte  des  Kreises  die  Axe  des  Kegels.  Zu  jeder  Geraden  in 
E  gehört  jetzt  eine  Ebene  durch  D  und  umgekehrt,  namentlich  ent- 
spricht der  durch  D  parallel  zu  E  gelegten  Ebene  die  unendlich  ent- 
fernte Gerade  der  Ebene  E]  zu  einer  Tangente  des  Kreises  Jüf  gehört  eine 
Tangentialebene  des  Kegels  D.  Vier  harmonische  Punkte  in  E  bestim- 
men vier  harmonische  Strahlen  in  D  und  vier  harmonische  Strahlen 
in  E  ergeben  vier  harmonische  Ebenen  durch  D, 

Schneidet  man  den  Kegel  D  durch  eine  Ebene  Ei,  welche  weder 
durch  D  geht,  noch  der  Ebene  E  parallel  läuft,  so  erhält  man  als 
Ort  der  gemeinsamen  Punkte  von  1)  und  E^  einen  Kegelschnitt  K, 
der  durch  den  Kegel  9iit  dem  Kreise  M  in  nachfolgende  Beziehung 
tritt:  Jedem  Punkte  von  M  entspricht  derjenige  Punkt  von  K,  welcher 
mit  ihm  auf  derselben  Kante  des  Kegels  D  liegt,  und  ebenso  schneidet 
eine  Tangentialebene  von  2)  auf  E  und  E^  entsprechende  Tangenten 
von  M  und  K  aus.  Zu  vier  harmonischen  Punkten  in  der  Ebene  des 
Kreises  findet  man  zugehörige  vier  harmonische  Punkte  in  der  Ebene  des 
Kegelschnitts  K,  zu  vier  harmonischen  Strahlen  in  der  erstgenannten 
Ebene  vier  harmonische  Strahlen  in  der  zweiten  u.  s.  f. 

Auf  Grund  dieser  einfachen  Betrachtungen  lassen  sich  demnach 
eine  Reihe  von  Sätzen,  welche  vom  Kreise  gelten,  ohne  jegliche  Mühe 
auf  einen  beliebigen  Kegelschnitt  übertragen,  indem  man  einfach  be- 
denkt, dass  irgend  ein  Kegelschnitt  mit  einem  willkürlichen  Kreise 
stets  in  die  vorhin  untersuchte  Lage  gebracht  werden  kann.  Man 
construire  nämlich  über  dem  Kegelschnitt  einen  geraden  Kegel  [was 
auf  unendliche  viele  Arten  möglich  ist]  und  suche  unter  den  zur  Axe 
des  Kegels  senkrecht  stehenden  Ebenen  diejenige  aus,  welche  einen 
Kreis  ergibt,  der  mit  dem  gegebenen  Kreise  gleichen  Radius  hat  Es 
ergeben  sich  dann  aus  den  folgenden  links  stehenden  Sätzen  unmittel- 
bar die  auf  der  rechten  Seite  befindlichen. 

Eine   Gerade    hat   mit   einem  Eine    Gerade   liai    mit    einem 

Kreise  zwei,  einen  oder  leinen  Punkt  Kegdselmitte  zwei,  einen  oder  keinen 
gentein,  je  nachdem  sie  denselben  Punkt  gemein,  jenaclidefn  sie  dett- 
schneidet,  hefiihrt  odei*  nicht  sdinei-  selben  schneidet,  lyerdhrt  oder  nicht 
det.  Der  Kreis  ist  desshalb  eine  srhneUlet.  Der  Kegelsdinitt  ist  dess- 
Curve  zweiten  Grades.  Juüb   eine  Curve  zweiten  Grades, 

Von  einetn  Punkte  aus  lassen  Von  einefn  Punkte  aus  lassen 
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sich  an  einen  Kreis  zwei,  eine  oder 
kitie  Tangente  legen,  je  nacMem 
er  ausser  dem  Kreise,  auf  demselben, 
oder  innerhalb  desselben  liegt.  Der 
Kreis  ist  desshalb  eine  Curve  zwei- 
ter Klasse, 

Zieht  man  aus  einem  Punkte 
P  in  der  Ebene  eines  Kreises  Ge- 
rade, van  denen  irgend  eine  den 
Kreis  in  p^  und  p^  tf^ffet^  möge, 
ml  bestimmt  jedesmal  zu  p,  Pi  und 
;'.  den  vierten  hannanisdien,  p  zu- 
Ifwrdncten  Punkt  p,  so  ist  der  Ort 
dieses  Punktes  p  eine  Gerade  P, 
icekhe  die  Polare  des  Punktes  p  in 
Bezug  auf  den  Kreis  lieisst  Um- 
fjekchrt  wird  p  der  Pol  der  Geraden 
P  getmnnt. 

In  Bezug  auf  einen  Krei^  ge- 
hört zu  jedem  Pmikte  der  Ebene 
stets  eine,  aher  auch  nur  eine  Po- 
hire,  mid  zu  jeder  Geraden  stets 
ein,  aber  auch  nur  ein  Pol,  Liegt 
dtr  Pol  p  ausserhalb  des  Kreises, 
so  sdineidet  die  Polare  P  den  Kreis 
in  zwei  Punkten  und  ist  zugleich 
&  Berührungssehfie  def  von  p  aus 
'»j  den  Kreis  gelegten  Tangente. 
Befindet  sieh  p  auf  dem  Kreise 
^%^  so  ist  die  zugehörige  Polare 
die  Tangente  in  p.  Wenn  schliess- 
lich der  Pol  im  Innern  des  Kreises 
lif-gt^  so  schneidet  die  Polare  den 
Kreis  nicht 

Die  Polare  eines  Punktes  in 
Bezug  auf  einen  Kreis,  der  ge- 
zeichnet vorliegt,  kann  mittelst  des 
Lineals  allein  construirt  werden; 
nudi  ergibt  diese  Construction  zu- 
illeich  die  möglichen  Tangenten,  die 


sich  an  einen  Kegelschnitt  zwei,  eine 
oder  keine  Tangente  legen,  je  nach- 
dem er  ausserhalb  des  Kegelschnittes, 
auf  demselben  oder  innerhalb  des- 
selben liegt.  Der  Kegelschnitt  ist 
desshalb  eine  Curve  zweiter  Klasse, 

Zieht  man  aus  einetn  Punkte 
p  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes 
Gerade,  von  denen  irgend  eine  den 
Kegelschnitt  in  p^  und  p^  treffen 
möge,  und  bestimmt  jedesmal  zu  p, 
Pi  und  P2  den  vierten  harmonischen 
p  zugeordneten  Punkt  p,  so  ist  der 
Ort  dieses  Punktes  p  eine  Gerade 
P,  welche  die  Polare  des  Punktes 
p  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
heisst.  Umgekehrt  tvird  p  der  Pol 
der  Geraden  P  genannt. 

In  Bezug  auf  einen  Kegel- 
schnitt geJwrt  zu  jedem  Punkte  der 
Ebene  stets  eine,  aber  auch  nur  eine 
Polare  und  zu  jeder  Geraden  stets 
ein,  aber  audi  nur  ein  Pol.  Liegt 
der  Pol  p  ausserhalb  des  Kegel- 
schnittes, so  schneidet  die  Polare  P 
den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten 
und  ist  zugleich  die  Berührungs- 
sehne der  von  p  aus  an  den  Kegel- 
schnitt gelegten  Tatigenten.  Befin- 
det sich  p  auf  dem  Kegelschnitte 
selbst,  so  ist  die  zugehörige  Polare 
die  Tangente  in  p.  Wenn  schliess- 
lich der  Pol  im  Innern  des  Kegel- 
schnittes liegt,  so  schneidet  die  Po- 
lare den  Kegelschnitt  nicht. 

Die  Polare  irgend  eines  Punktes 
in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt, 
der  gezeichnet  vorliegt,  kann  mittelst 
des  Lineals  allein  construirt  wer- 
den; auch  ergibt  diese  Construction 
zugleich  die   möglichen    Tangenten, 
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von  dem  Punkte  aus  an  den  Kreis 
gehen,  linear. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  p  auf 
einer  Geraden  O,  so  dreht  sich 
seine  Polare  in  Bezug  auf  einen 
festen  Kreis  um  einen  Punkt,  welcher 
der  Pol  von  G  ist  Umgdcehrt, 
dreht  sich  eine  Gerade  G  um  einen 
festen  Punkt  p,  so  durchläuft  der 
Pol  von  G  in  Bezug  auf  einen  ge- 
gebenen Kreis  eine  Gerade ,  welche 
die  Polare  von  p  ist 


die  von  dem  Punkte  aus  an  den 
Kegelschnitt  gehen,  linear. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  p  auf 
einer  Geraden  G,  so  dreht  sich  seine 
Polare  in  Bezug  auf  einen  festen 
Kegelschnitt  um  einen  Purikt^  welcher 
der  Pol  von  G  ist.  Umgekehrty 
dreht  sich  eine  Gerade  G  um  einen 
festen  Punkt  p,  so  durchläuft  der 
Pol  von  G  in  Bezug  auf  einen  ge- 
gebenen Kegelschnitt  eine  Gerade, 
welche  die  Polare  von  p  ist 


§.  26.    Die  Sätze  von  Pascal  und  Brianclioii. 

Die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon;  welche  in  §..  4.  und 
§.  6.  für  den  Ereis  und  in  §.  23.  für  jeden  Kegelschnitt  abgeleitet 
worden  sind^  lassen  sich  zufolge  der  Betrachtungen  in  §.  25.  sofort 
vom  Kreise  auf  den  Kegelschnitt  übertragen.  Sie  beweisen,  dass  einer- 
seits durch  fünf  seiner  Punkte  und  anderseits  durch  fünf  seiner  Tan- 
genten ein  Kegelschnitt  bestimmt  ist,  auch  dienen  sie  als  Mittel,  um 
in  dem  einen  oder  andern  Falle  Jbdiebig  viele  andere  Punkte  und  Tan- 
genten des  Kegelschnitts  mittelst  des  Lineals  allein  zu  construiren*). 

Sind  z.  B.  die  fünf  Punkte  1,  2,  3,  4,  5  fest,  während  der 
sechste  6  sich  in  dem  Kegelschnitte  K  bewegt,  so  bleibt  von  den  drei 
Durchschnittspunkten  gegenüberliegender  Seiten  des  Sechsecks  12  3 
4  56  blos  Ä  fest  und  B,  C  bewegen  sich,  jedoch  vermöge  des  PascaV- 
schen  Satzes  so,  dass  die  durch  sie  gestimmte  Gerade  G  stets  durch 
A  geht,  also  sich  um  diesen  Punkt  Ä  dreht.  Wenn  daher  umgekehrt 
durch  Ä  irgend  eine  Transversale  G  gezogen  wird,  so  muss  dieselbe 
die  zwei  festen  Geraden  23,34  stets  in  zwei  solchen  Punkten  C,  B 
schneiden,  welche,  wenn  sie  beziehlich  mit  den  festen  Punkten  5,  1 
durch  Gerade  €5,  Bl  verbunden  werden,  irgend  einen  neuen  sechsten 
Punkt  6  des  Kegelschnittes  K  bestimmen.  Wenn  also  G  um  A  ge- 
dreht wird,  so  müssen  C  und  B  sich  so  bewegen,  oder  die  Geraden 
C5,  Bl  sich  um  die  festen  Punkte  5,  1  so  drehen,  dass  der  Punkt 
6  den  ganzen  Kegelschnitt  durchläuft  und  beschreibt,  demnach  ist 
durch  die  fünf  festen  Punkte  12  345  nur  ein  einziger  Kegelschnitt 
möglich. 


*)  In  den  Figuren  130,  131,   132  ist  der  Bequemlichkeit  wegen  statt  eines 
allgemeinen  Kegehchnitts  ein  Kreis  gezeichnet  worden. 
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Fällt  6  in  seiner  Bewegung  endlich  mit  dem  festen  1  zusammen, 
so  wird  £  1  Tangente  in  1.  Daraus  lernt  man,  in  den  fQnf  festen 
Pnnkten  12345  Tangenten  an  K  zu  legen,  wenn  K  nicht  gezeichnet 
Torliegt,   sondern  nur'  jene  fünf  Punkte   gegeben  sind.     Durch   den 


\ 
\ 

I 
/ 

3f 


Fig.  180. 


B 


/      \ 


\ 


t  r 


\ 


\< 


\ 


\ 


/ 


/ 


Fig.  131. 


Durchschnitt  C  der  festen,  gegebenen  Geraden  2  3,  15,  und  durch  A 
ziehe  man  6r,  so  muss  diese  Geraden  der  festen  34  in  demjenigen 
Punkte  £  begegnen,  durch  welchen  die  Tangente  in  1  geht,  wodurch 
diese  gefunden  ist;  ebenso  die 
übrigen.  Diese  Construction  grün- 
det sich  also  auf  folgenden  beson- 
dem  Satz  [wobei  nämlich  eine 
Seite  des  eingeschriebenen  Sechs- 
ecks unendlich  klein,  d.  h.  eine 
Tangente  wirdj:  Bei  federn  irgend 
einem  Kegelschnitt  eingeschriebenen 
Fünfedc  fallen  die  Durchschnitte 
A,  C  zweier  Faar  Gegenseiten  mit 
dem  Durchschnitte  B  der  fünften 
Seite  und  der  Tangente  in  der  ihr 
gegemiberliegenden  Ecke  in  irgend 
eine  und  dieselbe  Gerade. 

Sind    andererseits   fünf  Tan- 
genten 1,  2,  3,  4,  5  eines  Kegel- 
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Schnittes  K^  fest^  so  sind  in  Rücksicht  des  Sechsecks^  welches  sie  mit 
irgend  einer  sechsten  6  bilden^  auch  die  vier  Ecken  a^  b,  c,  d  fest, 
so  wie  die  Hauptdiagonale  A^^y  und  es  muss  daher;  wenn  die  Tangente 
6  ihre  Lage  ändert,  der  Durchschnitt  G^  dep  zwei  übrigen  Haupt- 
diagonalen JBi,  C^  jene  feste  Gerade  A^  durchlaufen,  so  dass  umge- 
kehrt jedem  Punkte  Gy  in  A^  eine  bestimmte  Tangente  6  entspricht, 
und  zwar  so,  dass  durch  fünf  Tangenten  alle  übrigen  oder  der  Kegel- 
schnitt K^  bestimmt  ist.  Fällt  die  Tangente  6  endlich  auf  1,  so 
fällt  e  mit  h  und  f  mit  dem  Berührungspunkte  1  zusammen,  und  auch 
umgekehrt;  für  diesen  Fall  ist  also  B^  =  bh  bestimmt,  mit  ihm  auch 
(r^  und  durch  diesen  Cj,  welche  Gerade  sofort  1  ergibt,  d.  h.  wenn 
fünf  seiner  Tangenten  gegeben  sind,  so  ist  der  Kegelschnitt  Ky  be- 
stimmt und  es  sind  die  Berührungspunkte  jener  Tangenten  leicht  zu 
finden  vermittelst  des  Satzes:  Bei  jedem  irgend  einem  Kegelschnitte 
umgeschriebenen  Fünfecke  treffen  zwei  Diagonalen  ad,  bh  nebst  derjenigen 
Geraden  c  1 ,  welche  die  fünfte  Ecke  c  mit  dem  Berührungspunkte  1  ihrer 
Gegenseite  verbindet,   einander  stets  in  einem  und  demselben  Funkte  G^ . 

Aus  den  beiden  Sätzen  über  das  ein-  und  umgeschriebene  Sechs- 
eck lassen  sich  weiter  Folgerungen  für  das  Viereck  und  das  Dreieck 
ziehen,  welche  respective  einem  gegebenen  Kegelschnitt  eingeschrieben 
oder  umgeschrieben  sind. 

Werden  nämlich  bei  einem  eingeschriebenen  Sechseck  zwei  Seiten 
gleichsam  aus  dem  Kegelschnitte  ausgestossen,  so  dass  sie  in  Tangen- 
ten übergehen,  so  muss  dennoch  die  Eigenschaft  des  Pascal'schen 
Satzes  bestehen  bleiben,  so  dass  die  vier  Seiten  jedes  eingeschriebenen 
Vierecks  nebst  zwei  Tangenten  in  irgend  zwei  Ecken  desselben  als 
sechs  Seiten  eines  eingeschriebenen  Sechsecks  anzusehen  sind;  für 
welches  der  genannte  Satz  gelten  muss.  Hält  man  die  vier  Seiten 
des  Vierecks  ab  cd  fest,  so  sind  dabei  noch  zwei  Fälle  zu  unterschei- 
den, je  nachdem  nämlich  die  Tangenten  an  gegenüberstehenden  Ecken 
[a  und  c  oder  b  und  rf]  sich  befinden,  oder  aber  an  aufeinanderfolgenden 
Ecken  [wie  a  und  d,  d  und  c,  c  und  6,  b  und  a].  Nach  diesen 
Fällen  hat  man  nur  die  Nummern  der  sechs  Seiten  des  Sechsecks  zu 
verändern,  um  den  Satz  für  jeden  Fall  insbesondere  anwenden  zu 
können.  Für  die  Seiten  123  4  56  folgt  z.  B.  dass  die  drei  Punkte 
ABC  in  einer  Geraden  G  liegen,  d.  h.  in  Bezug  auf  das  Viereck, 
dass  die  Durchschnitte  A,  C  der  Gegenseiten  eines  dem  Kegelschnitte  ein- 
geschriebenen Vierecke  ab  cd  und  der  Durchschnitt  B  der  Tangenten  in 
zwei  Gegenecken  desselben  stets  in  einer  Geraden  G  liegen.  Für  die 
Ordnung  I,  H,  HI,  IV,  V,  VI  folgt  aber  auch,  dass  die  nämlichen 
Punkte  Ay  C  mit  dem  Durchschnitte  D  der  Tangenten  in  b,  d  auf  der- 
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^Ibefi  Geraden  liegen^  welcJw  folglich  mit  G  iiusamtnenßlU.  Für  den 
andern  Fall,  wo  die  Seiten  des  Sechsecks  in  der  Ordnung  12 34V  VI 
genommen  werden,  folgt,  dass  A,  F,  E  in  einer  Geraden  liegen;  ebenso 


Fig.  132. 


befinden  sich  auch  J,  H,  C  in  einer  Geraden.  Man  findet  in  dieser 
Weise  für  das  vollständige  Viereck  abcd  [die  Definition  des  voll- 
standigen  Vierecks  schliesst  sich  durchaus  der  in  §.  5.  gegebenen  für 
das  vollständige  Vierseit  an]  und  das  zugehörige  vollständige 
umgeschriebene  Vierseit  drei  Gerade'  G  und  zwölf  Gerade  g  [im  Sinne 
Ton  CHfT],  Andererseits,  wenn  man  von  der  Betrachtung  des  voU- 
^andigen  Viersei ts  ausgeht,  erhält  man  drei  Punkte  G^  und  zwölf 
Punkte  ^Tj. 

Es  zeigt  sich  aus  diesen  Entwicklungen  unmittelbar,  dass  ein 
Kegelschnitt  durch  vier  Punkte  und  die  Tangente  in  einem  derselben,  oder 
durch  vier  Tangenten  und  den  Berührungspunkt  der  einen  bestimmt  ist, 
und  wie  sofort  die  drei  andern  Tangenten  oder  die  drei  andern  Berüh- 
rungspunkte ^  so  wie  femer  beliebige  andere  Punkte  oder  Tangenten  des 
Kegelschnitts^  bloss  durch  Ziehen  gerader  Linien  zu  finden  sind.  — 

Gehen  bei  dem  Sechsecke,  welches  einem  Kegelschnitte  einge- 
schrieben ist,  drei  Seiten  in  Tangenten  über,  und  zwar  die  erste, 
dritte  und  fünfte  oder  die  zweite,  vierte  und  sechste,  so  ergibt  sich: 
dass  bei  jedem  irgend  einem  Kegelschnitte  eingeschriebenen  Dreiecke 
die  drei  Punkte  -4,  jB,  (7,  in  welchen  die  Seiten  mit  den  Tangenten 
in  den  Gegenecken  sich  schneiden,  allemal  in  irgend  einer  Geraden  G 
liegen.     Ebenso:   dass   bei  jedem   eingeschriebenen   Dreiecke   die  drei 
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Punkte,  in  welcher  die  drei  Seiten  von  den  Berührungssehnen  ge- 
schnitten werden,  in  einer  Geraden  liegen.  Oder:  Dass  hei  jedem 
Kegelschnitte  die  Seiten  irgend  ziveier  ztisamniengelwriger  Dreiecke  [ein- 
und  umgeschriebenen]  sich  in  drei  solchen  Punkten  schneiden,  welcfie  in 
derselben  Geraden  sich  befinden.  Andererseits  folgt,  d^iss  bei  jedem, 
irgend  einem  Kegelschnitte  umgeschriebenen  Dreieck  die  drei  Geraden 
Ä^B^Ciy  tcelche  die  Ecken  mit  den  Berührungspunkten  der  gegenüber- 
liegenden Seiten  verbinden,  einander  in  einem  Punkte  G^  treffen*).  Ebenso 
ergibt  sich  noch,  dass  der  Kegelschnitt  einerseits  durch  drei  Punkte 
und  zwei  der  Tangenten  in  denselben,  und  andererseits  durch  drei 
Tangenten  und  die  Berührungspunkte  zweier  derselben  bestimmt  ist, 
so  dass  sich  daraus  beliebig  viele  andere  Punkte  und  Tangenten  leicht 
mittelst  des  Lineals  allein  finden  lassen.  Als  spezieller  Fall  des  eben 
abgeleiteten  Satzes  findet  man:  Der  Berührungspunkt  einer  Syperbcl- 
tangente  halbirt  das  zwischen  den  Asymptoten  liegende  Stück  derselben. 
Man  braucht  zum  Beweise  nur  zu  beachten,  dass  die  Asymptoten  der 
Hyperbel  Tangenten  sind,  deren  Berührungspunkte  im  Unendlichen 
liegen. 

Einen  andern  speziellen  Fall  bietet  die  Aufgabe:  Einen  Kegel- 
schnitt m  construiren,  von  welchem  nmn  die  Scheitel  S^  und  S2  der 
grossen  Axe  und  einen  Punkt  C  kennt.  Man  hat  nämlich  in  den 
Senkrechten  T^  und  Tg,  welche  in  S^  und  S^  auf  S^S^  errichtet  wer- 
den können,  zwei  Tangenten  des  Kegelschnittes,  also  ist  es  mit  Hülfe 

Fig.  1S3. 


*)  Diese  beiden  Sätze  lassen  sich  unabhängig  vom  Pascarschen  und  Brian- 
chon' sehen  Satz  mit  Hülfe  der  Transyersalentheorie  [siehe  die  durch. Fig.  11  und 
12  erläuterten  Sätze  des  §.  3.]  für  den  Kreis  ganz  elementar  beweisen.  Durch 
Projection  werden  sie  sofort  auf  beliebige  Kegelschnitte  übertragen. 
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des  ausgesprochenen  Satzes  leicht  möglich  ^  auch  die  Tangente  T  in 
C  zu  finden.  Mit  der  Tangente  ist  zugleich  die  Normale  N  in  C  be- 
stimmt, so  dass  sich  die  Schnittpunkte  t  und  n  von  T  und  N  mit  der 
Hauptaxe  unmittelbar  ergeben.  Diese  bilden  ein  Punktenpaar,  welches 
zu  den  Brennpunkten  Ä  und  B  conjugirt  harmonisch  liegt,  da  die 
Leitstrahlen  des  Punktes  C  zu  Tangente  und  Normale  in  derselben 
harmonisch  sind.  Da  zudem  der  Mittelpunkt  M  des  Kegelschnittes 
bekannt  ist,  so  führt  folgende  Construction  zxx^Ä  und  B:  üeber  in 
als  Durchmesser  lege  man  einen  Kreis  und  von  M  aus  eine  Tangente 
an  denselben,  so  ist  die  Länge  derselben  gleich  MÄ  oder  MB.  Liegt 
C  zwischen  T^  und  Tg,  so  ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse*),  im  andern 
Fall  eine  Hyperbel. 

Im  Falle  einer  Parabel  lautet  die  Aufgabe:  Gegeben  der  Scheitel 
5i  und  die  ScheiteUangente  1\,  so  tvie  ein  PunM  C  der  Parabel,  man 
soll  weitere  Elemente  derselben  construireti.  Man  findet  zunächst  die 
Tangente  in  C  als  die  durch  G  gehende  Diagonale  desjenigen  Paral- 
lelogramms, von  welchem  GSi  und  GP  zwei  aneinanderstossende 
Seiten  sind,  wenn  P  den  Fusspunkt  des  von  G  auf  die  Scheiteltangente 
gefällten  Perpendikels  bedeutet.  Der  Brennpunkt  B  ergibt  sich  als 
der  Schnittpunkt  des  in  der  Mitte  Q  auf  die  genannte  Diagonale  ge- 
fällten Perpendikels  mit  der  Axe.  Von  hier  aus  kann  man  also  zu 
den  elementaren  Parabelsätzen  gelangen,  die  wir  im  Anfang  des  §.  17. 
auf  anderem  Wege  abgeleitet  hatten. 

Aus  den  bisherigen  Betrachtungen  ergibt  sich,  dass  wenn  man  von 
einem  Kegelschnitt  fünf  Elemente,  d.  h.  entweder  fünf  Punkte  oder 
fünf  Tangenten  kennt,  derselbe  im  Allgemeinen  vollkommen  bestimmt 
ist.  Die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon  weisen  aber  auch  auf  den 
Schluss  hin,  dass  umgekehrt  durch  jede  beliebige  fünf  Punkte  oder 
fünf  Tangenten  ein  Kegelschnitt  bestimmt  ist.  Eine  Bestätigung 
findet  diese  Bemerkung  darin,  dass  nach  §.  19.  irgend  vier  Gerade  in 
der  Ebene  als  Tangenten  einer  Parabel  gewählt  werden  können,  denn 
neben  diesen  vier  Geraden  ist  auch  die  unendlich  entfernte  Gerade 
der  Ebene  eine  Tangente  dieser  Parabel,  so  dass  dieselbe  in  Wirk- 
lichkeit durch  fünf  Tangenten  gegeben  ist.  Man  kann  also  sagen: 
Ein  Kegelschnitt  ist  dwrch  fünf  seiner  Punkte  oder  fimf  seiner  Tangenten 


*)  Sind  die  beiden  Scheitel  S^S^  der  grossen  oder  der  kleinen  Axe  einer 
EUipee  und  ein  Punkt  G  derselben  gegeben,  so  kann  man  zur  Construction  wei- 
terer EUipsenpnnkte  auch  die  Methode  anwenden,  welche  in  §.  13.  gegeben  und 
durch  Fig.  74  erläutert  worden  ist.  Man  ist  dadurch  unabhängig  gemacht  von 
der  Untersuchung,  ob  die  oben  angegebene  Construction  wirklich  ausführbar  ist, 
d.  h.  ob  es  mOglich  sei^  von  M  aus  Tangenten  an  den  Ereis  tCn  zu  legen. 
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vollkommen  bestimmt;  umgekehrt  lässt  sich  durch  jede  fünf  Pmtkte  ein, 
aber  nur  ein  Kegelschnitt  legen,  und  ebenso  existirt  stets  ein,  aber  nur 
ein  KegelsdiniU,  der  fünf  gegebene  '  Gerade  berührt.  Zwei  Kegelschnitte 
können  aus  diesem  Grunde  nie  mehr  als  vier  Punkte  oder  vier  Tangenten 
gemein  haben.  Hierbei  ist  die  noch  nicht  hervorgehobene  Voraus- 
setzung gemacht,  dass  weder  drei  der  Punkte  des  untersuchten  Kegel- 
schnitts in  einer  Geraden  liegen,  noch  drei  seiner  Tangenten  durch 
einen  und  denselben ,  Punkt  gehen;  diese  speziellen  Fälle  erledigen 
sich  aber  sofort,  indem  dann  Kegelschnitte  auftreten,  die  entweder 
aus  den  sämmtlichen  Punkten  zweier  Geraden  bestehen,  oder  aber, 
deren  Tangenten  die  sämmtlichen  Geraden  sind,  welche  durch  den 
einen  oder  den  andern  von  zwei  festen  Punkten  gelegt  werden  können. 

Von  grossem  Belange  ist  noch  eine  Folgerung,  welche  wir  aus 
dem  Pascal'schen  und  dem  Brianchon'schen  Satze  in  ihrer  allgemeinen 
Fassung  ziehen  wollen.  Es  ist  nämlich  bis  jetzt  nur  gezeigt  worden, 
dass  jeder  Kegelschnitt  als  Projection  des  Kreises  aufgefasst  werden 
kann;  aber  es  gilt  auch  der  umgekehrte  Satz,  dass  jede  beliebige  Pro- 
jection des  Kreises  ein  Kegelschnitt  ist,  also  nicht  nur  diejenigen,  welche 
durch  den  geraden  Kegel  vermittelt  werden.  In  der  That,  wenn  man 
einen  Kreis,  der  in  der  Ebene  fliegt,  vermittelst  geradliniger  Strahlen,  die 
durch  einen  festen  Punkt  ausserhalb  der  Ebene  E  gehen,  auf  eine  andere 
Ebene  J&\  projicirt,  welche  nicht  durch  D  geht  und  nicht  zu  E  parallel  ist,  so 
erhält  man  in  E^  eine  Figur,  für  welche  sowohl  der  Satz  von  Pascal 
als  derjenige  von  Brianchon  gilt,  d.  h.  jede  beliebige  Projection  eines 
Kreises  ist  ein  Kegelschnitt. 

Zum  Schlüsse  geben  wir  noch  zwei  Amvendungen  der  Sätze  vot% 
Pascal  und  Brianchon. 

Die  erste  besteht  in  dem  Beweise  des  bereits  hergeleiteten  Satzes: 
[§.  19.]  dass  der  Höhenpunkt  eines  der  Parabel  umschriebenen  Dreiecks 
in  der  Leitlinie  derselben  liegt,  welcher  Beweis  mit  Hülfe  eines  Brian- 
chon'schen  Sechsecks  geführt  wird.  [Wir  nennen  Brianchon  sches 
Sechseck  jedes  Sechseck,  in  welchem  sich  die  drei  Hauptdiagonalen  in 
demselben  Punkte  schneiden.  Ebenso  heisst  jedes  Sechseck,  in 
welchem  die  Durchschnittspunkte  der  gegenüberliegenden  Seiten  in 
einer  Geraden  liegen,  ein  PascaFsches  Sechseck.  Jedes  solche  Sechs- 
eck hat  die  Eigenschaft,  dass  seine  Ecken  auf  einem  Kegelschnitte 
liegen,  während  die  Seiten  eines  Brianchon'schen  Sechsecks  Tangenten 
eines  Kegelschnittes  sind.]  Zunächst  erinnern  wir  an  den  Satz,  dass 
der  Durchschnitt  zweier  zu  einander  rechtwinkligen  Tangenten  der 
Parabel  auf  die  Leitlinie  fällt.  Seien  nun  1  und  I,  2  und  II  zwei 
Paare   zueinander   senkrechtstehender   Parabeltangenten,   femer  3  und 
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die  unendlich  entfernte  Gerade  G^  der  Ebene  zwei  weitere  Tangenten 
der  Parabel;  so  bilden  112\\^G^  ein  Brianchon'sches  Sechseck,  in 
welchem  die  Hanptdiagonalen  sich  in  einem  Punkte  schneiden  müssen. 
Wir  wählen   die  Reihenfolge  der 

Seiten   des  Sechsecks  in  der  Art,  ^'^  ^^' 

dass  (13)  und  {IIG^),  (23)  und 
(IG«),  (II)  und  (2n)  zu  Gegen- 
ecken werden.  Die  erste  Hailpt- 
diagonale  ist  unter  dieser  Voraus- 
setzung, da  (JIG^)  der  unendlich- 
entfernte  Punkt  von  11  sein  wird  und 
also  die  von  (13)  nach  (II Öq^)  ge- 
zogene Gerade  parallel  zu  II  ist, 
offenbar  das  Perpendikel,  das  von 
dem  Punkte  (13)  auf  2  gefällt 
werden  kann,  also  die  zu  2  ge- 
hörige Höhe  des  Dreiecks  (123).  /  { 
Ebenso  fällt  die  zweite  Haupt-  I 
diagonale  des  Sechsecks  mit  der  \ 
zu  1   gehörigen    HöhC'  desselben 

Dreiecks  zusammen.  Durch  den  Schnittpunkt  dieser  Hauptdiagonalen, 
resp.  durch  den  Höhenpunkt  des  Dreiecks  (12  3)  muss  auch  die  dritte 
Hauptdiagonale  gehen,  welche  aber  die  Leitlinie  der  Parabel  ist.  Da- 
mit ist  der  aufgestellte  Satz  bewiesen.  — 

Mit  Hülfe  des  Pascal^schen  Satzes  lässt  sich  nachweisen,  dass  der 
Höhenpunkt  eines  der  gleichseitigen  Hyperbel  eingeschriebenen  Dreiecks 
(^tenfalls  auf  dieser  Hyperbel  liegt.  Seien 
123  die  gegebenen  Punkte  auf  der 
gleichseitigen  Hyperbel,  4  der  Höhen- 
pankt  des  von  ihnen  gebildeten  Drei- 
ecks und  5  und  6  die  unendlich  ent- 
fernten Punkte  der  Hyperbel,  so  dass 
also  die  Richtungen  von  Strahlen,  welche 
von  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene 
ans  nach  5  und  6  gehen,  zueinander 
senkrecht  stehen.  Es  ist,  um  den  Be- 
weis unseres  Satzes  zu  führen,  einzig 
zu  zeigen,  dass  das  Sechseck  12  345  6 
ein  Pascal'sches  Sechseck  ist,  d.  h.  dass 
die  Durchschnittspunkte  seiner  Gegen- 
seiten auf  einer  Geraden  liegen.  Nun  schneiden  sich  (12)  und  (45)  inp,  (23) 


I  ig.  135. 
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und  (56)  in  dem  unendlich  entfernten  Punkte  q  der  Geraden  (23)  und  schliess- 
lich (34)  und  (61)  in  r;  wenn  also  i?,  q,  r  in  derselben  Geraden 
liegen  sollen,  so  müssen  {pr)  und  (23)  parallel  sein.  Im  Dreiecke 
(14j))  steht  (16)  [oder  (Ir)]  senkrecht  auf  (45)  [oder  (4jp)],  weil 
die  Richtungen  der  unendlich  entfernten  Punkte  5  und  6  senkrecht 
zu  einander  stehen,  ebenso  steht  (34)  [oder  (4r)]  senkrecht  auf  (12) 
[oder  (Ijj)],  demnach  schneiden  sich  (Ir)  und  (4r)*im  Höhenpunkt 
des  genannten  Dreiecks  ( 1 4jp)  und  pir  -ist  die  dritte  Höhe  desselben. 
Es  stehen  also  {jpr)  und  (23)  beide  auf  (14)  senkrecht  und  sind  demzu- 
folge parallel.  Der  hiermit  bewiesene  Satz  lässt  sich  auch  in  fol- 
gende Fassung  bringen:  Jede  gleichseitige  Hyperbel^  welche  einem  ge- 
g^enen  Dreieck  eingeschrid)en  ist,  geht  auch  durch  den  Höhenpunkt  desselben. 

Ein  zweiter  Beweis  beruht  auf  folgendem  Gedankengange:  Zieht 
man  yon  einem  Punkte  M  aus  Strahlen  nach  den  drei  Ecken  eines 
Dreiecks,  und  errichtet  in  M  Perpendikel  auf  diese  Strahlen,  so  liegen 
die  Schnittpunkte  derselben  mit  den  Gegenseiten  des  Dreiecks  in  einer 
Geraden;  diess  ergibt  sich  einfach  durch  Polarisation  des  Satzes,  „dass 
die  drei  Höhen  eines  Dreiecks  sich  in  einem  Punkte  schneiden"  in 
Bezug  auf  einen  beliebigen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  M.  Man 
kann  nun  weiter  zeigen:  Wenn  die  von  M  aus  nach  einem  der  dem 
Dreiecke  eingeschriebenen  Kreise  gezogenen  Tangenten  senkrecht  zu- 
einander stehen,  so  berührt  die  erwähnte  Gerade  diesen  Kreis.  Wird 
dieser  letztere  Satz  auf  einen  um  M  geschlagenen  Kreis  polarisirt,  so 
ergibt  sich  der  vorhin  bewiesene  Satz. 

Aus  demselben  wollen  wir  einige  Folgerimgen  ziehen:  Es  sei 
wieder  4  der  Höhenpunkt  des  einer  gleichseitigen  Hyperbel  einge- 
schriebenen Dreiecks  12  3,  ferner  7  der  Durchschnitt  von  (14)  und 
(2  3)  und  8  der  Durchschnitt  von  (24)  und  (13),  so  sind  die  Drei- 
ecke  247,    148,    137    ähnlich,  und  demzufolge    J-|^  =  |i^j  oder 

(2  7).  (3  7)  =  (17).  (4  7).  Es  sind  aber  (23)  und  (14)  zwei 
Sehnen  der  Hyperbel,  die  sich  rechtwinklig  schneiden,  wir  haben  also 
den  Satz:  Die  Bechtecke  unter  den  Abschnitten  zweier  einander  recht- 
winklig durchschneidender  Sehnen  einer  gleicJiseitigen  Hyperbel  sind  ein- 
ander gleich.  —  Halten  wir  im  Dreieck  123  die  Seite  12  fest,  ver- 
rücken aber  den  Punkt  3  auf  der  Hyperbel,  so  dass  der  Winkel  bei 
1  ein  rechter  wird,  so  fallt  der  Höhenpunkt  4  in  den  Scheitel  1  hin- 
ein und  17  wird  zur  Tangente  im  Punkte  1,  d.  h. :  In  jedem  einer 
gleicliseitigen  Hyperbel  eingeschriebenen  rechtwvnTdigen  Dreieck  ist  das 
Perpendikel  vom  ScJieitel  des  rechten  Winkels  auf  die  Hypotenuse  eine 
Tangente  der  Hyperbel,   Dieser  Satz  kann  auch  wie  folgt  ausgesprochen 
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werden.  '  Wenn  der  Scheitel  eines  rechten  WinJceis  auf  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  liegt,  und  man  dreht  den  Winkel  um  seinen  Scheitel,  so  bleibt 
die  von  seinen  Schenkeln  abgeschnittene  Sehne  stets  senkrecht  jsur  Tangente 
im  SckeiteL 


§.  27.    Polareigenschaften  der  Eegelschnitte. 

Zu  jedem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  gehört  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  stets  eine^  aber  auch  nur  eine  Polare^  und  jeder  Ge- 
raden entspricht  ein,  aber  auch  nur  ein  Pol.  Irgend  eine  durch  den 
Pol  gelegte  Transversale  schneidet  auf  der  Polaren  irgend  einen  Punkt 
anS;  welcher  in  bekannter  Zuordnung  der  vierte  harn^onische  Punkt 
ist  zum  Pole  und  den  Schnittpunkten  der  Transversalen  mit  dem 
Eegelschnitte.  Sucht  man  also  den  Pol  der  unendlich  entfernten  Ge- 
raden in  Bezug  auf  einen  vorgelegten  Kegelschnitt^  so  muss  die  aus- 
gesprochene  Eigenschaft  ihre  Gültigkeit  noch  besitzen^  und  es  muss 
demnach  der  Pol  in  der  Mitte  liegen  zwischen  den  beiden  Punkten, 
welche  eine  beliebig  durch  ihn  gelegte  Transversale  auf  dem  Kegel- 
schnitte ausschneidet.  Es  hat  aber  gar  kein  anderer  Punkt,  als  der 
Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  die  angegebene  Eigenschaft,  demzufolge 
ist  der  Pol  der  unendlich  entfernten  Geraden  der  Ebene  in  Bezug  auf 
(finen  Kegelschnitt  der  Mittelpunkt  dieses  Kegelschnittes.  Umgekehrt  ist 
die  Polare  des  Mittelpunktes  eines  Kegelschnittes  in  Bezug  auf  den- 
selben die  unendlich  entfernte  Gerade  der  Ebene.  ^Wenn  der  Mittel- 
punkt des  Kegelschnittes  innerhalb  derselben  liegt,  so  sind  von  ihm  aus 
keine  Tangenten  an  den  Kegelschnitt  möglich  und  derselbe  hat  keine  un- 
mllich  entfernten  Punkte,  d.  h.  er  ist  Ellipse.  Befindet  sicJi  der  Mittel- 
pufJd  ausserhalb  des  KegelsdmiMes,  so  ist  derselbe  Hyperbel,  und  er  Jiat 
zvcei  unendlich  entfernte  Punkte,  welche  mit  dem  Mittelpunkte  verbunden 
ztcei  Tangenten,  die  Asymptoten  der  Hyperbel  ergeben.  Schliesslich  kann 
der  Mittelpunkt  auf  dem  Kegelschnitte  selbst  liegen,  d.  h.  die  unendlich 
fntfemte  Gerade  der  Ebene  ist  eine  seiner  Tangenten  und  er  selbst  eine 
Parabel.  ^ 

Durch  diese  Betrachtungen  rechtfertigt  sich  aufs  Neue  die  Be- 
zeichnung die  unendlich  entfernte  Gerade  der  Ebene,  denn  alle  unend- 
lich entfernten  Geraden  der  Ebene  haben  in  Bezug  auf  einen  ge- 
gebenen Kegelschnitt  nur  einen  einzigen  Pol;  wären  nämlich  deren 
zwei  vorhanden,  so  hätte  der  Kegelschnitt  zwei  Mittelpunkte  und  die 
Verbindungsgerade  derselben  würde  auf  dem  Kegelschnitte  eine  Strecke 
aasschneiden,  welche  in  zwei  verschiedener!  Punkten  gehälftet  würde, 
was  unmöglich   ist.     Da  nun  aJle  unendlich  entfernten  Geraden  den- 
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selben  Pol  gemein  haben,  so  müssen  sie,  da  zu  jedem  Pole  im  All- 
gemeinen nur  eine  Polare  gehört,  als  in  eine  und  dieselbe  Gerade  zu- 
sammenfallend betrachtet  werden. 

Jede  durch  den  Mittelpunkt  eines  Kegelschnittes  gehende  Gerade 
Jieisst  Durchmesser  und  ihr  Pol  liegt  in  unendlicher  Entfernung.  Um- 
gekehrt ist  die  Polare  jedes  unendlich  entfernten  Punktes  ein  Durchmesser, 

Aus  den  Grunjdeigenschaften  von  Pol  und  Polare  leitet  man  so- 
fort den  Satz  ab:  Bewegt  sicii  ein  Punkt  auf  einer  Geraden,  so  dreht 
sich  die  Berührungssehne  der  beiden  von  ihm  aus  an  den  Kegelschnitt  ge- 
legten Tangenten  um  einen  festen  Punkt,  den  Pol  jener  Geraden.  Nun 
ist  för  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  gezeigt  worden,  dass  die  Be- 
rührungssehne der  beiden  von  irgend  einem  Punkte  der  Leitlinie  aus 
an  den  Kegelschnitt  gezogenen  Tangenten  durch  den  zugehörigen 
Brennpunkt  geht.  Ein  Brennpunkt  und  die  zugehörige  Leitlinie  eines 
Kegelschnittes  sind  also  stets  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  denselben.  — 

Ein  Dreieck,  welches  in  Bezug  auf  einen  gegebenen  Kegelschnitt 
die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Polare  einer  jeden  seiner  Ecken  mit  der 
Yerbindungsgeraden  der  beiden  übrigen  zusammenfallt,  heisst  ein 
Tripel  harmonischer  Punkte  des  Kegelschnitts.  Es  gibt  unendlich  viele 
solche  Tripel,  denn  man  kann  einen  der  drei  Punkte  willkürlich 
wählen,  ebenso  noch  auf  der  Polaren  desselben  den  zweiten,  und  dann 
ist  erst  der  dritte  Punkt  des  Tripels  vollständig  bestimmt.  Der  Durch- 
schnittspunkt irgend  zweier  Seiten  des  Tripeldreiecks  ist  der  Pol  der 
dritten  Seite.  Wenn  man  also  als  Tripel  harmonischer  Strahlen  ein 
Dreiseit  bezeichnet,  in  welchem  jede  Seite  den  Durchschnitt  der  beiden 
andern  zum  Pole  hat,  so  kann  man  also  sagen:  Die  drei  Seiten  eines 
Tripeldreiecks  hüden  ein  Tripel  harmonisclier  Strahlen,  Aus  der  Con- 
struction  der  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt, 
die  durchaus  nach  §.  6.  [Fig.  15]  für  jeden  beliebigen  Kegelschnitt 
ausgeführt  werden  kann,  erkennt  man  die  Richtigkeit  des  nachfolgen- 
den Satzes:  In  einem  vollständigen  Viereck,  dessen  Ecken  aa'ßß^  auf 
einem  Kegelschnitte  liegen,  bilden  die  drei  Diagonälpunkte  ppp"  [Durch- 
schnittspunkte gegenüberliegender  Seiten]  ein  Tripel^  harmonische^' 
Punkte.  Dieses  Tripel  ist  aber  allen  Kegelschnitten  gemein,  welche  durch 
die  Ecken  des  vollständigen  Vierecks  gehen  und  femer  ist  es  das  einzige 
Tripel,  welches  irgend  zweien  dieser  Kegelschnitte  gemein  sein  kann. 
In  der  That,  sei  «  einer  von  den  vier  Schnittpunkten  der  beiden 
Kegelschnitte,  so  bestimmt  er  mit  dem  Tripel  ppp'  das  Viereck 
aaßß'  vollständig,  und  zwar  linear,  während  ein  anderes  Tripel 
qqq'  offenbar  ein  anderes  Viereck  ergeben  würde,  was  wider,  die 
Voraussetzung  ist.     Zwei  Kegelschnitte,  welche  sich  in  vier  Punkten 
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schneiden^  haben  also  immer  ein^  aber  auch  nur  ein  Tripel  harmo- 
nischer Punkte  gemein ;  welches  durch  die  Schnittpunkte  linear  be- 
stimmt ist.  Man  kann  das  auch  so  ausdrücken:  Schneiden  sich  zwei 
Kegelschnitte  in  vier  Punkten,  so  existiren  stets  dreit  aber  auch  nur  drei 
Punkte,  für  welche  die  beiden  Polmren  in  Hinsicht  der  gegebenen  Kegel- 
schnitte zusammenfallen. 

Ein  Punkt  p  allein 'bestimmt^  wie  bereits  bemerkt^  das  Tripel  noch 
nicht;  man  kann  auf  der  Polaren  P  desselben  noch  unendlich  viele 
Panktenpaare  pp"  annehmen,  welche  das  Tripel  vervollständigen. 
Sind  5  und  t  die  Durchschnitte  von  P  mit  dem  Kegelschnitte,  so  sind 
p  und  p"  ihnen  harmonisch  zugeordnet,  und  umgekehrt:  jedes  zu  s 
und  t  harmonisch  zugeordnete  Punktenpaar  ergibt  mit  p  ein  Tripel. 
Ebenso  wird  durch  einen  Strahl  das  Tripel  noch  nicht  bestimmt;  man 
kann  nämlich  von  dem  Pole  dieses  Strahles  aus,  insofern  dies  mög- 
lich ist^  Tangenten  an  Kegelschnitt  legen,  und  jedes  Paar  von  Strahlen, 
welches  diesen  Tangenten  harmonisch  zugeordnet  ist,  ergibt  ein  Tripel. 
Von  einem  Tripel  harmonischer  Punkte  liegt  stets  einer  innerhalb  des 
Kegelschnittes,  die  beiden  andern  ausserhalb;  von  den  drei  Strahlen 
eines  Tripels  schneiden  zwei  den  Kegelschnitt,  der  dritte  aber  trifft 
ihn  nicht. 

Da  bei  einem  Kreise  die  Polare  stets  senkrecht  steht  auf  der  Yerbin- 
dungsgeraden  von  Pol  und  Mittel- 
punkt, so  ist  der  Mittelpunkt  eu-  ^^**  ^^' 
gleiA  der  Höhenpunkt  aller  dem 
Kreise  zugehörigen  Tripel;  es  ist 
nidem  klar,  dass  diese  Tripel  nur 
stumpfwinklige  *  Dreiecke  bilden 
k5nnen.  Der  Kreis  ist  durch  eines 
seiner  Tripel  vollständig  bestimmt; 
dasselbe  bildet  nach  der  eben  ge- 
machten Bemerkung  ein  stumpf- 
winkliges Dreieck,  dessen  Hohen- 
punkt  m  der  Mittelputikt  des  zu 
bestimmenden    Kreises    ist      Um 

den  Badius  dieses  Kreises  zu  finden,  ziehe  man  die  Gerade  mp,  wo  p 
ein  Tripelpunkt  ist,  und  suche  deren  Durchschnitt  p  mit  pp'\  Es 
seien  nun  s  und  t  die  Durchschnitte  des  Kreises  mit  mp,  so  muss 
ms*  =  mt^  =  mp  •  tnp  sein,  wodurch  s  und  t  bestimmt  sind.  Zur 
Constmction  lege  man  einen  Halbkreis  über  jpp,  ziehe  an  diesen  die 
Tangente  von  m  aus,  so  ist  die  Länge  derselben  der  Radius  des  ge- 
suchten Kreises. 
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Wählt  man  den  Mittelpunkt  p  eines  gegebenen  Kegelschnitts  als 
den  einen  Punkt  eines  ihm  zugehörigen  Tripels^  so  liegen  die  beiden 
andern  p  und  p"  im  Unendlichen;  von  den  drei  Strahlen  des  Tripels 
ist  der  eine^  p'p"  die  unendlich  entfernte  Gerade  der  Ebene^  die  beiden  an- 
dern pjp'  vniÄpp"  sind  Durchmesser  des  Kegelschnittes.  Dap'  der  Pol  Ton 
pp"  ist;  so  folgt;  dass  die  beiden  von  p  aus  an  den  Kegelschnitt  ge- 
legten Tangenten  in  den  Endpunkten  des  Durchmessers  pp"  berühren; 
zudem  sind  sie  offenbar  dem  Durchmesser  pp  parallel.  Es  gilt  Aehn- 
liches  Yon  p'  in  Bezug  auf  pp,  so  dass  man  den  Satz  hat:  Wenn 
von  einem  Tripel  harmonischer  Strahlen  in  Bezug  auf  einen  Kegel- 
schnitt der  eine  Strahl  die  unendlich  entfernte  Gerade  ist.  so  sind  die 
beiden  andern  zwei  solche  Durchmesser,  von  denen  jeder  den  Tangenten 
in  den  Endpunkten  des  andern  parallel  ist  [insofern  diese  Tangenten 
wirklich  vorhanden  sind].  Bei  der  Ellipse  sind  also  diese  Durch- 
messer conjugirt,  und  dass  dasselbe  auch  von  der  Hyperbel  gilt;  lässt 
sich  leicht  beweisen;  also:  Irgend  zwei  conjugirte  Durchmesser  eines 
Kegelschnitts  bilden  mit  der  unendlidh  enifemteiv  Gefndefi  ein  Tripel  har- 
monischer Strahlen,  Ist  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel;  so  bilden  die 
unendlich  entfernten  Punkte  der  Asymptoten  mit  den  unendlich  ent- 
fernten Punkten  irgend  eines  Paares  conjugirter  Durchmesser  ein 
System  von  harmonischen  Punkten,  woraus  folgt,  dass  irgend  ein  Paar 
conjugirter  Durchmesser  der  Hyperbel  zugeordnet  harmonisch  zu  den 
Asymptoten  liegen,  namentlich  gilt  diess  auch  von  den  AxeU;  welche 
die  Asymptoten winkel  halbiren. 

Unter  den  Kreisen;  welche  mit  einem  gegebenen  Kegelschnitte  eon- 
zentrisch  sind;  gibt  es  stets  solche;  welche  denselben  in  vier  Punkten 
schneiden.  Irgend  einer  dieser  Kreise  hat  mit  dem  Kegelschnitte  ein, 
aber  auch  nur  ein  Tripel  harmonischer  Strahlen  gemein;  von  denen 
der  eine  die  unendlich  entfernte  Gerade  der  Ebene  ist;  weil  die  Pole 
dieser  Geraden  nach  Kreis  und  Kegelschnitt  in  den  gemeinsamen 
Mittelpunkt  fallen;  das  gemeinsame  Tripel  besteht  also  ausserdem 
noch  aus  einem  Paare  von  Strahlen;  welche  zugleich  conjugirte  Durch- 
messer für  den  Kreis  und  für  den  Kegelschnitt  sind.  Nun  bilden  alle  Paare 
conjugirter  Durchmesser  des  Kreises  rechte  Winkel;  und  umgekehrt;  irgend 
ein  Paar  senkrechte  Durchmesser  des  Kreises  sind  conjugirt  Es  gibt 
also  in  einem  Kegelschnitte,  der  einen  Mittelpunkt  hat  und  kein  Kreis 
ist,  stets  ein,  aber  auch  nur  ein  Paar  zueinander  senkrechter  conjugirter 
Durchmesser,  — 

Wir  kommen  noch  einmal  auf  eine  Bemerkung  des  vorigen 
Paragraphen  zurück:  dass  jede  Projection  des  Kreises  ein  Kegelschnitt 
ist.     Wir  können   dieselbe  noch   allgemeiner  fassen  und  sagen:     Jede 
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ProjeeHon  K^  eines  Kegelschnittes  K  ist  wieder  ein  Kegelschnitt.  Zu- 
nächst weiss  man  von  K^,  dass  es  wie  K  ebensowohl  dem  Pascar- 
sehen  als  dem  Brianchon'sclien  Satze  Genüge  leistet  Im  Ferneren 
bleiben  f&r  K^  die  bannomschen  Eigenschaften  von  K  bestehen;  wenn 
also  Kl  nicht  zufälligerweise  die  unendlich  entfernte  Gerade  der  Ebene 
berührt;  so  hat  es  einen  im  Endlichen  gelegenen  Mittelpunkt,  der 
zugleich  einem  [einzigen  oder  unendlich  yielen]  Tripel  harmonischer 
Punkte  angehört,  dessen  beide  andere  Punkte  in  zwei  zueinander 
senkrechten  Bichfungen  unendlich  entfernt  liegen.  Damit  ist  gezeigt, 
dass  Ky^  Axen  besitzt  und  da  vom  Tripel  harmonischer  Strahlen  immer 
zwei  mit  K^  sich  in  reellen  Punkten  schneiden,  so  haben  wir  auch 
mindestens  zwei  Axenscheitel.  Vergleichen  wir  jetzt  mit  K^  einen 
Kegelschnitt  ß^,  der  mit  ihm  die  Scheitel  Si  und  S2  sowie  einen  be- 
liebig auf  Kl  zu  wählenden  Punkt  C  gemein  hat,  so  sind  K^  und  ^^ 
identisch,  weil  beide  dem  Pascarschen  Satze  genügen  und  nach 
Froherem  Si,  S2  und  C  zur  unzweideutigen  Bestimmung  von  ^^  (und 
nun  auch  Ton  K^)  YoUkommen  hinreichen.  Wenn  aber  K^  die  unend* 
lieh  entfernte  Gerade  der  Ebene  berührt,  so  haben  wir* nur  die  vor- 
hin betraehteten  K^  und  S^  gleichzeitig  in  den  Grenzfall  übergehen 
zu  lassen,  der  R^  zur  Parabel  macht,  als  welche  sich  dann  auch  K^ 
darstellt. 

Diese  Beweisführung  vervollständigt  auch  die  Riditigstdhmg  des 
Sakes,  dass  jede  Figur,  welche  dem  Pascal'schen  Satze  in  aUen  beliebigen 
Gruppen  von  sechs  ihrer  Punkte  genügt,  und  dass  jede  Figur,  welche  den 
Brianchan' sehen  Saiß  m  jeder  Gruppe  von  sechs  ihrer  Tangenten  erfüllt, 
et»  Kegdschnitt  seL  Was  zunächst  den  zweiten  Theil  anbelangt,  so 
kann  die  betreffende  Figur  JP,  welche  durch  fünf  ihrer  Tangenten 
unzweideutig  bestimmt  ist,  so  projicirt  werden,  dass  für  die  Projections< 
fignr  Fl  eine  der  fünf  entsprechenden  Tangenten  in*s  Unendliche 
rfickt  Die  vier  übrig  bleibenden  dienen  zur  Gonstruction  einer  Parabel 
(nach  §.  19.),  welche  wegen  des  Brianchon'schen  Satzes  mit  JF\ 
identisch  ist.  Da  nun,  wie  jP^  als  Projection  von  F  erscheint,  auch 
umgekehrt  F  als  Projection  von  Fi  aufgefasst  werden  kann,  also  als 
Projection  eines  Kegelschnittes,  so  muss  es  selbst  ein  Kegelschnitt 
sein.  Der  erste  Theil  des  zu  beweisenden  Satzes  erledigt  sieh  jetzt, 
indem  man  die  f^,  welche  den  PascaFschen  Satz  erfüllt,  durch  fünf 
ihrer  Punkte  bestimmt  und  in  denselben  die  Tangenten  construirt. 
Diese  reichen  aus  zur  Gonstruction  eines  sie  berührenden  Kegel- 
schnittes ^].  3ildet  man  in  Bezug  auf  denselben  die  Polarfigur  von 
3,  so  werden  deren  sämmtliche  Tangenten  zugleich  Tangenten  von 
Fl  sein    (wegen    des    Brianchon'schen    Satzes,    dem   sie   zufolge   der 
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Polarisation  unterworfen  werdiBn),  also  sind  die  Punkte  von  f$  zugleich 
Punkte  von  ^^^  also  auch  ^  ein  Kegelschnitt. 

Man  Jcann  nicht  beliebige  secits  Punkte  in  der  Ebene  wählen  und 
festsetzen^  sie  sollen  in  bestimmter  Ordnung  genommen  zwei  Tripel  pp  p" 
und  qqq'  eines  und  desselben  Kegelschnittes  sein,  sondern  damit  diess 
möglich  ist,  müssen  die  sechs  Punkte  auf  einem  und  demselben  Kegel- 
schnitte  liegen,  dann  aber  ist  die  Bestimmung  eine  vollkommene^  d.  h. 
es  gibt  stets  einen^  aber  auch  nur  einen  Kegelschnitt,  für  welchen  die 
genannten  Punkte  zwei  Tripel  bilden.  Zum  Beweise  bedürfen  wir  des 
Satzes ,  dass  ein  Kegelschnitt  K  und  eine  Gerade  G  in  seiner  Ebene, 
welche  ihn  nicht  trifft,  stets  so  projicirt  werden  können,  dass  der  Kegel- 
schnitt zum  Kreise,  die  Gerade  aber  zur  unendlich  entfernten  Geraden  in 
der  Ebene  dieses  Kreises  unrd.  Zunächst  führen  wir  eine  Projection 
so  aus,  dass  die  Gerade  G  in's  Unendliche  gerückt  wird;  diess  ge- 
schieht, indem  man  einen  beliebigen  Punkt  0  im  Räume  wählt  und 
von  ihm  aus  K  und  G  auf  eine  Ebene  projicirt,  welche  zur  Ebene 
durch  0  und  G  parallel  ist.  Da  K  und  G  nach  Voraussetzung  keinen 
Punkt  gemein  haben,  so  wird  K  eine  Ellipse  geworden  sein,  welche 
durch  Parallelprojection  [wodurch  die  unendlich  entfernte  Gerade  wieder 
unendlich  entfernte  Gerade  wird]  leicht  in  einen  Kreis  zu  verwandeln 
ist.  So  wie  ein  Kegelschnitt  durch  Projection  immer  wieder  zu  einem 
Kegelschnitte  wird,  so  verwandelt  sich  auch  ein  Tripel  stets  wieder  in 
ein  Tripel  der  Projection. 

Sei  nun  K  der  vorgelegte  Kegelschnitt  mit  den  beiden   Tripeln 

ppp'  und  qq'q'',  sei  femer 
G  '^pp'  diejenige  Gerade  des 
ersten  Tripels,  welche  JT  nicht 
schneidet,  so  können  wir  K 
und  G  so  transformiren,  dass 
sie  zu  einem  Ejreise  und  der 
unendlich  entfernten  Geraden 
in  dessen  Ebene  werden.  In 
der  transformirten  Figur  sind 
i?p'jp"  ein  Tripel  in  Bezug 
auf  den  Kreis,  und  zwar  ist 
p  der  Mittelpunkt  dieses  Krei- 
ses, soll  also  ein  Kegelschnitt 
durch  die  Tripelpunkte,  oder 
auch  nur  durch  p  und  jp" 
gehen,  so  muss  er  eine  gleichseitige  Hyperbel  sein.  Durch  pp'qqq'^ 
ist  eine  gleichseitige  Hyperbel  bestimmt,  welche  nach  einem  im  vorigen 
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§.  bewiesenen  Satze  durch  den  Höhenpunkt  des  von  gf'g"  gebildeten 
Dreiecks  geht;  und  dieser  Hohenpunkt  ist,  weil  gj  g"  ein  Tripel  des 
Kreises  bilden,  der  Punkt  j).  Die  Punkte  ppp'q^ q'  Hegen  in  der 
transformirten  Figur  auf  einem  und  demselben  Kegelschnitte;  also  be- 
fanden sie  sich  bereits  in  der  ursprünglichen  Lage  auf  einem  Kegel- 
schnitte. Dass  nun  umgekehrt  sechs  beliebige  Punkte  auf  einem 
Kegelschnitte  stets  zwei  Tripel  harmonischer  Punkte  eines  neuen 
Kegelschnittes  sind,  wird  bewiesen ,  indem  man  den  Kegelschnitt  der 
sechs  Punkte  so  in  eine  gleichseitige  Hyperbel  projicirt,  dass  zwei 
Ton  ihnen  in's  Unendliche  rücken,  und  dann  den  eben  gegebenen  Be- 
weis rückwärts  verfolgt 

Es  ist  bemerkenswerth ,  dass  cmch  die  Strahlen  zweier  Tripel  eines 
KegelsdmiUes  Tangenten  eines  neuen  Kegelschnittes  sind^  Wir  gehen 
zum  Beweis  auf  die  einfache  Figur  zurück,  in  welche  wir  vorhin  den 
Kegelschnitt  und  die  beiden  Tripel  projicirten.  Wir  hatten  einen 
Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  py  dann  auf  der  unendlich  entfernten 
Geraden  der  Ebene  zwei  Punkte  p  und  p",  welche  von  p  aus  unter 
rechtem  Winkel  gesehen  werden  und  schliesslich  ein  Tripel  gg'g". 
Jetzt  ist  zu  zeigen,  dass  pp",  p'P}Pp\  ^'i^p'^y  <l4  Tangenten  eines  und 
desselben  Kegelschnittes  sind.  .  Dieser  Kegelschnitt  ist  durch  pp\ 
PPt  Ü'j  i'o.)  9.^  bestimmt,  und  zwar  ist  er  eine  Parabel,  weil  pp' 
die  unendlich  entfernte  Gerade  der  Ebene  ist.  Dass  nun  auch  p'p 
die  Earabel  berührt,  folgt  daraus,  dass  p  als  Höhenpunkt  ^es  von  den 
Parabeltangenten  g[g[\  q'qy  qq  gebildeten  Dreiecks  in  der  Leitlinie 
derselben  liegt;  errichtet  man  aber  in  einem  Punkte  der  Leitlinie  ein 
Perpendikel  auf  einer  Parabeltangente,  so  berührt  dieses  Perpendikel 
die  Parabel  ebenfalls,  denn  die  Leitlinie  ist  der  Ort  der  Durchschnitts- 
punkte  rechtwinkliger  Tangenten,  es  ist  also  p'p  eine  Tangente  der 
eben  bestimmten  Parabel.  Dass  allgemein  zwei  beliebige  Tripel  har- 
monischer Strahlen  eines  Kegelschnittes  Tangenten  eines  neuen  Kegel- 
schnittes sind,  und  dass  umgekehrt  irgend  sechs  Tangenten  eines 
Kegelschnittes  in  bestimmter  Gruppirung  zu  zweimal  dreien  als  zwei 
Tripel  eines  andern  Kegelschnittes  aufge&sst  werden  können,  soll 
nicht  weiter  ausgeführt  werden. 

Dem  Satz,  dass  Kegelschnitt  und  Gerade,  welche  sich  nicht 
treffen,  durch  Projection  in  Ejreis  und  unendlich  entfernte  Gerade 
verwandelt  werden  können,  entspricht  [indem  man  den  Pol  der  tje- 
laden  einführt]  der  andere:  Ein  Kegelschnitt  und  ein  in  seinem  Innern 
gdegener  Punkt  können  immer  so  prqjicirt  werden,  dass  der  Kegelschnitt 
zum  Kreis  und  der  Punkt  zu  dessen  Mittelpunkt  wird, 

Diess  wollen  wir  anwenden  um  zu  beweisen,  da>ss  ein  Dreiedc  atc 
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mit  den  Seiten  Ä^B^C^  und  das  von  den  Polaren  ABC  seiner  Ecken  nach 
einem  Kegelschnitt  K  gebildete  Dreieck  c^h^c^  so  liegen,  dass  die  Ver- 
hindungsgeraden  correspondirender  Ecken  aa^y  bh^,  cc^  durch  den  näm- 
lichen Punkt  M  gehen.  Man  nehme  zu  diesem  Zwecke  an,  es  sei  eine 
Projection  der  Figur  ausgefülirt,  in  welcher  K  zum  Kreis  und  M  zu 
dessen  Mittelpunkt  geworden  ist;  wenn  mit  M  der  Schnittpunkt  von 
bhi  und  cci  bezeichnet  wird.  [In  der  ursprünglichen  Figur  und  in 
der  Projection  sollen  entsprechende  Elemente  gleiche  Benennung 
tragen.] 

•  

Betrachten  wir  die  Punkte  b  und  c  so  wie  den  Kreis  K  als  ge- 
geben ^  so  sind  zunächst  auch  die  Polaren  B  und  C  von  b  und  c  be- 
kannt, ebenso  die  mit  ihnen  parallelen  Seiten  B^  und  C^  des  Drei- 
ecks abc,  welches  damit  vollständig  gegeben  ist.  Vom  Dreieck  a^b^c^ 
ist    vorderhand   a^   als   Pol   von   Ä^   gegeben^   im  Fernem  ist  q  als 

Fig.  138. 


Schnitt  von  B  mit  Mc,  ebenso  b^  als  Schnitt  von  G  mit  i£b  bekannt. 
Wir  haben  demnach  nur  noch  zu  zeigen  ^  dass  die  Yerbindungsgerade 
aa^  durch  M  geht.  Es  ist  aber  a^  der  Höhenpunkt  des  Dreiecks 
Mb^c^  und  a  der  Höhenpunkt  des  ihm  ähnlichen  Dreiecks  Mbc^  also 
sind  auch  die  Dreiecke  Ma^c^  und  Mac  ähnlich ^  was  nur  dann  ein- 
treten kanU;  wenn  aa^  durch  M  geht. 

Es  sind,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  auch  die  Dreieeke  abc 
und  dj^b^c^  ähnlich  und  ihre  correspondirenden  Seiten  laufen  parallel. 
Kehrt  man  demnach  von  der  Projection  zur  ursprünglichen  Figur  zu- 
rück, so  ergibt  sich  der  Satz:  Für  ein  Dreieck  und  sein  Pdardreieck 
in  Besfug  auf  einen  Kegdsdmiü  liegen  die  Durchschnittspunkte  correspon- 
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dirmider  Seiten  in  einer  Geraden.  [Wobei  allerdings  der  Beweis  vor- 
aussetzt ^  dass  diese  Gerade  den  Kegelschnitt  nicht  treffe;  so  wie  vor- 
hin der  Schnitt  M  von  bhi  und  cc^  im  Innern  des  Eeglschnittes  an- 
genommen wurde.] 

Einen  speziellen  Fall  gibt  das  einem  Kegelschnitt  umschriebene 
Dreieck  mit  seinem  Polardreieck,  dem  Dreieck  der  Berührungspunkte. 
(Das  Resultat;  dass  die  Verbindungsgeraden  der  Ecken  des  ersten 
Dreiecks  mit  den  correspondirenden  des  zweiten  durch  den  nämlichen 
Punkt  gefaeU;  ist  früher  auch  als  Spezialfall  der  Satzes  von  Brianchon 
erkannt  worden.  (§.  26.)]  —  Wenn  man,  um  zu  einem  zweiten  Falle 
zu  gelangen,  an  Stelle  des  allgemeinen  Dreiecks  ahc  ein  Tripeldreieck 
des  Kegelschnittes  setzt,  so  verliert  der  Satz  seine  Bedeutung. 

Da  durchaus  analog  wie  beim  Kreise  Pol  und  Polare  in  Bezug 
auf  einen  Kegelschnitt  sich  eindeutig  entsprechen,  so  folgt,  dass  die 
Sätze,  welche  wir  für  die  Polarisation  in  Hinsicht  eines  Kreises  auch 
fiir  die  Polarisation  in  Hinsicht  eines  Kegelschnittes  ihre  Gültigkeit 
beibehalten,  insofern  nur  von  metrischen  Eigenschaften,  wie  von 
Strecken,  Winkeln,  Axen,  Brennpunkten  u.  s.  w.  abgesehen  wird.  Es 
folgt  daraus  sofort,  dass  die  PoMrfignr  eines  hcliehigen  Kegelschnittes  in 
Bezug  auf  einen  gegebetten  Kegelschnitt  tvieder  ein  Kegelschnitt  ist,  und 
zwar  gleichgültig,  ob  man  die  zu  polarisirende  von  diesen  beiden  Curven 
auffasse  als  durch  Punkte  oder  als  durch  Tangenten  erzeugt.  In  der 
That,  wenn  für  die  ursprüngliche  Figur  der  Satz  von  Pascal  besteht, 
80  gilt  für  die  Polarfigur  der  Satz  von  Brianchon,  und  umgekehrt, 
übrigens  bestimmt  jeder  von  diesen  beiden  Sätzen  für  sich  allein  ge- 
nommen eine  Curve  bereits  als  Kegelschnitt.  Von  den  unendlich 
vielen  Sätzen,  die  sich  paarweise  durch  die  Polarisation  entsprechen, 
lieben  wir  nur  die  nachfolgenden,  im  Verlaufe  unserer  Betrachtungen 
bereits  bewiesenen  Sätze  hervor: 

Ein  vollständiges  Vierseit  wird  Ein  vollständiges  Vierseit  wird 

IfAildet  durch  vier  belidfig  in  der  gebildet  .durch  vier  beliebig  in  der 
Ebene  gegebene  Gerade,  von  denen  Ebene  gegd)ene  Punkte,  von  denen 
^xme  drei  durch  denselben  Funkt  keine  drei  auf  derselben  Geraden 
laufen  und  von  denen  keine  zwei  liegen,undvondenen  keiner  in  unend- 
paraUel  sind.  Dasselbe  zäMt  licher  Entfernung  sich  befindet.  Das- 
vier  Seiten,  sechs  Ecken  [Durch-  selbe  zählt  vier  Ecken,  sechs  Seiten 
^niäspunkte  der  Seiten]  und  drei  [Verbindungsgeraden  der  Ecken]  und 
Diagonalen  [Verbindungsgerade^i  drei  Diagonälpunkte  [Durchschnitts- 
gegeniiberliegender  Ecken].  Auf  je-  punkte  gegenüberliegender  Seiten]. 
.  der  Diagonale  befinden  sieh  vier  har-  Durch  jeden  Diagonalpunkt  gehen 
inonisdie  Punkte,  von  denen  einerseits     vier  harmonische  Sirahlen,  von  denen 
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die  Ecken  des  VierseitSy  anderseits  einerseits  die  Seiten  des  Vierecks, 
die  Durchschnittspunkte  der  ange-  anderseits  die  VerUndufigsgeraden 
nommenen  Diagonale  mit  den  bei-  des  angenommenen  Diagonalpunktes 
andern  zugeordnet  sind,  mit  den  beiden  andern  zugeordnet 

sind. 

Bei  einem  Dreiecke^  das  einem  Bei  einem  Dreiecke^  das  einem 

beliebigen  Kegelschnitte  eingeschrieben  beliebigen  Kegelschnitt  umschrieben 
ist,  treffen  die  Tangenten  in  den  ist,  schneiden  sich  die  Verbindungs- 
Ecken  die  gegenüberliegenden  Seiten  geraden  der  Ecken  mit  den  Be- 
in drei  Punkten,  welche  auf  einer  rührungspunkten  der  gegenüberliegen- 
Geraden  liegen.  den  Seiten  in  einem  Punkte. 

Drei  Punkte,  von  denen  jeder  Drei  Geraden,  von  denen  jede 

in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  die 
der  Pol  der  Verbindungsgeraden  der  Polare  des  Durchschnittspunktes  der 
beiden  übrigen  ist,  heissen  ein  Tri-  beiden  übrigen  ist,  heissen  ein  Tri- 
pel harmonisclier  Punkte  desselben,  pel  harmonischer  Strahlen  desselben. 
Zwei  Tripel  Juirmonischer  Punkte  Zwei  Tripel  harmonischer  Streikten 
desselben  Kegelschnittes  sind  Punkte  desselben  Kegelschnittes  sind  Tan- 
eines  neuen  Kegelschnittes.  g&nten  eines  neuen  Kegelschnittes. 

u.  s.  w. 

Legt  man  den  gemeinsamen  Schnittpunkt  S  von  vier  in  der 
Reihenfolge  abcd  harmonischen  Strahlen^  von  welchen  also  a  und  c, 
b  und  d  zugeordnet  sind^  irgendwie  auf  die  Peripherie  eines  Kreises^ 
so  schneiden  die  Strahlen  aus  demselben  vier  Punkte  abcd  aus,  welche 
wir  vier  harmonische  Punkte  des  Kreises  nennen  wollen.  '  Vier  solche 
Punkte  haben  die  Eigenschaft,  dass  sie  mit  jedem  bdidngen  Punkte  des 
Kreises  vier  harmonische  Strahlen  bestimmen,  denn  sei  S'  ein  solcher 
Punkt,  so  sind  die  Winkel,  welche  S'd  und  S'h  [die  Strahlen  unbe- 
grenzt gedacht]  miteinander  bilden,  resp.  den  Winkeln  gleich,  welche 
durch  Sa  und  Sh  erzeugt  werden.  Wenn  aber  vier  Strahlen  unter 
sich  dieselben  Winkel  bilden,  wie  ihre  entsprechenden  in  einem 
System  harmonischer  Strahlen,  so  sind  sie  ebenfalls  harmonisch.  Sind 
umgekehrt  vier  harmonische  Punkte  eines  Kreises  in  der  Zuordnung 
a  und  c,  b  und  b  gegeben,  so  ist  der  Ort  der  Punkte,  von  welchen 
aus  diese  vier  Punkte  durch  harmonische  Strahlen  in  der  Zuordnung 
a  und  c,  b  und  d  projicirt  werden,  der  Kreis,  welchem  dieses  Viereck 
eingeschrieben  ist.  Polarisirt  man  die  vier  harmonischen  Punkte  des 
Kreises  in  Bezug  auf  den  Kreis  selbst,  so  erhält  man  vier  Tangenten 
desselben,  welche  von  jeder  beliebigen  andern  Tangente  in  vier  harmo- 
nischen Punkten  geschnitten  werden.  Solche  Tangenten  heissen  har-, 
manische  Tangenten  des  Kreises,  und  man  hat  demnach  den  Satz:    Die 
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Tangenten  in  yier  harmonischen  Punkten  eines  Kreises  sind  vier  har- 
monische Tangenten  derselben,  und  umgekehrt  die  vier  Berührungs- 
punkte Ton  harmonischen  Tangenten  eines  Kreises  sind  vier  harmo- 
nische Punkte  derselben. 

Durch  Projection  gehen  diese  Sätze  in  die  nachfolgenden ,  all- 
gemeinen über: 

Bestimmen  vier  Punkte  abcb  Bestimmen  vier  Tangenten  ab 

eines  Kegelschnitts  mit  irgend  einem  cd  eines  Kegelschnitts  mit  irgend 
Punkte  S  desselben  in  bestimmter  einer  Tangente  T  desselben  in  be- 
Zwrdnung  vier  harmonische  Strahlen,  stimmter  Zuordnung  vier  harmo- 
so  erzeugt  jeder  andere  Punkt  des  nische  Punkte,  so  schneidet  jede  an- 
Kegelschnitts  mit  abcb  vier  ha/r-  dere  Tangente  des  Kegelschnittes 
monische  Strahlen  in  derselben  Zu-  ab  cd  in  vier  harmonischen  Punkten 
ordfiung.  von  derselben  Zuordnung. 

Die  Tangenten  in  vier  harmo-  Die  vier  Berührungspmkte  von 

nischen  Punkten  sind  vier  harmo-  harmonischen  Tangenten  sind  liar- 
nische  Tangenten  des  Kegelschnittes  monische  Punkte  des  Kegelschnitts, 
und  werden  von  jeder  beliebigen  an-  und  sie  bestimmen  mit  jedem  Punkte 
dem  Tangente  in  vier  harmonischen  desselben  vier  harmonische  Strahlen. 
Punkten  geschnitten. 

Wir  schliessen  daran  die  folgenden  Sätze ,  deren  polar  gegen- 
überstehende leicht  gebildet  werden  können: 

Die  vier  Scheitel  von  einem  Paare  conjugirter  Durchmesser  eines 
Kegelschnittes  sind  vier  harmonische  Punkte  desselben. 

Sollen  vier  beliebig  gelegene  Punkte  abcb  mit  einem  Punkte  S  in 
bestimmter  Zuordnung  vier  harmonische  Strahlen  erzeugen,  so  ist  der  Ort 
dieses  Rttiktes  S  ein  bestimmter  Kegeilschnitt,  welcher  durch  die  vier 
Punkte  abcb  geht. 

Vier  harmonische  Punkte  eines  Kegelschnitten  haben  die  Eigenscliaß, 
dass  ihre  Verhindungsgeraden  mit  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  vier 
neue  harmonische  Punkte  mit  derselben  Zuordnung  aus  dem  Kegelschnitte 
aussdmeiden.  Der  Satz  ist  evident  für  einen  Kreis  und  seinen  Mittel- 
punkt oder  einen  unendlich  entfernten  Punkt,  und  daraus  folgt  durch 
Projection  seine  allgemeine  Gültigkeit. 

Die  Tangenten  in  einem  von  ewei  conjugirt  harmonischen  Punkten- 
paaren  des  Kegelschnittes  treffen  sich  auf  der  Verbindungsgeraden  des 
andern  Paares. 

Zur  Anwendung  der  bis  jetzt  gegebenen  Sätze  über  harmonische 
Punkte  und  über  Tripel  von  Kegelschnitten,  behandeln  wir  die  elemen- 
tare Aufgabe:  Alle  Geraden  zu  finden,  die  ein  gegebenes  Dreieck  in 
nret  flächengleiche  Stücke  (heilen.    Seien  ABC  ^^  Ecken  des  Dreiecks, 
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ff  SC  die  Mitten  seiner  Seiten,  ss  theilt  zunächst  jede  der  Mittel- 
linien AÄ,  BS,  CG'  das  Dreieck  in  zwei  andere,  die  unter  sich 
gleichen  Flächeninhalt  haben.  Nach  einem  in  §.  16.  bewiesenen 
Satze  ist  das  Dreieck  zwischen  einer  beweglichen  Hyperbeltangente 
und  den  Asymptoten  von  constantem  Inhalt,  wir  schliessen  also: 
Alle  Geradefi,  welche  den  Inhalt  eines  gegebenen  Dreiecks  Juilbiren,  sind 
Tangenten  je  an  eine  von  drei  Hyperhehiy  von  denen  jede  zwei  Seiten 
des  Dreiecks    m  Asymptotett  und  die  beiden  nickt  durch  deren  Sdinitt- 


punkt  gehenden  Mittellinien  zu  Tangenten  JmL  Beachtet  man,  dass  das 
zwischen  den  Asymptoten  liegende  Stück  einer  Hyperbeltangente  im 
Berührungspunkte  halbirt  wird  und  bezeichnet  man  die  Mitten  von 
AA',  BB\  CC  resp.  mit  a,  /J,  y,  so  werden  die  drei  Hyperbeln  in 
folgender  Art  gegeben: 

JETj  durch  die  Asymptoten  AB ,  AC,  die  Tangenten  BB",  CC  und  deren 

Berührungspunkte  /5,  y 

H^  durch  die  Asymptoten  BQ,  BA,  die  Tangenten  CC\  AÄ  und  deren 

Berührungspunkte  y,  a 

Äg  durch  die  Asymptoten  CA,  CB ,  die  Tangenten  AÄ^BS  und  deren 

Berührungspunkte  a,  ß. 

Die  drei  Kegelschnitte  i/^,  H^,  H^  stehen  untereinander  in  den 
mannigfachsten  Beziehungen,  von  denen  wir  die  nachfolgenden  hervor- 
heben: Da  Hyperbeln,  welche  dieselbe  Gerade  zur  einen  Asymptote 
haben,  sich  in  deren  unendlich  entferntem  Punkte  berühren,  so  be- 
rühren sich,  wenn  a,  /J',  y  die  unendlich  entfernten  Punkte  von  JBC, 
CA,  AB  sind,  H^  und  H^  ausser  in  a  noch  in  a,  ebenso  H^  und  H^ 
in  ß\  endlich  H^  und  H^  in  /. 
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Die  Punkte  ÄSC  bilden  ein  Tripel  für  jeden  der  drei  Kegel- 
schnitte.  Wir  beweisen  diese  beispielsweise  für  fi^.  Da  Ä'yB'y 
und  ÄßC'ß^  zwei  Gruppen  harmoniscber  Punkte  sind,  so  ist  ffC  die  Po- 
lare ron -4'.  Die  Polare  von  B'  gebt  also  durcb  Ä'  und  da  BB'  Tan- 
gente an  Hl  mit  dem  Berührungspunkte  ß  ist,  durch  /3;  sie  fällt  also 
mit  CA'  zusammen^  wie  es  sein  muss.  Daraus  folgt  unmittelbar^  dass 
auch  AB'  die  Polare  von  C  ist. 

Die  Berührungspunkte  aßy,  cc'ß^y  bilden  die  Ecken  eines  voll- 
ständigen Vierseits,  aus  dem  sich  die  drei  Vierecke  ßyß'y\  yaya\ 
aßtt'ß!  absondern  lassen.  Die  Ecken  derselben  sind  jeweilen  liarmonische 
Punkte  für  diejenige  der  Hyperbeln,  auf  der  sie  gelegen  sind.  In  der 
That  treffen  sich  z.  B.  die  Tangenten  in  ß  und  ß'  an  H^  im 
Punkte  B^y  der  auf  der  Verbindungsgeraden  yy   liegt. 

Wir  geben  endlich  noch  den  Satz:  Jeder  der  drei  Kegelschnitte 
ist  seine  eigene  Polarfigur  in  Begug  auf  jeden  der  beiden  andern*). 
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Da  durch  irgend  fünf  Punkte  oder  fünf  Tangenten  im  Allgemeinen 
stets  ein  £egelsehnitt  bestimmt  ist,  so  folgt,  dass  durch  vier  Punkte 
abcd  eine  unendliche  Anzahl  von  Kegelschnitten  geht^  und  dass  eben 
so  irgend  vier  Geraden  ABCD  von  einer  unendlichen  Anzahl  von 
Kegelschnitten  berührt  werden.  Zieht  man  durch  einen  der  vier 
Punkte^  z.  B.  durch  d  irgend  eine  Gerade  G  und  nimmt  in  derselben 
einen  bestimmten,  übrigens  fiinften  Punkt  e  an,  so  ist  durch  die  fünf 
Punkte  abcde  ein  Kegelschnitt  vollkommen  bestimmt,  und  zwar  kann 
er  die  Gerade  G  ausser  in  den  zwei  Punkten  d,  e  in  keinem  andern 
Punkte  treffen.  Es  ist  demnach  durch  jeden  Punkt  in  G  ein  eigen- 
thümlicher  Kegelschnitt  bestimmt,  und  daher  gibt  es  eben  so  viele  dem 
Viereck  abcd  umschriebene  Kegelschnitte  K  (abcd),  (ds  in  der  Geraden 
Gr  Tunkte  vorhanden  sind.  Analoges  findet  anderseits  statt,  wenn  man 
in  einer  der  vier  Geraden  ABCD,  etwa  in  D,  einen  beliebigen  Punkt 
g  annimmt  und  durch  denselben  irgend  eine  fünfte  Gerade  E  zieht. 
—  Die  Gresanuntheit  aller  Kegelschnitte  durch  vier  feste  Punkte  K 
(abcd)  heisst  KegetschmUbüschel  und  die  Gesammtheit  aller  Kegel- 
schnitte, welche  eine  Gerade  berühren,  K  (ABCD),  heisst  Kegel- 
sdmttschaar. 


*)  Analoge  Besultate  können  aufgestellt  werden  für  das  System  von  drei 
Kegelschnitten,  welches  ans  zwei  conjugirten  Hyperbeln  and  der  Ellipse  besteht, 
die  dieselben  in  den  Endpunkten  eines  Paares  coi\jugirter  Dorchmesser  berührt 
[aehe  §.  16.]. 
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Zieht  man  durch  zwei  der  yier  gegebenen  Gnmdpunkte  des 
Büschels,  etwa  durch  d,  c,  beliebige  Geraden  G,  H,  und  verlangt 
in  diesen  zwei  Punkte  e,  f,  die  demselben  Kegelschnitt  angehören^  so 
sind  sie  wie  folgt  zu  finden:  Man  fixire  das  Sechseck  cfedabc  mit 
den  Seiten  123456,  so  bemerkt  man,  dass  die  fünf  Seiten 
12456  desselben  fest  sind,  also  auch  die  Durchschnittspunkte  von 
1  und  4,  2  und  5,  welche  Ä  und  B  heissen,  ebenso  der  Punkt  C,  in 

welchem    6   von   AB  geschnitten 
^^^-  '^''-  wird.     Durch   diesen   Punkt  geht 

aber  auch  3,  ^  daher  muss  das 
Punktenpaar  ef,  in  welchem  irgend 
ein  Kegelschnitt  des  Büschels  die 
Geraden  GH  schneidet,  stes  mit 
dem  festen  Punkte  C  in  einer  Ge- 
raden liegen  und  also  werden  alle 
jene  Paare  erhalten,  wenn  eine 
Gerade  X  um  C  gedreht  wird. 
Es  entspringt  daraus  der  Satz: 
Wird  der  KegelschniUbüschel  K 
(abcd)  durch  irgend  zwei  Gerade 
G  und  H,  wovon  jede  durch  einen 
der  GrundpunJcte  d,  c  geht,  ge- 
schnitten, so  dreht  sich  die  Verbin- 
dungsgerade  X  der  /zweiten  Durcfi- 
schnitte  e  und  f  von  G  und  H  mit 
K  um  einen  festen  Punkt  C,  welcJier  mit  den  übrigen  beiden  Grund- 
punkten  a,  b  in  einer  Geraden  liegt  Der  polare  Satz  ist  leicht  herzu- 
stellen und  lautet  wie  folgt:  Werden  auf  zwei  der  Grundtangenten  C 
und  D  der  Kegelschnittschaar  K(ABCD)  zwei  Funkte  s^  und  S2  an- 
genommen, von  welchen  aus  die  beiden  nodi  möglichen  Tangenten  E  und 
F  an  einen  beliebigen  Kegelsdmitt  der  Schaar  gezogen  seien,  so  beschreit 
deren  Durchschnittspunkt  bei  Veränderung  des  Kegelschnitts  eine  Gerade, 
welche  durch  den  gemeinsamen  Punkt  von  A  und  B  geht. 

Werden  in  den  Geraden  G  und  H  zu  den  zweimal  drei  Punkten 
gde  und  gcf  die  vierten  harmonischen  g  zugeordneten  Punkte  y  und 
z  bestimmt,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  die  Gerade  yz  stets  durch  einen 
bestimmten  festen  Punkt  p  geht,  während  die  Gerade  ef  sich  um  den 
Punkt  C  dreht.  Denn  zieht  man  Cg,  so  wird  der  Punkt,  in  welchem 
sie  von  yz  getroffen  wird,  zu  den  drei  festen  Punkten  GDg  harmonisch 
sein,  und  ef,  yz  müssen  sich  auf  der  festen  Geraden  de,  in  P  treffen; 
ist  nun   auch   P  veränderlich,   so   muss   doch  der   Strahl    Pzy  stets 
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durch  einen  festen  Punkt  p  gehen,  weil  er  mit  P^,  PDy  PC  harmo- 
nisch ist.  Es  ist  aber  die  Gerade  y0  offenbar  die  Polare  des  Punktes 
g  in  Beziehung  des  jedesmaligen  Kegelschnittes  aicdef]  daraus  folgt: 
Die  Polaren  irgend  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen  Kegdschnitthüschel 
treffen  einander  in  einem  und  demselben  Punkte;  und  polar  ergibt  sich: 
Die  Pole  irgend  einer  Geraden  in  Bezug  auf  eine  KegelschniHscJiaar 
liegen  in  einer  und  derselben  Geraden. 

Der  Pol  der  unendlich  entfernten  Geraden  der  Ebene  in  Bezug 
auf  einen  Kegelschnitt  ist  bekanntlich  dessen  Mittelpunkt^  daher  liegen 
die  MittelpunJUe  der  Kegelschnitte  einer  Schaar  K(ABCD)  in  einer 
Geraden,  Die  drei  Diagonalen  des  Yierseits  treten  in  der  Schaar  als 
Kegelschnitte  mit  unendlich  kleinen  Nebenaxen  auf.  [Ein  solcher 
Kegelschnitt  wird  von  jeder  Geraden  berührt^  welche  durch  einen 
seiner  Endpunkte  geht.]  Es  folgt  daraus  ^  dass  die  Mitten  der  drei 
Diagonalen  eines  vollständigen  Yierseits  in  einer  Geraden  liegen. 

Da  die  Polare  des  imendlich  entfernten  Punktes  eines  Durch- 
messers der  zugeordnete  [conjugirte]  Durchmesser  ist^  so  ergibt  sich 
der  Satz:  Zieht  man  in  einem  Kegelschnittbüschel  nach  irgend  einer 
RicMung  die  Du/rchmessery  so  laufen  deren  conjugirte  edle  durch  denselben 
Punkt.  —  Im  Kegelschnittbüschel  K(abcd)  befinden  sich  auch  die 
drei  Kegelschnitte^  welche  je  aus  einem  Paare  von  Gegenseiten  des 
vollständigen  Vierecks  ab  cd  bestehen.  Da  nun  alle  Polaren  eines 
Kegelschnittes^  der  aus  zwei  Geraden  besteht,  durch  den  Schnittpunkt 
dieser  Greraden  gehen,  so  folgt:  Zieht  man  aus  einem  belidngen  Punkte 
nach  den  JEcken  des  Diagoncddreiedks  in  einem  vollständigen  Viereck 
StreMen,  und  sofort  aus  jedem  dieser  Diagonalpunkte  den  vierten  y  den 
fiodi  dem  angenommenen  Punkte  gehenden,  zugeordneten  Strahl,  so  treffen 
sich  diese  drei  Strahlen  in  einem  und  demselben  Punkte. 

Für  die  Kegelschnitte,  die  demselben  Viereck  abcd  umgeschrieben, 
oder  demselben  Vierseit  ABCD  eingeschrieben  sind,  lassen  sich  aus 
der  Schaar  Parabeln,  welche  demselben  Dreieck  eingeschrieben  sind, 
mit  Hülfe  früherer  Sätze  folgende  Eigenschaften  ableiten: 

Es  sei  das  Dreieck  ABC,  sein  Hohenpunkt  p  und  der  ihm  um- 
geschriebene Kreis  m  gegeben.  Jeder  Punkt  b  des  letztem  ist  der 
Brennpunkt  einer  dem  Dreieck  ABC  eingeschriebenen  Parabel,  deren 
Leitlinie  durch  p  geht;  der  Strahl  pb  steht  auf  der  Polaren  P  des 
Punktes  p  in  Bezug  auf  die  Parabel  senkrecht.  Est  ist  desshalb  der 
Ort  von  P  ein  Kegelschnitt,  welcher  p  zum  Brennpunkt  hat.  Pro- 
jicirt  man  nun  die  Parabelschaar  (ABC)  von  irgend  einem  Punkte 
D  aus  auf  eine  Ebene  E^,  so  geht  sie  in  eine  Kegelschnittschaar 
(A^B^C^Di)  ober,  deren  vierte  Grundtangente  D^  die  Projection  der 
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unendlich  entfernten  Geraden  in  der  Ebene  der  Parabeln  ist>  und  in 
Bezug  auf  diese  Eegelschnittscbaar  kann  man  den  Punkt  p  als  einen 
beliebigen  ansehen*).    Man  hat  also  allgemein  den  Satz:    Die  Polaren 

eines   Punktes  in  Beäug  auf  eine 
Fis  141-  Kegelschnittschaar    sind    die    Tan- 

genten eines  Kegelschnittes;  und 
durch  Polarisation:  Die  Pole  ^ner 
beliebigen  Geraden  in  Betmg  auf 
einen  Kegdschnittbüschel  liegen  in 
einem  neuen  Kegelschnitte. 

Der  zweite  dieser  beiden  Sätze 
lässt  sich  auch  wie  folgt  beweisen: 
Seien  auf  der  gewählten  Geraden 
G  irgend  vier  harmonische  Punkte 
a,  ßy  y^  S  gegeben^  so  erzeugen 
diese  mit  dem  Büschel  die  Punkte 
u^  Xj  yy  z,  in  welchen  sich  ihre 
sämmtlichen  Polaren  resp.  schnei- 
den. Die  vier' Polaren  aßyd  in 
Bezug  auf  einen  der  Kegelschnitte 
des  Büschels  sind  aber  vier,  vom  Pole  p  der  Geraden  G  oder  aßyi 
ausgehende  harmonische  Strahlen,  die  resp.  durch  u,  x,  y,  e  gehen, 
folglich  liegen  alle  Pole  p  so,  dass  sie  mit  uxya  vier  harmonische 
Strahlen  bestimmen,  d.  h.  auf  einem  Kegelschnitte,  der  durch  die 
Punkte  u,  Xy  y,  0  geht.  Es  ist  leicht  nachauweisenf  dass  dieser  Kegd- 
schnitt,  wie  auch  die  Gerade  G  liefen  möge,  stets,  die  Diagona^nkte  des 
von  den  Grundpunkten  des  Büschels  gebildeten  vollständigen  Vieredcs 
enthält. 

Wir  bemerken  einige  spezielle  Fälle  der  eben  bewiesenen  Sätze: 
Zieht  man  in  einer  Kegelschnittschaar  nadh  irgend  einer  Richtung  paral- 
lele Durchmesser  y  so  sind  die  ihnen  conpigirten  Durchmesser  die  gesammten 
Tangenten  eines  Kegelschnitts ,  welcher  die  drei  Diagonalen  des  voUstäfh 
digen   Vierseits  berührt^  und  ebenso  die  GreradCy  welche  die  Mitten  dieser 


*)  Dabei  ist  allerdings  zu  bemerken,  dass  ein  Vierseit  V  nnd  ein  Ponkt  S 
in  der  Ebene  sich  nur  dann  in  die  unendlich  entfernte  Gerade,  ein  Dreiseit 
und  dessen  Höhenpunkt  projiciren  lassen,  wenn  von  den  drei  Strahl^ipaaren, 
welche  P  mit  den  drei  Paaren  der  Gegenecken  von  V  verbinden,  je  zwei  über- 
einandergreifen ,  so  dass  keines  das  andere  ganz  einschliesst  oder  ganz  ausschliesst 
Durch  das  Vierseit  wird  die  Ebene  in  eilf  (theils  endliche,  theils  unendliche) 
Flachenstücke  zerlegt  und  man  kann  leicht  angeben,  in  welchen  derselben  ^ 
liegen  muss,  damit  die  verlangte  Projection  möglich  werde. 
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Dioffoncüen  verbindet,  ümgetehrt,  wird  dem  Vierseite,  welches  die 
letztgenannten  Greraden  bilden,  irgend  ein  Kegelschnitt  eingeschrieben; 
so  ist  jede  Tangente  derselben  ein  Durchmesser  eines  der  Kegel- 
schnitte der  Schaar,  mid  dann  sind  die,  diesen  Durchmessern  conjugirten 
Durchmesser  unter  sich  parallel.  —  Da,  wie  leicht  einzusehen  ist,  die 
Mitte  einer  Seite  eines  voUtändigen  Vierecks  der  Mittelpunkt  eines  be- 
stimmten, dem    Viereck   umschriebenen   Kegelschnittes   ist,   so   folgt: 

Die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  eifies  Büschels  liegen  in  einem 
neuen  Kegdschnitte,  welcher  durch  die  drei  Diagoruilpunkte  des  von  den 
Grundpwnkten  des  Büschels  gebildeten  vollständigen  Vierecks  und  durch 
(he  sechs  Mitten  der  Seiten  desselben  geht.  Liegen  die  vier  GrundpunJcte 
fabed)  des  Büschels  so,  dass  d  der  Holtenpiinkt  des  von  abc  gebildeten 
Dreiedcs  ist,  so  besteht  der  Kegelschnittbüsdiel  aus  lauter  gleichseitigen 
Hyperbeln,  und  der  Ort  ihrer  Mittelpunkte  ist  der  Kreis,  welcher  durch 
die  Mitten  der  Seiten  des  Dreieckes  abc,  so  wie  durch  die  Fusspunkte  der 
Höhen  dieses  Dreiecks  geht.  — 

Wenn  die  vier  Grundpunkte  abcd  eines  Kegelschnittsbüschels  ein 
conyexes  Viereck  bilden,  so  dass  keiner  von  ihnen  in  dem  Dreieck 
liegt,  welches  die  drei  andern  bestimmen,  so  ist  der  Mittelpunkts- 
kegelschnitt  des  Büschels  eine  Hyperbel  und  es  befinden  sich  sonach 
im  Büschel  zwei  Parabeln,  deren  Mittelpunkte  die  unendlich  entfernten 
Punkte  dieser  Hyperbel  sind.  Sei  jetzt  p  der  unendlich  entfernte 
Punkt  in  der  Axe  einer  der  beiden  Parabeln,  so  bestimmt  er  im 
Büschel  ein  System  paralleler  durch  ihn  gehender  Durchmesser,  deren 
conjugirte  Durchmesser,  wie  bewiesen  worden  ist,  sich  in  einem  Punkte 
Pi  schneiden  müssen.  Aber  einer  dieser  conjugirten  Durchmesser  ist 
die  unendlich  entfernte  Grerade  [welche  der  Axe  der  angenommenen 
Parabel  entspricht],  folglich  liegt  p^  ebenfalls  im  Unendlichen,  d.  h. 
die  Kegelschnitte  des  Büsckels  haben  ein  System  conjugirter  Durchmesser, 
die  unter  sich  paraUd  laufen  und  resp.  mit  den  Axen  der  beiden  im 
Büschel  enthaltenen  Parabeln  gleichgerichtet  sind.  ^ 

Befindet  sich  im  Büschel  (abcd)  ein  Kreis,  so  müssen,  weil 
sämmtliche  Paare  conjugirter  Durchmesser  des  Kreises  rechte  Winkel 
einschliessen,  die  genannten  Systeme  conjugirter  Durchmesser  senk- 
recht zueinander  stehen,  d.  h.  die  Axen  der  Kegelschnitte  des  Büschels 
sein.  Also:  Die  Axen  sämmüicher  Kegelschnitte,  welche  durch  ein 
Kreisviereck  gehen,  sind  unter  sich  resp.  parallel,  und  namentlich  audi 
parallel  den  Axen  der  beiden  unter  ihnen  befindlichen  Parabeln,  so  dass 
also  diese  Parabdaxen  senkrecht  zueinander  stehen. 

In  dem  Büschel  treten  auch  drei  Kegelschnitte  auf,  die  je  in 
zwei  Geraden   zerfallen.     Die   Axen  eines  solchen  Kegelschnitts  sind 
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die  Winkelhalbirenden  der  beiden  Geraden,  aus  denen,  er  bestellt.  Aus 
dieser  Bemerkung  lassen  sich  einige  Sätze  in  Bezug  auf  die  vier 
Punkte  ableiten;  in  denen  sieb  ein  Kreis  und  ein  Kegelschnitt  treffen. 
Es  müssen  z.  B.  die  Strahlen  ah  und  cd,  ac  und  hd,  ad  und  ic  mit 
jeder  der  Axen  resp.  gleiche  Winkel  bilden;  hält  man  also  den  Kegel- 
schnitt fest  und  verändert  den  Kreis  derart;  dass  er  stets  durch  a  und 
i  geht;  so.  verändert  die  Sehne  cd  ihre  Lage  in  der  Weise;  dass  sie 
stets  irgend  einer  ihrer  Lagen  parallel  bleibt.  Werden  a  und  h  als 
zusammenfallend  angenommen;  so  berührt  jeder  Kreis  durch  a  und  h 
den  Kegelschnitt  in  a.  Unter  allen  diesen  berührenden  Kreisen,  gibt 
es  einen ;  von  welchem  noch  einer  der  Punkte  c  und  d  mit  a  und  h 
zusammenfällt;  dieser  Kreis  heisst  der  Krümmungskreis  des  Kegel- 
schnittes in  dem  Punkte  a  und  kann  mit  Hülfe  der  entwickelten  Eigen- 
schaften leicht  construirt  werden. 
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man  sich  snm  Herrn  des  ganxen  Oegenetandet;  e«  tritt  Ordnung  in 
daa  Chaos  ein,  und  man  sieht,  wie  alle  Theile  naturgemäss  in  einander 
greifen ,  in  schönster  Ordnung  sich  in  Reihen  stellen  und  verwandte  su 
wohlhegrensten  Gruppen  sich  yerelnigen.** 
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Verfasser  und  Verleger  dieses  Werkes  bebalten  sich  das  Becbt  der  üebersetsuiig  in  fremde 
äpraohen  vor,  und  werden  ebensowohl  den  Nachdrack  als  die  unbefugte  Uebersetzung  mit 

allen  gesetzlichen  Mitteln  verfolgen. 


Vorwort  zur  ersten  Auflage. 

Das  für  die  synthetische  Geometrie  bahnbrechende  Werk  Jo/coh 
Sternen/'s:  ^^Systematische  Enttvickelung  der  Abhängigkeit  geometrischer  Ge- 
stalten von  dnander*'  Berlin  1832,  enthält  in  seiner  Vorrede  einen  voll- 
ständigen Plan,  nach  welchem  der  berühmte  Verfasser  die  Resultate 
seiner  Forschungen  in  fünf  einander  folgenden  Theilen  niederzulegen 
gedachte.  Von  diesen  ist  nur  der  erste  ^  allerdings  wichtigste  Theil 
erschienen,  welcher  die  Principien  enthält,  auf  denen  die  synthetische 
Geometrie  in  ihrem  heutigen  Standpunkte  beruht.  Indessen  wurde 
Vieles  von  dem  Inhalte  des  fünften  Theiles,  Welcher  eine  „ausführlicJie 
und  umfassende  Beharrung  der  Ourven  und  Flächen  zweiten  Grades 
durch  Construction  und  gestützt  auf  projectivische  Eigenschaften^^  enthalten 
sollte,  in  den  Vorlesungen,  welche  Steiner  während  einer  Reihe  von 
Jahren  an  der  Berliner  Universität  gehalten  hat,  vorgetragen;  Einiges 
ist  in  CreUe's  Jof4mai  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  sowie 
schon  früher  in  den  Annales  de  mathemoitiques  par  M.  Gergonne  ver- 
öffentlicht worden.  Jene  geistreichen  und  zur  eigenen  Forschung  an- 
regenden mündlichen  Vorträge,  denen  sich  der  grosse  Geometer  mit 
besonderer  Liebe  unterzog,  kamen  indess  nur  wenigen  Jüngern  der 
Wissenschaft  zu  Gute,  und  die  in  diesen  Vorlesungen  auseinander- 
gesetzten, hinsichtlich  ihrer  Anschaulichkeit  und  Fruchtbarkeit  unüber- 
troffenen synthetischen  Methoden  und  Betrachtungen  scheinen  nach- 
gerade der  Gefahr  nahe,  vergessen  oder  von  der  immer  weiter  sich 
ausbreitenden  allmächtigen  analytischen  Methode  in  den  Hintergrund 
gedrängt  zu  werden;  es  erscheint  daher  als  eine  Pflicht  deutscher 
Wissenschaft,  dies  zu  verhüten  und  die  Wege,  welche  der  schöpferische 
Geist  des  grossten  Geometers  seiner  Zeit  den  unmittelbaren  Schülern 
zeigte,  der  Nachwelt  zu  erhalten,  um  dadurch  den  zahlreichen  Ent- 
deckungen auf  die  Spur  zu  kommen,  welche  noch  heute  Räthsel  sind 
für  die  wissenschaftliche  Welt.  Hierzu  gesellt  sich  für  den  Heraus- 
geber noch  die  besondere  Pflicht  dankbarer  Pietät  gegen  seinen  hoch- 
verehrten Lehrer.  Im  Wintersemester  1852/53  hatte  ich  das  Glück, 
eine  von  Steiner  unter  dem  Titel:  „Ueber  die  neueren  Methoden  der  syn- 
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thetischen  Geometrie"  angekündigte  Uiiiversitätsvorlesung  zu  hören  und 
zugleich  durch  persönlichen  Verkehr  mit  dem  grossen  Meister  in  den 
Ideengang  seiner  Schöpfungen  eingeführt  zu  werden.  Die  damalige, 
wenn  auch  mangelhafte,  doch  sorgfaltig  ausgearbeitete  Nachschrift 
liegt  der  heutigen  Bearbeitung  zu  Grunde.  Durch  die  Güte  des  Herrn 
Dr.  C.  F.  Geiser,  Docenten  am  Eidgenössischen  Polytechnikum  zu 
Zürich,  welcher  als  Neffe  des  verstorbenen  Steiner  testamentarisch  mit 
der  Veröffentlichung  seines  wissenschaftlichen  Nachlasses  beauftragt 
ist,  wurde  mir  die  Bearbeitung  dieses  Abschnittes  bereitwilligst  über- 
lassen und  der  Theil  der  hinterlassenen  Manuscripte  Steiner's,  welcher 
sich  auf  ,ydie  geometrischen  Gestaltenf*  bezieht,  zur  Verfügung  gestellt; 
aus  diesem  reichen  Schatze  habe  ijch  Alles,  was  in  den  vorgeschriebenen 
Gang  der  Darstellung  gehörte,  mit  Gewissenhaftigkeit  aufgenommen 
und  aus  unvollendeten  Aufzeichnungen  zu  ergänzen  oder  herzustellen 
versucht.  Dass  es  schon  früh  in  Steine/s  Absicht  gelegen  hat,  diesen 
auf  die  Kegelschnitte  bezüglichen  fünften  Abschnitt  seines  grossen 
Werkes  vollständiger,  als  es  im  ersten  Theil  geschehen  konnte,  und 
abweichend  von  der  dortigen  Behandlung  allein  von  den  Grund- 
principien  aus  darzustellen,  zeigt  die  voUstiindig  erhaltene  Einleitung 
zu  einer  nicht  vollendeten  Abhandlung;  die  erstere  ist  in  einem  Con- 
volut  von  Papieren  unter  der  Aufschrift  j^Außlärungs-Broschüre  1833/34" 
enthalten  und  lautet  folgendermassen: 

„üeber  einige  merkwürdige  Lehren  der  neueren  synthetischen  Geo- 
metrie. In  dieser  Abhandlung  werde  ich  zunächst  die  Betrachtungen 
über  projectivische  Gerade  und  Strahlbüschel,  welche  im  ersten 
Theile  der  von  mir  verfassten  Schrift:  „Systematische  Entwicklung 
der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  von  einander^^,  enthalten 
sind,  kurz  wiederholen  und  sodann  die  naturgemässe  Erzeugung 
der  Kegelschnitte  aus  jenen  Gebilden  ableiten,  sowie  femer  den 
Ursprung  verschiedener  merkwürdiger  Eigenschaften,  wie  z.  B.  der 
sogenannten  Involution  und  der  theorie  des  polaires  reciproques 
etc.  aus  denselben  nachweisen. 

In  der  genannten  Schrift  wurden  der  alt-hergebrachten  Weise 
zu  Liebe  die  Kegelschnitte  aus  dem  Kegel,  der  einen  Kreis  zur 
Basis  hat,  hergeleitet.  Obwohl  ich  die  Unzweckmässigkeit  dieses 
Verfahrens  schon  damals  deutlich  fühlte,  so  glaubte  ich  doch,  um 
nicht  zu  sehr  von  dem  gewöhnlichen  Gange  abzuweichen,  dem- 
selben folgen  zu  müssen.  Allein  der  Umstand,  dass  man  ge- 
zwungen ist,  die  ümkehrung  eines  Satzes  zu  behaupten  (§.  38,  II), 
der  sich  durch  die  Elementargeometrie  nicht  befriedigend  beweisen 
lässt  —  nämlich  des  Satzes,  dass  jeder  Kegel  zweiten  Grades  von 
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einer  Ebene   in  einem  Kreise  geschnitten  werden  kann  —  zeigte 
die  Nothwendigkeit;  jene  Darstellungsweise  zu  verlassen  und  eine 
dem  Gegenstande   angemessenere  aufzufinden.     Die  hier  folgende 
genügt   dieser  Forderung  im  höchsten  Grade,   indem  sie  die  Er- 
zeugung der  Kegelschnitte  durch  projectivische  Gerade  und  Strahl- 
büschel als  eine  unmittelbare^  systematisch  nothwendige  offenbart 
und  dieselbe  rein   synthetisch   auf   die   möglichst   einfache  Weise 
bewerkstelligt.    Ebenso  wird  das  wahre  Wesen  der  Involution  und 
der  Üieorie  des  polaires  reciproques  durch  besondere  Eigenschaften 
der    genannten    projectivischen    Gebilde    geoffenbart,    indem    ihre 
noihwendige    Entstehung    auf    überraschende    Weise    aus    diesen 
Eigenschaften  sich  nachweisen  lässt  und  zugleich  ihr  inniger  Zu- 
sammenhang sich  kund  giebt,  was  übrigens  in  der  mehrerwähnten 
Schrift  bereits  angedeutet  worden  (§.  45).     Die  Schwierigkeit,  die 
hierbei  in  Kücksicht  auf  die  Kegelschnitte  zu  überwinden  war,  be- 
stand darin,   0U  beweisen,  dass  das  durch  gtoei  schiefliegmde  pro- 
jectivische Gerade  hervorgebrachte  Erzengniss  identisch  sei  mit  dem  Er- 
zeugniss  isweier  projectivischen  StraMbüschel,  die  sich  in  schiefer  Lage 
befinden.     Diese  Schwierigkeit  ist  jetzt  nicht  nur  sehr  leicht,  son- 
dern ich  möchte  sagen,  sie  ist  auf  die  einfachste  Weise  gehoben, 
nämlich  durch  consequentes  Festhalten  der  geringsten  Anzahl  von 
Elementen,  durch  welche  die  Projectivität  jener  Gebilde  bestimmt 
wird,  und  zwar  durch  diejenigen  Elemente,  welche  sich  sowohl  in 
Hinsicht  der  Gebilde,  als  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  am  be- 
merkbarsten machen.     Dadurch  können  nun  zugleich  alle  übrigen 
Lehren,  welche  den  Gegenstand  des  ersten  Theiles  der  genannten 
Schrift   bilden,   zweckmässiger   (entwickelt  werden,   weil   nunmehr 
die  Betrachtungen  in  der  Ebene  sich  bis  zu  ihrer  Vollendung  aus- 
führen lassen,  ohne  dass  es  nöthig  wird,  den  Büschel  im  Räume, 
der  ihr  entgegensteht;  zu  Hülfe  zu  nehmen.     Die  Eigenschaften 
des   letzteren   lassen   sich   dann   umgekehrt   leicht   aus  jenen   der 
Ebene  ableiten,  was  der  natürlichere  Gang  ist.    Der  Kegel  zweiten 
Grades  erhält  dabei  eine  allgemeinere  Erklärung,  die  nicht  mehr 
an  seine  besondere  Eigenschaft,  an  seine  Kreisschnitte,  geknüpft 
ist;  und  nicht  allein  die  verschiedenen  Eigenschaften  aller  seiner 
ebenen  Schnitte,  sondern  auch  die  Eigenschaften,  welche  ihm  im 
Ganzen  zukommen,  seine  zwei  Erzeugungsarten  durch  projectivische 
Gebilde  sind  dann  mit  seiner  Entstehung  zugleich  bekannt.     Auch 
führt  die  gegenwärtige  Erzeugungsweise  der  Kegelschnitte  schneller 
und   directer   als  jene   frühere   Betrachtungsweise    in   ihre   innere 
Natur  hinein  und  schliesst  uns  am  unmittelbarsten  den  organischen 
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Zusammenhang  ihrer  zahlreichen  Eigenschaften  und  Geheimnisse 
auf.  Ich  bemerke  hier  noch,  dass  die  Betrachtung  projectivischer 
Geraden  imd  Strahlbüschel  sich  so  yereinfachen  lässt,  dass  sie  ohne 
Hülfe  trigonometrischer  Ausdrücke  durchgeführt  werden  kann,  wo- 
durch sie  geeignet  wird,  der  Elementargeometrie  einverleibt  zu 
werden  und  darin  manche  zweckmässige  Verbesserung  zu  bewirken^ 
indem  zu  ihrem  trocknen  Inhalt  die  belebenden  Porismen,  die 
Theorie  der  Transversalen  und  besonders  die  vollständige  Lehre 
yon  den  Kegelschnitten  hinzutritt,  dergestalt,  dass  alle  diese  Gegen- 
stände sich  ebenso  leicht  und  einfach  behandeln  lassen,  als  nach 
der  bisherigen  Methode  der  Kreis.  Dass  in  meiner  mehrerwähnten 
Schrift  trigonometrische  Ausdrücke  eingeführt  worden,  ist  kein 
Irrthum  oder  Mangel  in  der  Darstellung,  wie  man  beim  ersten 
Anblick  leicht  wähnen  möchte,  sondern  die  Entwickelungen  der 
folgenden  Theile  bedürfen  derselben,  um  zu  der  allseitig  vollendeten 
Ausbildung  zu  gelangen,  der  sie  föhig  sind.^^ 
„Den  24.  Mai  1836." 

Diese  vor  dreissig  Jahren  geschriebene  Einleitung  habe  ich  ge- 
glaubt der  gegenwärtigen  Bearbeitung  ungekürzt  vorausschicken  zu 
dürfen,  weil  ich  bemüht  gewesen  bin,  in  dem  hier  ausgesprochenen 
Sinne  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  darzustellen.  Von  der  ver- 
sprochenen Abhandlung  selbst  finden  sich  unter  den  Papieren  nur 
Bruchstücke,  welche  vorzugsweise  die  Theorie  der  Involution  (das 
Punkt-  und  Strahlsystem)  behandeln,  femer  den  erwähnten  Beweis 
von  der  Identität  der  beiden  Erzeugnisse  projectivischer  Geraden  und 
projectivischer  Strahlbüschel  und  einige  Notizen  über  Involutions-Netze 
enthalten,  unter  den  übrigen,  mir  zur  Einsicht  gestatteten  Manu- 
scripten,  welche  aus  den  verschiedensten  Zeitepochen  herrühren,  fanden 
sich  zur  Verwerthung  für  den  vorliegenden  Zweck  Untersuchungen 
über  Kegelschnitt -Büschel  und  -Schaaren,' insbesondere  über  „conju- 
girte  Kegelschnittbüschel"  und  „harmonisch-zugeordnete  Kegelschnitte*', 
manche  schwer  zu  enträthselnde  kurze  Aufzeichnungen  und  viele  Be- 
merkungen, die  vermuthlich  den  Vorlesungen  ihren  Ursprung  ver- 
danken. Alles,  was  über  die  Ebene  hinausging  und  sich  grosstentheils 
auf  Oberflächen  zweiter  Ordnung  bezog,  musste  für  jetzt  unberück- 
sichtigt bleiben.  Der  Anfang  einer  beabsichtigten  Darstellung  der 
Lehre  von  den  Kegelschnitten,  wie  sie  Steiner  in  seinen  Vorlesungen 
vorzutragen  pflegte,  findet  sich  noch  an  einer  späteren  Stelle,  welche 
mit  den  charakteristischen  Worten  beginnt: 

„Juni  1849.     Der  veränderte  Gang,  der  nach  §.  18  (Syst.  Entw.  d. 
A.  g.  G.)  eintritt,  ist  seit  Jahren  in  den  Vorlesungen  verbessert 
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und  einige  Mal  sogar  mit  Begeisterung  vorgetragen  worden^  musste 

aber  jedesmal  niit  saurer  Mühe  wieder  erst  neu  hergestellt  werden, 

was  in  der  neuesten  Zeit  bei  Abnahme  an  Eifer  und  Gedächtniss 

stets  schwieriger  wurde.    Es  wird  nun  kaum  möglich  sein^  die  in 

einzelnen  Perioden   in   günstigen   Licht  -  Comenten   vorgetragenen 

8&be  und  Beweise  wieder  hervorzurufen;  um  den  besten  Gang  der 

Betrachtung  endlich  festzustellen  .  .  /^ 

Hierauf  folgen   verschiedene  Aufzeichnungen   aus   den  Vorträgen 

im  Sommersemester  1849,  die  aber  zum  grössten  Theil  Wiederholungen 

sind  und  nur  bis  zu  dem  erwähnten  Identitätsbeweise  reichen. 

Hinsichtlich  der  Yertheilung  und  Behandlung  des  Stoffes  habe 
ich  mir  nur  wenig  Abweiehungen  von  der  zu  Grunde  liegenden  Aus- 
arbeitung der  ^^n^r'schen  Vorlesung  erlaubt,  während  die  Menge 
desselben  erheblich  vergrossert  ist;  auch  die  Steiner^ sehe  Terminologie 
habe  ich  bis  auf  wem'ge  Ausnahmen  festgehalten;  ^er  Gebrauch  der 
Bezeichnung  ,,Pxinktreihe''  anstatt  ,,Gerade'^  (als  continuirliche  Auf- 
einanderfolge sämmtlicher  Punkte  einer  unendlich-langen  geraden  Linie) 
ist  schon  so  üblich  geworden,  dass  er  keiner  Entschuldigung  bedarf. 
Der  erstß  Abschnitt  (projectivische  Beziehung  gerader  Punktreihen  und 
ebener  Strahlbüschel  auf  einander)  enthält  eine  kurze  Wiederholung 
der  ersten  in  der  syst.  Entw.  niedergelegten  Principien;  hier  wie  in 
der  Folge  habe  ich  die  von  Modyius  in  die  Geometrie  eingeführte 
Auffassung  entgegengesetzter  Grössen  (Strecken  und  Winkel)  durch 
Berücksichtigung  des  Richtungs-  und  Drehungs  -  Sinnes  fesi^ehalten, 
wonach  z.  B.,  wenn  a  und  6  zwei  Punkte  bezeichnen,  „ah"  nicht 
blos  den  absoluten  Abstand  beider  Punkte,  sondern  die  in  dem  Sinne 
von  a  nach  b  durchlaufene  Strecke  bedeutet,  so  dass  also  ab  4~  ^<^  =  ^ 
ist.  Die  ebenfalls  von  Moeinus  herrührenden  Beziehungen  zwischen 
den  24  möglichen  Werthen  eines  Doppelverhältnisses  habe  ich  auf- 
genommen. Sodann  ist  die  Bestimmung  der  doppelten  Systeme  ent- 
sprechender gleicher  Strecken  und  Winkel  bei  zwei  projectivischen 
Punktreihen  und  Strahlbüscheln  und  eiae  ausfuhrliche  Behandlung  der 
Involution  (des  Punkt-  und  Strahlsystems)  hinzugekommen.  Der  zweite 
Abschnitt  (der  Kegelschnitt  als  Erzeugniss  projectivischer  Gebilde)  de- 
finirt  den  Kegelschnitt  auf  doppelte  Art  und  weist  die  Identität  beider 
Erzengnisse  nach.  Der  Posca^sche  (und  Brianchon' ache)  Satz  erscheint 
nur  als  ein  etwas  veränderter  Ausdruck  der  Projectivität  zweier  gleich- 
artiger Gebilde.  Die  Eintheilung  der  Kegelschnitte  geschieht  durch 
Berücksichtigung  der  unendlich -entfernten  Punkte.  Zu  den  Kriterien 
für  die  Erzeugung  der  verschiedenen  Kegelschnitte  durch  zwei  pro- 
jectivische Punktreihen  ist  das  für  die  gleichseitige  Hyperbel  hinzu- 
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gekommen^  welches  ich  nirgends  gefunden  habe.  Die  Steiner'sche  Er- 
weiterung des  berühmten  hexagrammmn  mysticum  schien  mir^  obwohl 
sie  etwas  von  dem  Gange  der  Untersuchung  abführt^  doch  mitzutheilen 
erlaubt;  zumal  ich  das  hier  zusammengestellte  Tableau  der  60  Sechs- 
ecke;  aus  deren  GruppAmg  die  Lage  der  Poscof  sehen  Linien  ^  Steiner^- 
sehen  Punkte  und  Geraden  in  der  von  Hesse  angegebenen  Weise  am 
anschaulichsten  hervortritt,  anderswo  yermisst  habe.  Das  naturgemässe 
Auftreten  des  Punkt-  und  Strahlsystems  beim  Kegelschnitt  führt  zu 
den  Polareigenschaften  desselben ,  welche  möglichst  vollständig  aus- 
einandergesetzt sind.  Als  besondere  Fälle  dieser  allgemeinen  Be- 
ziehungen ergeben  sich  dann  die  Eigenschaften  der  conjugirten  Durch- 
messer^  der  Axen  des  Kegelschnitts  und  der  Brennpunkte.  Die  me- 
trischen Beziehungen  treten  dabei  ungezwungen  und  fast  ohne  Rech- 
nung hervor.  Auf  die  Focaleigenschaften  wird  dann  noch  weiter  ein- 
gegangen,  um  jdie  Brücke  vollständig  herzustellen^  welche  die  hier 
durchgeführte  Auffassung  der  Kegelschnitte  mit  der  mehr  elemen- 
taren Behandlung  derselben  verbindet,  bei  der  die  metrischen  Eigen- 
schaften der  Brennpunkte  den  Ausgangspunkt  bilden.  Der  Schluss 
dieses  Abschnitts  über  den  Krümmungshalbmesser  der  Kegelschnitte 
ist  mehr  als  ein  Anhang  zu  betrachten,  bestimmt,  die  Nützlichkeit 
des  Princips  der  projectivischen  Beziehung  an  eiaem  besonderen  Bei- 
spiel vor  Augen  zu  führen. 

Der  dritte  Abschnitt  ist  dem  Kegelschnittbüschel  und  der  Kegel- 
schnittschaar  gewidmet.  Von  den  drei  mitgetheilten  Entstehungs- 
arten dieser  Gebilde  ist  die  erste  {Steiner' sehe)  die  anschaulichste,  er- 
fordert aber  die  Realität  der  vier  Grundpunkte  des  Büschels;  bei  der 
zweiten  können  auch  zwei  von  diesen  Punkten  imaginär  sein;  die  dritte 
ist  die  allgemeinste  und  liefert  auch  das  Kegelschnittbüschel  mit  vier 
imaginären  Grundpunkten  durch  reelle  Gonstruction.  Die  charakte- 
ristische Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels,  jede  Gerade  in  den 
Punktpaaren  eines  Punktsystems  zu  treffen,  tritt  bei  allen  drei 
Entstehungsarten  unmittelbar  hervor.  Die  Untersuchung  der  ver- 
schiedenen Arten  von  Kegelschnitten,  welche  in  einem  Büschel  und 
einer  Schaar  vorkommen,  und  wie  sich  dieselben  in  Gruppen  ver- 
theilen,  lässt,  wie  mir  scheint,  den  Vorzug  der  synthetischen  Me- 
thoden recht  deutlich  erkennen;  hieran  knüpfen  sich  die  Polar-Eigen- 
schaften  dieser  Gebilde  und  einige  besondere  Fälle.  Einen  neuen  oder 
doch  wenig  bekannten  Gegenstand:  „drei  conjugirte  Kegelschnittbüschel" 
behandelt  ein  besonderer  Paragraph.  Endlich  werden  die  gemein- 
schaftlichen Punkte  und  Tangenten  zweier  beliebig  gegebenen  Kegel- 
schnitte ermittelt   und   die   verschiedenen   Fälle,    welche   hinsichtlich 
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der  Realität  dieser  Elemente  eintreten  können,  genauer  discutirt.  Der 
leUte  Pan^aph  dieses  Abschnittes  behandelt  einen  bisher  wenig  unter- 
suchten  Gegenstand:  Die  harmonisch  -  zugeordneten  oder  sich  polar 
selbst  -  entsprechenden  Kegelschnitte  ^  mit  denen  im  Zusammenhange 
die  Aufgabe  gelöst  wird:  „Zxx  zwei  gegebenen  Kegelschnitten  einen 
solchen  dritten  zu  finden,  in  Bezug  auf  welchen  als  Basis  der  eine 
die  Polarfigur  des  andern  ist."  Hier  tritt  schon  der  imaginäre  Kegd- 
schnitt  auf  und  verlangt  eine  Erweiterung  des  Begriffes,  welche  in 
dem  vierten  Abschnitt  durch  das  Involutions-Netz  (Polarsystem)  gegeben 
wird.  Die  Polareigenschaften  eines  Kegelschnitts  werden  unabhängig 
Ton  demselben  aüfgefasst  und  liefern  ein  stets  reelles  Gebilde^  das 
lüTolutions-Netz^  welches,  je  nachdem  es  hyperbolisch  oder  elliptisch 
ist,  einen  reellen  oder  imaginären  Kegelschnitt  vertritt,  ebenso  wie 
das  Punktsystem  auf  einer  Geraden  ein  reelles  Punktpaar  (Asymptoten- 
ponkte)  oder  ein  imaginäres  vertritt.  Von  den  verschiedenen  Be- 
stimmungsarten  des  Netzes,  deren  Zahl  durch  Hinzunahme  anderer 
Elemente  leicht  beträchtlich  vermehrt  werden  kann,  ist  die  allge- 
meinste vermittelst  fünf  beliebiger  Paare  conjugirter  Punkte  durch 
eine  zwar  umständliche  aber  lineare  Construction  bewerkstelligt.  Die 
folgenden  Paragraphen  enthalten  zum  Theil  eine  Wiederholimg  früherer 
Betrachtungen  auf  der  allgemeineren  Grundlage,  indem  die  ausge- 
zeichneten Elemente  des  Netzes:  Durchmesser,  Mittelpunkt,  Axen, 
Brennpunkte  mit  ihren  hervorragendsten  Eigenschaften  für  das  Netz 
ähnlich,  wie  für  den  reellen  »Kegelschnitt  ermittelt  werden.  Die  An- 
nahme zweier  beliebig  in  der  Ebene  gegebenen  Netze  führt  zum  Netz- 
Buschel  und  zur  Netz-Schaar;  dadurch  werden  die  früheren  Gebilde 
des  Kegelschnitt-Büschels  und  der  Ke'gelschnitt-Schaar  vervollständigt, 
indem  auch  die  imaginären  Kegelschnitte,  welche  ihnen  angehören 
können,  zum  Vorschein  kommen.  Der  letzte  Paragraph  untersucht 
das  aus  drei  beliebig  angenommenen  Netzen  oder  Kegelschnitten  ge- 
bildete Kegelschnitt  -  Netz  und  die  Tripelcurve  und  bildet  somit  den 
Uebergang  zur  Theorie  der  Curven  dritten  Grades. 

Aus  der  vorstehenden  Inhaltsangabe  und  bei  einer  genaueren 
Durchsicht  des  Buches  wird  der  kundige  Leser  erkennen,  dass  ich 
manche  Resultate  aufzunehmen  mir  gestattet  habe,  welche  im  Laufe 
der  Zeit  hinzugekommen  sind  und  von  denen  ich  nicht  mehr  ermitteln 
konnte,  ob  Steiner  sie  früher  als  Andere  gefunden  hat,  oder  nicht, 
wenn  sie  sich  eben  in  4pm  systematischen  Entwicklungsgange  natur- 
gemäss  darboten  und  der  S^Vtcr'schen  Anschauungsweise  ungezwungen 
anschlössen.  Ich  glaube,  dass  dies  nicht  zum  Nachtheil  eines  Buches 
geschehen  ist,  Welches  seines  ganz  elementaren  Charakters  wegen  vor- 
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zugsweise  bestimmr  ist^  als  Lehrbuch  zur  Einführung  der  studirenden 
Jugend  in  die  synthetische  Geometrie  zu  dienen.  Aus  diesem  Gnmde 
lag  mir  auch  weniger  daran  ^  die  in  Anwendung  gebrachten  Methoden 
bis  zur  äussersten  Grenze  auszubeuten  und  die  in  unerschöpflicher 
Menge  sich  darbietenden  Sätze  und  Eigenschaften  mit  möglichster 
Vollständigkeit  aufzureihen^  als  vielmehr  die  fruchtbaren  Betrachtungen 
selbst^  welche  zu  jenen  führen^  in  das  klarste  Licht  zu  setzen;  dem 
Leser  sollte  auch  noch  Etwas  zu  thun  übrig  bleiben ;  und  überall  da 
z.  B.^  wo  nach  dem  in  der  Natur  des  Gegenstandes  begründeten  Princip 
der  Dualität  einer  Betrachtung  sich  die  polar  gegenüberstehende  an- 
schlösse ist  diese  entweder  blos  angedeutet,  oder  es  sind  die  abwei- 
chenden Punkte  allein  ausgeführt;  mochte  der  Leser  daher  noch  recht 
viel  Stoff  zur  Ergänzung  und  Erweiterung  und  besonders  die  Auf- 
munterung zur  eigenen  Forschung  aus  dem  Vorgetragenen  entnehmen. 

Was  meinen  eigenen  bescheidenen  Antheil  an  diesem  Buche  be- 
trifft,  so  verzichte  ich  selbstverständlich  in  Anbetracht  der  Entstehung 
desselben  auf  jeden  Anspruch,  wie  auf  jede  Priorität,  ohne  darum 
die  Verantwortlichkeit  für  Dasjenige,  was  etwa  Irriges  in  demselben 
vorkommen  sollte,  von  mir  abzulehnen.  Ich  halte  meine  Arbeit  für 
hinreichend  belohnt,  wenn  dadurch  das  Studium  der  Steiner' sehen 
Schriften  erleichtert,  das  Interesse  für  synthetisch-geometrische  For- 
schungen von  Neuem  angeregt  und  insbesondere  die  studirende  Jugend 
zu  einem  der  interessantesten  und  fruchtbarsten  Felder  mathematischer 
Speculation  hingeführt  wird. 

Schliesslich  bleibt  mir  noch  übrig,  Herrn  Dr.  Geiser  hiermit 
öffentlich  meinen  Dank  auszusprechen  für  die  freundlichst  gestattete 
Einsicht  in  die  Steiner' sehen  Manuscripte  und  das  bereitwillige  Ab- 
treten seines  Anrechtes  zur  Veröffentlichung  dieser  Vorlesung. 


Breslau,  im  September  1866. 


Heinricli  Schröter. 
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Die  in  zweiter  Auflage  Torliegende  „Theorie  der  KegeisdmiUe,  gestützt 
(mf  prcjectivische  Eigenschaflen^*^  hat  hinsichtlich  der  Anordnung  und  Be- 
handlung des  Stoffes  keine  wesentliche  Aenderung  erfahren.  Hinzu- 
gekommen ist  im  ersten  Abschnitt  die  Einführung  des  äquianharmoni- 
sehen  Systems  Yon  fftnf  Elementen^  im  zweiten  Abschnitt  (§.  37)  eine  zu- 
sammenhängende Darstellung  des  Normalenproblems;  welches  bei  der 
ersten  Auflage  nur  in  einer  Anmerkung  beiläufige  Erwähnung  fand;  im 
Tierten  Abschnitt  die  Untersuchung  der  Lage  und  Realität  der  Wendepunkte 
einer  Curve  3.  0.^  sowie  an  vielen  Stellen  Ergänzungen  und  Bemerkungen,, 
die  eine  wiederholte  Betrachtung  des  Gegenstandes  an  die  Hand  gab. 
Femer  sind  jedem  der  drei  ersten  Abschnitte  eine  Anzahl  von  Aufgaben 
und  Sätzen  hinzugefügt^  welche  den  Zweck  haben ,  den  Leser  zur 
selbständigen  Forschung  aufzufordern  und  ihm  Gelegenheit  zu  geben, 
die  in  dem  Buche  Torgetragenen  Methoden  und  Betrachtungen  an- 
zuwenden. Eine  solche  selbstthätige  Uebung  entspricht  durchaus 
dem  Sinne  Steiner^s,  wie  der  seinem  ursprünglichen  Werke  (Syst. 
Entw.  d.  Abh.  geom.  Gest.)  beigefügte  Anhang  von  Aufgaben  und 
Lehrsätzen  zeigt,  welche  denselben  Zweck  haben.  Dass  die  von  mir 
gewählten  Aufgaben  und  Sätze  nicht  durchweg  neu  sind,  kann  nach 
der  Natur  des  Gegenstandes  nicht  befremden;  viele  schliessen  sich  un- 
mittelbar dem  im  Buche  Vorgetragenen  an  und  sind  daraus  hervor- 
gegangen oder  späteren  Mittheilungen«  Steine/ s  entnommen;  andere 
£anden  sich  anderswo  und  sind  ohne  streng-pädagogische  Reihenfolge 
lose  aneinandergereiht.  Eine  Angabe  der  Quelle,  wo  dieser  oder  jener 
Satz  gelegentlich  oder  zuerst  ausgesprochen  ist,  würde  dem  Zweck  dieser 
üebungen  geradezu  widersprochen  haben.  Ich  führe  daher  an  dieser  Stelle 
die  Namen  derjenigen  Geometer  an,  denen,  soweit  es  mir  bekannt  ist, 
das  eine  oder  das  andere  Resultat  zukommt;  es  sind  folgende:  Bauer, 
Caylei/y  ChadeSy  Faure,  Heüermann,  Hesse,  Jonchimsfhdly  Kirhnan, 
Mobhis,  Scdmofiy  P.  Serret,  Steiner,  B.  Sturm  u.  A. 

Möglichst  grosse  Aufmerksamkeit  ist  auf  Correctheit  und  Deutlich- 
keit der  Darstellung  gerichtet  worden,  und  eine  sorgfältige  redactio- 
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nelle  Durchsicht  hat  an  vielen  Stellen  Mängel  der  ersten  Auflage  im 
Satzbau ^  in  der  Wortstellung,  Rechtschreibung  und  Interpuixction  zu 
bessern  gesucht;  auch  schien  die  Veränderung  einiger  Bezeichnungen 
geboten;  so  ist  durchweg  anstatt  Kreissystem  —  circulares  Strahl- 
system, anstatt  Kreisschaar  —  Ereisbüschel,  anstatt  Mittelpunkte  — 
.  Grundpunkte  des  Kegelschnittbüschels,  anstatt  Tripel  conjugirter  Punkte 
und  Strahlen  öfters  kürzer  —  Polardreieck  u.  a.  m.  gesetzt  worden, 
Ausdrücke,  die  sich  selbst  rechtfertigen. 

Diese  durchgehenden  Aenderungen,  sowie  manche  Zusätze  und 
Verbesserungen,  welche  im  Laufe  der  Zeit  entstanden  und  sich  mitunter 
erst  bei  der  Correctur  aufdrängten,  haben  den  Druck  des  Buches 
nicht  selten  erschwert;  ich  fühle  mich  der  Verlagshandlung  für  ihr' 
bereitwilliges  Entgegenkommen  in  dieser  Beziehung  zu  aufrichtigem 
Danke  verpflichtet.  Ebenso  spreche  ich  einigen  wissenschaftlichen 
Freimden,  den  Herren  Director  Külmann,  Dr,  Gärtner  und  Dr.  Rosenotv 
für  ihre  hülfreiche  Unterstützung  bei  der  Correctur  meinen  besten  Dank 
aus.  Dadurch  ist  es  gelungen,  den  Druck  dieser  Auflage  fast  fehler- 
frei herzustellen. 

Breslau,  im  April  1876. 

H.  S. 
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Erster  Absclmitt. 

Projectivische  Beziehung  gerader  Punktreiben  und  ebener 

Strahlbüscbel  auf  einander. 


§.  1.    Gmndgebilde. 

Die  sämmtlichen  auf  einander  folgenden  Punkte  einer  (unendlich 
langen)  geraden  Linie  nennt  man  eine  gerade  Punktreihe  oder  schlecht- 
weg Pnnktreihe^  wenn  nur  von  geraden  Punktreihen  die  Rede  ist. 
Die  Gerade  selbst^  deren  Punkte  aufgefasst  werden^  soll  der  Träger 
der  Punktreihe  heissen.  Die  sämmtlichen  durch  einen  Punkt  in  einer 
Ebene  gehenden  Strahlen  (unendlich  lange  gerade  Linien)  nennt  man 
ein  Ebenes  Strahlbüschel  oder  schlechtweg  Strahlbüschel;  wenft  nur  von 
ebenen  Strahlbüschöln  die  Rede  ist.  Der  Punkt,  durch  welchen  sämmt- 
liehe  Strahlen  gehen,  heisst  der  Mitteilpunkt  des  Strahlbüschels.  Die 
Punkte  der  Punktreihe  und  die  Strahlen  des  Strahlbüschels  heissen 
Elemente  dieser  geometrischen  Gebilde. 

§.  2.    Projectivische  Beziehung  der  ßmndgebilde  auf  einander. 

Diese  beiden  einfachsten  geometrischen  •  *       ^^^-  ^' 

Gebilde  (Pnnktreihe  und  Strahlbüschel)  sind 
Yon  gleicher  Mächtigkeit  und  einfacher  Un- 
endlichkeit^ d.  h.  es  giebt  ebenso  viel 
Punkte  auf  einer  Geraden ,  als  Strahlen 
dnrch  einen  Punkt.  Dies  erkennen  wir, 
indem  wir  die  -beiden  Gebilde  zu  einander  ^ 
in  Beziehung  setzen.  Sämmtliche  durch  einen 
Punkt  B,  den  Mittelpunkt  eines  Strahl- 
bOschels  gehende  Strahlen  a,b,  c,  d  .  .  ,  x  .  .  treffen  eine  beliebige  (nicht 

durch  B  gehende)  Gerade  $(  in  den  gleichnamigen  Punkten  a  b  c  b i . , 

(Fig.  1)  und  stellen  eine  derartige  Beziehung  zwischen  den  Elementen 

Steiner,  Vorlesmigen  II.    2.  Aafl.  1 
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beider  Gebilde  her^  dass  jeder  Strahl  des  Strahlbüschels  durch  den 
gleichnamigen  Punkt  der  Punktreihe  geht  und  umgekehrt  jeder  Punkt 
der  Punktreihe  auf  dem  gleichnamigen  Strahl  des  Strahlbüschels  liegt. 
Zwei  solche  zusammenliegende  Elemente  heissen  entsprechende  Elemente 
und  diese  Lage  der  beiden  Gebilde,  bei  welcher  jeder  Strahl  des 
Strahlbüschels  durch  den  entsprechenden  Punkt  der  Punktreihe  geht^ 
nennt  man  die  perspectivische  Lage,  Die  durch  die  perspectivische  Lage 
beiderGebüde  hergestellte  eindeutige  Beziehung  der  Elemente  aufeinander 
kann  nun  festgehalten  werden,  während  die  perspectivische  Lage  aufge- 
hoben wird  (etwa  dadurch,  dass  das  Strahlbüschel  B  und  die  Punktreihe 
Sl  beliebig  in  der  Ebene  verschoben  werden),  aber  die  entsprechenden 
Elemente  in  irgend  einer  Weise,  z.  B.  durch  Bezeichnung  mit.  gleich- 
lautenden Buchstaben,  fixirt  werden.  Die  auf  diese  ^rt  von  der  per- 
spectivischen  Lage  unabhängig  gemachte  eindeutige  Beziehung  der 
Elemente  beider  Gebilde  auf  einander  heisst  projectivische  Beziehung, 
und  die  Gebilde  selbst  heissen  prqjectivisch,  wenn  ihre  entsprechenden 
Elemente  so  liegen,  dass  jene  in  perspectivische  Lage  gebracht 
werden  können. 

§.  3.    unendlich -entfernter  Punkt  der  Punktreihe  und  ParaUelstrahl 

des  Strahlbuscheis. 

Die  Zusammengehörigkeit  entsprechender  Elemente  lässt  sich  bei 
der  perspectivischen  Lage  der  beiden  Grundgebilde  auch  so  auffassen, 
dass  man  einen  veränderlichen  Strahl  x  des  Strahlbüschels  um  den 
Mittelpunkt  B  dreht,  wodurch  sein  Schnittpunkt  j  mit  dem  Träger  81 
auf  demselben  fortrückt.  Dabei  tritt  nun  einmal  der  besondere  Fall 
ein,  dass  der  Strahl  x  in  parallele  Lage  zu  dem  Träger  %  gelangt 
und  dadurch  der  Schnittpunkt  j:,  welcher  sonst  immer  eine  bestimmte 
angebbare  Lage  auf*  %  hatte,  der  Wahrnehmung  entschwindet  oder, 
wie  man  sich  ausdrückt,  ins  Unendliche  rückt.  Betrachten  wir  den 
Strahl  X  kurz  vor  und  kurz  nach  dieser  parallelen  Lage,  so  wird  der 
entsprechende  Punkt  {  einmal  nach  der  einen  Seite  und  das  andere 
Mal  nach  der  andern  Seite  hin  sehr  weit  entfernt  liegen,  während 
es  bei  der  parallelen  Lage  selbst  unentschieden  bleibt,  ob  er  nach  der 
einen  oder  nach  der  andern  Seite  hin  liegt.  Trotzdem  nehmen  wir 
der  Uebereinstimmung  wegen  an,  dass  auch  der  Parallelstrahl  den 
Träger  %  nur  in  einem  Punkte  treffe,  und  nennen  diesen  (obwohl  er 
sich  der  Wahrnehmung  entzieht)  den  unendtich-entfemten  Punkt  der 
Punktreihe,  den  wir  uns  sowohl  nach  der  einen  Seite  als  auch  nach 
der  andern  Seite  hin  liegend  vorstellen  können.     Der  imendlich-ent- 
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femte  Punkt  der  Geraden  Sl  ist  ein  ausgezeichneter  und  bei  Ver- 
rücknng  derselben  unveränderlicher  Punkt,  welcher,  die  charakteristische 
Eigenschaft  besitzt,  dass  jeder  nach  ihm  hingehende  Strahl  mit  der 
Geraden  parallel  ist. 

Der  unendlich  entfernte  Punkt  verbindet  gewissermassen  die  nach 
entgegengesetzten  Seiten  hin  verlaufenden  Enden  der  geraden  Linie 
und  stellt  eine  Continuität  her  entsprechend  der  continuirlichen  Drehung 
des  Strahles  im  Strahlbüschel. 


§.  4.   üebereinstiiEunimg  der  Aufeinanderfolge  der  Strahlen  des  Strahl- 
buscheis  mit  den  entsprechenden  Punkten  der  Punktreihe. 

Aus  der  eben  betrachteten  zusammengehörigen  Bewegung:  der 
Drehung  des  Strahles  x  um  B  und  dem  Fortrücken  des  enrtsprechenden 
Punktes  j  auf  ?l  ergiebt  sich  zugleich  eine  Uebereinstimmung  der 
Aufeinanderfolge  entsprechender  Elemente  öder  des  Drehungssinnes 
mit  dem  Richtungssinn.  Der  Strahl  x  kann  sich  um  den  Mittelpunkt 
B  entweder  in  dem  einen  oder  entgegengesetzten  Drehungssinne 
henunbewegen  (/--%  /-n  entweder  wie  der  Zeiger  einer  Uhr,  auf  welche 
man  sieht^  oder  entgegengesetzt);  dem  entsprechend  muss  der  Punkt 
l  entweder  in  dem  einen  (von  rechts  nach  links)  oder  in  dem  ent- 
gegengesetzten Bichtungssinne  (von  links  nach  rechts)  auf  dem  Träger 
%  fortrücken.  Sind  a  und  b  zwei  besondere  Lagen  des  sich  drehen- 
den Strahles  x,  so  kann  x  auf  doppelte  Weise  aus  der  Lage  a  in  die 
Lage  h  übergeführt  werden,  entweder  in  dem  einen  oder  entgegen- 
gesetzten Drehungssinne.  Diese  Zweideutigkeit  hört  aber  auf,  sobald 
wir  drei  besondere  Lagen  ahc  annehmen  und  verlangen,  der  veränder- 
liche Strahl  solle  von  a  durch  h  nach  c  gelangen  (ohne  indessen^ 
während  er  sich  von  a  nach  h  bewegt,  in  die  Lage  von  c  gekommen 
ZQ  sein).  Durch  die  Aufeinanderfolge  ahc  ist  der  Drehungssinn  von 
X  mitbestimmt  (Fig.  2). 

Sind  Q  und  b  zwei  besondere  Lagen       ^  *' 

des  fortrückenden  Punktes  j,  so  kann  j: 
von  a  nach  b  auf  doppelte  Weise  gelangen, 
entweder  direct  oder  durch  den  unendlich- 
entfernten  Punkt  (§  3).  Diese  beiden  Wege 
haben  eni^egengesetzten  Richtungssinn. 
Die  Zweidentigkeit  hört  aber  auf,  sobald  wir  drei  besondere  Lagen  ab C 
annehmen  nnd  festsetzen,  der  Punkt  j  solle  von  a  durch  b  nach  c 
gelangen  (ohne  auf  dem  Wege  von  a  nach  b  die  Lage  c  eingenommen 
zu  haben);   durch  die  Aufeinanderfolge  abc  ist  der  Richtungssinn  von 
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E  mitbestimmt  (Fig.  3).    Da  nun  abc  und  abc  entsprechende  Elemente 

Fig.  3.  der  beiden  projectivischen  Gebilde  sind,  so  wird, 

— .    '^'^ — »-  sobald    durch    die    Aufeinanderfolge    ahc    der 

^ — wm    . Drehungssinn  des  Strahlbüschels  festoestellt  ist, 

durch  die  zugehörige  Aufeinanderfolge  abc  der 
Bichtungssinn  der  Punktreihe  unzweideutig  mitbestimmt,  und  nehmen 
wir  im  Strahlbüschel  den  entgegengesetzten  Drehungssinn  durch  die 
Aufeinanderfolge  ach,  so  wird  durch  die  Aufeinanderfolge  ach  auch 
der  zugehörige  Bichtungssinn  in  der  Punktreihe  entgegengesetzt. 
Durch  diese  Bemerkung  wird  später  jede  Zweideutigkeit  hinsichtlich 
der  Lage  entsprechender  Elemente  aufgehoben. 

§.  5.    Doppelverbaltniss.    (Anharmonisclie  Function.) 

Um  die  gegenseitige  Abhängigkeit  der  Elemente  der  beiden  Grund- 
gebilde, welche  durch  die  perspectivische  Lage  derselben  hervorgerufen 
wird,  unabhängig  von  letzterer  darzustellen,  suchen  wir  Beziehungen 
auf  zwischen  den  Abständen  beliebiger  Punkte  der  Punktreihe  und 
den  Winkeln,  welche  die  entsprechenden  Strahlen  mit  einander  bilden, 
solchergestalt,  dass  diese  Beziehungen  vDn  der  Lage  der  beiden  Ge- 
bilde zu  einander  unabhängig  sind. 

Seien  abcb  . . .  beliebige  Punkte  der  Punktreihe  81,  so  soll  nach 
dem  Vorgange  von  Mobius  durch  die  Nebeneinanderstellung  der  Buch- 
staben 

ab 

nicht  allein  die  Strecke  zwischen  den  Punkten  a  und  b  (ihr  Abstand) 
bezeichnet  werden,  sondern  auch  der  Bichtungssinn,  in  welchem  die 
Strecke  von  a  nach  b  hin  auf  diredem  Wege  durchlaufen  wird,  so 
dass  also 

L      ab  +  ba  =  0 ,  d.  h.  ba  =  —  ah 

ist,  wonach  dann  für  irgend  drei  Punkte  abc  der.. Geraden  die  Gültig- 
keit der  Gleichung 

n.      ab  +  bc  =  ac  oder  ab  -f  bc  +  ca  =  0 

allgemein  stattfindet,  mag  der  Punkt  c  zwischen  a  und  b  oder  ausser- 
halb der  Strecke  liegen,  und  für  irgend  vier  auf  der  Geraden  befind- 
liche Punkte  ab  cb  nachfolgende  Beziehungen  gelten,  die  wir  anführen, 
weil  wir  später  von  ihnen  Gebrauch  machen  werden;  da  nämlich 

ab  +  bc  =  ac 

ab     =ab  +  bb. 
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so  folgt: 

ab  .  ab  +  Bc .  ab  =  ac .  ab  +  ac .  bb 
ab  {ab  —  at}  =  ac .  bb  —  bc .  ab 

IIL   ab  .  cb  +  bc .  ab  +  Ca .  bb  =  0 , 

oder  auch  so  geschrieben:  , h  -^ — ^  -i -^  =  0  . 

°  ba  .  ca    '    cb  .  ab    '    ac  .  bc 

Eine  weitere  Beziehung  zwischen  vier  Punkten  einer  Geraden  folgt 
aus  den  beiden  vorigen;  da 

ab.  cb  =  ac.  bb  +  cb  .ab 
_bi^+    cb^=^      bb 

ob .  bc .  cb  +  ab  .  (cb)^  -=  ac .  (bb)*  +  ab .  bb .  bc , 

und  hieraus 

ai .  (cb)»  +  ca  (bb)»  =  bc  {ab .  bb  +  ab .  bc} 

=  bc  {ab  (ba  +  ab)  +  ^^  •  bc} 

=  cb  .  (ab)*  +  ic.ah  .  ac, 
oder 


IV. 


(ba)«     ,     (bb)»    ,     (bc)* 


ba  .  ca    '    cb  .  ab    '    ac  .  bc 

Seien  nun  abcd , . .  die  entsprechenden  Strahlen  des  mit  der  Punkt- 
reihe abcb. .  perspectivisch  liegenden  Strahlbüschels  B,  und  bezeichne 

(ab) 

den  Winkel  zwischen  den  beiden  Strahlen  a  und  b  von  einem  ver- 
änderlichen Strahl  X  in  demjenigen  Drehungssinne  von  a  nach  b  hin 
beschrieben^  welcher  übereinstimmt  mit  dem  Bichtungssinne  der  Strecke 
ab  (§.  4),    dann  lassen  sich   leicht  Beziehungen  er-  Fig.  4. 

mitteln  zwischen  den  Winkeln  des  Strahlbüschels 
und  den  entsprechenden  Abschnitten  auf  der  Punkt- 
reihe^   indem   man  nach  bekannten  Sätzen  der  Ele- 


«.     —  ' 


mentargeometrie   die  Fläche   des  Dreiecks  Bah   auf         V    i^     a 
doppelte  Weise  ausdrückt;  das  aus  B  auf  %  gefällte  Perpendikel  treffe 
in  p,  dann  wird 

Ba.Bb  .  sin  (ab)  =  Bp  .ai, 
oder 

i>  ^^      _  "^^  •  ^^ 

'       an  Jäh)  ~Bp~ ' 

Nimmt  man  ein  drittes  Paar  c  und  c  entsprechender  Elemente  hinzu, 
äo  treten  in  gleicher  Weise  zwei  neue  Relationen  hinzu: 

ac  Ba.Bc  bc  J5b .  ^c 


2) 


sin  (ac)  Bp      '  ein  {bc)  Bp 


6  Erster  Abschnitt.    Projectivische  Beziehung  gerader 

Nur  die  rechten  Seiten  dieser  Beziehungen  enthalten  Stücke,  welche 
von  der  perspectivischen  Lage  beider  Gebilde  abhängen,  während  die 
linken  Seiten  frei  davon  sind;  es  gelingt  aber  nicht,  aus  diesen  drei 
Gleichungen  1)  und  2)  jene  Stücke  zu  eliminiren;  wir  ziehen  daher 
noch  ein  viertes  Paar  entsprechender  Elemente  d  und  b  in  die  Be- 
trachtung und  erhalten  drei  neue  Relationen: 

^        sin  (ad)  "^       ip      '  sin  {hd)  Bp      '  sin  {cd)  ~      Bp 

Aus  diesen  6  Relationen  1)  2)  3)  können  wir  nun  in  mehr- 
facher Weise  andere  ableiten,  die  unabhängig  sind  von  den  Stücken 
5a,  Bh,  Bc,  JBb,  Bp,  also  bestehen  bleiben,  wenn  die  perspectivische 

Lage  aufgehoben  wird;  es  folgt  nämlich  u.  a.  die  Beziehimg: 

. V   ,     ac    ab sin  (ac)  ^  sin  (ad) 

^       bc  '  bb        sin  (6c)   '  sin  (bd)  ' 

und,  wenn  wir  in  irgend  einer  Weise  die  vier  Punkte  atcb,  in  der- 
selben Weise  aber  auch  abcd  permutiren,  so  ergeben  sich  ähnliche 
Relationen. 

Der  Ausdruck  jr  '  ^}  welchen  wir  der  Kürze  wegen  mit 

(abcb) 
bezeichnen  wollen,  heiest  das  Dqppelverhältniss  (oder  das  anharmonische 
Verhältniss,  die  anharmonische  Function)  von  vier  Punkten,  und  um 
die  Bildungsweisq  desselben  leichter  zu  übersehen,  nennen  wir  a  und  b 
ein  Paar  zugeordneter  Punkte,  c  und  b  das  andere  Paar  zugeordneter 
Punkte;  dann  sind  zur  Bildung  des  Doppelverhältnissei^  die  einfachen 
Verhältnisse  der  Abstände  jedes  Punktes  des  einen  Paares  zugeordneter 

Punkte  von  den  beiden  Punkten  des  anderen  Paares:  r-  und  ^-r-  durch 

bc  bb 

einander  zu  theilen;  welche  von  den  vier  Punkten  übrigens  auf  diese 

Weise  einander  zugeordnet  werden,  ist  an  sich  gleichgültig,  nur  sollen 

bei  der  Bezeichnung  ( ab cb)  die  beiden  ersten  und  die  beiden  letzten 

als    zugeordnete   Punktenpaare    festgehalten   werden.      Ebenso    heisst 

der  Ausdruck: 

sin  {ac)  ^  sin  {ad)  • 

sin  (de)  *  sin  {hd)  ' 

welchen  wir  mit  {abcd)  bezeichnen,  das  Doppelverhältniss  von  vier 

Strahlen  des  Strahlbüschels,  und  es  werden  dabei  ebenfalls  a  und  6,  c 

imd  d  als  zugeordnete  aufgefasst. 

Die  gefmidene  Beziehung  (4)  sagt  also  aus: 

Bei  zwei  prqjedivischen  Gebilden:  einer  Punktreihe  und  einem  StraJil- 
büschel  findet  zunschen  irgend  vier  entsprechenden  Elementenpaaren  abcb 
tmd  abcd  immer  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  statt: 

(abcb)  =  {abcd) . 
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§.  6.    Verschiedene  Werthe  eines  Doppelverli&Itnisses  dnrcli  Ver- 

tausohnng  der  Elemente. 

Ehe  wir  aus  dem  gefundenen  Resultat  Folgerungen  ziehen,  wollen 
wir  untersuchen,  in  welchem  Zusammenhange  die  24  Werthe  des 
Doppelverhältnisses  mit  einander  stehen,  welche  wir  erhalten,  wenn 
wir  die  Elemente  desselben  auf  alle  möglichen  Arten  unter  einander 
vertauschän.     Sei  der  Werth  des  Doppelverhältnisses: 

J^:j|-=(abcb)  =  Ä, 

SO  erkemien  wir  zunächst  aus  der  Bildungsweise  desselben,  dass 

1)      (ab  cb)  =  (tobe)  =  (cb  ab)  =  (bcba)    ist; 

femer,  da 

QC     Qb  1  .   . 

7      l  7~r  — —  ^'T  ■       so    ISu 

bc    bb       ab    oc' 
bb'bc 

2)      (abcb).(abbc)  =  l. 

Endlich  giebt  die  Relation  III.  in  §.  5  zwischen  irgend  vier  Punkten 
einer  Geraden: 

.  ab  .  pb  +  bc .  ab  +  ca  .  bb  =  0 
folgende  Beziehung  zwischen  Doppelverhältnissen: 

bc  •  bb  "•"  cb  •  cb  ~  ^ 
oder: 

3)      (abcb)  +  (acbb)  =  l, 

und  hieraus  lassen  sich  die  Werthe  des  Doppelverhältnisses  für  alle 
24  möglichen  Vertauschungen  folgendermassen  durch  einen  Werth  Je 
desselben  ausdrücken: 

(  (abcb)  =  (babc)  =  (cbab)  =  (bcba)  =  Je 
(abbc)  =  (bacb)  =  (cbba)  =  (bcab)  =  ^ 
(acbb)  =  (bbac)  =  (cabb)  =  (bbca)  =  1  —  fc 
(acbb)  =  (bbca)  =  (cabb)  =  (bbac)  =  j^ 

(abbc)  =  (bcab)  =  (cbba)  ==  (bacb)  =  ^ 

(abcb)  =  (bcba)  =  (cbob)  =  (babc)  ^  j^^- 

Dieselben  Beziehungen  ergeben  sich  für  das  Doppelverhältniss 
von  vier  Strahlen  (ahcd)  aus  der  in  §  5  nachgewiesenen  Gleichheit 
der  Doppelverhältnisse: 
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(abcb)  =  (abcd)  . 

Sind  fünf  Punkte  auf  einer  Geraden  gegeben,  so  lassen  sich 
zwischen  denselben  mehrere  Doppelverhältnisse  bilden^  die  in  einfachem 
Zusammenhange  mit  einander  stehen;  da  nämlich 

(aBce)  =  f^ :  Jl  ist,  80  folgt: 


(abcb)       ae    ab        ,   t  tv 
also  haben  wir  die  Relation: 

(abcb).(abbc).(abcc)  =  1*) 

Aus  dieser  Relation  ergiebt  sich  der  Werth  eines  Doppelverhält- 
nisses,  dessen  yier  Elemente  gegeben  sind  durch  die  Werthe  der  yier 
Doppelyerhältnisse,  welche  sie  mit  drei  anderen  (Fundamental-)£lementeu 
bilden;  wenn  nämlich 

(abcbi)  =  Jc^ ,  (abcbjj)  =  Jc^    ist, 

so  wird  nach  dem  vorigen  Satze: 

(obbib,)  =  |      • 
Ist  (aticbs)  =»  kg,  so  folgt  (abibjb)  .  (abibbj) .  (abjbjbj)  =  1  d.  h. 

A-  '  ^^-(a^bab,)»! 

1  S  I 

(abibA)=ö- 

Ist  endlich  (obcb4)  =  Ä;4,  so  haben  wir  (bibjbga)  .  (bib^ab«)  (bib^b^b,) 
=  1  d.  h. 

ra-r^*(bib,bA)  =  l 

ftu  ^^  n/u         lv|         n>A 

(bxb,b,b,)  =  J^  .  f^ . 

n^      ti^      itj      A.3 

§.  7.    Verändemng  des  Werthes  eines  Doppelverhältnisses  bei  der  Be- 
wegung eines  seiner  Elemente. 

Für  die  Folge  ist  es  nützlich  zu  wissen,  wie  sich  der  Werth 
eines  Doppelyerhältnisses  yerändert,  wenn  eines  seiner  Elemente  alle 
möglichen  Lagen    annimmt,    während    die    drei   andern   festgehalten 


*)  Der  barycentriflche  Calcul  yon  A.  F.  Moebius,  Leipzig  1827.    S.  250. 


Punktreihen  und  ebener  Strahlbüscliol  auf  einander.    §.  6.  7.  9 

werdeo.  Nehmen  wir  das  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten  (abcb) 
and  lassen  den  Punkt  b  sich  bewegen^   so  bleibt  yon  dem  Doppel- 

yerhältnisse  ^  :  rr  das  erste  Verhältniss  unverändert,  und  es  variirt 

bc    bb  ' 

nur  das  zweite.  Untersuchen  wir  daher  zunächst,  tme  sich  das  Ver- 
hältniss ^  verändert,  während  j  aUe  möglichen  Lagen  a^f  der  Geraden 

ab  einnimmt.  Es  treten  hierbei  zwei  wesentlich  verschiedene  Fälle 
ein:  entweder  liegt  j  auf  der  endlichen  Strecke  zwischen  ab,  oder  auf 
einer  der  beiden  unendlichen  Strecken  ausserhalb  ab;  im  ersten  Falle 
haben  die  Strecken  ajc  und  b je  entgegengesetzten,   im   zweiten  Falle 

gleichen  Bichtungssinn  (§  5);  wir  nehmen  dah6r  im  ersten  Falle  den 

•  Q  r  ( 

absoluten  Werth  des  Verhältnisses  —  mit  dem  negativen  Vorzeichen 

(-— ),  im  zweiten  Falle  mit  dem  positiven  Vorzeichen  (+)  und  unter- 
scheiden durch  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  des  Verhältnisses  die 
beiden  Gebiete  auf  der  geraden  Linie,  in  welchen  der  Punkt  j  liegen  kann. 

Wenn  nun  j  mit  a  zusammenfallt,  so  ist  der  Werth  des  Verhältnisses  J^ 

gleich  0;  er  bleibt  negativ,  so  lange  sich  £  von  a  nach  b  hin  bewegt;  er 
wird  =  —  1 ,  wenn  j  in  die  Mitte  m  zwischen  a  und  b  fällt,  wächst  (absolut 
genommen),  während  £  von  m  nach  b  geht,  und  wird,  wenn  £  in  b  hinein- 
fallt, unendlich  gross  (oo);  dabei  liegen  die  absoluten  Werthe  des  Ver- 
hältnisses ^ ,  während  j:  zwischen  a  und  m  liegt,  zwischen  0  und  1 ; 

während  jc  zwischen  nt  und  b  liegt,  zwischen  1  und  oo,  und  keine 
zwei  gleichen  Werthe  können  vorkommen;  das  Verhältniss  nimmt 
also  alle  negativen  Werthe  von  0  bis  oo  und  jeden  nur  einmal  an; 

geht  j  weiter,,  über  b  hinaus,  so  wird  ~  positiv   und  nimmt  ab  von 

dem  Werth  oo  an,  welchen  es  in  b  hatte;  je  weiter  j  gelangt,  desto 
mehr  nähert  sich  der  Werth  des  Verhältnisses  dem  Werthe  +  1;  ^^a 

-5  =  1  -j-       •  ftir  den  unendlich   entfernten  Punkt  selbst  wird  daher 

das  Verhältniss  den  Grenzwerth  -|-  1  annehmen;  gehen  wir  durch  den 
unendlich  entfernten  Punkt  auf  die  andere  Seite  der  Geraden  über  (§.  3), 

so  wird  der  Werth  des  Verhältnisses  r^  <  1 ,  weil  jetzt  b  von  j  ent- 
fernter liegt  als  a,  wäl^rend  es  vorher  umgekehrt  war;  nähert  sich  j 
mehr  und  mehr  dem  Punkte  a,  so  nimmt  der  Werth  ~  immer  mehi: 

ab.  bis  zum  Werthe  0,  der  dann  eintritt,  wenn  j  wieder  mit  a  zu- 
sammenfallt. Für  das  ganze  Gebiet  ausserhalb  der  Strecke  ab,  welches 
durch  den  unendlich  entfernten  Punkt  in  zwei  Abschnitte  zerfällt,  ist 
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demnach  der  Werth  des  Verhältnisses  positiv  und  zwar  auf  dem  einen 
Abschnitte  >  1  (nimmt  von  (x>  bis  1  ab),  auf  dem  andern  Abschnitte 
<  1  (nimmt  von  1  bis  0  ab),  für  den  unendlich  entfernten  Punkt 
selbst  +  1;  jeder  positive  Werth  des  Verhältnisses  kommt  aber  nur 

einmal  vor.     Im  Ganzen  nimmt  also  das  Verhältniss  r^  bei  der  Be- 

wegung  von  je  alle  positiven  und  alle  negativen  Werthe  von  +  0 
bis  +  oo  und  jeden  nur  einmal  an.  Will  man  vom  Vorzeichen  ab- 
sehen und  nur  den  absoluten  Werth  des  Verhältnisses  auffassen,  so 
tritt  ein  solcher  immer  zweimal  auf,  einmal  für  eine  bestimmte  Lage 
zwischen  ab,  das  andere  Mal  ausserhalb  ah]  die  Punkte  gruppiren 
sich  demgemäss  paarweise,  wie  z.  B.  der  Mittelpunkt  m  und  der 
unendlich  entfernte  Punkt  dem  Werthe  1  entspricht;  durch  das  hinzu- 
gefügte Vorzeichen  wird  aber  diese  Zweideutigkeit  aufgehoben. 

Hieraus    ergiebt    sich    nun   auch   die   Veränderung   des   Doppel- 
verhältnisses (abcb),  wenn  eines  seiner  Elemente  sich  bewegt.     Sei 

b  dies  veränderliche  Element,  so  wird  in  dem  Doppelverhältnisse  r-  :  ^ 

allein  das  Verhältniss  ^  sich  ändern  und  alle  positiven  und  negativen 

Werthe  durchlaufen;  die  mit  dem  constanten  Werthe  ^—  multiplicirten 

reciproken  Werthe  dieses  Verhältnisses  werden  daher  auch  alle  posi- 
tiven und  negativen  Werthe  in  stetiger  Aufeinanderfolge  annehmen 
und  jeden  nur  eimnal.  Wie  die  positiven  und  negativen  Werthe  mit 
der  Veränderung  von  b  einander  folgen,  hängt  von  dem  Werthe  des 

Verhältnisses  r-  ab,  welcher  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  c 

ausserhalb  ab  oder  zwischen  ab  liegt: 

(tC 

1)  Liegen  abc  der  Art:  — -j — i  — ,  so  ist  g- positiv,  und  der 

Werth  des  Doppelverhältnisses  (abcb) 

wird  für  b  im  unendlichen  «-  =  + 

oc         ' 

während  b  von  cx>  bis  a  geht       + 

wenn        b  in  a  hineinfällt         =  oo 

während  h  von  a  bis  b  geht         — 

wenn        b  in  b  hineinfällt       =    0 

während  b  von  b  bis  C  geht  -|- 

wenn        b  in  c  hineinfällt        =  -j-  1 

während  b  von  c  bis  ins  ünendl.  geht  + . 

2)  Liegen  abc  der  Art:  — i 1 — i — ,  so  ist  r~    negativ,  liiid 

a  c    b  ■ 

der  Werth  des  Doppelverhältnisses  (abcb) 
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wird  für  b  im  Unendlichen  ?-  =  — 

während  b  von  cx)  bis  a  geht  — 
wenn  b  in  a  hineinfällt  =  c» 
während  b  von  a  bis  C  geht  + 

wenn        b  in  C  hineinfällt        =  +  1 
während  b  von  c  bis  6  geht         + 
wenn        b  in  -b  hineinföUt       =  0 
während  b  von  6  bis  cx)  geht       — . 

Die  beiden  zugeordneten  Punkte  a  uild  b,  für  welche,  wenn  b 
hmeinfallt^  das  Doppelverhältniss  die  Werthe  oo  und  0  annimmt,  bil- 
den die  Uebergänge  von  den  positiven  zu  den  negativen  Werthen  des- 
selben; ausserdem  tritt  einmal  der  besondere  Werth  +  1  ^»uf,  wenn 
b  in  c  hineinfällt,  also  das  andere  Paar  zugeordneter  Punkte  zusammen- 
fallt, und  för  den  unendlich  entfernten  Punkt  geht  das  Doppelverhält- 
niss in  das  einfache  Verhältniss  p-  über. 

bc 

Aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  zwischen  irgend  vier 
Paaren  entsprechender  Elemente  einer  Punktreihe  und  eines  mit  ihr 
projectivischen  Strahlbüschels  können  wir  auf  einen  ganz  gleichen 
Verlauf  des  Werthes  von  (abcd)  schliessen,  wenn  von  den  vier 
Strahlen  drei  fest  bleiben  imd  der  vierte  d  sich  um  den  Mittelpunkt 
drehend  das  ganze  Strahlbüschel  durchläuft. 

§.  8.    Harmonisclie  Elemente. 

unter  allen  Werthen,  welche  ein  Doppelverhältniss  annehmen  kann, 
giebt  es  einen,  welcher  seines  häufigen  Vorkommens  wegen  von  be- 
sonderer Wichtigkeit  ist;  ehe  wir  daher  in  den  allgemeinen  Betrach- 
tungen fortfahren,  wollen  wir  diesen  besonderen  Fall 'näher  ins  Auge 
fassen.  Dieser  wichtigste  specielle  Werth  eines  Doppelverhältnisses 
ist  —  1,  und  wenn  das  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten 

(abcb)  =  —  1 

ist,  so  heissen  diese  vier  harmonisch  Punkte,  und  zwar  a  und  b  m- 
geordnete  harmonische  Punkte,  ebenso  c  und  b  umgeordnete]  da  das 
Doppelverhältniss  von  vier  harmonischen  Punkten  —  1  ist,  so  folgt 
(§.  7),  dass,  wenn  c  zwischen  a  und  B  liegt,  nothwendig  b  ausserhalb 
ah  liegen  muss  und  umgekehrt,  dass  also  bei  vier  harmonischen 
Paukten  ein  Paar  zugeordneter  Punkte  durch  das  andere  Paar  ge- 
trennt wird  und  zwischen  ihren  Abständen  die  Bedingung  stattfindet: 

T        oc   ,    ab       ^     j      ca    ,   cb        ^ 
1-      *r  +  üt:  =  0  oder  r — r  wt  =  0 , 
bc   '   bb  bo   '    bb  ' 
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oder  die  Verhältnisse  g-  und  ^  haben  gleichen,  aber  entgegengesetzten 

Werth.  Aus  den  Beziehungen  in  §.  6  ergiebt  sich  für  A;  =  —  1,  dass, 
wenn 

(abcb)  =  —  1  ist, 

(abcb)  =  (abbc)  =  (babc)  =  (bacb) 
=  (cbab)  =  (cbba)  =  (bcab)  =  (bcba)  =  —  1  wird. 

Man  kann  also  sowohl  ein  Paar  zugeordneter  harmonischer  Punkte 
unter  sich^  als  auch  mit  dem  andern  Paar  vertauschen ,  ohne  die 
harmonische  Eigenschaft  aufzuheben.  Femer  ergiebt  sich  aus  §.  7, 
dass,  wenn  man  irgend  drei  Punkte  abc  auf  einer  Geraden  willkürlich 
annimmt  und  zwei  z.  B.  a  und  b  als  zugeordnet  auffasst,  nur  ein  ein- 
ziger bestimmter  vierter  dem  C  zugeordneter  harmonischer  Punkt  b 
existfrt,  welcher,  wenn  c  zwischen  ab  liegt,  ausserhalb  ab  liegen 
muss  und  umgekehrt;  eine  einfache  Construction  desselben  allein 
mittels  des  Lineals  ergiebt  sich  später  (§.  9).  Hier  erwähnen  wir 
nur  noch  einige  metrische  Beziehungen,  welche  aus  dem  besonderen 
Werthe  —  1  des  Doppelverhältnisses  folgen. 

Wenn  nämlich  • 

(abcb) 1, 

so  ist  (§.  6) 


das  heisst: 


(acbb)  =  ^, 

ob l^ob 

cb       2  cb' 


Schreiben  wir  diese  Beziehung  dergestalt: 

ac  +  c^ 1  ac  -f-  cb 

7i  2       c b       ' 

so  folgt: 

TT        ^  —MLj.  M 
cb~2|ca  "1"  cb| 

d.  h.  der  redproJce  Werth  des  Äbstandes  eines  Punktes  von' dem  zugeordfietefi 
Iiarmonischen  Punkte  ist  gleich  dem  arithmetischen  MiUd  aus  den  reciproken 
Werthen  der  Abstände  des  ersten  von  den  beiden  andern  zugeordneten  Punkten, 
Femer  führen  wir  die  Mitte  m  zwischen  zwei  zugeordneten  Punkten 
ai  ein,  also 


- 

am  — 

iab  = 

2  " 

=  mb 

dann  wird  die 

vorige 

Relation: 

ab 
cb 

am 
'cb 

mb 
cb  ' 
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woraus  folgt: 

mg bc 

ab        cb 

und  durch  Vertauschung  von  a  und  b: 

mb ac       ma  ^ 

bb  ~  cb  "^  bl ' 

aus  den  beiden  Beziehungen: 

nto bc        mtt     .  bb 

ab       cb '      ac        cb 

folgt  durch  Hinzußignng  Yon  1  auf  beiden  Seiten: 

mb bb       mc cb 

ab       cb '     ac       cb  ' 

und  hieraus  folgt: 

III.    (tna)^  =  (mhy  =  tnc .  ntb 

Auch  kann  u.  A.  noch  die  Relation  bemerkt  werden: 

^  fca  .  cb  =  cb  .  cm 

Ibö  .bb  =  bc. bm, 

woraus  durch  Addition  beider  Gleichungen  folgt: 

VI.      ca  .  cb  +  ba  .  bb  =  (cb)^ 

welche  alle  sich  leicht  in  Worten  ausdrücken  lassen;  ähnliche  me- 
trische Relationen  ergeben  sich,  wenn  wir  die  Mitte  n  zwischen  den 
beiden  andern  zugeordneten  Punkten  c  und  b  einführen. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Beziehung  KT.  für  vier  harmo- 
nische Punkte:  das  Quadrat  des  Ahstandes  der  Mitte  zwischen  zwei  zu- 
geordneten Punkten  von  tinent  derselben  ist  gleich  dem  Bechteck  aus  den 
Abständen  derselben  Mitte  von  den  beiden  andern  zugeordneten  Punkten, 

Halten  wir  bei  vier  harmonischen  Punkten  ein  Paar  zugeordneter 
Ponkte  ab  fest,  so  bleibt  auch  deren  Mitte  m  unverändert;  bewegen 
wir  dann  c,  so  verändert  sich  mit  ihm  der  vierte  harmonische  Punkt 
b  in  der  Weise,  dass  das  Rechteck  mc .  mb  constant  bleibt.  Wir 
können  hierdurch,  während  wir  von  vier  harmonischen  Punkten  das 
eine  Paar  zugeordneter  Punkte  festhalten,  das  ganze  System  von 
Paaren  zugeordneter  Punkte  verfolgen,  welche  mit  den  beiden  festen 
harmonisch  liegen,  und  merken  insbesondere  zwei  specielle  Fälle: 
1)  wenn  c  in  m  liegt,  so  liegt  b  im  Unendlichen,  d.  h.  zwei  beliebige 
Punkte  einer  Geraden,  die  Mitte  zwischen  ihnen  und  der  unendlich  ent-^ 
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femte  Funkt  sind  immer  vier  harmonisdie  Punkte  und  zwar  die  beiden 
Ersten  zugeordnet^  die  beiden  letzten  zugeordnet;  2)  wenn  c  in  b  oder 
in  Q  hineinfallt;  so  muss  auch  b  hineinfallen ^  d.  h.  loenn  von  vier  har- 
mimischen  Funkten  ein  Faar  zugeordnete  zusammenfallen,  so  muss  in 
diesem  Funkte  auch  einer  des  andern  Faares  zugeordneter  Funkte  liegen, 
oder:  vier  harmonische  Punkte  können  insbesondere  so  liegen ;  dass 
drei  zusammenfallen  und  einer  abgesondert  ist.  Weil  endlich  mc  .  tnb 
=  (ma/  positiv  ist,  so  müssen  nie  und  mb  gleichen  Richtungssinn 
haben,  d.  h.  C  und  b  immer  auf  derselben  Seite  yon  tn  liegen;  wäh- 
rend also  C  von  in  nach  a  fortschreitet,  geht  der  vierte  harmonische 
Punkt  b  vom  Unendlichen  im  entgegengesetzten  Richtungssinne  nach  Q 
(denn  je  grosser  von  dem  constanten  Rechteck  die  eine  Seite  wird, 
desto  kleiner  muss  die  andere  werden),  und  wenn  c  von  m  nach  b 
fortrückt,  bewegt  sich  b  vom  unendlich  entfernten  Punkt  ebenfalls 
nach  b  hin  [vergl.  §.  7]*). 

Dieselben  Betrachtungen  können  wir  leicht  übertragen  auf  vier 
Strahlen,  deren  Doppelverhältniss  den  Werth  —  1  hat.  Solche  vier 
Strahlen  ah  cd  eines  Strahlbüschels,  für  welche 

(ahcd)  =  —  1 
* 
ist,  heissen  vier  harmonische  StroMen  und  zwar  ah  zugeordnete,  cd  zu- 
geordnete Strahlen]  der  Werth  des  Doppelverhältuisses  zwischen  den  Sinus 
der  Winkel  liefert  die  Beziehung: 

-  sin  {ac)  _,    sin  {ad)        ^ 

sin  (hc)    '    sin  {bd)  "^ 


*)  Die  Erweiterung  dieser  Betrachtung  führt  zu  dem  für  geometrische  Be- 
trachtungen nützlichen  Princip  der  Transformation  durch  recipröke  Radien,  Be- 
zeichnen wir  die  beiden  von  einander  abhängigen  veränderlichen  Punkte  c  und  b 
besser  durch  x  und  £ ,  ihre  feste  Mitte  durch  «n,  so  wird  vermittelst  der  Relation : 

mx  .  mS  =>  const. 

auf  dem  geradlinigen  Träger  jeder  Funkt  x  in  einen  neuen  Punkt  £  transformirt, 
oder  die  ganze  gerade  Linie  wird  auf  sich  selbst  abgebildet.  Denken  wir  uns 
nun  diesen  Träger  um  den  festen  Punkt  m  gedreht  durch  180^,  so  dass  er  die 
ganze  Ebene  durchstreifb  und  seine  Punkte  x  und  £  dieselbe  doppelt  bedecken, 
dann  igt  dadurch  die  ganze  Ebene  auf  sich  selbst  abgebildet  d.  h.  jedem  Punkte 
X  der  Ebene  entspricht  ein  bestimmter  Punkt  £  auf  dem  Strahle  mx  vermöge  der 
obigen  Relation.  Irgend  einer  Figur,  welche  der  Punkt  x  in  der  Ebene  beschreibt, 
entspricht  eine  transformirte  Figur,  die  der  Punkt  £  beschreibt  z.  B.  einer  geraden 
Linie  ein  Kreis,  einem  Kreise  im  Allgemeinen  wieder  ein  Kreis  u.  s.  f.  Aus  me- 
trischen und  Lagen-Verhältnissen  der  ersten  Figur  entspringen  neue  Beziehungen 
der  transformirten  Figur  und  bilden  eine  reiche  Quelle  geometrischer  Forschung. 
(Vgl.  Einleitung  in  die  synthetische  Geometrie  von  C,  F.  Geiser  S.  159.) 
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Aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  (§.  5)  folgt,  dass, 
wenn  man  irgend  vier  harmonische  Punkte  mit  einem  Funkt  B  durch 
Strahlen  verbindet j  diese  vier  harmonische  StraJilen  sind,  und  wenn  man 
irgend  vier  harmonische  Strahlen  durch  eine  helidnge  Gerade  schneidet, 
die  vier  Schnittpmkte  vier  harmonische  Tunkte  sind,  zugleich  auch  zu- 
geordnete Strahlen  die  zugeordneten  Punkte  enthalten  und  umgekehrt. 

Hiemach  ergiebt  sich  die  relative  Lage  von  vier  harmonischen 
Strahlen  aus  der  von  vier  harmonischen  Punkten,  Zwei  zugeordnete 
Strahlen  ab  theilen  nämlich  die  ganze  Ebene  in  vier  WinkelräumC; 
von  denen  zwei  und  zwei  (Scheitel winkelräume)  gleich  sind;  das  andere 
Paar  zugeordneter  Strahlen  kann  nun  nicht  in  dieselben  Scheitel- 
winkelnlame fallen;  sondern  wenn  der  Strahl  c  in  das  eine  Paar 
Scheitelräume  fallt;  so  muss  der  zugeordnete  d  in  das  andere  Paar 
Neben-Scheitelräume  fallen,  oder  wie  man  sich  kürzer  ausdrückt:  bei 
vier  harmonischen  Strahlen  wird  ein  Paar  zugeordneter  Strahlen  durch 
das  andere  Paar  getrennt.  Femer  giebt  es  zu  drei  beliebig  gewählten 
Strahlen  nur  einen  bestimmten  vierten  harmonischen ,  der,  wenn  zwei 
als  zugeordnet  festgesetzt  sind,  dem  dritten  zugeordnet  isi  Ebenso 
übertrafen  sich  die  metrischen  Relationen  11.  III.  lY.  auf  vier  har- 
monische Strahlen: 

Da 

s^n^        8in(^_Q  igt 

8in  {ca)     '    am  (co) 

and 

{da)  =  {de)  +  {cd)  ;     {db)  =  {de)  +  (cb) 

bei  festgehaltenem  Drehungssimi;  so  ergiebt  sich  durch  Auflösung  der 
sin  der  Summen: 

2.       cotg  {cd)  =  Y  { cotg  {cd)  +  cotg  {cb) }  • 

Auch  die  übrigen  metrischen  Beziehungen  zwischen  vier  harmo- 
nischen Strahlen,  analog  IQ.  und  lY.  ergeben  sich,  wenn  man  mit  m 
einen  Halbirungsstrahl  des  Winkels  {ab)  bezeichnet,  also 

{am)  =:  {mb)  ==  —  (6m)  =  —  {ma)  ; 

die  Relation  1.  lässt  sich  dann  so  schreiben: 

sin  {(gm)  -{-  {mc))     i    sin  [{am) -\- {md))  ^ 

sin  {(&m)  +  (mc) }     '    sin  {(6m)  -f  (md)} 

und  giebt  aufgelöst  mit  Berücksichtigung  der  vorigen  Relationen: 

tg  (mc)  —  ig  (ma)    .    tg  (md)  —  ig  (ma)  ^^  ^ 
tg  (mc)  +  tg  (ma)    *    ig  (md)  +  tg  (ma)  ' 

tg  (mc)  ^^  tg  (mg)  ^ 
tg  (mg)        lg  (md)  ' 
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3.       tg*  (wa)  =  tg*  {mh)  =  tg  (wc)  •  tg  {md) . 
Femer: 
sin  {  (am)  +  (mc)  )  +  sin  {  {bm)  +  (mc)  ]  =  sin  (ae)  +  sin  {bc) 
aufgelöst : 


ebenso: 


anderseits: 


2  cos  (am)  •  sin  (mc)  =  sin  (ac)  +  sin  (ftc)  ; 
2  cos  (aw)  •  sin  (md)  =  sin  (ad)  +  siii  (^^)  5 


2  sin  (am)  cos  (wc)  =  sin  (ac)  —  sin  (6c)  ; 
2  sin  (am)  cos  (md)  =  sin  (ad)  —  sin  (bd)  . 

Es  folgt  aber  aus  1.: 

sin  (ac)  +  sin  (5c)    sin  (6  c)  ^  sin  (ad)  +  sii^  (bd) sin  (ftd) 

sin  {bd)  —  sin  {ad)        sin  (bd) '  sin  (bc)  —  sin  (ac)         sin  (6c)  ' 

woraus  dann  folgt: 

.  sin  2  (mc) fsin('6c)|* f8in(ac)P 

sin  2  (md)         jsin  (bd)j  |sin  (ad)j 

Weitere  Beziehungen  zwischen  vier  harmonischen  Strahlen  siehe  unter 
^^Aufgaben  und  Sätze''  am  Ende  des  ersten  Abschnitts. 

Die  Beziehung  3.  lässt  ähnlich  wie  III.  die  Abhängigkeit  eines 
Paares  zugeordneter  Strahlen  von  dem  andern  und  der  Halbirungs- 
linie  ihres  Winkels  erkennen;  halten  wir  ab  und  also  auch  die  Hal- 
birungslinie  m  dfes  Winkels  (ab)  fest  und  verändern  c,  so  wird  auch 
der  vierte  harmonische  Strahl  d  sich  bewegen,  aber  das  Product 
tg  (mc)  .  tg  (md)  constant  bleiben;  fällt  insbesondere  c  auf  m,  so 
muss  tg  (md)  =  oo  werden,  also  d  zu  m  senkrecht  stehen,  oder  was 
dasselbe  sagt:  d  wird  der  Halbirungsstrahl  des  Nebenwinkels  von  (ab). 
Wir  schliessen  also:  Wenn  zwei  Strahlen  den  Winkel  und  Nebenwinkel 
zweier  andern  halbiren,  so  bilden  sie  mit  jenen  vier  harmonische  Strahlen 
und  sind  einander  zugeordnet'^  aber  auch  umgekehrt:  Wenn  von  vier 
harmonischen  Strahlen  zwei  zugeordnete  zu  einander  rechtwinklig  sind, 
so  halbiren  sie  die  Winkel  der  beiden  andern  zugeordneten  Strahlen. 
(Wir  erkennen  femer  leicht,  dass  dieselbe  Relation  3.  bestehen  bleibt, 
wenn  wir  statt  der  einen  Halbirungslinie  m  des  Winkels  (ab)  die 
andere,  zu  ihr  senkrechte  Halbirungslinie  des  Nebenwinkels  setzen.) 
Fällt  zweitens  bei  der  Bewegung  von  c  dieser  Strahl  auf  a  oder  &,• 
so  muss  auch  d  auf  denselben  fallen,  also:  Wenn  von  vier  harmonisdien 
Strahlen  ein  Paar  zugeordneter  zusammenfallen ,  so  muss  auch  einer  des 
andern  Paares  hineinfallen,  oder:  vier  harmonische  Strahlen  können 
die  besondere  Lage  haben,  dass  drei  zusammenfallen  und  der  vierte 
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abgesondert  liegt.  HinsichÜich  der  Bewegung  sehen  wir  endlich^  dass^ 
während  c  das  Gebiet  zweier  Scheitelräume  des  Winkels  (ab)  durch- 
streift, der  zugeordnete  Strahl  d  das  Gebiet  der  beiden  andern  Neben- 
Scheitelräume  in  entgegengesetztem  Drehungssinne  durchstreift,  und 
dass  beide  einmal  auf  a,  das  andere  Mal  auf  b  zusammenfallen. 

§.  9.    Vorkommen  harmonischer  Elemente  beim  vollständigen  Viereck 

und  Vierseit 

Harmonische  Punkte  und  Strahlen  bieten  sich  bei  sehr  vielen 
geometrischen  Untersuchungen  dar;  des  Folgenden  wegen  müssen  wir 
auf  ihr  Vorkommen  beim  vollständigen  Viereck  und  Vierseit  aufmerk- 
sam machen.  Sind  nämlich  cb  q  b^  irgend  vier  Punkte  der  Ebene 
(Fig.  5)  (ein  vollständiges  Viereck),  so  giebt  es  Fig.  s. 

drei  Paare  Verbindungslinien  je  zweier  derselben 
(drei  Seitenpaare)  nämlich: 

cb     qb|,  die  sich  in  a  treffen  mögen 

cq    bbi,     -      -      -   JS      - 

cbi    qb,    -      -     -  B^     '         -     . 

Diese  drei  Schnittpunkte  bilden  das 
Diagonaldreieck  des  vollständigen  Vierecks, 
und  die  drei  Seiten  desselben  heissen  die  drei 
Diagonalen  des  vollständigen  Vierecks,  die  drei  Ecken  die  Diagoncd- 
punkk  desselben;  ziehen  wir  BB^y  welche  Linie  cb  und  c^bi  resp.  in 
b  und  b^  treffe,  so  ist,  weil  die  vier  Strahlen  Ba,  Bi,  Bc,  Bb  die 
Gerade  qbi  resp.  in  ab^Cibj  treffen,  das  Doppelverhältniss  der  vier 
Strahlen  einmal  gleich  (abcb)  und  zweitens  gleich  (ab|Cibi)  (§.  5), 
mithin 

(abcb)  =  (abjCibi). 

Die  vier  Strahlen  B^a,  B^ij^,  B^C^,  B^b^  treffen  aber  die  Gerade  cb 
in  den  resp.  Punkten  abbc  und  c^bj  in  ab^Cibi,  mithin  ist 

(abiqbi)  =  (abbc); 
lolglich  auch 

(abcb)  =  (abbc). 

Allgemein  aber  ist  (§.  6,  2): 

(abcb)- (abbc)  =  1,  folglich 

(abcb)»  =  l, 

(abcb)  selbst  also  -f-  1  oder  —  1;  den  Werth  +  1  kann  dies  Doppel- 
verhältniss nach  §.  7  nicht  haben,  weil  derselbe  nur  dann  auftritt, 
wenn  zwei  zugeordnete  Punkte  zusammenfallen,  was  hier  offenbar 
nicht  der  Fall  ist,  mithin  muss 

Steiner,  Torlesungen  11.    2.  Aufl.  2 
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•     (abcb)  =  -  1 

sein;  d.  h.  (§.  8)  die  vier  Punkte  abcb  sind  harmonisch  gelegen, 
ebenso  abiCjbi  5  folglieh  sind  auch  die  vier  von  5  ausgehenden  Strahlen 
vier  harmonische  Strahlen  und  ebenso  die  vier  durch  Bj^  laufenden  Strahlen ; 
da  von  den  letzteren  sowohl  die  Gerade  cc^  als  auch  bb^  in  vier  har- 
monischen Punkten  getroflfen  wird,  durch  welche  die  vier  von  a  aus- 
gehenden Strahlen  laufen,  so  sind  auch  die  letzteren  vier  harmonische 
Strahlen.     Wir  können  daher  folgenden  Satz  aussprechen  : 

Beim  vollständigen  Viereck  bilden  in  jedem  der  drei  Biaganalptmkte 
die  beiden  Seiten  und  die  beiden  Diagonalen  y  welche  durch  denselben  gehen j 
vier  harmonische  Strahlen  und  zwar  enthalt  jedes  Paar  zwei  zugeordnete. 

Dieselbe  Figur  lässt  sich  auch  anders  auffassen:  Wir  können  die 
vier  Verbindungslinien  cb,  C^bj,  cq,  bb^  als  vier  beliebige  Gerade  in 
der  Ebene,  ein  vollständiges  Vierseit,  ansehen;  diese  vier  Geraden 
schneiden  sich  in  drei  Punktenpaaren;  den  sechs  Ecken  des  voll- 
ständigen  Vierseits  oder  den  drei  Paar  Gegenecken ;  nämlich  B  und 
Q;  C  und  bi,  b  und  Cj;  die  drei  Verbindungslinien  dieser  drei  Paare 
Gegenecken  heissen  Diagonalen  des  vollständigen  Vierseits,  ihre  Schnitt- 
punkte Diagonalpunkte.    Hiemach  lautet  der  vorige  Satz: 

Beim  vollständigen  Vierseit  bilden,  auf  jeder  der  drei  Diagonalen  die  beiden 
Ecken  des  Vierseits  und  die  Schnittpunkte  der  beiden  andern  Diagonalen 
vier  harmonische  Punkte  und  zwar  besteht  jedes  Paar  aus  ztcei  zugeordneten. 

Es  folgt  hieraus  leicht  eine  Construction  sowohl  des  vierten  har- 
monischen Punktes;  als  auch  Strahles  zu  drei  gegebenen  allein  mit 
Hülfe  des  Lineals,  wenn  zwei  als  zugeordnete  angenommen  sind: 

1)  Sind  auf  einer  Geraden  drei  Punkte  abc  gegeben;  und  soll  der 
vierte  harmonische  dem  c  zugeordnete  Punkt  b  gefunden  werden;  wäh- 
rend a  und  b  das  eine  Paar  zugeordneter  Punkte  ist;  so  ziehe  man 
durch  c  einen  beliebigen  Strahl  und  nehme  zwei  beliebige  Punkte  x 
und  y  auf  demselben^  verbinde  xa,  xh,  ya,  yh  imd  bestimme  die 
Schnittpunkte: 

(xa,  yh)  und  (xh,  ya) , 

deren  Verbindungslinie  die  Gerade  in  dem  gesuchten  Punkte  b  triffib. 

2)  Sind  drei  durch  einen  Punkt  0  gehende  Strahlen  abc  gegeben, 
und  man  soll  den  vierten  harmonischen  dem  c  zugeordneten  Strahl  d 
finden,  während  ab  das  andere  Paar  zugeordneter  Strahlen  ist;  so 
ziehe  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  von  c  irgend  zwei  Gerade, 
welche  a  und  6  resp.  in  ab  und  a^i^  treffen;  dann  giebt  der  Schnitt- 
punkt (abj;  ba^)  mit  0  verbunden  den  gesuchten  vierten  harmonischen 
Strahl  d. 
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§.  10.  Allgemeine  Folgenmgen  aus  der  GleicUieit  der  Doppelverhältnisse. 
Constractloii  entsprechender  Elemente  zweier  projectlvlscher  Gebilde. 

Die  am  Ende  des  §.  5  bewiesene  Gleichheit  der  Doppelverhält- 
nisse zwischen  irgend  vier  Punkten  einer  Geraden  und  vier  Strahlen 
eines  Strahlbüschels ^  welche  durch  jene  gehen: 

(abcb)  =  (aftcd) 

liefert  zuvorderst  zwei  allgemeine  Sätze,  deren  specielle  Fälle  für  har- 
monische Punkte  und  Strahlen  wir  bereits  angewendet  haben,  nämlich: 

1)  Zieht  man  durch  ein  beliebiges  Strahlbüschel  von  vier  Strahlen 
abcd  irgend  welche  Gerade  (Transversalen) y  die  jene  resp.  in  den  Punkten 
abcb  treffen,  so  ist  der  Werth  des  Doppelverhältnisses  (abcb)  immer 
derselbe 

(abcb)  =  const. , 

welches   auch  die  Lage  der  hindurcligehenden  Transversale  sei,  nämlich 
gleich  dem  Werthe  des  Dqppelverhältnisses  der  vier  Strahlen  (abcd). 

2)  Verbindet  man  irgend  vier  Funkte  abcb  einer  Geraden  mit  be- 
lidngen  Punkten  der  Ebene  durch  je  vier  Strahlen  abcd,  so  haben  diese 
Strdklbüschd  immer  dasselbe  Doppelverhältniss 

(abcd)  =  const. ,  ^ 

wekhes  auch  die  Lage  ihres  Mittelpunktes  sei,  nämlidi  das  Doppelverhält- 
niss  der  vier  Punkte  (abcb). 

Da  femer  diese  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  zwischen  ent- 
sprechenden Elementen  der  beiden  in  perspectivischer  Lage  befind- 
lichen Gebilde  ganz  unabhängig  ist  von  der  perspectivischen  Lage,  indem 
sie  nur  die  Abstände  der  Punkte  von  einander  und  die  Winkel  zwischen  den 
entsprechenden  Strahlen  enthält,  so  bleibt  sie  auch  bestehen,  wenn 
die  perspectivische  Lage  aufgehoben  wird,  und  enthält  das  allgemeine 
Gesetz  fiir  die  projectivische  Beziehung  (§.  2)  eines  Fig.  e. 

Strahlbüschels  und  einer  Punktreihe  auf  einander. 
Wenn  wir  also  die  Strahlen  eines  Strahlbü^chels 
und  die  Punkte  einer  Punktreihe  projectivisch 
auf  einander  beziehen  wollen,  so  dürfen  wir  drei 
Paare  Ton  Elementen  abc  und  abc  willkürlich  als 
entsprechende  annehmen  (Fig.  6),  weil  erst  zwi- 
schen vier  Paaren  die  Bedingung  obwaltet:  a         c  V 

(abcd)  =  (abcb)  . 

Durch  jene  drei  Paare  ist  aber  die  Beziehung  vollständig  und  eindeutig 

bestimmt;    denn  nehmen  wir  jetzt  einen  beliebigen  vierten  Strahl  d 

2* 
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des  Strahlbüschels,  so  ist  der  Werth  yon  (abcd)  gegeben,  und  da 
(a6cb)  denselben  gegebenen  Werth  hat,  so  giebt  es  nur  einen  be- 
stimmten Punkt  b  (§.  7),  welcher  diesen  Werth  liefert,  wofern  maji 
auch  das  Vorzeichen  des  W^rthes  von  (abcb)  berücksichtigt.  (Will 
man  von  dem  Vorzeichen  absehen,  so  würde  durch  die  vorige  Gleichung 

• 

das  Verhältniss  g^  nur  seinem  absoluten  Werthe  nach  gegeben  sein, 

und  die  Lage  des  Punktes  b  wäre  dann  zweideutig;  ob  aber  b  zwischen 
ab  oder  ausserhalb  ah  liegt,  entscheidet  alsdann  die  Uebereinstimmung 
des  Drehungssinnes  mit  dem  Richtungssinn  in  beiden  projectivischen 
Gebilden,  und  diese  gestattet  nur  eine  Lage  von  b;  siehe  §.  4.)  Dem- 
nach gehört  zu  jedem  Strahle  d  nur  ein  einziger  entsprechender  Punkt 
b  und  auch  umgekehrt;  lassen  wir  den  Strahl  d  das  ganze  Strahl- 
büschel durchstreifen,  so  wird  der  entsprechende  Punkt  die  ganze 
Punktreihe  durchlaufen.  Wir  können  also  den  allgemeinen  Satz  aus- 
sprechen: 

Sämmtliche  Paare  entsprechender  Elemente  zweier  prqjectivischer  Ge- 
bilde (eines  StraJUbiischds  und  einer  Pfmktreihe)  sind  vollständig  bestimmt 
durch  drei  Paare  entsprechender  Elemente,  welche  wiüMhrlich  angenommen 
werden  können;  zu  jedem  vierten  Element  des  einen  Gdnldes  kann  das 
entsprechende  Element  des  ^andern  aus  der  Gleicfüieit  der  DoppdverhäUnisse 

{abcx)  =«  (abcE) 

unzweideutig  ermittelt  werden  und  die  beiden  Gebilde  lassen  sich  dadurch, 
wenn  sie  in  bduüger  {allgemeiner)  Lage  sich  befinden,  in  ihre  ursprüng- 
liche perspectivische  Lage  zurücJäningen. 

Wir  werden  bald  Constructionen  ermitteln,  um  entsprechende 
Elemente  bei  allgemeiner  Lage  der  Gebilde  allein  mittels  des  Lineals 
zu  erhalten.     (Siehe  Ende  des  §.) 

Die  beiden  im  Anfange  dieses  §.•  ausgesprochenen  Sätze  lassen 
sich  in  dem  Sinne  erweitern,  dass  man  an  Stelle  von  vier  Strahlen 
und  vier  Punkten  das  ganze  Strahlbüschel  und  die  ganze  Punktreihe 
treten  lässt  und  an  Stelle  der  Gleichheit  der  Doppelverhältniss^  die 
durch  dieselbe  gegebene  projectivische  Beziehung  entsprechender  Ele- 
mente zweier  Gebilde. 

Wir  sagen,  zwei  Punktreihen  abcb  . . .  y  . . .  und  AibiCibj . . .  Ji  ... 
befinden  sich  in  perspectivischer  Lage,  wenn  sie  sich  in  demselben 
Strahlbüschel  B  befinden,  d.  h.  die  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte    düi,    bbj  .  . .  jji    sämmtlich    durch    einen    Punkt    B    laufen 
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Fig.  7. 


(Fig.7);  der  Punkt  B  heisst  Aa\}Q\Br<yedumspmkty  die  sämmtlichen  Strahlen 
QO^;  6^19  cq  . . .  FtojecUonsstrcMeny  diejenigen  Punkte^  welche  auf  dem- 
selben Projectionsstrahle  liegen,  entsprechende  Punkte.  Diese  Beziehung 
entsprechender  Punkte  der  beiden  Punktreihen 
ist  demselben  Gresetze  unterworfen,  wie  die 
frOher  betrachtete  Beziehung  zwischen  Strahl- 
büschel und  Punktreihe,  derart,  dass  für  irgend 
vier  Paare  entsprechender  Elemente  die  Gleich- 
heit der  Doppelverhältnisse  stattfindet: 

nach  §.  10,  1). 

Diese  Beziehung  bleibt  also  bestehen, 
auch  wenn  die  perspectivische  Lage  aufge- 
hoben wird,  und  heisst  für  die  allgemeine  Lage  der  beiden 
Punktreihen  die  prqjectivisdie  Beziehung  derselben,  oder  die  Gebilde 
selbst  heissen  projectiyisch.  Der  vorhin  für  Strahlbüschel  und  Punktreihe 
ausgesprochene  allgemeine  Satz  gilt  jetzt  in  ganz  gleicher  Weise 
für   zwei    projectivische    Punktreihen.      Anderseits    sagen    wir,    zwei 

Strahlbüschel  afccc? .  .'.x und  aih^Cid^  . . .  x^ . . .  befinden  sich  in 

perspectivischer  Lage,  wenn  ihre  Strahlen  durch  die  Punkte  derselben 
Punktreihe  gehen  oder  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  (aaj) 
( Wj)  (cCi)  . .  (xx^)  auf  derselben  Geraden 
8  liegen  (Fig.  8);  diese  Gerade  heisst  als- 
dann der  perspectivisdie  Durchschnitt .  der 
beiden  Strahlbüschel,  und  immer  zwei  solche 
Strahlen  heissen  entsprechende,  welche  durch 
denselben  Punkt  des  perspectivischen  Durch- 
schnitts gehen.  Diese  Beziehung  ent- 
sprechender Strahlen  der  beiden  Strahl- 
büschel auf  einander  ist  demselben  Ge- 
setze unterworfen,  wie  die  früher  untersuchte  Beziehung  zwischen 
Strahlbüscbel  und  Punktreihe,  derart,  dass  für  irgend  vier  Paare  ent- 
sprechender Elemente  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

{ahcx)  =  {(^ib^c^Xy) 

stattfindet  (nach  §.  10,  2)\  sie  bleibt  also  bestehen,  auch  wenn  die 
perspectivische  Lage  aufgehoben  wird,  und  heisst  ebenfalls  für  die 
gemeine  Li^e  zweier  Strahlbüschel  projectivische  Beziehung  derselben, 
oder  die  Gebilde  selbst  heissen  projectivisch.  Der  vorhin  für  Strahl- 
büschel und  Punktreihe  ausgesprochene  allgemeine  Satz  gilt  jetzt 
in  ganz  gleicher  Weise  für  zwei  projectivische  Strahlbüschel. 


Flg.  8. 
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Wir  haben  hiedurch  eine  eindeutige  gegenseitige  Abhängigkeit 
der  Elemente  zweier  Gebilde,  mögen  diese  1)  Strahlbüschel  und  Punkt- 
reihe oder  2)  zwei  Funktceihen  oder  3)  zwei  Strahlbüschel  sein,  aus 
der  perspectivischen  Lage  derselben  abgeleitet  imd  durch  die  Gleich- 
heit der  Doppelverhältnisse  zwischen  irgend  vier  entsprechenden  Ele- 
mentenpaaren unabhängig  von  der  perspectivischen  Lage  ausgedrückt, 
so  dass  wir  auch  umgekehrt  schliessen  können: 

Wenn  die  Elemente  zweier  G^nlde  in  der  Weise  einander  entsprechen, 
dass  zwischen  irgend  vieren  des  einen  Gebildes  und  den  entsprechenden 
des  andern  die  Gleichheit  der  Doppdverhältnisse  stattfindet^  zugleich  aber 
aucJi  Uebereinstimmung  des  Drehungssinnes  und  (oder)  RicMungssinnes 
(§.  4)  herr seilt y  dann  sind  die  beiden  Gd)ilde  projectivisdh  d.  h.  können 
in  perspectmische  Lage  gebracht  werden. 

Hieraus  folgt  ein  allgemeiner  sehr  häufig  zur  Anwendung  kommen- 
der Satz: 

Wenn  eine  belid)ige  Anzahl  von  Gebilden  (Punktreihen  oder  StraJd- 
büscheX)  in  der  Verbindung  mit  einander  steht,  dass  das  erste  mit  dem 
zweiten,  das  zweite  mit  dem  dritten,  das  dritte  mit  dem  vierten  u,  s.  f. 
das  vorletzte  mit  dem  Idzten  •  projectivisch  ist,  so  ist  auch  das  letzte  mit 
detn  ersten  projectivisch. 

Wir  können  hievon  eine  nützliche  Anwendung  machen  zur  Con- 
struction  entsprechender   Elemente  bei  zwei  projectinschen  Gebilden, 

Fig.  9.  deren  Beziehung  durch  djei  willkürlich  ge- 

wählte Elementenpaare  bestimmt  wird: 

a)  Sind  auf  zwei  Geraden  %%i  drei 
Paare  von  Punkten  übe  und  a^biCj  willkürlich 
gegeben  und  sollen  diese  entsprechende 
Punktenpaare  zweier  projectivischen  Punkt- 
reihen 8t  Sl^  sein,  so  ist  durch  sie  die 
ganze  projectivische  Beziehung  vollständig 
bestimmt,  und  es  können  beliebig  viele  an- 
dere Paare  ^  entsprechender  Punkte  allein  mittels  des  Lineals  in 
folgender  Weise  construirt  werden:  Man  ziehe  aa^  und  nehme  in 
diesem  Strahl  zwei  beliebige  Punkte  5*  und  B^  an  (Fig.  9),  dann 
treffen  sich  J5b  und  B^i^  in  ß,  ferner  Bc  und  B^q  in  y;  man  ziehe 
ßy  und  verbinde  irgend  einen  Punkt  ^  dieser  Linie  einmal  mit  B  und 
das  andere  Mal  mit  B^]  wo  diese  Strahlen  St  und  St^  treffen,  hat  man 
allemal  zwei  entsprechende  Punkte  j  und  j^  der  beiden  Punktreihen; 
bewegt  man  5  anf  der  Geraden  ßy,  so  erhält  man  dadurch  sämmtliche 
Paare  entsprechender  Punkte.    Die  Richtigkeit  dieser  Construction  ist 
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mit  Hülfe  des  vorigen  Satzes  evident,  denn  bezeiclmen  wir  noch  den 
Schnittpunkt  von  ßy  mit  aa^  durch  a^  so  ist  die  Punktreihe  abc£ 
projectivisch  mit  der  Punktreihe  ccßyi,,  weil  beide  perspectivisch  liegen 
(im  Strahlbüschel  JB),  ferner  «j3y5  projectivisch  mit  aibiqji,  weil 
beide  perspectivisch  liegen  (im  Strahlbüschel  B^y  folglich  auch  a6c£ 
projectivisch  mit  öibiCiJi  w.  z.  b.  w. 

Zweite  Cons^rudion,    (Fig.  10.)     Man  nehme  in  dem  Strahle  aa^ 
einen  beliebigen  Punkt  B  an  und  ziehe  durch  .    p.^  ^^ 

Qj  eine  beliebige  Gerade,  welche  von  Bi  und 
Bc  resp.  in  ß  und  y  getroffen  wird;  dann 
mögen  sich  ßi^  und  yc^  in  JB^  treffen;  ver- 
bindet man  irgend  einen  Punkt  j  der  ersten 
Punktreihe  mit  B  und  trifft  JBj  in  |  die 
Gerade  ßy,  so  wird  B^^  die  zweite  Punkt- 
reihe in  dem  gesuchten  entsprechenden  Punkte 
li  treffen. 

Dritte   Constmction,     Man    nehme    zwei 
willkürliche  Punkte  B  und  B^  an  und  bestimme  den  Schnittpunkt: 

{Ba,  B,a,)  =  a, 

ziehe  durch  a  zwei  beliebige  Gerade  £  und  2^  und  bezeichne  die 
Schnittpunkte  auf  denselben: 

(Bb,  S)  =  /J;    (BA,^,)  =  ßr, 
(i?C,  2)  =  y;     (5,C„2.)  =  y,; 

endlich  bestimme  man  den  Schnittpunkt: 

(ßy.  ßxvi)  =  0 

dann  wird  irgend  ein  Strahl  durch  0  die  Geraden  S  und  S^  in  |  und 
Ji  treffen;  Bli  und  B^^^  schneiden  aber  auf  den  gegebenen  Trägem 
allemal  zwei  entsprechende  Punkte  j  und  j^  aus. 

b)  Sind  durch  die  Mittelpunkte  B  und  B^  drei  Strahlenpaare  ahc 
und  a^h^Cy  willkürlich  gezogen,  und  sollen  dieselben  entsprechende 
Strahlen  zweier  projectivischer  Strahlbüschel  B  und.JBi  sein,  so  ist 
durch  sie  die  ganze  projectivische  Beziehung  vollkommen  bestimmt, 
und  es  können  beliebig  viele  andere  Paare  entaprechender  Strahlen 
allein  mittels  des  Lineals  in  folgender  Weise  construirt  werden:  Durch 
den  Schnittpunkt  (a,  Oj)  ziehe  man  zwei  beliebige  Gerade  %  und  %^ 
und  bestimme  die  Schnittpunkte  (Slfe)  =  b,  {%c)  =  c,  {^i\)  =  \, 
(ÄiCi)  =  q;  (bbi,  cCi)  =  0.  Jeder  durch  0  gehende  Strahl  trifft  % 
und  ?tj  in  zwei  solchen  Punkten  J  und  j^,  dass  dieselben  mit  B  und 
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JBi  verbunden  zwei  entsprechende  Strahlen  xx^  der  beiden  Strahl- 
büschel liefern  und  wir  erhalten  durch  die  Drehung  der  Geraden  um 
0  die  sämmtlichen  Paare  entsprechender  Strahlen.  Der  Nachweis  der 
Richtigkeit  dieser  Construction  sowie  die  üebertragung  der  anderen 
im  Yorigen  Falle  a)  angegebenen  Constructionen  wird  für  den  Leser 
ohne  Schwierigkeit  sein. 

c)  Sind  drei  Strahlen  abc  eines  Strahlbüschels  B  und  drei  Punkte 
a^biCi  einer  Geraden  St^  willkürlich  gegeben  und  sollen  diese  entsprechende 
Elemente  zweier  projectivischen  Gebilde  B,  Ä^  sein,  so  ist  durch  sie 
die  ganze  projectivische  Beziehung  vollständig  bestimmt  und  es  können 
beliebig  viele  andere  Paare  entsprechender  Elemente  allein  mittels  des 
Lineals  in  doppelter  Weise  construirt  werden:  entweder  man  schneide 
das  Strahlbuschel  B  durch  eine  beliebige  Transversale,  wodurch  man 
drei  Schnittpunkte  abc  auf  derselben  erhält,  suche  nach  a)  zu  abc 
und  a^bjCi  beliebig  viele  Elementenpaare  n^  und  ziehe  B^^  dann  ist 
dieses  der  jedesmal  entsprechende  Strahl  zu  ^c^;  oder  man  verbinde 
einen  beliebigen  Punkt  B^  mit  ^i\t^  durch  drei  Strahlen  a^h^c^,  suche 
nach  b)  zu  ahc  und  a^\c^  beliebig  viele  Paare  entsprechender  Strahlen 
xXy^*^  der  Schnittpunkt  von  x^  mit  %^  liefert  denjenigen  Punkt  j^, 
welcher  dem  Strahle  x  entsprechend  ist. 

§.  11.    Bedingung  für  die  perspectivische  Lage  zweier  projectivischer 

Gebilde. 

Zwei  projectivische  Gebilde:  ein  Strahlbüschel  und  eine  Punkt- 
reihe befinden  sich  dann  in  perspectivischer  La^e,  wenn  jeder  Strahl 
des  Strahlbüschels  durch  den  ihm  entsprechenden  Punkt  der  Punkt- 
reihe geht  (§.  2)  oder  jeder  Punkt  der  Punktreihe  auf  dem  ihm  ent- 
sprechenden Strahl  des  Strahlbüschels  liegt  Dies  ist  der  Fall 
für  jedes  Elementenpaar,  sobald  es  nur  für  irgend  drei  Paare  ent- 
sprechender Elemente  stattfindet,  weil  durch  diese  drei  Paare  die 
ganze  projectivische  Beziehung  bestimmt  wird.  Hat  man  daher  ein 
Strahlbüschel  und  eine  mit  ihm  projectivische  Punktreihe  in  irgend 
welcher  Lage,  so  dürfte  es  höchstens  zweimal  vorkommen,  dass 
Strahlen  durch  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  gehen;  deim  käme 
es  dreimal  vor,  so  müssten  sämmtliche  Strahlen  durch  die  ihnen 
entsprechenden  Punkte  gehen  und  die  beiden  Gebilde  lägen  perspec- 
tivisch. 

Zwei  projectivische  Punktreihen  befinden  sich  in  perspectivischer 
Lage,  wenn  die  Yerbindungsstrahlen  sämmÜicher  Paare  entsprechender 
Punkte  (Projectionsstrahlen)  durch  einen  und  denselben  Punkt  (Pro- 
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jectionspunkt)  gehen  (§.  10)*,  dies  wird  auch  hier  für  sämmtliche  Paare 
der  Fall  sein,  sobald  es  für  irgend  drei  Paare  stattfindet,  weil  durch 
drei  Paare  die  ganze  pro.jectivische  Beziehung  bestimmt  ist.  Der- 
jenige Projectionsstrahl,  welcher  bei  der  perspectivischen  Lage  der 
beiden  Punktreihen  nach  dem  Schnittpunkte  ihrer  Träger  hingeht, 
triffli  sie  in  zwei  zusammenliegenden,  im  Schnittpunkte  vereinigten 
Punkten,  welche  entsprechende  Punkte  sind;  umgekehrt:  wenn  im 
Schnittpunkte  der  Träger  beider  Punktreihen  zwei  entsprechende  Punkte 
vereinigt  sind,  so  wird  der  sie  verbindende  Projectionsstrahl  seiner 
Richtung  nach  unbestimmt  oder  kann  jede  Oerade  sein,  die  durch 
diesen  Schnittpunkt  geht;  suchen  wir  daher  den  Schnittpunkt  zweier 
beliebiger  anderer  Projectionsstrahlen  auf  und  verbinden  ihn  mit  dem 
Schnittpunkte  der  Träger,  so  können  wir  sagen,  dass  durch  ihn  drei 
Projectionsstrahlen  gehen,  dass  also  die  beiden  Punktreihen  perspecti- 
Tisch  liegen;  wir  können  daher  für  die  perspectivische  Lage  zweier 
Punktreihen  folgende  einfachere  Bedingung  setzen: 

L  Wenn  sncei  prqjecHvische  Punktreihen  so  liegen,  dass  in  dem 
Sckmüpimkte  ihrer  Träger  sstvei  entsprechende  Punkte  vereinigt  sind,  so 
hefinden  sie  sich  in  perspectivischer  Lage,  d.  h.  die  Verbindungslinien 
sätnmtlicher  Paare  entsprechender  Punkte  laufen  durch  einen  PutAt, 

In  gleicher  Weise* verhält  es  sich  mit  der  perspectivischen  Lage 
zweier  projectivischer  Strahlbüschel;  dieselbe  findet  dann  statt,  wenn 
die  Schnittpunkte  sämmÜicher  Paare  entsprechender  Strahlen  auf  der- 
selben Geraden  liegen,  und  dies  ist  der  Fall,  sobald  drei  von  diesen 
Schnittpunkten  in  einer  Geraden  liegen;  diese  Bedingung  wird  aber 
dadurch  erfüUt,  dass  auf  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  zwei 
entsprechende  Strahlen  zusammenfallen,  yeü  deren  Schnittpunkt  jeder 
beliebige  ihrer  Punkte  sein  kann;  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte 
zweier  beliebiger  anderer  Strahlenpaare  enthält  dann  also  drei  solcher 
Punkte  und  die  Gebilde  liegen  somit  perspectivisch;  also: 

n.  Wenn  zwei  projedivische  Strahlhüschd  so  liegen,  dass  in  der  Ver- 
hindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  zwei  entsprechende  Strählen  vereinigt  sind, 
so  befinden  sie  sich  in  perspectivischer  Lage,  d,  h.  die  Schnittpunkte 
sämmÜicher  Paare  entsprechender  Strahlen  liegen  auf  einer  Geraden. 

Diese  beiden  Sätze  werden  in  der  Folge  die  häufigste  Anwendung 
finden;  beispielsweise  wollen  wir  einen  geometrischen  Satz  aus  ihnen 
ableiten: 

Werden  zwei  Gerade,  die  sich  in  a  treffen,  von  drei  durch  einen 
Pnnkt  B  gebenden  Strahlen  in  den  Punkten  aby  und  a^b^y^  getroffen 
(Fig.  11),  mid  nehmen  wir  auf  yy^  zwei  beliebige  Punkte  cq  an,  30 
werden,  weil  die  Punkte  aaby  und  aOib^yi  perspectivisch  liegen,  wenn 
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Fig.  11. 


wir  c  mit  den  ersteren  und  c^  mit  den  letzteren  verbinden,  in  c  und 
c^  zwei  projectivische   Strahlbüschel   von  je  vier   Strahlen  entstehen; 

diese  haben  aber,  weil  cy  und  c^y^  in 
cci  vereinigt  sind,  nothwendig  per- 
speetivische  Lage  (II),  mithin  liegen  die 
drei  Schnittpunkte  (ca,  c^a^)  (cb,  Cib^) 
und  «  oder  (ab,  a^b^)  in  einer  Geraden 
d.  h. 

Wenn  iswei  Dreiecke  abc  und  a^b^Ci 
so  liegen,  dass  die  Verbindungslinien  ihrer 
Ecken  aa^,  66^,  cc^  durch  einen  Punkt 
laufen,  dann  liegen  die  SchniUpunkte  ilirer 
carrespondirenden  Seiten: 

(ab,  a^bi)  (bc,  \c^  (ca,  c^a^ 
auf  einer  Geraden, 

Der  in  derselben  Weise  abzuleitende  gegenüberstehende  Satz  ist  zu- 
gleich der  umgekehrte  von  diesem: 

Wenn  zwei  Dreiecke  abc  und  a^b^c^  so  liegen,  dass  die  drei  Schnitt- 
punkte ihrer  Seiten  {ab,  a^b^  (bc,  b^^c^)  und  (ca,  c^a^)  auf  einer  Geraden 
sich  finden^  so  laufen  die  Verbindungslinien  ihrer  carrespondirenden  Ecken 
aay^,  b\,  cc^  durch  eilten  Punkt*). 

Denkt  man  sich  noch  ein  drittes  Dreieck  a^^^^  ^^  gelegen  (per- 
spectivisch),  dass  aa^Og,  bb^b^,  cc^c^  in  je  einer  durch  den  Punkt  B 
gehenden  Geraden  liegen,  so  kommt  der  vorige  Satz  dreimal  zur 
Anwendung  und  die  Schnittpunkte  correspondirender  Seitenpaare  liegen 
dreimal  zu  je  dreien  auf  einer  Geraden;  diese  drei  Geraden  laufen 
wieder  durch  einen  Punkt;  bezeichnen  wir  nämlich  diese  Schnittpunkte 
in  mehr  symmetrischer  Weise: 

(b^Ci,  \c^=^a     (p^c^,  bc)  =  a^ 
fe«u  <^2<h)  =  ß     (^«5,  ca)  =  ßi 

so  liegen  nach  dem  vorigen  Satze  sowohl  aßy  als  auch  a^ß^y^  und 
«2/^2^2  ^  j®  einer  Geraden;  fassen  wir  nun  die  beiden  Dreiecke  aa^tt^ 
und  /S/SjjSg  auf,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Schema,  dass 


(bc,   ftiCji)  =  «2 

(ca,  c^ai)  =  ßi 
(ab,  aM  =  yi, 


a  a^  identisch  ist  mit  b^c^ 

«^«2         ■  "      '     bc 

«2«  -  -      -     &iq 


ß  ßl  identisch  mit  Cg^ 
ßiß2         -  '    ca 


*)  Die  hieran  sich  knüpfende  Frage  „06  ztoei  Dreieckt  gleichzeitig  auf  wfhr 
als  eine  Art  perspectivisch  liegen  können"  ist  von  Rosanes  und  Schröter  in  den 
Math.  Annalen  Bd.  II.  S.  549  u.  553  beantwortet  worden. 
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folglich  der  SchDittpuukt: 

(a  «1,  j3  /Ji)  identisch  mit  Cg , 
(«l«2;  ßißi)  ■  -     c    , 

(«2«  7  ß2ß  )         -  -     Ci  . 

Da  nun  cc^Cj  in  einer  Geraden  liegen,  so  müssen  nach  dem  vorigen 
Satze  aß,  a^ßi^  «2/^2  ^^^^  ^  einem  Punkte  treflfen.  Wir  haben  daher 
folgenden  Satz: 

Wenn  auf  drei  durch  einen  Funkt  0  gehenden  StrcMen  die  Ecken 
von  drei  Dreiecken,  ahc,  aj>^c^,  ^^^2^2  ^  gelegen  sich  vorfinden,  dms 
aaiO^y  ft&iftg,  cqc^  in  je  einem  StraMe  liegen,  dcmn  werden  von  den 
Schnittpunkten  correspondirender  Seiten: 

{\c^,  655^2)  =  a     (b^c^f  bc)  =  «1     (bc,  b^c^)  =  a^ 

(^l«i;  <^<h)  =  ß      fe^;  C»)  =  ßl      (C«,  Cia^)  =  ß^ 

(a^bi,  a^\)  =  y    (a^\,  ab)  =  y^     (ab,  a^b^)  =  y^ 

die  Punkte:  aßy^  ^ißiYi^  ^2/^2^2  ^^  i^  ^^**^  Geraden  liegen  und  diese 
drei  Geraden  durch  einen  Funkt  Q  laufen. 

Diese  Figur  liefert  ein  eigenthümliches  Arrangement  von  15 
Geraden  und  20  Punkten  in  der  Art,  dass  immer  4  von  den  20  Punkten 
auf  einer  der  15  Geraden  liegen  und  immer  dr^i  von  den  15  Geraden 
durch  einen  der  20  Punkte  laufen.  Die  20  Punkte  entsprechen  sich 
femer  paarweise  in  der  Art,  dass,  wenn  man  von  irgend  einem  aus- 
geht, die  drei  durch  ihn  gehenden  Geraden  und  die  auf  letzteren 
gelegenen  Ecken  dreier  Dreiecke  aufsucht,  die  angegebene  Construc- 
tion  zu  einem  bestimmten  anderen  Punkte  des  Systems  führt,  ebenso 
wie  man  von  0  zu  ^  gelangt.*)    (Siehe  die  Figur  am  Ende  von  §.  28). 

§.  12.    Besondere  Elemente  bei  zwei  projectivischen  Punktreihen. 
Doppeltes  System  entsprechender  gleicher  Strecken. 

Unter  allen  Paaren  entsprechender  Punkte  bei  zwei  projectivischen 
Punktreihen  giebt  es  einige  von  besonderer  Eigenthümlichkeit,  welche 
ihrer  Bedeutung  wegen  näher  untersucht  werden  sollen;  bei  jeder 
Geraden  ist  der  unendlich  entfernte  Pimkt  von  besonderem  Interesse, 
weil  er  seine  Eigenthümlichkeit  nicht  verliert,  wenn  die  Gerade 
irgendwie  ihre  Lage  verändert  (§.  3).  Nennen  wir  bei  zwei  projecti- 
vischen Punktreihen  ^^^  den  unendlich  entfernten  Punkt  der  einen  q*, 
den  der  andern  xt,  so  werden  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  q^  und 


*)  Auf  diese  Figur  hat  zuerst  Hesse  (im  CreUcBchen  Journal  für  reine  und  an- 
gewandte Mathematik  Bd.  41  Seite  270)  aufmerksam  gemacht  und  gezeigt,  dass 
dieselbe  bei  der  Steiner  sehen  Erweiterung  des  Po^coZ  sehen  Satzes  auftritt  (§.  28). 
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r  im  Allgemeinen  eine  bestimmte  Lage  im  Endlichen  haben.  Denken 
wir  uns  die  beiden  Punktreihen  in  perspectivische  Lage  gebracht,  wo- 
durch die  imendlich  entfernten  Punkte  sich  nicht  ändern,  und  sei 
B  der  Projectionspunkt   für   die   perspectivische   Lage    (Fig.  12),    so 

treffen  die  durch  B  zu  den 
Trägem  der  beiden  Punkt- 
reihen gezogenen  Parallelen 
jene  in  den  beiden  Punkten 
r  und  q^.  Die  durch  diese 
Buchstaben  r,  q^  simctionir- 
ten  ausgezeichneten  Punkte 
heissen  daher  die  Durch- 
schniUspunkte  der  ParaUd- 
strcMen  und^sind  nichts  an- 
deres, als  die  den  unendlich  entfernten  Punkten  entsprechenden  Punkte;  sie 
bleiben  unverändert,  wenn  die  perspectivische  Lage  aufgehoben  wird, 
weil  die  unendlich  entfernten  Punkte  q*  und  r*  selbst  sich  nicht  ändern. 
Es  könnte  scheinen,  als  ob  das  bei  der  perspectivischen  Lage  in 
dem  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  vereinigte  Paar  cc^  ein  aus- 
gezeichnetes Paar  entsprechender  Punkte  wäre;  dies  ist  aber  nicht  der 
Fall,  weil  es  seine  Eigenthümlichkeit  mit  der  Aufhebung  der  perspec- 
tivischen Lage  verliert  und  jedes  andere  Paar  entsprechender  Punkte  ver- 
einigt ebenfalls  perspectivische  Lage  hervorruft.  Nehmen  wir  irgend 
zwei  Paare  entsprechender  Punkte  jc^^  und  t)\)i  und  die  besonderen 
Paare  rr*,  q^'qi,  so  ist  wegen  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

(J9tq*)  =  (Ei9irrqi) 

da  nun  q*  der  unendlich-entfernte  Punkt  der  ersten  Geraden  ist  und 
allgemein 

^q        9q  "T"      ' 

so  wird  für  q  ==  q*;  ^q*  =  oo  und 


jq' 


-« 


^q 


00 


mithin 


oder 


=  1,  ebenso  5iii^  =  i  ^ 


9t        5iqi' 


t5-qi5i  =  r9-qi9i; 
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halten  wir  also  ein  Paar  tft)^  fest  und  verändern  das  andere  Paar  a^, 
so  bleibt  dieses  Rechteck  constant: 

i^E-fliSi  =  const., 

und  wir  sehen  das  ganze  System  entsprechender  Punkte  vermittelst 
der  Durchschnittspunkte  der  Parallelstrahlen  durch  eine  viel  einfachere 
Relation  mit  einander  verbunden^  als  es  die  Gleichheit  der  Doppel- 
verhältnisse  war,  denn  es  gilt  der  Satz: 

Bei  zwei  prqjecHvischen  Punktreihen  ist  das  Bechteck  aus  den  Ab- 
ständen irgend  eines  Paares  entsprechender  Punkte  von  den  Durchschnitts- 
punkten  der  ParaUelsfrahlen  unveränderlich. 

Dieses  constaute  Rechteck  soll  „Potenz  der  prqjecHvischen  Beziehung^' 
genannt  werden. 

Sobald  man  also  zu  irgend  einem  Punkte  £  den  entsprechenden 
Punkt  jc^  bestimmen  will,  wird  man  nur  nöthig  haben,  die  andere 
Seite  eines  Rechtecks,  dessen  eine  r£  ist  und  dessen  Inhalt  durch  die 
Potenz  derprojectivischen  Beziehung  gegeben  ist,  zu  ermitteln  und  dieselbe 
von  q^  auf  die  andere  Gerade  =  q^Si  abzutragen;  es  entsteht  dabei  aber 
noch  die  Zweideutigkeit,  ob  diese  Strecke  nach  der  einen  oder  andern 
Seite  hin  abzutragen  sei  oder  welcher  von  den  beiden  so  erhaltenen 
Endpunkten  der  wirklich  dem  £  entsprechende  Punkt  (^  sein  wird. 
Diese  Zweideutigkeit  wird  gehoben  durch  die  Nothwendigkeit  der 
Uebereinstimmung  des  Richtungssinnes  bei  zwei  projectivischen  Punkt- 
reihen. Die  Punkte  r  und  q^  theilen  nämlich  jeder  seinen  Träger 
in  zwei  unendlich  lange  Hälften,  welche  einzeln  einander  entsprechen; 
dies  erkennen  wir,  indem  wir  von  der  perspectivischen  Lage  ausgehend 
am  den  Projectionspunkt  B  einen  ver- 
änderlichen Strahl  drehen,  welcher 
immer  zwei  entsprechende  Punkte  auf 
den  beiden  Trägem  fixirt  (Fig.  18); 
während  also  {  die  eine  Hälfte  $( 
Ton  r  bis  q°°  durchläuft,  muss  ^^ 
eine  bestimmte  Hälfte  9|  des  zweiten 
Trägers  von  rf  bis  q^  durchlaufen, 
und  wenn  g  die  zweite  Hälfte  33  von  q*  bis 
T  durchläuft,  wird  jCi  die  andere  entsprechende  Hälfte  von  q^  bis  t^  durch 
laufen;  diese  Hälften  entsprechen  einander  so,  dass  Punkte,  die  auf  der 
Hälfte  91  liegen,  ihre  entsprechenden  nur  auf  der  Hälfte  ^^  haben  (nicht  auf 
der  andern),  und  Punkte,  die  auf  der  Hälfte  S3  liegen,  ihre  entsprechen- 
den nur  auf  9^  haben.  Die  vorhin  aufgetretene  Zweideutigkeit  ist 
dadurch  gehoben,  und  es  bleibt  nur  noch  zu  bestimmen,  wie  die  ent- 


Flg.  18. 
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sprechenden  Hälften  aus  der  gegebenen  projectivischen  Beziehung  zu 
ermitteln  sind  bei  nicht  perspectivischer  Lage.  Die  ganze  Beziehung 
ist  bestimmt,  sobald  rqj^  und  irgend  ein  Paar  entsprechender  Funkte 
ih  gegeben  sind,  denn  diese  vertreten  in  der  That  drei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  rrr,  C|*qi,  Jji,  die  zur  Bestimmung  der  projectivischen 
Beziehimg  erforderlich  sind  (§.  10);  verfolgen  wir  nun  den  unzv^ei- 
deutig  bestimmten  Richtungssinn  (§.  4)  von  r  durch  J  nach  q*  und 
nennen  diese  Hälfte  %,  so  ist  dadurch  der  Richtungssinn  von  rf  durch 
Ji  nach  q^  unzweideutig  mitbestimmt,  also  die  entsprechende  Hälfte 
^i  gefunden;  die  beiden  andern  Hälften  sind  dann  natürlich  auch  ent- 
sprechende S3  und  S3i;  oder  kürzer,  diejenigen  Hälften,  auf  welchen 
das  eine  gegebene  Paar  ^jCj  liegt,  sind  entsprechende. 

Das  Rechteck  mit  constantem  Inhalt  und  veränderlichen  Seiten 
kann  insbesondere  ein  Quadrat  werden,  und  die  Seite  dieses  Quadrates, 
,auf  die  entsprechenden  Hälften  von  r  und  von  q^  aus  aufgetragen, 
liefert  zwei  besondere  Punktenpaare,  welche  wir  PotenzpunJcte  nennen 
und  durch  die  Buchstaben 

g  und  91,  ^  und  1^1 

(Fig.  12)  bezeichnen  wollen;  es  ist  also: 

rE..qlEl  =  (r9>  =  (r^)^ 

Selbstverständlich  behalten  die  Potenzpunkte  gg^  und  ^f)^  ihre  Eigen- 
thümlichkeit  bei  Aufhebung  der  perspectivischen  Lage  und  sind  daher 
ebenso  wie  r  und  q^  ausgezeichnete  Elemente;  ihre  Construction  ist 
in  elementarer  Weise  mittels  eines  Kreises  leicht  zu  bewerkstelligen. 
Aus  der  Eigenschaft  des  constanten  Rechtecks  ergiebt  sich  für 
irgend  zwei  Paare  entsprechender  Punkte: 

die  Proportion: 

5£  =  5i5ioderS^  =  5iA, 

woraus  durch  Hinzufügung  von  1  auf  beiden  Seiten  folgt: 

und  dies  führt  zu  einem  bemerkenswerthen  Verhalten  von  Paaren  ent- 
sprechender Punkte.  Es  lassen  sich  nämlich  hiemach  gleiche  ent- 
sprechende Strecken  auf  den  Trägem  der  beiden  Punktreihen  finden; 
in  der  That,  damit  £t)  =  jc^^i  sei,  ist  es  nur  nothwendig,  dass 
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also  auch 

sei,  d.  h.  wenn  wir  eine  Strecke  von  beliebiger  Grosse  von  r  aus 
abtragen  ==  r  J  und  dieselbe  Strecke  von  q^  aus  auf  dem  zweiten 
Trager  =  qi^i,  alsdann  zu  j  und  ^j  die  entsprechenden  Punkte  j^  und 
9  bestimmen ;  so  ist  die  Strecke 

Wegen  der  willkürlichen  Grosse  der  Strecke  rj  und  in  Folge  der  Zwei- 
deutigkeit,  vermöge  deren  dieselbe  Strecke  nach  entgegengesetzten 
ßichtungen  hin  abgetragen  werden  kann^  erhalten  wir  auf  den  beiden 
projectivischen  Punktreihen  ein  doppeltes  System  entsprechender  gleicher 
Strecken^  tragen  wir  nämlich  eine  Strecke  von  beliebiger  Länge  auf 
die  erste  Gerade   von  r  aus  nach  beiden  Seiten  hin  auf: 

ar  =  rb 
und  dieselbe  Strecke  auf  die  zweite  Gerade  von  q^  aus: 

qqi  =  qibi  =  ra  =  br , 
and  bestimmen  die  vier  entsprechenden  Punkte  a^b^cb;  so  ist  nicht  nur: 


sondern  auch: 


^      \ab  =  biai. 


Fig.  14. 


Weil  nämlich  (Cjbiqjr*)  =»  —  1,  dies  also  vier  harmonische  Punkte 
sind,  da  (\^  die  Mitte  von  C^bi  und  r*  im  Unendlichen  ist  (§.  8),  so 
muss  auch  (cbq*r)  =  —  1,  also,  da  q*  im  Unendlichen  liegt,  r  die 
Mitte  Yon  cb  sein;  aus  gleichem  Grunde  ist  q^  die  Mitte  von  a^b^; 
wir  haben  nun: 
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ca  =  bb  =  bibi 
ar  =biqi 

rb  =^  qi  q 

cb  =  biCi 


folglich 


und  auf  gleiche  Weise: 

ba  ==  ciibi , 

und  verändern  wir  die  willkürlich  angenommene  Länge  xa,  so  er- 
halten wir  das  ganze  doppelte  System  entsprechender  gleicher  Strecken. 
Fassen  wir  das  gewonnene  Resultat  zusammen: 

Bei  zwei  prqjecHvischen  Punktreihen  giebt  es  zwei  Systeme  von  Paaren 
entsprechender  gleicher  Sirecken;  jedes  Paaar  des  einen  Systems  hat  seine 
beiden  Endpunkte  auf  denselben  entsprechenden  Hälften  der  beiden  Träger 
(ßchliesst  also  die  Punkte  r  tmd  q^  aus);  die  Potenzpunkte  g  und  g^ 
repräsentiren  zwei  gleiche  entsprechende  Strecken  von  dem  Werthe  0,  ebenso 
i)  und  l^ij  die  Strecken  rq*  und  r^qi  haben  den  Werth  oo;  die  ent- 
sprechenden gleichen  Strecken  dieses  Systems  nehmen  also  aUe  Werthe  vofi 
0  bis  oo  an;  jedes  Paar  des  andern  Systems  hat  dagegen  seine  beiden 
Endpunkte  auf  entgegengesetzten  Hälften  der  beiden  Träger  {schliesst  also 
die-  Punkte  r  und  q^  ein),  und  die  entsprechenden  Strecken  dieses  Systems 
nehmen  nur  Werthe  an  zwischen  gl^  =  ^^g^  *und  rq*  =  q^r^  =  oo. 
Jeder  PUfJd  einer  Punktreihe  ist  ein  Endpunkt  für  zwei  Paare  ent- 
sprechender gleicher  Strecken,  deren  eines  dem  einen,  das  andere  dem  andern 
Systeme  angehört,  und  deren  Construction  oben  angeg^>en  ist 

Wir  werden  später  eine  wichtige  Anwendung  hiervon  zu  machen 
haben  (§.  16). 

§.  13.    Besondere  Elemente  bei  zwei  projectiviscben  Strablbüscbeln. 
Doppeltes  System  entsprechender  gleicher  Winkel. 

Unter  den  unendlich  vielen  Paaren  entsprechender  Strahlen  bei 
zwei  projectiviscben  Strahlbüscheln  giebt  es  einige  von  besonderem 
Interesse  und  von  ähnlicher  Bedeutung/  wie  bei  zwei  projectiviscben 
Punktreihen  die  Punkte  rr*,  q^q^,  gg^  und  l^^^  (§.  12);  das  ganze 
Doppelsystem  entsprechender  gleicher  Strecken  findet  sich  hier  wieder 
als  System  entsprechender  gleicher  Winkel;  und  so  wie  dort  die  unend- 
lichen Strecken  rq*  und  r^q^  von  besonderer  Wichtigkeit  sind,  so  sind 
es  hier  die  Schenkel  entsprechender  rechter  Winkel;  denken  wir  uns 
nämlich  die  beiden  projectiviscben  Strahlbüschel  BB^  m  perspecti- 
vische  Lage  gebracht,  so  giebt  es  im  Allgemeinen  in  dem  ersten 
Strahlbüschel  nur  2;wei  besondere  zu  einander  rechtwinklige  Strahlen 
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s,  t  Yon  solcher  Beschaffenheit^  dass  die  entsprechenden  Strahlen  Siti 
auch  zu  einander  rechtwinklig  sind;  diese  heissen  die  Schenkel  der 
entsprechenden  rechten  Winkel  und  können  bei  der  perspectivischen 
Lage  so  ermittelt  werden,  dass  wir  uns  einen  Kreis  durch  B  und  B, 
gelegt  denken,  welcher  auf  dem  perspectivischen  Durchschnitt  der  beiden 
Strahlbüschel  seinen  Durchmesser  hat,  dessen  Mittelpunkt  also  der  Punkt 
sein  würde,  in  welchem  die  in  der  Mitte  von  BB^  auf  dieser  Ver- 
bindungslinie errichtete  Senkrechte  den  perspectivischen  Durchschnitt 
trifft;  es  giebt  daher  im  Allgemeinen  nur  einen  solchen  Kreis  (ausser 
wenn  der  perspectivische  Durchschnitt  selbst  in  der  Mitte  von  BB^ 
auf  dieser  Verbindungslinie  senkrecht  stände).  Dieser  Kreis  trifft  den 
perspectivischen  Durchschnitt  in  zwei  Punkten  i  und  t,  welche  mit 
B  und  Bi  verbunden  diese  besonderen  Strahlenpaare  ss^  und  ttj^  liefern 
iPig.  15).     Da  diese  Eigenschaft   der   besonderen  Paare   ss^   und  tt^^ 

Fig.  15. 


unabhängig  von  der  perspectivischen  Lage  ist,  so  giebt  es  auch  bei 
zwei  projectivischen  Strahlbüscheln  in  allgemeiner  Lage  nur  ein  Paar 
entsprechender  rechter  Winkel,  deren  Schenkel  eben  durch  die  Buch- 
staben st  und  Sj^ti  bezeichnet  werden. 

Um  noch  zu  zeigen,  dass  in  der  That,  wie  auch  die  perspecti- 
vische Lage  herbeigeführt  werde,  immer  nur  dieselben  entsprechenden 
rechtwinkligen  Strahlenpaare  st  und  s^t^  aus  der  Construction  hervor- 
gehen, weisen  wir  direct  nach,  dass  solche  Paare  nur  einmal  vor- 
kommen können;  denn  träten  zu  den  Paaren: 

st  und  Siti 
noch  zwei  andere  Paare: 

UV  und  «1^1 

von  gleicher  Beschaffenheit,  so  dass  nämlich  die  Winkeln 

(st)  =  (sJi)  =  {uv)  =  (tiiVi)  =  90« 

wären,  so  würde  aus  der  Projectivität  der  Gebilde  die  Gleichheit  der 
Doppel  Verhaltnisse  folgen: 

(stuv)  =  (s.t^u^v,)  , 

Stcin«r,  Vorleanngen  II.  2.  Aufl.  3 
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und  hieraus  würde  mit  Berücksichtigung  der  obigen  Werthe  weiter 
folgen,  dass  auch  die  Winkel: 

(su)  =  (SjUi)  u.  s.  w. 

sein  müssten,  d.  h.  die  beiden  projectivischen  Strahlbüschel  müssten 
überhaupt  gleich  sein,  was  bei  allgemeiner  Annahme  derselben  nicht 
der  Fall  ist. 

Die  rechtwinkligen  entsprechenden  Strahlenpaare  st  und  s^t^ 
kommen  also  nur  einmal  vor*). 

Nehmen  wir  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Strahlen  xx^^  und 
yyif  so  wird  sich  wegen  der  besonderen  Eigenthümlichkeit  der  Schenkel 
entsprechender  rechter  Winkel  die  Gleichheit   der  Doppelverhältnisse 

(stxy)  =  (sj,x,y,) 

wesentlich  vereinfachen: 

sin  (s x)     sin  (sy ) sin  (s^  Xj)  ^  sin^M/i ) 

sin  (txj  '  sin  (ty)         sin  (i^x^^  '  sin  {t^y^) 

(sx)  =  (st)  +  (tx)  =  90^  +  (tx) 

tg  (ty)  ^  tg(^^yj  ^  tg(8^x^)  ^  ig(8x)  ^ 
tg  (tx)         tg  (t,x,)        tg  («i^i)         tg  (sy)  ' 

also: 

tg  (tx) .  tg  {s,x,)  =  tg  (ty)  .  tg  (s^y^)  - 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  wir  das  Paar  yy^  festhalten  und  das  andere 
Paar  entsprechender  Strahlen  der  projectivischen  Beziehung  gemäss 
verändern,  das  Product  der  Tangenten  constant  bleibt: 

tg  (tx) .  tg  (Si^Xi)  =  const. 

d,  h.  bei  zwei  projectivischen  Strahlbüscheln  ist  das  Product  aus  den  Tan- 
genten derjenigen  Winkel,  welche  irgend  zwei  entsprechende  Strahlen  mit 
den  ungleichnamigen  Sdienkeln  der  entsprechenden  rechten  Winkel  (ts^ 
oder  auch  stj^)  bilden,  von  unveränderlichem  Werthe.    Dieser  Werth  ist 


*)  Die  Construction  der  Schenkel  entsprechender  rechter  Winkel  läast  sich 
auch  ohne  Zuhülfenahxne  der  perspectivischen  Lage  bewerkstelligen.  Ihr  Beweis 
folgt  allerdings  erst  aus  späteren  Betrachtungen.    Sfe  lautet  so: 

In  dem  Strahlbfischel  B  ziehe  man  Paare  rechtwinkliger  Strahlen  a  und  a, 
h  und  ß  etc.,  die  entsprechenden  Strahlen  im  Strahlbüschel  B^  seien  a^  und  a^, 
&i  und  ^1  etc.;  sie  werden  im  Allgemeinen  nicht  rechtwinklige  Paare  sein;  legt 
man  aber  durch  B^  einen  Kreis  (m\  so  schneiden  diese  Strahlenpaare  Sehnen  im 
Kreise  aus,  welche  sämmtlich  durch  einen  festen  Punkt  o  laufen;  die  Sehne  om 
(ein  Durchmesser  des  Kreises)  trifft  ihn  in  zwei  solchen  Punkten,  welche  mit  B^ 
verbunden  das  gesuchte  Paar  ^^  t^  liefern,  dessen  entsprechende  Strahlen  im  Strahl- 
büschel By  st  sind,  die  ebenfalls  auf  einander  senkrecht  stehen. 
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in  (Jem  einen  Falle  der  reciproke  von  dem  im  ande>m  Falky  weil 

tg  {tx)  .  tg  {s,x,)  =  tfCsxf'^Ji,^)  ^«*- 

Durch  dieses  constante  Product  (die  Potenz  der  projectivischen  Beziehung), 
welches  an  Stelle  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  tritt,  wird  mit 
Hülfe  der  Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel  eine  einfachere  Re- 
lation zwischen  entsprechenden  Strahlen  der  beiden  projectivischen  Strahl- 
büschel hergestellt,  und  es  liesse  sich  leicht  eine  einfache  Construction 
entsprechender  Strahlen  daraus  ableiten,  wenn  man  noch  die  üeberein- 
stimmung  des  Drehungssinnes  berücksichtigte.  Ohne  hierauf  näher  einzu- 
gehen, bemerken  wir  nur  noch,  dass,  wenn  die  Pactoren  des  einen  sowohl 
wie  des  andern  constanten  Productes  einander  gleich  werden,  das  Product 
in  ein  Quadrat  übergeht;  es  giebt  aber  zwei  besondere  Strahlenpaare: 

g  und  ^1  ,  h  und  h^ , 

für  welche  dieser  Fall  eintritt: 

tg  (tx)  .  tg  (s,x,)  =  tg«  (tg)  =  tg2  (s.g^) 

=  tg«(^Ä)  =  tg«(5A)- 

Für  diese  besonderen  Strahlenpaare,  welche  PotenzstraMen  heissen  sollen, 
wird: 

(sg)  =  (tig^)  =  (Äs)  =  (hJi) 

(tg)  =  (Si5'i)  =  (*0  =  (ÄiSi)     (Fig.  15). 

Endlich  giebt  es  auch  bei  zwei  projectivischen  Strahlbüscheln  ein 
doppeltes  System  von  entsprechenden  gleichen  Winkeln,  zu  welchen  uns 
eine  analoge  Betrachtung  wie  in  §.  12  führt.  Aus  der  allgemeinen 
Relation  folgt  nämlich: 

tglly)  ^  tg (X, 8^ )  ^^^  hieraus  ^g  ^^^^  +  ^  (^^^  =  ^g  (^i^i)  +  *g  (^i^i) 
tg  (xO         tg  (s,  y~)  ig(oct)  tg  (»,  yi )  ' 

also 

tg  (^i  Vi )  ^  tg(SiyJ  ^  1  —   ig{xt)  •  tg  {ty) 
tg  {xy)  tg  {xt)  *  1  —  tg  (x^8,)  .  tg  (5,t/,)  ' 

Sollen  nun  zwei  Strahlen  xy  des  einen  Strahlbüschels  dieselben  Winkel 
einschliessen^  als  die  entsprechenden  x^y^  des  andern,  so  muss  die 
linke  Seite  der  letzten  Gleichung  1  sein,  d.  h. 

^(«i!/i)  — tg(a:0.tg(^y).tg(s,yO  =  *g(^0  — tgl^'^iX/O-tgC^O-tgC^i^iX 
woraus  folgt^  weil 

3* 
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tg  i^y)  •  tg  {hVi)  =  tg  {tx)  .  tg  {s^x^)  ist, 
I  tg  {s,y,)  =  tg  {xt)     ^j^^  ^^^^  I  tg  (5y)    =  tg  {xj^) 
Ug(^y)     ==tg(j;i5i)  ltg(^,yi)  =  tg(a:5). 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  eine  einfache  Construction  solcher  Paare 
von  Strahlen  und  ihrer  entsprechenden,  welche  gleiche  Winkel  ein- 
schliessen;  man  trage,  nachdem  man  die  Schenkel  der  entsprechenden 
rechten  Winkel  ss^  tt^  bestimmt  hat,  einen  Winkel  von  beliebiger 
Grösse  an  den  Strahl  s  sowohl  nach  einer  wie  auch  nach  der  andern 
Drehrichtung  hin  an  und  erhält  dadurch  zwei  Strahlen  a  und  &;  den- 
selben Winkel  trage  man  zweitens  an  den  Strahl  t^  nach  beiden 
Seiten  an  und  erhält  dadurch  c^  und  ä^;  sucht  man  alsdann  die  ent- 
sprechenden Strahlen  a^\cd  zu  jenen  vieren,  so  bilden  folgende  Paare 
gleiche  Winkel: 

^        \(6d)=(Mi) 

{{hc)  =  {cA) 
^       \{ad)  =  (rfiöi). 

Verändert  man  die  willkürlich  angenommene  Grösse  des  anzutragenden 
Winkels,  so  liefern  1)  und  2)  zwei  Systeme  von  Paaren  entsprechen- 
der gleicher  Winkel,  deren  eines  die  Eigenschaft  hat,  dass  beide 
Schenkel  des  einen  Winkels  und  ebenso  die  beiden  Schenkel  des  ent- 
sprechenden  gleichen  Winkels  innerhalb  desselben  Winkelraumes  (sf) 
und  {s^t^)  liegen;  {st)  und  {s^t^  gehören  selbst  diesem  Systeme  an; 
ebenso  {gg)  und  {gig^),  welche  den  Winkel  0  oder  180*^  repräsentiren, 
auch  (ÄÄ)  und  {W)j  während  das  andere  System  die  Eigenschaft 
hat,  dass  die  beiden  Schenkel  eines  Winkels  und  auch  die  des  ent- 
sprechenden gleichen  Winkels  durch  die  Strahlen  s  und  t^  anderseits 
durch  s^  und  t^  getrennt  werden;  in  diesem  Systeme  nimmt  kein  Paar 
entsprechender  gleicher  Winkel  den  Werth  0  an,  vielmehr  schwanken 
die  Werthe  zwischen 

{gh)  =  {h,g,)  und  (^0  =  (t,s,)  =  90«  • 

Diese  mit  den  im  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  vollständig 
analogen  Resultate  ausführlicher ^ zu  entwickeln,  können  wir  um  so 
mehr  unterlassen,  als  wir  hier  ein  zweites  sehr  einfaches  Mittel  haben, 
die  beiden  Systeme  entsprechender  gleicher  Winkel  anzuschauen.  Denken 
wir  uns  nämlich^  was  bekanntlich  immer  auf  unendlich  viele  Arten 
zulässig  ist  (§.  11),  die  beiden  projectivischen  Strahlbüschel  in  per- 
spectivische  Lage  gebracht,  so  können  wir  auf  dieselbe  Weise,  wie 
wir    die   Schenkel    entsprechender    rechter   Winkel    bestimmt    haben, 
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Fig.  16. 


Oberhaupt  die  Schenkel  irgend  eines  Paares  entsprechender  gleicher 
Winkel  dadurch  ermitteln^  dass  wir  durch  die  Mittelpunkte  BB^  der 
beiden  Strahlbüschel  irgend  einen  Kreiä"  legen,  welcher  den  perspecti- 
vischen  Durchschnitt  in  zwei  Punkten  £  und  t)  trifft;  aus  der  bekannten 
Eigenschaft  des  KreiseS;  dass  Peripheriewinkel  auf  gleichem  Bogen 
gleich  sind;  folgt,  dass  die  von  B  und  B^  nach  £  und  ^  gezogenen 
Strahlenpaare  gleiche  Winkel  einschliessen: 

Verändern  wir  den  durch  B  und  B^  gelegten  Kreis,  wodurch  wir  ein 
Kreisbüschel  (sämmtliche  durch  zwei  Punkte  gehende  Kreise)  erhalten, 
so  liefert  dasselbe  ein  System  von  entsprechenden  gleichen  Winkeln, 
aber  nur  eipes  der  beiden  Systeme.  Das  andere  System  wird  aber 
durch  ein  zweites  Kreisbüschel  bestimmt;  denken  wir  uns  nämlich  aus 
li  ein  Perpendikel  auf  den  perspectivischen  Durchschnitt  gefallt  und 
um  sich  selbst  bis  B^  verlängert,  so  dass 
B^  das  Spiegelbild  von  B  in  Bezug  auf 
den  perspectivischen  Durchschnitt  ist,  so 
wird  irgend  ein  durch  B^  und  B^  gelegter 
Kreis  den  perspectivischen  Durchschnitt  in 
zwei  solchen  Punkten  £  und  t)  treffen,  dass 
B^l  und  B^t)  dieselben  Winkel  (oder  Neben- 
winkel) mit  einander  bilden,  wie  Bi  i  und  B^  t) ; 
B^l  und  B^t)  bilden  aber  auch  dieselben 
Winkel  mit  einander  wie  B^  und  Bt),  folg- 
lieh ist  der  Winkel: 

iy^)-(^iyi)  (Fig.  16.) 

Wir  erhalten  also,  indem  wir  durch  B^B^ 
das  ganze  Kreisbüschel  legen,  das  zweite 

System  entsprechender  gleicher  Winkel.  Es  ist  einleuchtend,  dass, 
wenn  wir  statt  B^  sein  Spiegelbild  B\  in  Bezug  auf  den  perspecti- 
vischen Durchschnitt  nehmen,  das  durch  JI?JB{  gelegte  Kreisbüschel  das- 
selbe System,  das  durch  B^B\  gelegte  Kreisbüschel  aber  wieder  das 
erste  System  liefert.  Das  eine  der  beiden  Kreisbüschel,  welche  die 
Systeme  entsprechender  gleicher  Winkel  liefern,  hat  allemal  seine 
beiden  Schnittpimkte  (BB^)  auf  derselben  Seite  vom  perspectivischen 
durchschnitt,  das  andere  (B^B^)  aber  noth wendig  auf  entgegengesetzten 
^iten,  80  dass  in  dem  einen  Kreisbüschel  zwei  (leicht  zu  ermittelnde) 
Kreise  sich  vorfinden,  welche  den  perspectivischen  Durchschnitt  be- 
rühren, in  dem  andern  aber  keine  solche  Berührungskreise  vorhanden 
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sind.  Die  nach  den  Berührungspunkten  hin  gehenden  entsprechenden 
Strahlen  sind  g  und  g^y  h  und  h^]  die  ihnen  zugehörigen  gleichen 
entsprechenden  Winkel  haben- den  Werth  Null. 

Fig.  17. 


In  der  That,  (s.  Fig.  17)  wenn  ein  Berührungskreis  des  Büschels 
(BB^)  den  perspectivischen  Durchschnitt  in  g  berührt,  so  ist  in  dem 
Dreieck  JBög  der  Aussenwinkel: 

LB^t  =  L(sg)  +  LBQ^ 

» 

weil  aber  gg  Tangente  ist,  so  wird: 

LBq§,  =  LBBiQ 

und  im  Kreisviereck: 

LBSt  =  LBB,Q  +  L{g,t,) 
sein,  woraus  folgt: 

L  (sg)  =  L  (giti)  w.  z.  b.  w. 

§.  14.     Auf  einander  liegende  projectivische  Gebilde.    Doppelelemente. 

Wie  wir  in  §.  11  gesehen  haben,  kommt  es  bei  allgemeiner 
(nicht  perspectivischer)  Lage  eines  Strahlbüschels  und  einer  mit  ihm 
projectivischen  Punktreihe  nicht  dreimal  vor,  dass  Strahlen  durch 
die  ihnen  entsprechenden  Punkte  gehen  oder  Punkte  auf  den  ihnen 
entsprechenden  Strahlen  liegen,  weil  dann  dieses  Zusammenliegen  bei 
allen  Elementenpaaren  stattfindet  oder  die  Gebilde  perspectivisch  liegen ; 
ob'  aber  bei  allgemeiner  Lage  weniger  als  drei  (etwa  zwei  oder  eines 
oder  keines)  entsprechende  Elementepaare  zusammenliegen,  ist  eine 
Cardinalfrage  für  die  Theorie,  die  wir  in  doppelter  Weise  auffassen 
können.  Seien  abc  ...  die  Strahlen  des  Strahlbüschels  B  und  a^b^  q  . . . 
die  entsprechenden  Punkte  der  mit  ihm  projecti vischen  Punktreihe  Sl^, 
dann  wird  das  Strahlbüschel  B  den  Träger  Sl^  selbst,  den  wir  uns 
noch  einmal  als  einen  neuen  Träger  %  denken  können,  in  einer 
neuen  Punktreihe  abc . . .  treffen,  und  die  vorige  Frage  reducirt  sich 
auf  folgende: 
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Fallen  bei  zwei  beliebig  auf  einander  liegenden  prqjectivischen  Punkt- 
reihefi  entsprechende  Punkte  zusammen^  und  wie  viel  Paare? 

Oder  wir  können  andererseits  den  Punkt  B  mit  den  Punkten  Oj  b^  c^  ... 
durch  neue  Strahlen  Oib^Ci  . . .  verbinden  und  erhalten  in  B  zwei  con- 
centrische  projectiviselie  Strahlbüschel  B  und  B^]  die  obige  Frage 
coincidirt  daher  mit  folgender: 

Fallen  bei  zwei  auf  einander  liegenden  (concentriscJien)  proj^timschen 
Strahlbiisd^ln  entsprechende  Strahlen  zusammen,  und  wie  viel  Paare? 

Es  ist  einleuchtend^  dass  mit  der  einen  Frage  die  andere  mit- 
beantwortet wird,  und  wir  wollen  uns  daher  zunächst  mit  der  ersten 
Frage  beschäftigen. 

Sind  bei  zwei  gegebenen  projectivischen  Punktreihen  die  Durch- 
schnittspunkte der  Parallelstrahlen  r  und  q^  und  die  entsprechenden 
Hälften  a  85  und  3ti»i  (§.  12,  Fig.  13)  ermittelt,  und  denken  wir 
uns  die  Träger  der  beiden  Punktreihen  irgend  wie  auf  einander  gelegt, 
so  können  zwei  Fälle  eintreten:  entweder  fallen  Theile  entsprechender 
Hälften  zwischen  r  und  q^  über  einander  oder  nicht,  d.  h.  die  Abschnitte 
von  r  bis  oo  und  q^  bis  oo  enthalten  Theile  entsprechender  Hälften 
über  einander  oder  nicht;  diese  beiden  Fälle  lassen  sich  noch  kürzer  da- 
durch von  einander  unterscheiden,  dass  in  dem  ersten  Fall  der  Rich- 
tungssinn in  beiden  Punktreihen  derselbe,  im  zweiten  Fall  entgegen- 
gesetzt ist,  was  wir  leicht  erkennen  (Fig.  18),  wenn  wir  auf  ent- 
sprechenden Hälften  Ton  r  nach  q*  und  von  xf  nach  q^  gehen.  Wir 
nennen  daher  in  deiji  ersten  Falle  die  Punktreihen  gleichlaufend,  im 
zweiten  Falle  ungleichlaufend  und  können,  sobald  die  beiden  auf  ein- 
ander liegenden  projectivischen  « 
Punktreihen     durch     irgend     drei   — "^^ 

Paare   entsprechender  Punkte  ge-         VJ^       *=^=  ^  v — 

geben  sind,  sofort  entscheiden,  ob  n    i8  * 

sie   gleichlaufend    oder    ungleich-       jg  «►->-  ^ 


^\^ 


ZT^ 


laufend    sind,    indem    wir    ihren        ^  -^ 

Richtungssinn  vergleichen  (§.   4).  ^       *  mm-,  4?         ^ 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  die  auf  *  ' 

einander  liegenden  Punktreihen  gleichlaufend  sind,  der  Werth  der 
Potenz  (rj-q^Ei)  negativ  sein  muss,  weil  die  Strecken  rj  und  qijj 
entgegengesetzten  Richtungssinn  haben;  wenn  dagegen  die  Punktreihen 
wigleichlaufend  sind,  der  Werth  der  Potenz  positiv  ist. 

Ob  nun  zusammenfallende  entsprechende  Punkte  vorkommen,  das 
wird  in  dem  zweiten  Fall,  wenn  die  Pimktyeihen  ungleichlaufend  sind, 
sofort  zu.  entscheiden  sein;  da  nämlich  nur  entsprechende  Hälften  ent- 
sprechende Punkte  enthalten,   so  werden   in  diesem  Fall  zusammen- 
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fallende  entsprechende  Punkte  nur  ausserhalb  der  Strecke  rq^  zu 
suchen  sein;  dort  müssen  sie  aber  nothwendig  vorkommen;  denn 
während  ein  Punkt  J  der  ersten  Punktreihe  die  Hälfte  81  von  r  bis 
q*«  durchläuft,  geht  der  entsprechende  Punkt  j^  auf  der  Hälfte  ä^  in 
entgegengesetzter  Richtung  von  rf  bis  q^  und  erst  dann,  wenn  J  bis 
ins  Unendliche  gekommen  ist,  gelangt  "jC^  nach  q^ ;  sie  laufen  sich  also 
entgege%und  überholen  sich ,  müssen  sich  mithin  nothwendig  irgendwo 
getroffen  haben;  dasselbe  findet  statt,  wenn  wir  die  Punkte  j  und  ^^ 
die  andern  Hälften  85  und  S^  in  dem  Sinne,  welchen  die  projeeti- 
vische  Beziehung  angiebt,  durchlaufen  lassen;  es  kommt  daher  noth- 
wendig zweimal  (auf  jeder  der  unendlichen  Strecken  ausserhalb  rq^ 
einmal)  vor,  dass  entsprechende  Punkte  zusammenfallen,  und  von 
diesen  beiden  Doppelpunkten  der  auf  einander  liegenden  projecti vischen 
Punktreihen  steht  der  eine  so  weit  von  r  ab,  wie  der  andere  von  qj, 
wegen  der  Eigenschaft  der  constanten  Potenz  (tj«qiJi).  Es  werden 
sich  hieraus  die  Doppelpxmkte  in  elementarer  Weise  construiren. lassen; 
hat  man  nämlich  die  Potenzpunkte  g  und  g^  (oder  f)  und  ^  J  bestimmt, 
für  welche: 

^i  '  qiEi  =  ^9*  ist, 

so  wird  man  nur  nöthig  haben,  in  r  (oder  q^)  eine  Senkrechte  auf 
den  zusammenliegenden  Trägern  der  beiden  Punktreihen  zu  errichten, 
auf,  dieser  zwei  Stücke  =  rg  ==  l^r  zu  beiden  Seiten  von  r  abzutragen 
und  durch  die  Endpunkte  der  abgetragenen  Stücke  einen  Kreis  zu  legen, 
welcher  seinen  Mittelpunkt  in  der  Mitte  zwischentq^  hat;  dieser  Kreis 
geht  durch  die  Doppelelemente  der  beiden  Punktreihen,  wie  sich  aus 
bekannten  Elementarsätzen  ergiebt;  denn  wäre  |  ^in  ausserhalb  tq^ 
liegender  Punkt  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  in  ihm  zwei  ent- 
sprechende Punkte  über  einander  lägen,  so  hätte  man  zur  Bestimmung 
von  5  die  Relationen: 

Sqi  —  it  =  rqi 
5qi  •  gr  =  (rg)«, 

also  ein  Rechteck  zu  construiren,  dessen  Inhalt  und  Differenz  der 
Seiten  gegeben  sind;  ein  solches  Rechteck  lässt  sich  aber  auf  die  an- 
gegebene Weise  immer  construiren,  weil,  wenn  wir  die  Differenz  der 
Seiten  festhalten,  durch  Veränderung  der  Seiten  selbst  dem  Inhalte 
des  Rechtecks  jeder  beliebige  Werth  zuertheilt  werden  kann. 

Anders  verhält  es  sich  im  ersten  Falle,  wenn  die  auf  einander 
liegenden  projectivischen  Punktreihen  gleichlaufend  sind;  hier  fallen 
nur  innerhalb  der  Strecke  rq^  Theile  entsprechender  Hälften  über 
einander;   wenn    daher   zusammenfallende   entsprechende   Punkte   vor- 
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kommen^  so  können  sie  nur  innerhalb  der  Strecke  rq^  enthalten  sein. 
Wenn  nun  zwischen  rq^  ein  Paar  entsprechender  Punkte  jcjc^  über- 
einander fiele  ^  etwa  in  den  Punkt  |,  so  mtisste 

t|  +  Iqi  =  rq,     und 
rg  •  Sqi  =  (t9)^  sein; 

wir  hätten  also  zur  Bestimmung  des  Punktes  |  ein  Rechteck  zu  con- 
struiren,  für  welches  der  Inhalt  und  die  Summe  der  Seiten  gegeben 
sind.  Wenn  aber  die  Summe  der  Seiten  gegeben  ist;  so  kann  man 
aus  ihr  nicht  Rechtecke  von  jedem  beliebigen  Inhalt  machen,  sondern 
der  Inhalt  des  grossten  Rechtecks,  welches  man  herstellen  kann,  ist 
der  des  Quadrates,  dessen  Seite  gleich  der  Hälfte  der  gegebenen 
Summe  ist*);  wenn  daher  der  Abstand  der  Pimkte  rq^  kleiner  ist  als 
die  doppelte  Seite  des  Quadrates,  d.  h.  2rg  oder  f)g,  %  giebt  es 
kein  Rechteck  von  der  verlangten  Beschaffenheit,  oder  wenn 

tQi  <  gtl  (oder  g^l^i)  , 
so  giebt  es  keine  Doppelpunkte;  wenn  dagegen 

so  giebt  es  ein  Rechteck  von  der  verlangten  Beschaffenheit,  dessen 
Seiten  von  r  oder  q^  aus  zwischen  rq^  abgetragen,  zwei  solche  End- 
punkte liefern,  in  deren  jedem  zwei  entsprechende  Punkte  der  beiden 
Punktreihen  über  einander  liegen;  es  giebt  also  in  diesem  Fall  wieder 
zwei  Doppelpunkte;  ist  insbesondere 

tqi  =  9^ , 

so  wird  das  construirte  Rechteck  selbst  ein  Quadrat;  die  beiden 
zwischen    r  und  q^    liegenden  Doppelpunkte,   von  denen  der  «ine  so 

*)  Cm  uns  in  elementarer  Weise  davon  zn  überzeugen,  dass  unter  allen  Recht- 
ecken, welche  dieselbe  Summe  der  Seiten  haben,  das  Quadrat  den  grossten  In- 
halt besitzt,  ktonen  wir  folgendermassen  verfahren: 

Sei  ^B  die  gegebene  Summe  der  Seiten  und  M  die  ^'^8-  i^- 

Mitte  von  AB;  femer  AMPQ  das  Quadrat  über  der  Seite 
AM;  ziehen  wir  BP  und  fällen  aus  irgend  einem  Punkte 
^  dieser  Linie  die  Perpendikel  F' M'  und  F' Q*  auf  AM 
md  AQ,  wy  hat  das  Rechteck  AM'P'Q'  offenbar  dieselbe 
Summe  der  Seiten;  es  ist  aber,  wenn  sich  Jtf'P'  und  PQ 
io  S,  F'Q'  und  PM  in  B  treffen,  das  Rechteck  MM* SP 
gleich  dem  Rechteck  P(JÖ'-R(congruent),  folglich  MM'P'B 
kleiner  als  PQQ'B,  mithin  das  Rechteck  AHTP^i^  kleiner 
als  das  Quadrat  AMPQ;  da  dasselbe  von  jedem  andern  in  gleicher  Weise  con- 
Btruirten  Rechteck  gilt,  so  ist  das  Quadrat  das  grösste  unter  allen  Rechtecken 
von  gleichem  Umfang. 
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weit  von  r  wie  der  andere  von  q^  absteht^  fallen  zusammen;  es  giebt 
also  in  diesem  Grenzfalle  nur  einen  Doppelpunkt  oder  vielmehr  zwei 
zusammenfallende. 

Auch  in  diesem  Falle  zweier  gleichlaufenden  projectivischen  Punkt- 
reihen können  die  Doppelpunkte  durch  elementare  Construction  ge- 
funden werden:  Man  beschreibe  über  rq^  als  Durchmesser  einen  Kreis 
und  trage  in  r  (oder  q^)  auf  der  Tangente  dieses  Kreises  nach  beiden 
Seiten  hin  Stücke 

=  r9  =  ^r(oderqifli=t|iqJ 

ab;  die  durch  die  Endpunkte  der  abgetragenen  Stücke  zu  dem  Träger 
der  Punktreihen  gezogenen  Parallelen  treffen  den  Kreis  in  solchen 
Punkten,  dass  die  von  ihnen  auf  den  Träger  herabgelassenen  Perpen- 
dikel zu  Eifsspunkten  die  gesuchten  Doppelpunkte  haben.  Diese  Con- 
struction, deren  Richtigkeit  einleuchtet,  enthält  auch  das  vorhin  ange- 
gebene  Kriterium,  ob   die   Doppelpunkte   reell   vorhanden   sind   oder 

nicht;  wenn  nämlich  tg  <  -r-  ^Qi  (d®^  Radius  des  Kreises),  so  schneidet 
die  Parallele  den  Kreis  in  zwei  reellen  Punkten,  es  giebt  also  zwei  Doppel- 
punkte; wenn  dagegen  t9>  y^^i;    so    trifft  die   Parallele  den  Kreis 

nicht,  es  giebt  also  keine  Doppelpunkte;  wenn  endlich  tg  =  —  rq^ ,  so 

berührt  die  Parallele  den  Kreis,  es  giebt  also  nur  einen  Doppelpunkt. 

Das  gewonnene  Resultat  lässt  sich,  wie  folgt,  zusammenfassen: 
Bei  ztvei  auf  einander  liegenden  projectiviscJien  PunktreiJien  gieht  es 
im  Allgemeinen  zweimal  zwei  zusammenfallende  entsprechende  Punkte 
{Doppdpurücte);  diese  sind  immer  reell  vorhanden  j  wenn  die  beiden  Punkt- 
reihen 'ungleichlaufend  sind,  und  liegen  ausserhalb  des  Ahstandes  der 
Punkte  r  und  q\  symmetrisch  zu  diesen;  sind  dagegen  die  Punktreihen 
gleichiaufendf  so  sind  die  Doppelpunkte  nur  dann  reell  vorhanden,  u)enn 
der  Abstand 

rqi>gt|  (oder  gj),), 
und  liegen  zwiscfieti  rqi  symmetrisch  zu  diesen  Punkten;  ist 

■  tqi  =  g^  , 

so  giebt  es  nur  einen  Doppelpunkt  (oder  vielmehr:  die  beiden  Doppel- 
punkte  fallen  selbst  zusammen);  dieser  liegt  in  der  Mitte  zwiscJuni  rq, 
uml  enthält  als  zusammenfallende  Punkte  eines  der  besonderen  Paare  gg, 
oder  \)^i;  ist  endlich 
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so  liegt  Icein  Paar  entsprechender  Punkte  msammen  (oder,  tvie  man  sich 
ttusdrückt,  die  beiden  Doppelpunkte  sind  imaginär). 

Sind  die  Panktmhen  gleichlaufend  und  wir  bestimmen  die  aus- 
gezeichneten Punkte  gi)  und  l^ifli,  so  werden  bei  dem  Aufeinander- 
liegen der  Punktreihen  Doppelelefnente  nttr  dann  vorhanden  sein,  wenn 
die  Strecken  gt)  und  ti^gi  sich  in  keinem  ifirer  Theile  decken  (ganz 
ausser  einander  liegen);  sobald  g^  und  l^^gi  ein  Stück  gemeinschaftlich 
haben  j  giebt  es  keine  Doppelpunkte,  Den  Uebergang  bildet  der  Fall, 
wenn  diese  Strecken  mit  ihren  Endpunkten  entweder  mit  g  und  g^ 
oder  mit  ]^|  und  \)  an  einander  stossen;  hieraus  können  wir,  wenn 
wir  die  in  sich  festgehaltenen  Punktreihen  auf  einander  verschieben, 
den  Spielraum  erkennen,  innerhalb  dessen  keine  Doppelelemente  vor- 
handen sind.  Eine  andere  Art,  die  Doppelelemente  zweier  vereinigter 
Gebilde  zu  ermitteln,  siehe  in  „Aufgaben  und  Sätze"  zu  diesem  Ab- 
schnitt 

Es  wäre  nun  übrig,  die  analoge  Untersuchung  für  zwei  auf  einander 
liegende  (concentrische)  projectivische  Strahlbüschel  auf  demselben 
Wege  durchzuführen;  statt  dessen  können  wir  das  Resultat  dieser  an 
sich  nicht  schwierigeren  Untersuchung  sofort  aus  dem  vorhin  erlangten 
ableiten  und  ziehen  diesen  kürzeren  Weg  vor.  Schneiden  wir  näm- 
lich die  beiden  concentrischen  Strahlbüschel  durch  eine  beliebige 
Transversale,  welche  wir  uns  doppelt  denken  als  den  Träger  zweier 
Punktreihen  31  ^i,  deren  eine  durch  das  eine,  die  andere  durch  das 
andere  Strahlbüschel  fixirt  wird,  so  haben  wir  die  beiden  concen- 
irischen  Strahlbüschel  in  perspectivischer  Lage  mit  zwei  auf  einander 
liegenden  Punktreihen;  durch  die  Doppelpunkte  der  letzteren  gehen 
offenbar  die  Doppelstrahlen  der  ersteren;  die  Construction  jener  liefert 
also  auch  diese;  sind  die  beiden  ausgeschnittenen  Punktreihen  gleich- 
laufend hinsichtlich  ihres  Bichtxmgssinnes,  so  sind  es  auch  die  beiden 
Strahlbüschel  hinsichtlich  ihres  Drehungssinnes;  sind  jene  aber  un- 
gleichlaufend, so  sind  es  auch  die  Strahlbüschel;  wir  haben  daher  aus 
dem  Vorigen  zunächst  das  Besultat:  Bei  zwei  auf  einander  liegenden 
projectivischen  Strahlbüscheln  giebt  es,  wenn  sie  ungleichlaufend  sind, 
immer  zweimal  zwei  reelle  zusammenfallende  entsprechende  Strahlen 
(Doppelstrahlen);  sind  dagegen  die  beiden  Strahlbüschel  gleichlaufend, 
so  können  wir  das  dem  obigen  analoge  Kriterium,  wann  Doppel- 
strahlen vorhanden  sind,  dadurch  ableiten,  dass  wir  die  beiden  con- 
centrischen Strahlbüschel  durch  eine  besondere  Transversale  schneiden, 
welche  parallel  läuft  einer  der  beiden  Richtungen,  die  den  Winkel 
{st^)j  also  auch  (ts^)  halbiren;  diese  Transversale  besitzt  nämlich  die 
Eigenschaft,  dass  die  beiden  auf  ihr  ausgeschnittenen  projectivischen 
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Punktreihen  ihre  Potenzpunkte  gflil^tli  gerade  in  denjenigen  Punkten 
haben,  durch  welche  Potenzstrahlen  gg^^  h\  der  beiden  concentrischen 
Strahlbüschel  gehen,  so  dass  dann  also  das  obige  von  den  Punkten 
S^fli^i  abhängige  Kriterium  sich  direct  übertragen  hat.  In  der  That, 
bei  der  angegebenen  Lage  der  Transversale  werden  die  Strahlen  gh, 
deren  Winkel  durch  die  Strahlen  st  halbirt  werden, -und  die  Strahlen 
h^g^,  deren  Winkel  durch  t^s^  halbirt  werden,  mit  der  Transversale 
paarweise  gleiche  Winkel  bilden  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die 
Strahlbüschel  BB^  gleichlaufend  sind,  so  liegen,  wie  sie  Fig.  20  dar- 

Fig.  20. 


stellt.  Für  irgend  zwei  entsprechende  Strahlen  xxj^  gilt  nun  die  Re- 
lation: 

und  hieraus  wird  der  Winkel  (ic^^i)  leicht  bestimmt  durch  (sx),  wenn 
man  die  (§.  8,  3)  für  harmonische  Strahlen  gefundene  ganz  gleich- 
lautende Relation  in  Betracht  zieht;  bestimmt  man  nämlich  zu  gh 
und  X  den  vierten  harmonischen,  dem  x  zugeordneten  Strahl  |,  so  ist 
(s|)  =  (rfj^j);  was  nun  die  Lage  von  x^  anbetrifft,  so  erkennen  wir 
mit  Rücksicht  auf  die  entsprechenden  Quadranten  zwischen  den  Schen- 
keln der  entsprechenden  rechten  Winkel,  dass  x^  und  5  niit  der  Trans- 
versale ein  gleichschenkliges  Dreieck  bilden  müssen;  wir  können  jetzt 
zu  irgend  einem  Strahl  x  den  entsprechenden  x^  in  der  einfachen  Weise 
ermitteln,  dass  wir  zuerst  x  in  die  symmetrische  Lage  zur  Trans- 
ver^e  uns  gebracht  denken  nach  Sj ,  d.  h.  so  dass  x  dieselben  Winkel 
mit  der  Transversale  bildet  wie  Su  ^^^  dann  zu  gik^^i  den  vierten 
harmonischen,  dem  S^  zugeordneten  Strahl  bestimmen,  welcher  ^r^  sein 
wird.  Wenn  nun  die  Strahlen  gh  . . .  x  und  gji^ . .  .Xi  der  beiden 
concentrischen  Strahlbüschel  BB^  die  Transversale  in  den  Punkten 
g^  . . .  j  und  9i^i . . .  Ji  zweier  auf  einander  liegender  Punktreihen  be- 
gegnen, und  die  Mitte  zwischen  9^  mit  r,  die  Mitte  zwischen  Q^\)j^ 
mit  qi  bezeichnet  wird,  so  erhalten  wir  den  entsprechenden  Strahl  «u 
Bx,  indem  wir  zu  g^h^  und  B(\i  den  vierten  harmonischen  suchen; 
dieser  ist  aber  nach  §.  8  der  Parallelstrahl,  folglich  ist  r  in  der  That 
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der  dem  unendlich  entfernten  r*  entsprechende,  ebenso  q^  der  dem 
unendlich  entfernten  q"  der  anderen  Punktreihe  entsprechende;  aus 
der  vorigen  Construction  entsprechender  Punkte  ee^  und  der  bekannten 
Eigenschaft  harmonischer  Punkte  (§.  8)  ergiebt  sich  ferner: 

rE-Eiqi  =  (r9)'  =  (qi9r/; 

woraus  denn  folgt,  dass  in  der  That  die  mit  g^Qi^i  bezeichneten 
Punkte  jene  Potenzpunkte  sind. 

Nmimehr  sind  wir  berechtigt,  das  vorhin  für  zwei  auf  einander 
liegende  projectivische  Punktreihen  ausgesprochene  Resultat  auf  zwei 
concentrische  projectivische  Strahlbüschel  folgendermassen  zu  über- 
tragen: 

Bei  sswei  aufeinander  liegenden  (concentrisc^ien)  projectivischen  Strahl- 
huscheln  giebt  es  int  Allgemeinen  zweimal  zwei  ensammenfaJlende  ent- 
sprechende Strahlen  (Doppelstrahlen);  diese  sind  immer  reell  vorhanden, 
tcenn  die  beiden  Strahlbüschel  ungleichlaufend  sind;  sind  sie  dagegen 
gleüMaufendy  so  werden  die  beiden  Doppelstrahlen  nur  dann  vorhanden 
sein,  wenn  die  besonderen  Strahlen  gh  durch  die  Strahlen  h^g^  nicht  ge- 
trennt werden;  werden  dagegen  gh  durch  \g^  getrennt  (d.  h.  fällt  g^  in 
einen  Winkelraum  zwischen  (gh)  und  \  in  den  Nebenunnkdraum) ,  so 
giebt  es  keine  reellen  Doppelstrahlen;  den  Uebergang  bildet  der  FcUl,  wenn 
die  Winkd  (gh)  und  (h^gj^/  001  einander  stossen,  so  dass  entweder  gg^ 
oder  h\  zusamtnen fallen;  in  diesem  Falle  giebt  es  nur  einen  Doppel- 
strahl (d,  h,  die  beiden  Doppelstrahlen  fallen  selbst  zusammen), 

§.  15.    Constmction  der  Doppelelemente  mittelst  eines  festen  Kreises. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Construetionen  der  Doppel- 
punkte und  darnach  auch  der  Doppelstrahlen  setzen  die  Eenntniss  der 
besonderen  jBlemente  tq^gg^^l^i  voraus;  es  giebt  aber  eine  andere  viel 
einfachere  Auflösung  der  Aufgabe: 

Wenn  zwei  auf  einander  liegende  projectivische  Punktreihen  durch 
irgend  d^ei  Paare  entsprechender  Elemente  aoi  bb^  cq  gegd)en  sind,  die 
Doppdpunkte  zu  finden,  wobei  nur  das  Lineal  und  ein  fester  in  der 
Ebene  als  gezeichnet  angenommener  Kreis  benutzt  wird. 

Diese  von  Steiner  angegebene  Construction   beruht   auf  der   ele- 

« 

mentaren  Eigenschaft  des  Kreises,  dass  Peripheriewinkel  auf  gleichem 
Bogen  gleich  sind.  Verbinden  wir  irgend  zwei  Punkte  BB^  einer 
Kreisperipherie  mit  zwei  andern  Punkten  derselben  ccß  durch  die  Strahlen 
ah  und  c^b^,  so  ist  entweder  der  Winkel  (ab)  gleich  dem  Winkel  (a^^b^) 
oder  gleich  seinem  Nebenwinkel;  jedenfalls  also  sin  (ab)  =  sin  (a^\)\ 
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lassen  wir  jetzt  einen  veränderlichen  Punkt  6  die  Kreiaperipherie  durch- 
laufen und  verbinden  ihn  mit  B  und  J$,  durch  die  Strahlen  xx^,  so 
beschreiben  dieselben  zwei  projectivische  Strahl  b Ü seh  el,  weil  die  Doppel- 
verbältuisse  zwischen  irgend  vier  Strahlen  des  einen  und  den  ent- 
sprechenden des  andern  StrablbQschels  offenbar  gleich  sind  (da  die 
Factoren  dieser  Doppel  Verhältnisse  einzeln  einander  gleich  sind). 

Haben  wir  nun  auf  den  zusammen  liegenden  Trägem  zweier  Punkt- 
reihen S(3I,  drei  Paare  entsprechender  Punkte  aa^  bi>^  CC[  willkürlich 
angenommen,  und  ist  irgend  ein  Kreis  in  der  Ebene  gezeichnet,  so 
verbinden  wir  einen  beliebigen  Peripheriepunkt  desselben,  den  wir  uns 
doppelt  denken  als  den.  Mittelpunkt  zweier  Strahlbüschel  BB^,  mit 
den  Punkten  abc  flibiCi  durch  Strahlen  ahcUihiCyr  welche  die  Peri- 
pherie  des   Kreises   reap,  in  <t ßy  t^i ßiVi   treffen  (Fig.  21).      Bewegen 


wir  nun  zwei  entsprechende  Punkte  ££i  der  durch  die  angenommenen 
drei  Paar  Elemente  vollständig  bestimmten  projecti  vis  eben  Punkt- 
reihen ^9li,  so  beschreiben  xxi,  ihre  Verbindungastrablen  mit  .BB,, 
zwei  couc«ntriscbe  projectivische  Strablbüschel  und  g^i ,  die  Schnitt- 
punkte mit  der  Ereisperipherie,  zwei  krumme  projectivische  Punkt- 
reihen; so  oft  daher  zwei  entsprechende  Punkt«  ££i  zusammenfalleu, 
müssen  auch  zwei  entsprechende  Strahlen  xx,  zusammenfallen  und 
folglich  auch  zwei  entsprechende  Punkte  g|^  und  umgekehrt.  Nehmen 
wir  irgend  ein  Punktpaar  aa,  auf  dem  Kreise  und  verbinden  a  mit 
''ißi'yi  ■  ■  ■  lir  anderseits  a,  mit  aßy  . . .  |,  so  müssen  die  um  a  und  a, 
als  Mittelpunkte  erhalteneu  Strablböschel  auch  projectiviscb  sein,  denn 
das  Strahlbüschel  (a)  ist  mit  dem  Strahlbüachel  (B^)  projectivisch 
wegen  der  oben  angegebenen  Eigenschaft  des  Kreises,  ebenso  (cf,) 
mit  (B);  da  nun  (B)  und  (jS^)  projectivisch  sind,  eo  sind  es  auch 
(a)  und  (a^)  (§.  10);  diese  beiden  Strablbüschel  haben  aber  in  der 
Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  zwei  entsprechende  Strahlen  ver- 
einigt:   folglich    liegen    sie   perspectivisch   (§.    11),    also    die   Schnitt- 
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punkte  sämmtlicher  Paare  entsprechender  Strahlen  liegen  auf  einer 
(leraden  (ihrem  perspecti vischen  Durchschnitt)  5  dieser  Ort  des  Schnitt- 
punktes (a|^;  a^S)  ist  schon  bestimmt  durch  die  beiden  Schnittpunkte: 

(«ft»«!/*)  und  («yi;  «ir); 

jeder  Punkt  dieser  Geraden  mit  a  und  a^  verbunden  liefert  zwei 
Strahlen,  welche  den  Kreis  in  zwei  entsprechenden  Punkten  5li  treflfen; 
diese  Gerade  wird  daher  selbst  den  Ereis  in  solchen  zwei  Punkten 
treffen,  in  deren  jedem  awei  entsprechende  Punkte  Ig^  zusammönf allen; 
diese  Punkte  mit  JB(Bi)  verbunden  bestimmen  aufÄÄj  die  gesuchten 
Doppelpunkte,  deren  Gonstruction  sich  also  in  folgender  einfachen 
Weise  gestaltet: 

Man  verbinde  die  gegebenen  Fünktpaare  aa^  bb^  cc^  mit  irgend 
einem  Peripheriepunkte  B  (JB^)  eines  festen  Kreises  durch  Strahlt, 
icdche  die  Peripherie  zum  zweiten  Male  in  acc^  ßß^  yy^  treffen^  bestimme 
die  Schnittpunkte: 

(a/Si,  «i/J)  («yi,  a^y) 

und  ihre  Verbindungslinie  S;  die  Schnittpunkte  der  letzteren  mit  dem 
Kreise  verbinde  man  mit  B  durch  Strahlen,  welche  die  Träger  der  ge- 
gdienen  auf  einander  liegenden  Punktreihen  in  den  gesuchten  Doppel- 
punkten treffen. 

Da  die  Gerade  S  den  Ereis  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  triflFt, 
so  giebt  es  im  Allgemeinen  zwei  Doppelpunkte;  geht  die  Gerade  £ 
aber  vorbei,  ohne  den  Kreis  zu  treffen,  so  giebt  es  keine  Doppel- 
punkte; berührt  sie  den  Kreis,  so  giebt  es  nur  einen  Doppelpunkt 
(zwei  zusammenfallende).  Das  Resultat  des  §.  14  findet  sich  also 
durch  diese  «Gonstruction  bestätigt,  und  es  würde  nicht  schwer  sein, 
die  dort  gefundenen  Kriterien  aus  ihr  von  Neuem  herzuleiten.  Wir 
unterlassen  dies,  ebenso  wie  die  Auflösung  der  analogen  Aufgabe, 
die  Doppelstrahlen  zweier  concentrischer  projectivischer  Strahlbüschel 
zu  finden,  da  diese  durch  die  vorige  gleichzeitig  gelöst  ist. 

Die  Gerade  fi  muss  auch  durch  den  Punkt  {ßy^  yßi)  gehen,  was 
wir  daraus  erkennen,  dass  nothwendig  dieselben  Doppelpunkte,  also 
auch  dieselbe  Gerade  £  hervorgehen  würde,  wenn  wir  bei  der  Gon- 
struction anstatt  des  Paares  aa^  das  Paar  ßß^  gesetzt  hätten.  Wir 
gelangen  daher  beiläufig  zu  einem  interessanten  Satze  vom  Kreise: 

Hat  man  irgend  sechs  Punkte  eines  Kreises  aßy  a^ß^y^,  so  liegen 
die  drei  Schnittpunkte: 

(^ßi7  ß^i)  (ßyiy  rßi)  (y«n  «yj 

<tuf  einer  Geraden, 
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Dieser  Sa£z;  dessen  allgemeine  Gültigkeit  für  jeden  Kegelschnitt 
wir  später  darthun  werden,  lässt  sich  auch  so  aussprechen^  wie  ihn 
Pascal  gefunden  hat; 

Verbindet  nian  irgend  sechs  Punkte  eines  Kreises  zu  einem  einfachen 
Secliseck  in  der  Beihenfolge:  aß^ya^ßy^,  so  treffen  sich  die  gegenüber- 
liegenden Seiten  desselben  (di€  erste  und  vierte,  zweite  und  fünfte,  dritte 
und  sechste)  in  drei  Punkten,  welche  auf  einer  Geraden  liegen. 

Das  obige  Raisonnement  würde  seine  beweisende  Kraft  verlieren, 
wenn  die  Gerade  2  den  Kreis  nicht  träfe;  die  Richtigkeit  des  Satzes 
ergiebt  sich  aber  auf  folgende  Weise: 

Die  beiden  von  a  und  ß  ausgehenden  Büschel  sind  projectivisch  gleich': 

*#  « (yf^ißiVi)  =  ß  {r^ißiVi) 

wegen  der  bekannten  Grundeigenschaft  des  Kreises;  das  erste  Büschel 
trifift  die  Gerade  ya^  in.  den  vier  Punkten: 

Das  zweite  Büschel  trifft  die  Gerade  yß^  in  den  vier  Punkten: 

Y     iß<^i,7ßi)     ßi     ißyi,7ßi)- 

« 

Diese  beiden  Punktreihen  liegen  perspectivisch,  weil  in  ihrem  Schnitt- 
punkte, y,  entsprechende  Punkte  vereinigt  sind;  folglich  treffen  sich  die 
drei  Verbindungsstrahlen  der  übrigen  entsprechenden  Punkte  in  einem 
Punkte;  die  Verbindungslinie  des  ersten  Paares  entsprechender  Punkte 
ist  a^ß,  die  des  zweiten  aß^,  die  des  dritten  die  Verbindungslinie  der 
beiden  Punkte: 

(«yi;y«i)    {ßri>rßi) 

folglich  liegt  der  Punkt  {aß^,  ßa^)  auf  derselben  Geraden  w.  z.  b.  w. 

Weim  bei  zwei  auf  einander  liegenden  projectivischen  Punktreihen 
ein  Doppelpunkt  bekannt  ist^  so  bedarf  es  nicht  mehr  der  vorigen 
Construction  mit  Hülfe  des  festen  Kreises,  um  den  andern  Doppel- 
punkt zu  finden,  der  dann  nothwendig  immer  reell  vorhanden  ist, 
sondern  dieser  lässt  sich  mittelst  des  Liaeals  allein  construiren  aiit 
folgende  Art: 

Sei  CCi  der  bekannte  Doppelpunkt  der  beiden  projectivischen  auf 
einander  liegenden  Punktreihen  und  seien  aa^,  hi^  irgend  zwei  Paare 
entsprechender  Punkte,  wodurch  die  ganze  projectivische  Beziehung  be- 
stimmt ist,  so  ziehe  man  durch  cCj  einen  beliebigen  Strahl  und  nehme 
in  demselben  irgend  zwei  Punkte  BB^  willkürlich  an;  die  Schnitt- 
punkte {Ba,  B^üi)  und  {Bb,  B^h^)  verbunden,  bestimmen  eine  Gerade, 
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welche  den  Träger  der  beiden  zusammenliegenden  Punktreihen  in  dem 
gesuchten  zweiten  Doppelpunkte  triflFfc.  Die  Richtigkeit  dieser  Con- 
struction  erhellt  aus  der  Construction  auf  Seite  22. 


§.  16.    Panktsystem  (Involution  von  Punktpaaren). 

Es  giebt  einen  ausgezeichneten  speciellen  Fall  zweier  auf  einander 
liegender  projectivischer  Punktreihen,  welcher  in  der  Folge  eine  be- 
sondere Wichtigkeit  erlangt;  dieser  besteht  darin,  dass  der  Abstand 
der  beiden  Punkte  r  und  q^  Null  wird,  oder  dass  die  Punkte  r  und  qi 
zusammenfallen.  Wenn  zwei  projectivische  Punktreihen  so  auf  einander 
liegen,  dass  die  besonderen  Punkte  r  und  q^  auf  einander  fallen, 
so  fallen  sämmtliche  entsprechende  gleiche  Strecken  des  einen  oder 
des  andern  Systems  (§.  12)  verkehrt  auf  einander,  so  dass,  wenn  jl) 
und  Ji5i  zwei  entsprechende  gleiche  Strecken  sind,  j  auf  \  und  zu- 
gleich 9  auf  Ji  fallt,  und  zwar  wird  das  eine  oder  das  andere  System 
entsprechender  gleicher  Strecken  verkehrt  auf  einander  fallen,  je  nach- 
dem die  Punktreihen  gleichlaufend  oder  ungleichlaufend  sind,  d.  h.  je 
nachdem  entsprechende  Hälften  über  einander  liegen:  %  auf  %^  und 
33  auf  95^  (dann  sind  die  Punktreihen  ungleichlaufend,  Fig.  18),  oder 
nicht  entsprechende  Hälffcen:  %  auf  S3i  und  93  auf  2li  (dann  sind  die 
Puiiktreihen  gleichlaufend);  in  dem  ersten  Falle  existiren  zwei  Doppel- 
punkte; es  fallen  nämlich  die  Punkte  g  und  g^  auf  einander  und  die 
Punkte  ]^  und  f)i;  im  zweiten  Falle  existiren  keine  Doppelpunkte  nach 
dem  obigen  Kriterium  (S.  42);  es  fällt  insbesondere  g  auf  \)y  und  \) 
auf  g^. 

Es  findet  aber  auch  das  Umgekehrte  statt:  Wenn  bei  zwei  auf 
einander  liegenden  prcjectivisdien  Punktreiticn  irgend  ein  Paar  ent- 
sprechender gleicher  Strecken  verkehrt  zusammen  fallt y  d.  h.  j^  auf  ^^Ji, 
so  fallen  sämmtliche  entsprecJiende  gleiche  Strecken  desjenigen  Systems, 
icdcheni  jenes  Paar  angehört ,  verkehrt  auf  einander,  insbesondere  auch 
X  auf  q^. 

In  der  That,  denken  wir  uns  (Fig.  22)  in  den  beiden  auf  einander 
liegenden  Trägem  der  Punktreihen  %^^  die  Punkte  jEi  und  ^^^^  so 
liegend,  dass  i  auf  t)^  und  t)  auf  i^  liegt,  und  nehmen  wir  ein  be- 
liebiges drittes  Paar  entsprechender  Punkte  jj^  (wodurch  die  projec- 
tiviscHe   Beziehung   vollständig  ^.^  2^ 

bestimmt  wird)  an,  so  wird  der 

Punkt  }   der  ersten  Punktreihe   ^        |        ?        5- 

auf  einem    gewissen  Punkte  t^       *       *         *  * 

Steiner,  Yorleeungen  11.    2.  Aufl. 
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der  zweiten  liegen,  und  der  ihm  entsprechende  Punkt  t  der  ersten  Punkt- 
reihe wird  bestimmt  durch  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

Es  ist  aber  identisch:  (Seite  7) 

also: 

und,  wenn  wir  für  ^lEit^  die  darüber  stehenden  Namen  derselben 
Punkte  setzen,  =  (j^äSi))  ^^  ^'^^ 

wird,  so  muss  t  mit  j^  zusammenfallen,  d.  h.  die  Strecke  jt  fallt  ver- 
kehrt auf  die  ihr  gleiche  entsprechende  Strecke  1,^^;  dies  gilt  hiemach 
von  sämmtlichen  Paaren  entsprechender  gleicher  Strecken;  weil  ins- 
besondere die  beiden  unendlich-entfernten  Punkte  r"  und  q*  der  beiden 
Punktreihen  auf  einander  fallen,  so  müssen  auch  die  ihnen  ent- 
sprechenden r  und  q^  auf  einander  fallen. 

Ein  solches  Doppelgebilde  zweier  in  dieser  eigenthümlichen  Weise 
aufeinander  liegenden  projectivischen  Punktreihen,  so  dass  die  Punkte  r 
und  qi  auf  einander  fallen  und  zugleich  die  entsprechenden  gleichen 
Strecken  des  einen  ganzen  Systems  verkehrt  auf  einander  liegen,  heisst 
ein  Funktsystetn  (oder  nach  der  von  Desargues  eingeführten  Bezeichnung 
eine  Involution  von  Punktpaaren)  und  die  Endpunkte  eines  solchen 
Paares  auf  einander  fallender  gleicher  Strecken  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  des  Punktsystems;  der  dem  unendlich  entfernten  Punkte  conju- 
girte  Punkt,  in  welchem  r  und  q^  auf  einander  liegen,  heisst  der  MüteU 
jmnkt  des  Punktsystems;  wenn  die  das  Punktsystem  erzeugenden  Punkt- 
reihen gleichlaufend  sind,  so  heisst  das  Punktsystem  ein  elliptisches] 
es  liegt  dann  ein  Paar  conjugirter  Punkte  immer  auf  entgegengesetzten 
Seiten  vom  Mittelpunkte,  und  bezeichnen  wir  mit  o  den  Mittelpunkt, 
mit  x^  irgend  ein  Paar  conjugirter  Punkte,  so  werden  sämmtliche 
Paare  conjugirter  Punkte  durch  die  Relation  zusammengehalten: 

oa; .  og  =  const. ; 

denn  x  und  5  treten  an  die  Stelle  zweier  entsprechender  Punkte  jcund  jr^  der 
beiden  projectivischen  Punktreihen,  und  in  o  liegen  r  und  q^  vereinigt, 
also  gilt  die  Eigenschaft  der  cons tauten  Potenz  tjr .  qj^j^i  »»  const.  (§.  12); 
Doppelpunkte  können  in  <liesem  Fall  nicht  vorkommen,  wohl  aber 
zeichnet  sich  ein  Paar  conjugirter  Punkte  vor  den  andern  aus,  das- 
jenige nämlich,  welches  gleich  weit  vom  Mittelpunkte  nach  entgegen- 
gesetzten  Richtungen    hin    absteht,    für   welches    also    das   constante 
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Rechteck  ein  Quadrat  wird;  es  sind  dies  offenbar  die  Punkte  g  und 
9i  oder  ^j  und  t|,  indem  g  auf  f)i  und  g^  auf  f)  fällt;  dieses  besondere 
Paar  wollen  wir  wiederum  die  Potenzpunläe  des  elliptischen  Punkt- 
Systems  nennen,  das  constante  Rechteck  aber  die  Potenz  des  Pmiktsystenis. 
Wenn  dagegen  die  das  Punktsystem  erzeugenden  Punktreihen  un- 
l^leichlaufend  sind,  also  die  entsprechenden  gleichen  Strecken  des  andern 
Systems  verkehrt  auf  einander  fallen,  so  heisst  das  Punktsystem  ein 
hyperbolisc1ies\  es  liegt  ein  Paar  conjugirter  Punkte  immer  auf  der- 
selben Seite  vom  Mittelpunkte  aus  und  sämmtliche  Paare  conjugirter 
Punkte  werden 'wiederum  durch  die  Relation  zusammengehalten: 

ox  '  oi,  =  const. ; 

es  fallen  insbesondere  zweimal  zwei  conjugirte  Punkte  zusammen 
(wenn  nämlich  das  constante  Rechteck  ein  Quadrat  wird);  dies  ge- 
schieht far  die  Punkte  gg^  auf  der  einen  Seite  von  o  und  für  \)\)^  auf 
der  andern  Seite;  diese  besonderen  zusammenfallenden  Punktpaare 
des  Punktsystems  heissen  die  Doppelpunkte  oder  Asymptotenpunkte  des 
Punktsystems,  welche  nur  beim  hyperbolischen  Punktsystem  auftreten; 
sie  liegen  nach  entgegengesetzten  Seiten  in  gleichem  Abstände  von  o. 
Bezeichnen  wir  sie  mit  g  und  A,  so  drückt  die  Relation: 

OX'  0^  =  (ogY  =  (ohy 

zugleich  ein  merkwürdiges  Verhalten  sämmtlicher  Paare  conjugirter 
Punkte  zu  den  Asymptotenpunkten  des  Punktsystems  aus,  indem  x^ 
ein  Paar  zugeordnet-harmonischer  Punkte  zu  g  und  h  sind  (Seite  14),  also: 

Sämmtliche  Paare  conjugirter  Punkte  eines  hyperbolischen  Punktsystems 
sind  zugeordnet 'harmonische  Punkte  zu  den  beiden  Asymptotenpunkten 
(Ifssäben,  und  auch  umgekehrt:  Sämmtliche  Paare  zugeordnet -harmo- 
nischer  Punkte  zu  zwei  festen  Punkten  einer  Geraden  bilden  ein  hyper- 
Misches  Punktsystem,  dessen  beide  Asymptotenpunkte  die  beiden  festen 
Punkte  sind.  Beim  elliptischen  Punktsystem  findet  dieses  Verhalten 
nicht  statt  trotz  der  Eigenschaft  des  constanten  Rechtecks,  weil  dort 
zwei  conjugirte  Punkte  x^  immer  auf  entgegengesetzten  Seiten  von 
0  liegen  und  die  angezogene  Eigenschaft  harmonischer  Punkte  ausser- 
dem erfordert,  dass  zwei  zugeordnete  Punkte  auf  derselben  Seite  vom 
Mittelpunkt  aus  gelegen  seien. 

Es  mag  hier  noch  ein  besonderer  Fall  des  Punktsystems  erwähnt 
werden,  welcher  den  Uebergang  zwischen  dem  elliptischen  und  hyper- 
bolischen Punktsystem  bildet  und  daher  das  parabolische  Punktsystem 
heisst;  dieser  tritt  dann  auf,  wenn  die  beiden  Asymptotenpunkte  eines 
hyperbolischen  Punktsystems  zusammenfallen;  alsdann  fallen  die  allen 
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Punkten,  des  Trägers  conjugirten  Punkte  im  Punktsystem  in  denselben 
einzigen  Punkt  hinein,  in  welchem  die  beiden  Asymptotenpunkte  ver- 
einigt sind,  weil  (S.  14),  wenn  von  vier  harmonischen  Punkten  zwei 
zugeordnete  zusammenfallen,  auch  einer  des  andern  Paares  zugeord- 
neter Punkte  in  diesen  hineinfallen  muss.  Wir  haben  also  das  ein- 
seitige Verhalten  beim  parabolischen  Punktsystem,  dass  die  allen 
Punkten  conjugirten  Punkte  in  einem  einzigen  vereinigt  sind  und  zu 
diesem  wiederum  jeder  beliebige  Punkt  des  Trägers  als  coiyugirt  an- 
gesehen werden  muss. 

Rücksichtlich  der  Potenz  der  Punktsystems  ist  no(5h  zu  bemerken, 
dass  für  das  elliptische  Punktsystem  die  Potenz  eine  negative,  für  das 
hyperbolische  eine  positive  Grösse  ist,  weil  im  ersten  Fall  je  zwei  con- 
jugirte  Punkte  auf  entgegengesetzter,  im  letzteren  auf  derselben  Seito 
vom  Mittelpunkt  liegen;  für  das  parabolische  PunJctsystetn  ist  die  Po- 
tenz Null, 

Ein  besonders  einfacher  Fall  tritt  beim  hyperbolischen  Punkt- 
system auf,  wenn  einer  der  beiden  Asymptotenpunkte  im  Unendlichen 
liegt;  in  diesem  Fall  wird  die  Strecke  zwischen  je  zwei  conjugirten 
Punkten  durch  den  andern  im  Endlichen  befindlichen  Asymptoten- 
punkt halbirt,  und  wir  erhalten  folgendes  sehr  einfache  Doppelgebilde : 
alle  Paare  von  Punkten  x^  einer  Geraden,  welche  zu  einem  festen 
Punkte  g  symmetrisch  liegen.  Ein  solches  Punktsystem  nennt  man 
ein  gleichseitig -hyperbolisches  Punktsystem]  wie  ersichtlich  ist,  kann  es 
nur  entstanden  sein  durch  Aufeinanderlegen  zweier  projectivisch-gleicher 
Punktreihen,  die  ungleichlaufend  aufeinander  gelegt  sind;  sie  haben 
einen  Doppelpunkt  im  Unendlichen,  der  zugleich  der  Mittelpunkt  dieses 
gleichseitig-hyperbolischen  Punktsystems  ist;  der  andere  Doppelpunkt 
ist  das  Centrum  der  symmetrisch  liegenden  Paare. 

Wegen  des  häufigen  Auftretens  von  Punktsystemen  bei  geome- 
trischen Untersuchungen  heben  wir  die  Grundeigenschaft  eines  solchen 
Doppelgebildes,  dass  es  nämlich  in*  sich  prqjectivisch  ist,  noch  be- 
sonders hervor: 

Wenn  mr  bei  einem  Punktsystem  von  Punktpaaren  j  aus  jedefn 
Paare  einen  nehmen  und  diese  als  eine  Beihe  auffassen  abc,,..,  so 
bilden  die  conjugirten  Punkte  aßy . . .  eine  mit  der  ersten  Beihe  projecti- 
vische Punktreihe,  und  die  beiden  Punktreihen  liegen  in  der  oben  ange- 
gebenen eigenthümlichen  Weise  auf  einander.  Es  ist  einleuchtend,  dass 
wir  dabei  die  conjugirten  Punkte  eines  Paares  mit  einander  ver- 
tauschen können,  ohne  die  projectivische  Beziehung  zu  alteriren,  denii 
da  die  Endpunkte  eines  solchen  Paares  J  (^j)  und  j^  (5)  sind,  so 
können  wir  es  sowohl  als  jj^  auffassen,  wie  auch  als  ^i^.     Es   folgt 
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ferner,  dass  Punktsysteme  dieselbe  allgemeine  Eigenschaft  der  Pro- 
jectiyität  besitzen,  wie  einfache  Punktreihen  selbst,  d.  h.  wenn  wir 
ein  Punktsystem  aa,  6/3,  cy , , .  mit  irgend  einem  Punkte  B  durch 
Strahlenpaare  verbinden,  welche  eine  beliebige  andere  Transversale  in 
den  neuen  Punktpaaren  a^a^j  ft*/3^,  c^y^ . . .  treffen,  so  bilden  diese 
ebenfalls  ein  Punktsystem;  denn  es  bilden  a^h^c^ . . .  und  a}ß^y^... 
zwei  projectivische  Punktreihen,  welche  sich  in  der  eigenthümlichen 
L^e  befinden,  dass  dem  Punkt  a^  der  ersten  Punktreihe  der  Punkt 
a^  der  zweiten  entspricht,  aber  auch  gleichzeitig  dem  Punkt  a\  als 
der  ersten  Punktreihe  angehörig  betrachtet,  der  Punkt  a^  der  zweiten 
Punktreihe  entspricht;  da  also  ein  Paar  entsprechender  gleicher  Strecken 
verkehrt  auf  einander  fallen,  so  bilden  auch  o}a}y  ^^ß\  ^^y^  •  •  •  ^in 
Punktsystem. 

Aus  der  Eigenschaft  der  constanten  Potenz: 

« 

ox  ,0^=^  const. 

können  wir  uns  ein  leichtes  Verfahren  ableiten,  Punktsysteme  in 
ihrem  ganzen  Verlaufe  herzustellen.  •  Legen  wir  nämlich  durch  zwei 
eonjugirte  Punkte  aa  einen  beliebigen  Ereis  und  durch  ein  zweites 
Paar  conjugirter  Pimkte  bß  irgend  einen  zweiten  Kreis,  welcher  den 
ersten  in  den  Punkten  P  und  Q  treffe,  so  wird  ein  dritter  Kreis,  wel- 
cher durch  PQ  und  x  geht,  nothwendig  durch  S  gehen  müssen,  weil, 
wenn  PQ  den  Träger  des  Punktsystems  in  o  trifft,  oP ,  oQ  =^  oa  .  occ 
=  oJ  .  0/3  =  oa; .  oS  sein  muss.  Sämmtliche  durch  die  Punkte  PQ 
gelegten  Kreise  (Kreisbüschel)  bestimmen  also  sämmtliche  Punkt- 
paare xl^  eines  Punktsystems,  das  mit  dem  angenommenen  identisch 
ist,  dessen  Mittelpunkt  durch  die  gemeinschaftliche  Secante  PQ  des 
Kreisbüschels  (oder  denjenigen  Kreis  des  Büschels,  dessen  Radius  unend- 
lich gross  ist)  bestimmt  wird.  Liegt  der  Punkt  o  ausserhalb  der  Strecke 
PQ,  so  liegt  er  auch  ausserhalb  jeder  Strecke  x^,  ausserhalb  aller 
Kreise  des  Büschels,  das  Punktsystem  ist  hyperbolisch;  liegt  o  zwischen 
PQy  so  liegt  es  auch  innerhalb  jeder  Strecke  x^,  innerhalb  sämmt- 
lieber  Kreise  des  Büschels,  das  Punktsystem  ist  elliptisch.  Wir  schliessen 
zugleich  umgekehrt:  Mn  Kreisbüschel  mit  zwei  (reellen)  gefneinscJiaß- 
Uchen  Punkten  PQ  tmrd  von  einer  beliebigen  Transversale  immer  in 
einem  Punktsysteme  geschnitten,  dessen  Paare  conjugirter  Punkte  die 
Schnittpunkte  mit  je  einem  Kreise  des  Büschels  sind;  das  Punktsystem  ist 
eUiptisch,  wenn  die  Transversale  dw  Punkte  P  und  Q  trennt,  d.  h.  auf 
entgegengesetzten  Seiten  von  sich  hat,  hyperbolisch,  wenn  P  und  Q  auf 
derseO^i  Seite  von  der  Transversale  liegen.  Im  letzteren  Fall  giebt  es 
zwei  besondere  Kreise  des  Büschels,  welche  die  Transversale  berühren; 
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die  Berührungspunkte  sind  die  Asymptotenpunkte  des  Punktsystems. 
Aus  dieser  Construction  eines'  Punktsystems  vermittelst  des  Kreis- 
büschels geht  schon  hervor^  dass  ein  Punktsystem  vollständig  bestimmt 
ist  durch  zwei  Paare  (willkürlich  anzunehmender)  eonjugirter  Punkte; 
dies  folgt  aber  auch  aus  der  ursprünglichen  Entstehung  des  Punkt- 
systems, denn  nehmen  wir  aa,  bß  als  zwei  Paare  eonjugirter  Punkte 
willkürlich  an,  so  vertritt  aa  die  Stelle  von  zwei  Paaren  aa^  und 
h^h,  bß  die  Stelle  von  zwei  andern  Paaren  CC^  und  bjb  entsprechender 
Punkte  zweier  projectivischer  Punktreihen  a beb  und  aib^Cibi;  es  scheint 
also,  als  ob  durch  diese  vier  Paar  entsprechender  Punkte  die  pro- 
jectivische Beziehung  überbestimmt  sei,  da  doch  drei  Paare  entsprechender 
Elemente  zur  Bestimmung  der  projectivischen  Beziehung  nothwendig 
und  ausreichend  sind;  dieser  Scrupel  verschwindet  aber,  da  diese  vier 
Paare  so  eigenthümlich  liegen,  dass  das  vierte  nur  eine  Folge  der  drei 
andern  ist,  dass  also  kein  Widerspruch  eintritt,  und  in  der  That 
die  projectivische  Beziehung  durch  sie  gerade  bestimmt  wird.  Es 
liegen  nämlich  ab^  zusammen  in  a,  ebenso  bQj^  zusammen  in  a,  ferner 
cbi  in  b  und  bc^  in  j3;  folglich  ist  iden tisch : 

(abcb)  =  (biaibiCj, 
und  da  (Seite  7)  allgemein: 

(biaibiCi)  =  (a^bi Cibi)  ist, 

so  folgt: 

(abcb)  =  (aibiqbi). 

Diese  vier  Paare  entsprechender  Elemente  vertreten  also  nur  drei 
Paare,  und  bestimmen  vollständig  die  projectivische  Beziehung,  also 
auch  das  ganze  Punktsystem.  Zwischen  drei  Paaren  eonjugirter  Punkte 
eines  Punktsystems  muss  daher  eine  Bedingung  bestehen,  welche 
unmittelbar  hervorgeht  -  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse; 
fügen  wir  nämlich  noch  ein  drittes  Paar  eonjugirter  Punkte  cy  den 
vorigen  hinzu  und  denken  uns  dieses  als  c  und  Cj  oder  f^  und  f  (Fig.  23), 
so  ist: 

(abcc)  =  (aibiqei) 

Fig.  23. 

_* U 4! ^^ 

h    f 


a.  f. 


oder  durch  die  Bezeichnung  der  conjugirten  Punkte  des  Punktsystems 
ausgedrückt: 
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(aabc)  »=  (ccaßy) , 
das  lieisst: 

ab  ^  ac  aß  ^  ccy 

ab  '  ac         aß  '  ay 

Dies  lässt  sich  in  mehr  symmetrischer  Gestalt  so  schreiben: 

ab  .aß        ac  .  ay 


I. 


ab  .  aß        ac  ,  ay 

bc  .  by   ba  .  ba 

ßcTßy         ßa  .  ßa 
Ca  ,  Ca  cb  .  cß 

ya , ya         yb , yß 


und  in  gleicher  Weise: 


Femer    können   wir    folgende    Gleichheit    der   Doppelverhältnisse 
ansetzen: 

(acbf)  =  (aiqb,fj 

oder  in  der  andern  Bezeichnung: 

{ahay)  «=  (aßac) , 

das  heisst:  ' 

aa    ay  aa  ^  ac 

bi'b^~'fi'ßc'^ 

da  nun  (aa)  =  —  (ö«),  so  hebt  sich  ein  Factor  fort  und  es  bleibt 
die  Relation: 


II. 


a/3  •  6y  •  c«  =  ay  •  6a  •  cß  und    durch    Vertau- 

a/J  •  6c  •  ya  =  ac  •  6a  •  yß  schung  je  eines  der 

by  '  ca  '  aß  =  ba  '  cß  -  ay  drei  Paar  conjugirter 

ca  •  a6  •  ßy==i  cb  '  ay  '  ßa,  Punkte: 


Diese  7  Relationen  zwischen  drei  Paaren  conjugirter  Punkte  eines 
Punktsystems  hängen  natürlich  alle  von  einer  unter  ihnen  ab;  sie 
sind  von  Desargties  aufgestellt,  der  solche  sechs  Punkte,  welche  diesen 
Bedingungen  genügen,  „sechs  Punkte  in  Involution^  nannte. 

Es  ist  für  die  Folge  wichtig,  ein  Kriterium  zu  besitzen, 
welches  sofort  entscheidet,  ob  ein  durch  zwei  Paare  conjugirter  Punkte 
gegebenes  Punktsystem  elliptisch  oder  hyperbolisch  ist;  dies  erkennen 
wir  unmittelbar  aus  der  oben  gefundenen  Eigenschaft,  dass  beim  hyper- 
bolischen Punktsystem  jedes  Paar  conjugirter  Punkte  auf  derselben 
Seite  vom  Mittelpunkt  liegt,  also  wenn  aa  und  bß  irgend  zwei  Paare 
sind,  entweder  die  Strecke  aa  ganz  ausserhalb  der  Strecke  b"ß  oder 
ganz  innerhalb  derselben  oder  endlich  die  Strecke  bß  ganz  innerhalb 
aa  liegt,  d.  h.  die  Punkte  aa  werden  durch  die  Punkte  bß  nicht 
getrennt  (liegt  6  innerhalb  aa,  so  liegt  auch  ß  innerhalb  aa^  liegt  6 
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• 

ausserhalb  aa,  so  liegt  auch  ß  ausserhalb  a«);  während  beim  ellip- 
tischen Punktsystem  ein  Paar  conjugirter  Punkte  immer  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  vom  Mittelpunkte  liegt,  d.  h.  aa  durch  hß 
und  umgekehrt  getrennt  wird;  das  gesuchte  Kriterium  ist  also  fol- 
gendes : 

Wmn  ein  Punktsystem  diircli  irgend  zwei  Paare  conjugirter  Punkte 
aa  und  hß  gegeben  ist,  so  wird  es  ein  elliptisches  oder  hyperboliscfies 
seiny  je  nachdem  die  Punkte  aa  durch  hß  und  zugleich  hß  durch  aa 
getrennt  werden  oder  nidU, 

Hieraus  entspringt  folgende  Betrachtung:  Nehmen  wir  auf  einer 
Geraden  vier  beliebige  Punkte  ahcd  an,  so  lassen  sich  dieselben  auf 
dreifache  Weise  zu  Paaren  ordnen,  nämlich: 

ahj  cd  \  aCj  hd  \  ad,  hc . 

Bei  jeder  dieser  Zuordnungen  wird  durch  die  zwei  Punktpaare, 
welche  als  conjugirte  aufgefasst  werden,  ein  Punktsystem  bestimmt^ 
und  von  diesen  drei  Punktsystemen  ist  immer  eines  elliptisch,  die 
beiden  andern  hyperbolisch,  nämlich  nach  dem  vorigen  Kriterium  z.  B. 


a  c     h    d 

ah,  cd  ac,  hd  ad,  hc 

elliptisch  (e)  hyperbolisch  (A)    hyperbolisch  (Ai)  . 

Nehmen  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  p  des  Trägers  den  con- 
jugirten  Punkt  rücksichtlich  dieser  drei  Punktsysteme  und  bezeichnen 
wir  ihn  beziehlich  durch: 

SO  bieten  diese  Punkte  eine  leicht  erkennbare  Eigenschaft  dar;  es 
findet  nämlich  wegen  der  Grundeigenschaft  der  Punktsysteme  die  Gleich- 
heit folgender  Doppelverhältnisse  statt: 

{ahcp)  =  {had%e) 
(acdp)  =  (cahith) 
(adcp)  =  {dahjCHi)' 

Die  letzte  Gleichheit  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

(acdp)  ^=  (dhaTCHi) 
und  zeigt,  mit  der  vorletzten  verglichen,  dass 

{cahiCh)  =  (jdhaTthi) 
oder 

{ahciih)  =  (badTthi)  wird  ; 
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folglich  sind  itu  und  nn^  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  Punktsystems 
(«?),  gleicherweise  it^  und  ota  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  Punkt- 
systems (A^);  endlich  n^  und  äa^  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  Punkt- 
systems (Ä).     Hiernach  gilt  folgender  Satz: 

Vier  lelid)ige  Punkte  in  einer  Geraden  als  zwei  Paare  conjugirter 
Punkte  aufgefasst  bestimmen  drei  verschiedene  Punktsysteme,  von  denen 
immer  eines  elliptisch  (e)  und  die  beiden  andern  hyperbolisch  sind  (h) 
nnd  (Äj).  Nimmt  man  von  irgend  einem  Punkte  p  in  der  Geraden  den 
conjugirten  Punkt  in  Bezug  auf  jedes  dieser  drei  Punktsysteme  und  heissen 
dieselben  beziehlieh  ne^h^hu  so  sindiCh  undnhi  ^w  Paar  conjugirter  Punkte 
in  dem  Systeme  (e),  ne  und  ithi  ein  Paar  conjugirter  Punkte  in  dem 
Systeme  (ä)  und  ar«  und  ith  ein  Paar  conjugirter  Punkte  in  dem  Systeme  (hj), 

Anch  zeigt  sich  das  eigenthümliche  reciproke  Verhalten^  dass  die 
vier  Punkte  prCenkTti,^  zu  den  vier  angenommenen  Punkten  abcd  genau 
dieselbe  Beziehung  haben,  wie  diese  zu  jenen,  d.  h.  wenn  man  von 
pjte^k^hi  ausgeht  und  zu  a  die  drei  conjugirten  sucht,  erhält  man  bcd, 
was  aus  der  Projectivität  der  Punktreihen  hervorgeht: 

abcdp    TCe'^h  ^hi 

badCJte    p  TChi  7th 


(e) 


abcdp    %c  ^h  ^hi 
cdabTCh  ^hi  p  ^« 

abcd p  7C^  %h  ^^1 

dcbaTChi  7Ch  7te  p 


(A) 


(h) 


Schliesslich  möge  noch  eine  Frage  erörtert  werden,  welche  sich 
bei  geometrischen  Untersuchungen  öfters  darbietet:  Ereignet  es  sich  bei 
ztcei  beliebig  auf  einander  gelegten  Punktsystetyien,  dass  ein  Paar  conju- 
ffirter  Punkte  des  einen  auf  ein  Paar  des  andern  Punictsystems  zu  liegen 
kommt?  Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  müssen  wir  die  drei  mög- 
lichen Fälle  von  einander  trennen:  ob  1)  beide  Pimktsysteme  elliptisch 
sind  oder  2)  eines  elliptisch  und  das  andere  hyperbolisch,  oder  3)  beide 
hyperbolisch  sind.  Denken  wir  uns  bei  einem  Punktsystem  jedes  Paar 
conjugirter  Punkte  als  Durchmesser  eines  Kreises,  so  erhalten  wir 
nach  dem  Obigen  ein  Kreisbüschel  und  zwar  mit  zwei  reellen  Schnitt- 
punkten, wenn  das  Punktsystem  ein  elliptisches  ist,  dagegen  mit  einer 
ideellen  gemeinschaftlichen  Secante  (Linie  der  gleichen  Potenzen),  wenn 
das  Punktsystem  ein  hyperbolisches  ist.  Sind  nun  ad  1)  die  beiden 
auf  einander  liegenden  Punktsysteme  elliptisch,  so  haben  die  beiden 
zugehörigen  Kreisbüschel  reelle  Schnittpunkte  PQ  und  PiQi,  welche 
gleich  weit  abstehen  von  der  gemeinschaftlichen  Centrale  und   sym- 
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metrisch  liegen  zu  derselben.  Es  giebt  offenbar  einen  Kreis  durch  die  vier 
Punkte  PQPiQi,  welcher  beiden  ÜLreisbüscheln  angehört^  also  die  Centrale 
in  einem  Punktpaar  trifft,  welches  beiden  Punktsystemen  gemein- 
schaftlich ist;  dies  ist  das  einzige  und  immer  vorhandene.  Ist  ferner 
ad  2)  das  eine  Punktsystem  elliptisch,  das  andere  aber  hyperbolisch, 
so  hat  das  eine  Ereisbüschel  zwei  reelle  Punkte  PQ,  das  andere  keine. 
Es  giebt  aber  immer  einen  einzigen  leicht  zu  ermittelnden  Kreis  des 
letzteren,  welcher  durch  P  und  Q  geht  und  dadurch  gefunden  werden 
kann,  dass  man  durch  P  (oder  Q)  und  die  beiden  Asymptotenpunkte  gh  des 
hyperbolischen  Punktsystems  (Grenzpunkte  des  Kreisbüschels)  einen 
Kreis  legt  und  einen  andern  Kreis  construirt,  der  diesen  in  P  und  Q 
rechtwinklig  schneidet;  letzterer  gehört  beiden  Kreisbüscheln  an  und 
bestimmt  also  auf  der  Centrale  das  einzige  und  immer  vorhandene 
Paar  conjugirter  Punkte,  welches  beiden  Punktsystemen  gemeinschaft- 
lich ist.  Sind  endlich  ad  3)  beide  auf  einander  liegenden  Punktsysteme 
hyperbolisch,  so  haben  beide  Kreisbüschel  ideelle  gemeinschaftliche 
Secanten;  seien  gh  und  g^h^^  die  Asymptotenpunkte  des  einen  und 
andern  Punktsystems,  und  beschreibt  man  über  ihnen  als  Durchmesser 
zwei  Kreise^  so  kommt  es  darauf  an  zu  entscheiden,  ob  ein  Kreis 
ezistirt,  welcher  seinen  Mittelpunkt  in  der  Centrale  hat  und  beide 
zuletzt  construirten  Kreise  rechtwinklig  schneidet.  Dieser  ist  nie  vor- 
handen, wenn  das  eine  Paar  Asymptotenpunkte  durch  das  andere  ge- 
trennt wird,  also  gh  einen  und  nur  einen  der  Punkte  g^h^  zwischen 
sich  hai  Wenn  dagegen  das  eine  Paar  durch  das  andere  nicht  ge- 
trennt wird,  also  entweder  gh  ganz  ausserhalb  g^h^  oder  ganz  zwischen 
g^hi  liegt  oder  umgekehrt,  so  giebt  es  einen  einzigen  bestimmten 
Kreis  von  der  verlangten  Beschaffenheit,  welcher  leicht  xa  ermitteln 
ist.  Dieser  bestimmt  auf  der  Centrale  das  einzige  beiden  Punkt- 
systemen gemeinschaftliche  Paar  conjugirter  Punkte.  Das  Resultat 
dieser  mit  Hülfe  von  Kreisbüscheln  durchgeführten  Untersuchung  lässt 
sich  nun  unabhängig  hiervon  so  aussprechen: 

Zwei  auf  einander  liegende  Punktsysteme  haben  immer  ein  gemein- 
schafUiches  Paar  conjugirter  Punkte,  sobald  sie  beide  elliptisch  sind  oder 
eines  elliptisch  und  das  andere  hyperbolisch  ist  Wenn  aber  beide  hyper- 
bolisch sind,  so  haben  sie  nur  dann  ein  reelles  Paar  conjugirter  Punkte 
gemeinschaßlich,  wenn  die  Asymptotenpunkte  des  einen  Punktsystems 
durch  die  des  andern  nickt  getrennt  werden;  werden  sie  getrennt  (d.  h. 
liegt  von  den  beiden  Asymptotenpunkten  des  einen  Punktsystems  der 
eine  zwischen,  der'  andere  ausserhalb  der  beiden  Asymptotenpunkte 
des  andern  Punktsystems),  so  existirt  kein  gemeinschaftliches  Paar  con- 
jugirter Punkte     Dass   im  Allgemeinen   nicht   zwei  Paare  conjugirter 
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Punkte  den  beiden  Punktsystemen  gemeinschaftlich  sein  können,  ist 
an  sich  klar,  weil  sonst  die  Punktsysteme  identisch  sein  müssten. 
(Vergl.  §.  31.) 

Hieraus  ergiebt  sich  insbesondere  folgende  Eigenschaft  des  ellipti- 
schen Punktsystems;  In  einem  elliptischen  Punktsystetn  giebt  es  alle- 
mal zu  einem  beliebig  gegebenen  Paare  conjugirter  Punkte  aa  ein  einziges 
und  bestimmtes  anderes  .Paar  a^a\  welches  durch  das  erstere  harmonisch 
getrennt  wird,  d.  h.  so  liegt,  dass  aaa^a^  vier  harmonische  Punkte 
sind,  und  zwar  acc,  ebenso  a^a^  zugeordnet.  Beim  hyperbolischen 
Punktsystem  ist  dies  nicht  möglich. 

Hat  man  ein  elliptisches  Punktsystem,  bei  dem  aa  und  a^a^ 
zwei  solche  Paare  conjugirter  Punkte  sind,  die  harmonisch  durch 
einander  getrennt  werden,  so  steht  der  Mittelpunkt  o  des  Punktsystems 
in  eigenthümlicher  Beziehung  zu  den  Mittelpunkten  der  Strecken  aa 
nnd  a*«*,  welche  tn  und  tn^  heissen  mögen;  es  sind  nämlich  m  und 
m^  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  gegebenen  Punktsystems  selbst, 
und  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  aao  isf  m^,  der  vierte  harmo- 
nische zu  a^a^o  ist  nt,  also  (aaom^)  =  —  1  und  (a^a^om)  =  —  1. 
Dies  folgt  leicht  aus  elementaren  Sätzen,  wenn  man  über  aa  und 
«*a^  als  Durchmesser  zwei  Kreise  beschreibt,  die  sich  rechtwinklig 
schneiden  u.  s.  w. 

§.  17.    Strahlsystem  (Involution  von  StraMenpaaren). 

Der  im  vorigen  Paragraphen  durchgeführten  Betrachtung  steht 
eine  gleichlaufende  zur  Seite  für  zwei  in  der  Weise  auf  einander 
liegende  (concentrische)  projectivische  Strahlbüschel,  dass  die  ent- 
sprechenden gleichen  Winkel  des  einen  oder  des  anderen  System  ver- 
kehrt auf  einander  fallen.  Da  diese  Betrachtung  der  vorigen  ohne 
Schwierigkeit  nachgebildet  werden  kann,  so  genüge  es,  nur  die  Resul- 
tate anzuführen,  welche  auc^  unmittelbar  durch  j)er8pectivische  Pro- 
jection  aus  den  vorigen  abgeleitet  werden  können: 

Liegen  zwei  projectivische  concentrische  Strahlbüschel  in  der  Weise 
auf  einander^  dass  die  Schenkel  der  entsprechenden  reclUen  Winkel  sty 
Syt^  verkehrt  auf  mnander  fallen',  s  auf  t^  und  t  auf  5^,  so  f edlen  die 
Sdienkd  sämmtlicher  Paare  des  einen  oder  andern  Systems  entsprechender 
gldeher  Winkel  (xg)  =  (^i^i)  oder  (xy)  =  {yiX^)  (S.  37)  verkehrt  auf 
einander,  nämlich  x  auf  y^  und  y  auf  x^  und  zwar  findet  dieses  für  das 
eine  oder  andere  System  statt ^  je  nachdem  die  Strahlbüschel  gleichlaufend 
oder  ungleichlaufend  sind. 

Wenn  bei  zwei  concentrischen  prqjecHvischen  Strahlbüscheln  die  Schenkel 
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irgend  eines  Paares  entsprechender  gleicher  Winkd  verkehrt  auf  einander 
fallen y  xy  auf  yiX^y  so  fallen  sämmtlicJie  Paare  von  Schenkeln  ent- 
sprecJiender  gleicJier  Winkel  desjenigen  Systems,  welchem  jenes  Paar  ange- 
hört, verkehrt  auf  einander. 

Nur  bei  den  Schenkeln  der  entsprechenden  rechten  Winkel  5^, 
s^t^,  welche  beiden  Systemen  gemeinschaftlich  angehören^  kann  sowohl 
das  eine,  wie  das  andere  System  in  der  angegebenen  Weise  zur 
Deckung  gebracht  werden,  indem  man  die  Strahlbüschel  einmal  gleich- 
laufend, das  andere  Mal  ungleichlaufend  so  auf  einander  legt,  dass  s 
auf  t^  und  t  auf  s^  fallt.  Ein  solches  Doppelgebilde  heisst  ein  Strahl- 
System  (oder  eine  Involution  von  Strahlenpaaren),  die  Schenkel  irgend 
eines  Paares  verkehrt  auf  einander  fallender  entsprechender  gleicher 
Winkel  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  des  Strahlsystems,  die  Schenkel 
der  auf  einander  fallenden  entsprechenden  rechten  Winkel  s(^i)  und 
t{s^)  die  Axen  des  StraMsystems.  Wenn  die  das  Strahlsystem  erzeu- 
genden Strahlbüschel  gleichlaufend  sind,  so  heisst  dasselbe  ein  elliptisches, 
wenn  sie  ungleichlaufetid  sind,  ein  hyperholisdies]  im  letzteren  Fall 
liegen  die  besonderen  Strahlen  gg^  auf  einander  und  ebenfalls  hh^'^ 
diese  beiden  Doppelstrahlen  heissen  die  Asymptoten  des  hyperboli- 
schen Strahlsystems;  ihre  Winkel  werden  gehälftet  durch  die  Axen; 
im  ersten  Fall  giebt  es  keine  Doppelstrahlen,  es  fallen  indessen  g  auf 
\  und  h  auf  g^ ,  und  diese  besonderen  StraTilen  heissen  Potenzstrahlcn, 

Sind  xi  irgend  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  des  Strahl&ystems, 
m  und  ft  die  Axen,  so  ist  immer: 

'^tg  (ma;)  •  tg  (mj)  =  const. , 
also  auch: 

tg  (fta?)  •  tg  (fi|)  =  const ;     • 

doch  liegt  beim  elliptischen  Strahlsystem  ein  Paar  conjugirter  Strahlen 
x^  immer  so,  dass,  wenn  x  in  einem  Quadranten  (m/i)  liegt,  %  in 
dem  nebenliegenden  Quadranten  sich  findet^  während  beim  hyperbolischen 
Strahlsystem  jedes  Paar  xi,  in  demselben  Quadranten  sich  findet,  also 
beim  elliptischen  Strahlsystem  jedes  Paar  x^  durch  die  Axen  wft  ge- 
trennt wird,  beim  hyperbolischen  keines;  daraus  folgt,  dass  sämmtliche 
Paare  conjugirter  Strafilen  eines  hyperbolischen  Strahkystems  zugeordnet' 
liarmonische  Strahlen  sind  m  den  beiden  Asymptoten,  und  auch  umge- 
kehrt: Alle  Paare  zugeordnet-harmonischer  Strahlen  zu  zwei  festen 
Strahlen  bilden  ein  hyperbolisches  Strahlsysteni,  dessen  beide  Asymptoten 
die  beiden  festen  Strahlen  sind.  Beim  elliptischen  Strahlsystem  findet 
dieses  Verhalten  nicht  statt. 

Ein  Strahlsystem  ist  ein  in  sich  projectivisches  Doppelgebilde  in 
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der  Art,  dass,  wenn  man  aus  jedem  Paare  eonjugirter  Strahlen  einen 
herausnimmt  und  diese  äJs  ein  Strahlbüschel  abc . , .  auffasst^  die  con- 
jugirten  Strahlen  aßy  . ..  ein  mit  dem  ersten  projectivisches  Strahl- 
büschel bilden  und  diese  beiden  Strahlbüschel  in  der  angegebenen  eigen- 
thümlichen  Weise  auf  einander  liegen.  Wir  können  dabei  die  conju- 
girten  Strahlen  eines  Paares  mit  einander  vertauschen,  ohne  jene 
projectivische  Beziehung  zu  alteriren,  denn  da  die  Strahlen  eines  sol- 
chen Paares  nach  der  ursprünglichen  Entstehung  des  Strahlsystems 
als  x{y^)  und  Xj^{y)  aufgefasst  werden  müssen,  so  können  sie  sowohl 
als  xxj^  gelten,  wie  auch  als  y^y.  Das  Strahlsystem  besitzt  die  allge- 
meine Eigenschaft  der  Prqjectivität,  dass  es  auf  jeder  beliebigen  Trans- 
versale ein  Punktsystem  ausschneidet,  dessen  Paare  eonjugirter  Punkte 
durch  die  Paare  eonjugirter  Strahlen  fixirt  werden,  imd  umgekehrt, 
jedes  Punktsystem  mit  irgend  einem  Punkte  der  Ebene  durch  Strahlen 
verbunden  liefert  ein  Strahlsystem. 

Ein  Strahlsystem  ist  vollständig  bestimmt  durch  zwei  Paare  (mllkiir' 
lieh  anjstinehfnender)  eonjugirter  Strahlen;  zwischen  drei  Strahlenpaaren 
//a,  hßy  cy  finden  die  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  ent- 
springenden Relationen  statt: 


P. 


sin  {ah)  .  sin  (aß)         sin  {ac)  .  sin  (ay) 


sin  (ah)  .  sin  (a|3)  sin  (ac)  .  sin  (ay) 

sin  {hc)  .  sin  (6y)  sin  {ha)  .  sin  {ha) 

sin  {ßc)  .  sin  ((3y)         sin  {ßa)  .  sin  {ßa) 

sin  {ea)  .  sin  {cu)  sin  {ch)  .  sin  {cß) 

sin  {ya)  .  sin  (ya)  sin  (y&)  .  sin  {yß) 


II 


l 


(  sin  (aß)  •  sin  (by)  •  sin  (ea)  =  sin  (ay)  •  sin  (ba)  •  sin  (eß) 
sin  (aß)  •  sin  (bc)  •  sin  (ycc)  =  sin  (ac)  •  sin  (ba)  •  sin  (yß) 
sin  (by)  •  sin  (ca)  •  sin  (ccß)  =  sin  (ba)  •  sin  (cß)  •  sin  (ccy) 
sin  (ca)  •  sin  (ab)  •  sin  (ßy)  ==  sin  (cb)  •  sin  (ay)  •  sin  (ßa). 

Es  gilt  folgendes  leicht  anzuwendendes  Kriterium,  um  zu  erkennen, 
ob  ein  Strahlsystem,  welches  durch  zwei  gegebene  Paare  eonjugirter 
Strahlen  aa,  bß  bestimmt  wird,  ein  elliptisches  oder  hyperbolisches 
ist:  Wird  das  eine  Strahlenpcuxr  aa  durch  das  a/ndere  bß  getrennt,  also 
auch  umgekehrt  (d.  h.  fällt  b  in  einen  Winkdraum  aa  und  ß  in  den 
Nebenwinkelraum),  so  ist  das  Strahlsystem  elliptisch;  unrd  dagegen  das 
eine  Strahlenpaar  durch  das  andere  nicht  getrennt,  so  ist  das  StraU- 
system  hyperbolisch. 

Ein  eigenthümliches  Auftreten  des  Strahlsystems  (oder  Punkt- 
systems) zeigt  sich  bei  folgender  Betrachtung:  Sind  drei  beliebige 
durch  einen  Punkt  gehende  Strahlen  abc  gegeben,  so  kann  man  zwei 
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derselben  in  dreifacher  Weise  als  zugeordnete  Strahlen  auffassen  uhd 
zu  dem  jedesmaligen  dritten  den  zugeordneten  vierten  harmonischen 
Strahl  construiren;  seien  h  und  c  zugeordnete  und  der  vierte  harmo- 
nische zu  a  zugeordnete:  et;  anderseits  c  und  a  zugeordnete  und  der 
vierte  harmonische  zu  b  zugeordnete:  ß,  endlich  a  und  b  zugeordnete 
und  der  vierte  harmonische  zu  c  zugeordnete:  yi  dann  ist: 

{cbaa)  =  —l        {acbß)  =  —  l        (bqry)  =  —l. 

Aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse:  , 

(acbß)  =  (abcy) 

folgt,  dass  b  und  c  als  ein  Paar^  ß  und  y  als  ein  zweites  Paar  conjugirter 
Strahlen  eines  Strahlsystems  genommen  werden  dürfen;  welches  a  zu 
einer  Asymptote  haben  muss;  die  andere  Asymptote  ist  aber  a,  weil 
es  zu  a  der  vierte  harmonische  Strahl  ist;  während  b  und  c  das  andere 
Paar  zugeordneter  Strahlen  sind;  mithin  müssen  auch  a  und  a  har- 
monisch liegen  zu  ß  und  y,  also: 

m 

{yßaa)  =  —  1^  ebenso  (ayßb)  =  —  1  und  {ßayc)  =  —  1  . 

Es  findet  daher  zwischen  den  0  Strahlen  abcaßy  das  eigen- 
thümliche  reciproke  Verhalten  statt,  dass  die  drei  ersten  von  den  drei 
Ifizten  ebenso  abJuingen,  wie  die  drei  letzten  von  den  ersten. 

Aus  der  Relation: 

{ebaa)  =  (yßaa) 

folgt  sodami;  dass  aa,  bß,  cy  drei  Paare  conjugirter  Stralden  eines  Strahl- 
Systems  oder  sechs  Strahle^  in  Involution  sind;  ebenso  bilden  aber 
auch  auy  by,  cß  eine  Involution,  ay,  6/3,  ca  eine  neue  und  endlich 
aß,  ba,  cy]  von  diesen  vier  Involutionen  ist  die  erste  elliptisch,  die 
drei  andern  sind  hyperbolisch;  ihre  Asymptoten  bilden  selbst  eine 
elliptische  Involution,  welche  mit  der  ersteren  zusammenfallt. 

Obwohl  wir  sehen,  dass  die  durch  die  drei  Elementenpaare  aa, 
bß,  cy  bestimmte  Involution  eine  elliptische  ist,  so  können  wir  doch 
im  algebraischen  Sinne  nach  den  Doppelelementen  derselben:  ii^  fragen, 
welche  sowohl  durch  aa,  als  auch  durch  bß  und  durch  cy  harmonisch 
getrennt  werden  müssen;  da  aber  auch  bc  durch  aa  harmonisch  ge- 
trennt werden,  so  gehören  n\  und  bc  einer  Involution  an,  deren 
eines  Doppelelement  a  ist;  wir  haben  demnach  folgende  projectivische 
Reüjien: 

(iij^abc)  =  {i^iacb)      und  ebenso  wegen  bß 
(ii^abc)  =  (iiicba)       und  cy. 
{ii^abc)  =  {i^ibac) 
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und  hieraus  folgt: 


(ii^ab)  =  (iiiCa)  =  (ii^be)     oder 
{i\abc)  =  (ii^bca)'=  {i^cab)  . 

Hieraus  ergeben  sich  die  Werthe  der  Doppelverhältnisse  (iabc)  und 
(i^abc)'^  setzen  wir  {iabc)  =  x,  so  folgt  aus  den  Gleichheiten: 

(iabc)  =  {ibca)  =  (icab) 

1  oe-l 

1 — X  X 

d.  h.  die  quadratische  Gleichung: 

'      -  Ä  +  1 

deren  beide  imaginäre  Wurzeln: 

l  +  y^^   und  IJZJ^H? 

2  2 

die  Werthe  der  Doppelverhältnisse: 

(iabc)  und  (i^abc) 

sind;  d.  h.  die  ims^inären  cubischen  Wurzeln  der  negativen  Einlieit. 
Kin  solches  System  von  5  Elementen  abcii^y  von  denen  die  beiden 
letzten  imaginär  sind;  nennt  man  ein  äqttim^rmoniscJies  System  von 
0  Elementen*),  weil  zu  drei  willkürlichen  Elementen  abc  das  vierte 
i  dadurch  bestimmt  wird,  dass  von  den  Werthen,  welche  das  Doppel- 
?erhältniss  {iabc)  durch  Yertauschung  der  Elemente  überhaupt  an- 
nehmen kanU;  die  drei  verschiedenen: 

1  -  X 

—         1  —  X 


X  X  —  1 

einander  gleich  werden;  diese  Bedingimg  erfüllen  die  beiden  imaginären 
Elemente  ii^'^  aus  der  vorigen  Betrachtung  ergeben  sie  sich  als  die 
beiden  imagiimren  Doppel  demente  einer  elliptischen  Involution:  aa, 
hßy  cy.  Wir  erkennen  sie  aber  auch  als  die  Doppelelemente  zweier 
in  anderer  Weise  auf  einander  liegender  projectivischer  Gebilde:  wenn 
wir  die  Projectivität  zweier  auf  einander  liegender  Gebilde  dadurch 
bestimmen,  dass  wir  die  3  Paare  von  Elementen  sich  entsprechen  lassen: 

I ,       I ;  so  sind  die  Doppelelemente  ii^;  dieselben  Doppelelemente  gehen 

hervor,  wenn  wir  sich  entsprechen  lassen:  {*  i,  L  oder  beide  Fälle  ver- 
einigt, wenn  wir  die  Elemente  abc  cyclisch  fortschreiten  lassen;  daher 
werden  die  in  solcher  Weise  auf  einander  liegenden  Gebilde  auch  cyclischr- 
projedivisch  genannt.  (Vgl.  Aufgaben  und  Sätze  am  Ende  dieses  Abschnitts.) 

*)  Siehe:  Cremona:  Introdazione  ad  una  teoria  geometrica  delle  curve  piane, 
Bologna  1862,  Seite  21. 
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Endlich  müssen  wir  noch  zwei  besondere  Fälle  eines  Strahl- 
systems erwähnen,  in  welchen  dieses  einen  sehr  einfachen  Charakter 
annimmt. 

Im  Allgemeinen  giebt  es  in  jedem  Strahlsystem  nur  ein  Paar  zu 
einander  rechtwinkliger  conjugirter  Strahlen,  die  Axen  des  Strahlsystems, 
weil  es  im  Allgemeinen  bei  zwei  projectivischen  Strahlbüscheln  nur 
ein  Paar  entsprechender  rechter  Winkel  giebt.  Andererseits  dürfen  wir 
aber  zur  Bestimmung  des  Strahlsystems  zwei  Paare  conjugirter  Strahlen 
willkürlich  annehmen,  und  es  steht  uns  frei,  diese  Paare  aa,  bß  so 
anzunehmen,  dass  nicht  allein  a  und  a  zu  einander  rechtwinklig  sind, 
sondern  auch  b  und  j3,  also  ein  Strahlsystem  zu  bilden,  welches  zwei 
Paare  rechtwinkliger  conjugirter  Strahlen  hat;  ein  solches  Strahlsystem 
muss  natürlich  ein  elliptisches  sein,  weil  zwei  rechte  Winkel,  die  den- 
selben Scheitel  haben,  einander  noth wendig  trennen;  betrachten  wir 
aa  als  die  Axen  dieses  Strahlsystems,  so  ist: 

tg  (ax)  '  tg  (ag)  =  const  =  tg  {ab)  •  tg  (aß)  , 
weil  aber  ^ 

(aß)  =  (ab)  +  90^  und  tg  (aß)  =  -  ^-^^  ist,  so  folgt: 

tg  (ax)  •  tg  (ag)  =  —  1 , 

und  hieraus  ergiebt  sich  wieder,  dass  der  Strahl  5  auf  dem  conjugirteu 
Strahl  X  senkrecht  stehen  muss,  also  sämmtliche  Paare  conjugirter  StraJilen 
bilden  reckte  Winkel.  Ein  solches  besonderes  Strahlsystem,  welches 
nur  aus  rechten  Winkeln  besticht,  die  denselben  Scheitel  haben,  wel- 
ches also  nicht  nur  ein  Axenpaar,  sondern  unendlich  viele  Axenpaare 
hat,  soll  ein  circtdares  Strahlsystem  heissen  und  ist  ein  specieller 
Fall  eines  elliptischen  Strählsystems.  Wir  schliessen  also:  Wenn  ein 
Strahlsystem  zwei  Paare  rechtwinkliger  conjugirter  Strahlen  hat,  so  sind 
sämmÜiche  Paare  conjugirter  Strahlen  rechtwinJclig  m  einander  und  dos 
Strahlsystem  ist  ein  circulares  Strahlsystem. 

Zweitens  wissen  wir,  dass  jedes  Paar  conjugirter  Strahlen  eines 
hyperbolischen  Strahlsystems  zugeordnet-harmonische  Strahlen  zu  den 
Asymptoten  sind;  nehmen  wir  nun  insbesondere  die  beiden  Asymptoten, 
welche  zwei  (zusammenfallende)  Strahlenpaare  vertreten,  also  zur  Be- 
stimmimg des  Strahlsystems  gerade  ausreichen,  auf  einander  recht- 
winklig an,  so  muss  jedes  Paar  x^  mit  ihnen  gleiche  Winkel  bilden 
(S.  16);  hieraus  geht  ein  Strahlsystem  besonders  einfacher  Art  hervor, 
welches  ein  gleichseitig-hyperbolisches  Strahlsystem  heisst  und  die  charakte- 
ristische Eigenschaft  besitzt,  dass  seine  Asymptoten  zu  einander  recht- 
winklig sind,  also  mit  den  Axen  Wipkel  von  45®  bilden;  wir  konneu 
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auch  sagen:  Alle  durch  einen  Punkt  gehenden  Strahlenpaare,  welche 
zu  einem  festen  Strahl  gleich  geneigt  sind,  bilden  ein  gleichseitig- 
hyperbolisches Strahlsystem. 

Die  invölutorische  Lage  zweier  projectivischer  Gebilde  tritt  nicht 
allein  bei  gleichartigen  Gebilden  auf,  deren  Träger  zusammenfallen, 
also  bei  zwei  aufeinander  liegenden  Punktreihen  und  bei  zwei  con- 
centrischen  Strahlbüscheln,  sondern  kann  auch  bei  zwei  verschieden- 
artigen Gebilden:  einem  Strahlbüschel  und  einer  Punktreihe,  deren 
Träger  beliebig  in  der  Ebene  liegen  und  die  in  projectivischer  Be- 
ziehung stehen,  vorkommen.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  die  beiden 
Gebilde  B  {ahc  . .  .x  , ,  ^  und  Sl^  (a^biCi  . . .  j^  . . .)  derartig  liegen, 
dass  jeder  Strahl  x  des  Strahlbüschels  durch  einen  Punkt  ^^  der  Punkt- 
reihe geht,  dessen  entsprechender  Strahl  y  den  dem  Strahle  x  ent- 
sprechenden Punkt  Ji  enthält.  Dies  tritt  immer  ein,  sobald  es  nur 
einmal  eintritt,  und  es  bilden  alsdann  die  Strahlenpaare  xy  ein  Strahl- 
system, die  Punktpaare  ^^j^  ein  Punktsystem;  dieses  liegt  mit  jenem 
[»erspectivisch.  Wir  sagen  daher  Strahlbüschel  (-B)  und  Punktreihe 
(Äi)  liegen  involutorisch j  ein  Verhalten,  welches  sich  nicht  selten  bei 
geometrischen  Untersuchungen  darbietet  z.  B.  bei  Pol  und  Polare  eines 
Kegelschnitts  (§.  30). 

§.  18.     Vorkommen  von  Punktsystemen  und  Strahlsystemen  beim  voll-, 
ständigen  Viereck  und  Vierseit.    Die  Hauptsätze  der  Theorie 

der  Transversalen. 

Punktsysteme  und  Strahlsysteme  treten  bei  sehr  vielen  geo- 
metrischen Untersuchungen  auf;  zuerst  wurden  sie  bemerkt  bei  der 
Figur  des  vollständigen  Vierecks  und  Vierseits.  Sei  AB  CD  ein  voll- 
ständiges Viereck,  und  mögen  sich  die  drei  Öeitenpaare: 

BG,  DA  in  x ,  ^^^  ^4. 

CAy  DB  in  y, 
AB,  DC  in  z, 

den  drei  Diagonalpunkten,  trejBfen; 
schneiden  wir  diese  sechs  Seiten  des  ^  vt 

vollständigen  Vierecks  durch  irgend 
eine  Transversale  (beliebige  gerade 
Linie  in  der  Ebene)  und  bezeich- 
nen (Fig.  24)  die  Schnittpunkte 

des  Seitenpaars  JB(7,  DA  auf  ihr  mit  n  unda, 

CA,  DB    -       -       -     />     -     ^, 
AB,  DC    '       -       .     c     -     y, 

Steiner,  Vorlesnngen  II.    2.  Aufl.  5 
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so  ist  zunächst  identisch  das  Doppelverhältniss: 

{axCB)  =  {xaBC)        (Seite  7). 

Die  vier  Punkte  links  axCB  von  A  aus  auf  die  Transversale 
projicirt  und  rechts  xaBC  von  D  aus  projicirt  liefern  die  Gleichheit 
der  Doppelverhältnisse: 

(aabc)  =  (aaßy) ; 

auf  der  Transversale  finden  sich  also  vier  Paare  entsprechender  Punkte 
zweier  projectivischer  Punktreihen  dergestalt^  dass  die  entsprechenden 
gleichen  Strecken  aa  und  aa  verkehrt  auf  einander  fallen;  die  Punkt- 
reihen bilden  also  (Seite  49)  ein  Punktsystem,  d.  h.  aa,  bß,  cy  sind 
drei  Paare  conjugirter  Punkte  eines  Punktsystems  oder  sechs  Punkte 
in  Involution;  also  gilt  der  Satz: 

Werden  die  drei  Seitenpaare  eines  vollständigen  Vierecks  durch  eine 
helidnge  Transversale  geschnitten,  so  bilden  die  Schnittpunkte  drei  Paare  con- 
jtigirter  Punkte  eines  Punktsystems  {oder  sind  sechs  Punkte  in  Involution), 

Dieser  Satz  enthält  als  speciellen  Fall  in  sich  die  harmonische 
Eigenschaft  des  vollständigen  Yierseits  (S.  18),  denn  geht  die  beliebige 
Transversale  insbesondere  durch  zwei  Diagonalpunkte  xy,  so  werden  diese 
die  Asymptotenpunkte  des  Punktsystems  (zusammenfallende  conjugirte 
Punkte)  und  die  Schnittpunkte  des  dritten  Seitenpaares  müssen  zu  den 
Asymptotenpunkten  harmonisch  liegen  (S.  51).  Der  Satz  selbst  ist  aber 
wiederum  nur  ein  specieller  Fall  eines  allgemeineren,  den  wir  später 
finden  werden  und  bei  welchem  das  ganze  Punktsystem  zum  Vorschein 
kommt  (§.  40).  Aus  dieser  Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks 
ergiebt  sich  eine  lineare  Construdion  beliebig  vieler  Punktpaare 
eines  Punktsystems,  von  welchem  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  aa 
und  bß  gegeben  sind;  um  nämlich  zu  irgend  einem  Punkte  c  des 
Trägers  den  conjugirten  y  zu  finden,  ziehe  man  durch  c  eine  beliebige 
Gerade  und  nehme  auf  ihr  zwei  beliebige  Punkte  Ä  und  B  an;  ver- 
bindet man  A  imd  B  mit  a  und  a,  b  und  ß  und  suche  die  Schnitt- 
punkte X-4a,  Bb)  =  P  und  (Aß,  Ba)  =  Q  auf,  dann  geht  PQ  durch 
den  gesuchten  Punkt  y,  weil  ABPQ  ein  Viereck  ist,  dessen  drei 
Seitenpaare  in  sechs  Punkten  der  Involution  getroffen  werden. 

Es  drängt  sich  hierbei  die  Frage  auf,  wann  fQr  verschiedene 
Lagen  der  Transversale  das  Punktsystem  elliptisch  und  wann  es  hyper- 
bolisch wird.  Nach  dem  auf  S.  55  angegebenen  Kriterium  brauchen  wir 
bei  der  Bewegung  der  Transversale  nur  zwei  Paare  conjugirter  Punkte 
aa,  bß  zu  verfolgen  und  nachzusehen,  ob  das  eine  Paar  durch  das 
andere  getrennt  wird  oder  nicht;  hierbei  stellt  sich  nun  das  leicht 
erkennbare  Verhalten  heraus:  Solxild  ro»i  den  vier  Ecken  des  rollständigen 
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Vieretks  eine  gerade  Anzahl  m  beiden  Seiten  der  Transversale  liegt  (zwei 
oder  vier  auf  der  einen  und  ztvei  oder  Jceine  auf  der  andern)  ^  ist  das 
Punktsystem  hyperbolisch;  liegt  aber  eine  ungerade  Anzahl  zu  beiden  Seiten 
der  Transversale  (also  eine  oder  dr&i  Ecken  auf  einer  Seite  und  drei  oder 
eine  auf  der  andern),  so  ist  das  Punktsystetn  elliptisch. 

Dieses  Kriterium  gilt  indessen  nur  dann^  wenn  die  vier  Ecken 
des  Yollständigen  Vierecks  so  liegen,  dass  jede  ausserhalb  des  von 
den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet  (Fig.  24);  liegen 
sie  dagegen  so,  dass  eine  innerhalb  des  von  den  drei  andern  gebildeten 
Dreiecks  sich  befindet,  so  tritt  gerade  das  umgekehrte  Verhalten  ein: 
Liegt  eine  gerade  Anzahl  von  Ecken  zu  beiden  Seiten  der  Transversale, 
so  ist  das  Punktsystem  elliptisch  ^  liegt  eine  ungerade  Anzahl  von  Ecken 
zu  beiden  Seiten  derselben,  so  ist  das  Punktsystem  hyperbolisch*). 

Ein  besonderer  Fall  der  Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks 
fuhrt  zu  einem  Hauptsatze  der  sogenannten  Tra/nsversalen-Theorie.  Denken 
wir  uns  nämlich  eine  der  vier  Ecken  des  vollständigen  Vierecks  ins 
Unendliche  gerückt,  es  sei  D,  so  werden  die  drei  Strahlen  DA,  DB, 
JDC  parallel  und  es   bleibt  nur  das  p.^  ^j, 

Dreieck  ABC  im  Endlichen,  dessen 
Seiten  von  einer  Transversale  in  den 
I^unkten  abc  geschnitten  werden, 
während  drei  durch  die  Ecken  ABC 
in  beliebiger  Richtung  gezogene 
Parallelen  die  Transversale  in  aßy 
treffen  (Fig.  25).  Fassen  wir  nun 
die  in  §.  16  gefundene  Relation  II. 
für  sechs  Punkte  einer  Involution: 

aß .by  .  ca  =  ay .ba  .cß 


*)  Ein  Punktsystem  tritt  auch  bei  beliebig  auf  einander  gelegten  Trägem  zweier 
projectiviBcher  Panktreihen  auf,  deren  Doppelpunkte  reell  sind;  seien  nämlich  aa^ 
and  6bi  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  zweier  projectivischer  Punkt- 
reihen,  deren  Träger  zusammen  liegen,  und  g  und  ^  die  Doppelpunkte,  so  findet 
die  Qieichheit  der  Doppelverhältnisse  statt: 

=  {^9t>iOi)    (Seite  7), 

und  da  die  Strecke  g^  verkehrt  auf  die  Strecke  ^g  ^Jlt,  so  bilden  (Seite  55)  af>i, 
Ujb  und  g^  ein  Punktsystem  oder  sind  6  Punkte  in  Involution,  also: 

Sind  bei  zwei  beliebig  auf  einander  liegenden  projedivischcfi  PunJctreiheti  a 
und  Ol  f  b  und  bj  zwei  Paa/re  entsprechender  Punkte  und  g  und  i)  die  Doppelpunkte, 
so  sind  immer  die  drei  Punktpaare  abj,  ba,  wnd  g^  drei  Paare  conJugirUr 
Punkte  eines  Punktsystems  oder  sechs  Pufikte  in  Involution. 

Hieraus  folgt  insbesondere: 


68  Erster  Abschnitt.    Projectivische  Beziehung  gerader 

ins  Auge  und  ersetzen  wegen  der  Parallelität  die  Verhältnisse  der  Ab- 
schnitte auf  der  Transversale  durch  die  analogen  Verhältnisse  der  Ab- 
schnitte auf  den  Dreieckseiten: 


aß        aB      by         bC      ca 

'   ■  II  ■ •  ?_  _^__ •        I 


CÄ 


ay         aC    ba         bA  ^  cß         cB  ^ 

d.  h.  ersetzen  wir  die  Buchstaben  aßy  durch  ABC,  so  finden  wir: 

Ah  '  Bc  '  Ca  =  Ac  '  Ba  '  Ch  y 
d.  h.:  Werden  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  durch  eine  Gerade  (Trans- 
versale) in  den  PunJcten  ahc  getroffen,  so  bestimmt  jeder  Schnittpunkt 
auf  der  betreffenden  Seite  zwei  Abschnitte:  aB  und  aC,  bC  und  hA, 
cA  und  cB;  das  Prod^ict  dreier  nicht  zusammenstossender  Abschnitte  ist 
gleich  deni  Produkt  der  drei  übrigen  nicht  zusammen^tossenden  Abschnittr. 

Fassen  wir  die  vorige  Relation  in  der  Gestalt  auf: 

aB     bC     CÄ . 

1-  aC'bÄ'cB~^ 

so  drückt  jeder  Factor  das  Verhältniss  der  beiden  Abschnitte  aus, 
welche  der  Schnittpunkt  der  Transversale  und  je  einer  Seite  auf  dieser 
bildet,  und  die  Bedingung  dafür,  dass  die  drei  Punkte  a  6c  in  gerader 
Linie  liegen,  ist  die,  dass  das  Product  dieser  drei  Verhältnisse  =  l 
sei;  es  giebt  aber  auf  jeder  Seite  des  Dreiecks  noch  einen  zweiten 
Theilpunkt,  welcher  absolut  genommen  dasselbe  Verhältniss  der  Ab- 
schnitte darbietet,  seiner  Lage  nach  aber  das  entgegengesetzte  (S.  10), 
nämlich  den  jedesmaligen  vierten  harmonischen  Punkt,  welcher  dem 
Schnittpunkt  mit  der  Transversale  zugeordnet  ist,  während  die  beiden 
Ecken  der  Dreiecksseite  das  andere  Paar  zugeordneter  Punkte  sind; 
bezeichnen  wir  diese  vierten  harmonischen  Punkte  entsprechend  mit 
a^biCi  (Fig.  26),  so  haben  wir: 

*'**•  ^-  Was   nun   die   Lage   der   Punkte 

a^b^c^  betrifft,    so  sind  sie   leicht   zu 

construiren  nach  §.  8;    man  verbinde 

den  Schnittpunkt  (-4a,  JBfe)  mit  (7,  so 

^^^^:;i?^>4i  schneidet    ihre    Verbindungslinie    die 

'^"'Y>^~\  Gerade   AB  in  c^  wegen  der  Eigen- 

\.  ^^v  Schaft     des     vollständigen     Vierecks 


/«  *^        AaBb. 

tiind  aa  und  b  ß  zwei  Paare  conjugiHer  Punkte  eines  hyperbolischen  ^**kf' 
Systems,  dessen  Asymptotenpunkte  g  und  h  sind,  so  bilden  immer  die  drei  PuM- 
paare    aß,    ba  tmd  gh   eine  neue   Involution  oder  sind  drei   Punktpaare  etnes 

neuen  Punktsystems.  .,     v       t 

Hieraus  folgen  die  von  Hesse  im  63.  Bande  de«  Crelle-Borchardt -sehen  Jour- 
nal» in  dem  Aufsatae  „zur  Involution"  Seite  179.  angegebenen  Satze. 
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Es  schneiden  sich  also  Aa,  Bb,  Cc^  in  einem  Punkte , 

ebenso  Bh,  Cc,  Aa^    -        -  -        , 

Cc,  Aa^  Bh^    -        -  -        . 

Femer  liegen  cb^a^  in  einer  geraden  Linie,  weil  die  vier  von 
c  na.ch  bCb^A  gehenden  Strahlen  vier  harmonische  sind  und  daher 
auch  die  Gerade  CB  in  vier  harmonischen  Punkten  treffen  müssen; 
von  diesen  sind  drei  aCB^  der  vierte  harmonische  dem  a  zugeordnete 
i:*t  a^j  folglich  muss  der  vierte  Strahl  c\  durch  a^  gehen,  also  liegen 

c  \  a^  in  einer  Geraden , 
ebenso  ac^b^    -      -  -       , 

6  «1  q    -       -  -       ;  •      * 

endlich  schneiden  sich  auch 

Aa^  Bb^  Cci 

in  einem  Punkte  wegen  der  harmonischen  Eigenschaft  des  vollständi- 
gen Vierect:s  ABa^b^  . 

Führen  wir  in  die  Relation  1.  die  Punkte  a^b^Ci  ein  vermittelst 
der  Beziehungen  2.,  so  ergiebt  sich: 

f  aB     hC      cÄ 


aC    bA      cB 


=  1  {ab  c  in  gerader  Linie) 


IL 


aB     b,C    C.A         <    f     j  s 

a.B    h.C    cA         1/^1,^  \ 

~^  '  iTT  •  "^  ^^  —  1  (-^^1?  ^^u  C!^i  schneiden  sich  in  1  Punkte) 

^•6^-^  =  -l(^«'^^-^^  -  -       -        -     ) 

^•|^--R=-1    (^«,-B'',<^<^l  -  -  -  -        ). 

-aC      oA     c^B  \  7  ;        1  / 

Da  (Seite  9)   der  Werth  eines   solchen  Verhältnisses  — ^  positiv 

oder  negativ  ist,  je  nachdem  der  Theilungspunkt  x  ausserhalb  der 
Strecke  AB  oder  zwischen  A  und  B  liegt,  und  das  Product  dreier 
solcher  Factoren  nur  positiv  sein  kann,  wenn  keiner  oder  zwei  von 
ihnen  negativ  sind,  dagegen  negativ  ist,  wenn  einer  oder  alle  drei 
negativ  sind,  so  folgt  aus  L,  dass,  wenn  eine  gerade  Linie  die  Seiten 
eines  Dreiecks  trifft,   von   den  Schnittpunkten  entweder   keiner  oder 
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zwei  zwischen  den  Dreiecksecken  liegen  müssen,  aus  11.;  dass,  wenn 
drei  durch  einen  Punkt  und  die  Ecken  eines  Dreiecks  gehende  Strahlen 
die  Seiten  desselben  in  drei  Punkten  treffen,  entweder  nur  einer  oder 
alle  drei  zwischen  den  Dreiecksecken  liegen  müssen,  und  dass  in  beiden 
Fällen  von  den  sechs  durch  die  Theilungspunkte  auf  den  Seiten  ge- 
bildeten Abschnitten  das  Product  dreier  nicht  zusammenstosseuder 
gleich  dem  Product  der  drei  andern  ist. 

Diese  Erweiterung  des  vorigen  Satzes  gestattet  jetzt  die  Um- 
kehrung desselben,  welche  folgendermassen  lautet:  Wenn  in  den 
Seiten  eines  Dreiecks  (oder  deren  Verlängerungen)  ABC  sich  drei  Punkte 
ahc  finden f  von  solcher  BescJia/fenheity  dass  von  den  sechs  Absdmitten, 
loelche  auf*  den  Dreiecksseiten  durch  die  Punkte  abc  gebildet  werden:  aü, 
aC,  bC,  bÄ,  cÄ,  cB,  das  (absolut  genommene)  Product  dreier  nicht 
zusammenstossender  gleich  dem  Product  der  drei  andern  nicht  zusammen- 
stossenden   Abschnitte   ist,   so   liegen  entweder   die  drei   Punkte  abc   in 

gerader  Linie  (  —^  •  -r-j  •"§  =  +  !)>  sobald  von  ihnen  keiner  oder 
zwei  zwischen  den  Dreiecksecken  liegen;  oder  die  drei  Verbindungslinien 

Aa,  Bb,  Gc  schneiden  sich  in  einem  Punkte  ( ^  •  -r-j  •  ~ß  =  —  1  ) ; 

sobald  von  den  Punkten  abc  einer  oder  alle  drei  ztoischen  den  DreiecJcs- 
ecken  liegen.  In  dieser  Gestalt  liefert  der  Satz  ein  nützliches  und  oft 
angewendetes  Kriterium,  um  zu  erkennen,  ob  gewisse  drei  Punkte  in 
gerader  Linie  liegen  oder  gewisse  drei  Linien  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  und  ist  das  Fundaoient  einer  umfangreichen  und  vorzüglich 
von  französischen  Geometern  (Camot,  Brianchon,  Poncelet  u.  A*)  aus- 
gebildeten Theorie  (theorie  des  transversales).  Die  umgekehrten  Sätze 
sind  seit  langer  Zeit  bekannt  und  stammen  von  Menelaos  und  de  Ceva 
her.     Zugleich  ergiebt  sich  beiläufig  der  Satz: 

Werden  die  Seiten  eines  Dreiecks  durch  eine  Transverscde  geschnitten 
und  die  zu  den  Schnittpunkten  und  je  zwei  Dreiecksecken  zugeordneten 
vierten  harmonischen  Punkte  auf  den  Dreiecksseiten  mit  den  gegentiber- 
liegenden  Ecken  verbunden,  so  laufen  diese  drei  Linien  durch  einen  Punkt, 
und  umgekehrt:  Verbindet  man  einen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Direiecks 
mit  den  Ecken  desselben  und  construirt  zu  diesen  drei  StrcMen  den  jedes- 
maligen  vierten  harmonisch- zugeordneten  Strahl,  indem  je  zwei  Drei- 
ecksseiten das  andere  Paar  zugeordneter  Strahlen  sind,  so  treffen  die  so 
construirten  drei  Strahlen  die  gegenüberliegenden  Dreiecksseiten  in  drei 
Punkten,  welche  in  einer  Geraden  liegen. 

Dieser  Satz  ist  von  besonderem  Interesse  darum,  weil  er  eine 
eigenthümliche  (reciproke)  Zuordnung  von  sämmtlichen  Geraden  einer 
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Ebene  zu  den  Punkten  derselben  hervorruft,  worauf  hier  näher  ein- 
zugehen der  Raum  nicht  gestattet.  Es  bleibt  noch  übrig,  die  analoge 
Betrachtung  für  das  vollständige  Vierseit,  d.  h.  vier  beliebige  in  der 
Ebene  liegende  gerade  Linien  anzustellen;  da  der  Gang  der  Unter- 
suchung aber  genau  derselbe  ist,  so  genüge  es,  die  Resultate  anzu- 
geben : 

Werden  die  drei  Paar  Gegenecken  eines  vollständigen  Vierseits  d.  h. 
wenn  9[S3(£^  die  Seiten  des  vollständigen  Vierseits,  vier  beliebige 
unendUch  lange  Gerade  in  der  Ebene,  bedeuten,  die  Schnittpunkt- 
paare: 

(«,  SB)  und  (©,  S)) 

(81,®)     -     (SB,  2)) 
(«,  S))     -     (SB>e) 

mit  irgend  einem  Punkte  der  Ebene  durch  gerade  Linien  verbunden,  so 
bilden  dieselben  drei  Paare  conjugirter  Strahlen  eines  Strahlsystems  oder 
sind  sechs  Strahlen  in  Involution. 

Wenden  wir  das  oben  gegebene  Kriterium  (Seite  61)  an,  um  zu 
entscheiden,  wann  das  Strahlsystem  ein  elliptisches  und  wann  es  ein 
hyperbolisches  wird,  so  finden  wir  für  die  Lage  des  Punktes  in  dem 
einen  oder  andern  Falle  verschiedene  Regionen  der  Ebene.  Durch  die 
vier  geraden  Linien  81  SB  ©2)  wird  nämlich  die  ganze  unendliche  Ebene 
in  elf  Gebiete  zerschnitten,  von  denen  drei  einen  endlichen,  die  andern 
acht  einen  unendlich  grossen  Inhalt  haben;  von  diesen  elf  Räumen 
sind  fünf  von  solcher  Beschaffenheit,  dass,  wenn  in  ihnen  der  Punkt 
liegt,  sein  Strahlsystem  hyperbolisch  wird  (wir  haben  diese  Räume 
in  Fig.  27  mit  h  bezeichnet),  die  andern  sechs  Räume  aber  liefern 
für  jeden  in  ihnen  enthaltenen  Punkt  ein  elliptisches  Strahlsystem. 
Die  Seiten  des  vollständigen  Vierseits  trennen  die  Räume  (ä)  von 
den  Räumen  (e). 

Die  fünf  Räume  h  sind  gerade  diejenigen,  in  welche  die  drei 
Diagonalen  des  vollständigen  Vierseits   ^  ng.  27. 

hineinfallen,  während  die  sechs  Räume 
e  von  den  Diagonalen  nicht  getroffen 
werden. 

Insbesondere  kann  man  nach  solchen 
Punkten  P  in  der  Ebene  fragen,  für 
welche  das  Strahlsystem,  welches  nach  den 

drei  Paar  Gegenecken  des  vollständigen  ^^\      1\    "^^'^T^ 

Vierseits  aa,  bß,  cy  geht,  ein  circulares  ^ 

wird.     Es  giebt  im  Allgemeinen  und  hochtens  zwei  solche  Punkte  in 
der  Ebene;  denn  beschreibt  man  über  aa  und   über  bß  als  Durch- 
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messer  zwei  Kreise,  so  schneiden  sich  dieselben  in  den  gesuchten  Punkten 
P  und  P']  es  muss  also  auch  der  Kreis,  welcher  über  cy  als  Durch- 
messer beschrieben  wird,  durch  dieselben  beiden  Punkte  P  und  P' 
gehen,  weil  alle  Paare  conjugirter  Strahlen  eines  circularen  Strahl- 
systems auf  einander  rechtwinklig  sind;  hieraus  folgt,  dass  die  Mitten 
der  drei  Diagonalen  aa,  hß,  cy  eines  vollständigen  Vierseits  auf  einer 
Geraden  liegen  müssen.  Diese  Eigenschaft  bleibt  erhalten,  auch  wenn 
die  Kreise  über  aa  und  hß  als  Durchmesser  sich  nicht  treffen,  also 
die  Punkte  P  und  P'  nicht  reell  sind.     (Siehe  §.  45.) 

Fragt  mSn  nach  solchen  Punkten  P  in  der  Ebene  des  vollständigen 
Vierseits,  für  welche  das  zugehörige  Strahlsystem  ein  gleich-seitig-hyper- 
holisches  wird,  so  ergiebt  sich  als  Ort  derselben  eine  Curve  dritten 
Grades  von  besonderer  Art*). 

Lassen  wir  eine  von  den  vier  Geraden  (sei  es  2))  in  die  Unend- 
lichkeit rücken  dadurch,  dass  wir  zwei  ihrer  Schnittpunkte  ins  Unend- 
liche versetzen,  womit  die  ganze  gerade  Linie  ins  Unendliche  geht, 
also  auch  ihr  dritter  Schnittpunkt,  so  bleibt  nur  ein  Dreiseit  91  Sß 
im  Endlichen  zurück;  die  drei  Diagonalen  werden  die  durch  die  Ecken 
des  Dreiseits  zu  den  Seiten  gezogenen  Parallelen;  verbinden  wir  einen 
beliebigen  Punkt  P  der  Ebene  mit  den  Ecken  des  Dreiseits  und  ziehen 
durch  ihn  Parallele  zu  den  gegenüberliegenden  Dreiecksseiten,  so  er- 
halten wir  in  P  sechs  Strahlen  in  Involution;  bezeichnen  wir  mit  abc 
die  ersteren  drei  Strahlen  und  mit  aßy  die  letzteren,  so  gilt  nach 
§.17  11^  die  Relation: 

sin  (o/3)  sin  {hy)  sin  (ca)  =  sin  {(xy)  sin  (ba)  sin  {tß)  ; 

weil    aber    aßy    resp.   parallel   laufen   9tS3(5,    so    können    wir    auch 

schreiben: 

sin  (aS3)    sin  (b®)    sin  (cH)  _  . 


sin  (a®)    8in(bSl)    sin  (c 

und  erhalten  den  Satz: 

Verbindet  man  bei  einetn  Dreiseit  Sl^K  rfie  Eclcen  desselben  (2t,  S8) 
(35,  ©)  (ß,  %)  mit  einem  beliebigen  PunJcte  der  Ebene  durch  Strahlen 
c,  a,  b,  so  zerßllt  jeder  WinTcel  des  Dreiseits  durch  je  einen  dieser 
Strahlen  in  zwei  TheilwinTcel :  (c2l),  (cSS),  (aS),  (aß),  (bß),  (bSt);  das 
Produd  der  sinus  dreier  solcher  Theilunnkel,  deren  Schetikel  nicht  an 
einander  stossen,  ist  gleich  dem  Product  der  sinm  der  drei  übrigen. 

Die  Vervollständigung  und  Umkehrung  dieses  Satzes  lautet,  analog 
dem  Obigen,  wie  folgt: 

Wenn  durch  die  Eclcen  eines  Dreiseits  21 83 6  drei  Strahlen  abc  von 

*)  S.  Math.  Annalen.    Bd.  V.    Seite  60. 
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solcher  Beschaffenheit  gehen,  dass  von  den  seclis  Theäwinkeln,  in  welche 
die  Winkel  des  Dreiseits  durch  die  Strahlen  zerfallen:  (aS)  (aß),  (b®) 
fbÄ),  (cÄ)  (c5B)  das  Prodnct  (absolut  genommen)  der  sinus  dreier,  die 
leinen  genieinschaftlidien  Sclienkel  haben ,  gleich  dem  Product  der  sinus 
der  drei  andern  TheiltvinJcel  ist,  so  schneiden  sich  1)  entweder  die  drei 
Strahlen  a  b  c  in  einem  Punkte,  nämlich  sobald  von  den  Schnittpunkten 
i%y  a)  (93,  b)  (ß,  c)  der  Strahlen  mit  den  gegenüberliegenden  Seiten  des 
Dreiseits  einer  oder  alle  drei  zvnschen  den  Ecken  des  Dreiseits  liegen, 
oder  2)  diese  drei  Schnittpunkte  der  Strahlen  a  b  c  mit  den  gegenüber- 
l legenden  Seiten  St  S3  ©  liegen  in  einer  geraden  Linie,  sobald  von  ihfien 
keiner  oder  zwei  zunsctien  die  Ecken  des  Dreiseits  fallen. 

Es  liegt  nicht  in  unserer  Absicht,  auf  die  mannichfachen  An- 
wendungen dieser  Fundamentalsätze  der  Transversalentheorie  einzu- 
gehen, vielmehr  kam  es  nur  darauf  an,  den  Zusammenhang  derselben 
mit  der  Involution  anzudeuten  und  dadurch  auch  jene  Theorie  auf  die 
gemeinsame  Quelle  projectivischer  Beziehungen  zurückzuführen. 

ij.  19.  Besondere  Fälle  projectivischer  Beziehung :  Aehnlichkeit,  Gleichheit. 

% 

Die  perspectivische  Lage  zweier  Gebilde  gestattet  einige  beson- 
dere Annahmen,  welche  zu  besonderen  Fällen  projectivischer  Beziehung 
fuhren  und  hier  noch  erörtert  werden  müssen. 

a)  Es  kann  bei  der  perspectivischen  Lage  eines  Strahlbüschels  und 
einer  Punktreihe  der  in  §.  2  ausgeschlossene  besondere  Fall  eintreten,  dass 
der  Mittelpunkt  B  des  Strahlbüschels  in  dem  Träger  St  der  Punktreihe 
selbst  liegt;  es  treffen  alsdann  alle  durch  B  gehende  Strahlen  die 
Punktreihe  2t  in  einem  einzigen  Punkte,  dem  Punkte  B  selbst,  mit 
Ausnahme  eines  einzigen  durch  B  gehenden  Strahls,  desjenigen  näm- 
lich, welcher  mit  dem  Träger  81  der  Punktreihe  zusammenfällt;  jeder 
Punkt  der  Punktreihe  darf  als  ein  Schnittpunkt  dieses  besonderen 
^?trahles  mit  dem  Träger  der  Punktreihe  angesehen  werden,  und  die 
projectivische  Beziehung  beider  Gebilde  gestaltet  sich  in  der  eigen- 
thümlichen  Weise,  dass  allen  Strahlen  des  Strahlbüschels  ein  einziger 
Punkt  der  Punktreihe  entsprechend  ist  i^it  Ausnahme  eines  Strahls, 
welchem  sämmtliche  Punkte  der  Punktreihe  entsprechen.  Es  ist 
wichtig,  auch  ein  solches  Verhalten,  welches  bei  geometrischen  Unter- 
suchungen sich  öfters  darbietet,  als  projectivische  Beziehung  aufzufassen. 

Ebenso  kann  es  bei  der  perspectivischen  Lage  zweier  Pnukt- 
reihen  vorkommen,  dass  der  Projectionspunkt  (§.  10)  in  eine  der 
beiden  Geraden  selbst  zu  liegen  kommt;  in  diesem  Fall  werden  die 
allen  Punkten  der  jandern  Geraden  entsprechenden  Punkte  in  einem 
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Punkte  der  ersteren  (dem  Projectionspunkte)  vereinigt  sein  mit  Aus- 
nahme eines  Punktes^  des  Schnittpunktes  beider  Träger^  welchem 
wiederum  alle  Punkte  der  ersten  Geraden  als  entsprechend  angesehen 
werden  müssen.  Ebenso  ist  es  bei  der  perspectivischen  Lage  zweier 
Strahlbüschel;  wenn  der  perspectivische  Durchschnitt  (Seite  21)  durch 
einen  der  Mittelpunkte  selbst  hindurchgeht;  in  diesem  Fall  entspricht 
allen  Strahlen  des  einen  Strahlbüschels  ein  einziger  Strahl  des  andern 
mit  Ausnahme  eines  einzigen  Strahls^  dem  wiederum  sämmtliche  Strahlen 
des  andern  Strahlbüschels  entsprechen;  diese  beiden  isolirt  stehenden 
Strahlen  sind  der  perspectivische  Durchschnitt  und  die  Verbindungs- 
linie der  Mittelpunkte.  Wir  werden  später  diesem  sogenannten  j^ra- 
bolischen  Fall  projectivischer  Beziehung  öfters  begegnen. 

b)  Wenn  der  Mittelpunkt  eines  Strahlbüschels  in  die  Unendlich- 
keit rückt,  so  geht  das  Strahlbüschel  in  ein  Büschel  von  Parallellinien 
über,  welche  dieselbe  Richtung  haben;  ein  solches  Gebilde  ist  eben- 
falls als  ein  StraJübüschel  von  Parallelstrahlen  anzusehen.  Das  Doppelver- 
hältiviss  von  irgend  vier  Strahlen  ab  cd  eines  solchen  Strahlbüschels  wird 
(obgleich  die  Winkel  zwischen  je  zweien  sämmtlich  0  sind)  gleich  dem 
von  den  vier  Schnittpunkten  irgend  einer  Transversale  mit  ihnen  sein, 
und  insbesondere,  wenn  man  durch  {xy)  den  Abstand  zweier  Parallelen 
xy  bezeichnet, 

(ahcd)  =  Yc'-hd> 

WO  also  die  Abstände  an  Stelle  der  sinus  der  Winkel  treten. 

Wenn  zwei  Punktreihen  in  perspectivischer  Lage  ihren  Projections- 
punkt  im  Unendlichen  haben,  also  sämmtliche  Projectionsstrahlen 
parallel  laufen,  so  gehen  die  besonderen  Punlcte  r  und  q^  selbst  ins 
Unendliche,  denn  ein  Projectionsstrahl,  welcher  durch  den  unendlich 
entfernten  Punkt  q*  der  ersten  Punktreihe  und  durch  den  unendlich 
entfernten  Projectionspunkt  geht,  fallt  ganz  ins  Unendliche,  triflft  also 
auch  die  andere  Punktreihe  in  dem  entsprechenden  Punkte  q^,  der  im 
Unendlichen  liegen  muss;  es  fallen  also  r  und  q*  zusammen,  ebenso 
wie  x^  und  q^,  oder  die  unendlich -entfernten  Punkte  beider  Punkt- 
reihen  sind  entdeckende'^  die  Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse  ver- 
einfacht sich  in  diesem  Fall,  weil  die  entsprechenden  Puukte  q*  und 
qf  beide  unendlich  entfernt  sind;  das  Doppel verhältniss: 

(abcq*)  =  (aibiqqr) 
geht  über  in: 

ac Ot  C| 
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d.  h.  irgend  zwei  Abschnitte  auf  einer  Punktreihe  haben  dasselbe  Yer- 
hältniss  zu  einander^  wie  die  entsprechenden  Abschnitte  der  andern^ 
was  denn  auch  bei  der  perspectivischen  Lage  aus  bekannten  Elementar- 
Sätzen  der  Aehnlichkeit  folgt.  Aus  diesem  Grunde  heissen  zwei  solche 
projectiYische  Punktreihen,  bei  denen  entsprechende  Strecken  in  con- 
stantem  Yerhältniss  zu  einander  stehen,  projecHvisch-ahnliche  Punkt- 
reihen  und  haben  die  charakteristische  Eigenschaft,  dass  ihre  unendlich 
entfernten  Punkte  entsprechende  Punkte  sind;  auch  umgekehrt  sind 
zwei  projectivische  Punktreihen  immer  projectivisch-ähnlich,  sobald 
ihre  unendlich  entfernten  Punkte  entsprechende  sind.  Die  Beziehung 
zweier  projectivisch-ähnlichen  Punktreihen  ist  schon  durch  iswei  will- 
kürlich als  entsprechend  angenommene  Punktpaare  vollständig  be- 
stimmt, weil  die  unendlich-entfernten  Punkte  als  das  dritte  Paar  ent- 
sprechender Punkte  ,eo  ipso  gegeben  sind.  Es  ist  femer  zu  bemerken, 
dass,  weil  bei  zwei  projectivisch-ähnlichen  Punktreihen  die  unendlich- 
entfernten  Punkte  selbst  entsprechende  sind,  jedem  endlichen  Punkte 
der  einen  Reihe  immer  ein  endlicher  der  andern  entsprechen  muss. 
Entsprechende  gleiche  Strecken  kann  es  bei  zwei  projectivisch-ähulichen 
Punktreihen  im  Allgemeinen  niemals  geben,  weil  das  Yerhältniss 
irgend  zweier  entsprechender  Strecken  immer  dasselbe  constante  ist. 
Dies  ist  nur  ein  scheinbarer  Widerspruch  zu  unserm  allgemeinen  Re- 
sultat, dass  es  bei  zwei  projectivischen  Punktreihen  unendlich  viele 
entsprechende  gleiche  Strecken  giebt,  denn  da  hier  die  unendlich-ent- 
fernten Punkte  q*  und  qf  entsprechend  sind,  so  giebt  es  auch  hier 
in  gewissem  Sinne  entsprechende  Strecken:  q'^jr  und  q^Ei;  die  beide 
unendlich  gross  als  gleich  angesehen  werden  können. 

Es  kann  aber  vorkommen,  dass  insbesondere  das  constante  Yerhält- 
niss bei  zwei  projectivisch-ähnlichen  Punktreihen  =  1  wird,  dann 
werden  alle  entsprechenden  Strecken  einander  gleich  sein: 

ab  ==  a^bi ; 

in  diesem  Fall  heissen  die  Punktreihen  projedimsch-gleich.  Zwei  pro- 
jectivisch-gleiche  Pimktreihen  sind  also  solche,  bei  denen  je  zwei  ent- 
sprechende Strecken  einander  gleich  sind.  Für  die  perspectivische 
Lage  und  bei  beliebiger  Lage  der  Träger  muss  der  Projectionspunkt 
nicht  nur  im  Unendlichen  liegen,  sondern  einer  derjenigen  beiden 
unendlich-entfernten  Punkte  sein,  welche  in  den  Richtungen  der  Halbi- 
rungslinien  der  Winkel  zwischen  den  Trägem  liegen,  was  aus  bekannten 
Elementarsätzen  der  Congruenz  folgt.  Die  Beziehung  zweier  projecti- 
visch-gleicher  Pnnktreihen  ist  durch  ein  einziges  willkürlich  als  ent- 
sprechend  angenommenes   Punktpaar   vollständig    bestimmt,   weil  sie 
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ausserdem  die  unendlich  -  entfernten  Punkte  als  zweites  Paar  ent- 
sprechender Punkte  haben  und  irgend  ein  drittes  Paar  durch  den 
Werth  1  des  constanten  Verhältnisses  entsprechender  Strecken  erhalten 
wird,  aj  =  a^  Ji,  wobei  es  allerdings  zweifelhaft  bleibt,  ob  der  dem  j 
entsprechende  Punkt  Ji  nach  der  einen  oder  entgegengesetzten  Seite 
von  a^  liegt,  was  durch  die  alleinige  Annahme  des  Paares  aa^  noch 
nicht  bestimmt  wird. 

Werden  zwei  projectivisch-ähnliche  Punktreihen  beliebig  auf  ein- 
ander gelegt,  so  giebt  es  immer  ausser  dem  schon  vorhandenen  un- 
endlich-entfernten Doppelpunkte  noch  einen  bestimmten  zweiten  Doppel- 
punkt, dessen  Construction  auf  S.  48  angegeben  ist;  die  beiden  Doppel- 
punkte sind  also  bei  projectivisch-ähnlichen  Punktreihen,  welche  auf 
einander  liegen,  immer  reell,  mögen  die  Punktreihen  gleichlaufend 
oder  ungleichlaufend  sein. 

Werden  zwei  projßctivisch-gleiche  Punktreihen  beliebig  auf  ein- 
ander gelegt  und  sind  sie  gleichlaufend,  so  fällt  auch  der  zweite 
Dopnelpunkt  in  die  Unendlichkeit,  was  sich  aus  der  Construction  des- 
selben ergiebt,  und  keine  zwei  entsprechende  Punkte  fallen  im  End- 
lichen zusammen,  aber  es  kann  auch  vorkommen,  dass  alle  Paare 
entsprechender  Punkte  über  einander  fallen;  dies  tritt  immer  ein,  so- 
bald irgend  ein  Paar  entsprechender  Punkte,  ausser*  den  unendlich- 
entfernten, zusammenfällt.  Sind  dagegen  die  projectivisch- gleichen 
Punktreihen,  welche  auf  einander  liegen,  ungleichlaufend,  so  giebt  es 
•  ..  ausser  dem  unendlich -entfernten  Punkte  noch   einen  Doppelpunkt  im 

Endlichen,  welcher  in  der  Mitte  liegt  zwischen  allen  Paaren  ent- 
sprechender Punkte.  Zwei  solche  auf  einander  liegende  projectivisch- 
gleiche  Punktreihen,  welche  ungleichlaufend  sind,  constituiren  daher 
immer  ein  Doppel-Gebilde,  wie  es  bereits  oben  (S.  52)  als  gleichseitig- 
hyperbolisches Punktsystem  bezeichnet  worden  ist. 

Zwei  projectivisch-ähnliche  Punktreihen  können  nie  so  auf  ein- 
ander gelegt  werden,  dass  sie  ein  Punktsystem  bilden,  weil  es  bei 
ihnen  keine  entsprechende  gleiche  Strecken  von  endlicher  Länge  giebt. 

Durch  besondere  Annahme  für  die  Lage  des  Projectionspunktes 
bei  beliebiger  Lage  der  Träger  zweier  perspectivischer  Punktreihen 
kamen  wir  zu  den  angegebenen  besonderen  Fällen  ähnlicher  und 
gleicher  Punktreihen;  lassen  wir  den  Projectionspuntt  beliebig  und 
nehmen  für  die  Träger  besondere  Lagen  an,  so  erhalten  wir  dieselben 
•  speciellen  Fälle;  wenn  nämlich  die  Träger  der  beiden  Punktreihen 
einander  parallel  laufen,  so  werden  die  auf  ihnen  entstehenden  Punkt- 
reiher bei  beliebiger  Annahme  des  Projectionspunktes  projectivisch- 
ähnlich,   weil  die  unendlich-entfernten  Punkte  entsprechende  werden; 
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liegt  der  Projectionspunkt  zwischen  den  beiden  Trägem,  so  werden 
die  Punktreihen  ungleichlaufend  sein  (ihr  Richtungssinn  entgegen- 
gesetzt); liegt  er  aber  auf  derselben  Seite  von  beiden  Trägem,  so 
werden  die  Punktreihen  gleichlaufend  sein.  Liegt  endlich  bei  parallelen 
Trägem  der  Projectionspunkt  im  Unendlichen,  so  werden  die  Punkt- 
reihen projectivisch-gleich ;  es  können  aber  auch  projectivisch-gleiche 
Punktreihen  bei  parallelen  Trägem  dadurch  hervorgerufen  werden, 
dass  der  Projectionspunkt  zwischen  beiden  Trägem  gleich  weit  von 
ihnen  abstehend  angenommen  wird. 

c)  Die  perspectivische  Lage  zweier  Strahlbüschel  kann  nur  dadurch 
eine  besondere  Vereinfachung  erlangen,  dass  der  perspectivische  Durch- 
schnitt in  die  Unendlichkeit  rückt,  dadurch  werden  je  zwei  entsprechende 
Strahlen  parallel;  die  Strahlbüschel  heissen  prqjectivisch-glekh,  weil  je 
zwei  entsprechende  Winkel  gleich  sind: 

(a6)  =  (a^6J. 

Die  Strahlbüschel  haben  gleichen  Drehungssinn,  sind  gleichlaufend; 
aber  auch  bei  endlicher  Annahme  des  perspectivischen  Durchschnitts 
können  wir  projectivisch-gleiche  Strahlbüschel  erhalten,  wenn  wir 
nämlich  den  perspectivischen  Durchschnitt  in  der  Mitte  zwischen  den 
Mittelpunkten  BB^  beider  Strahlbüschel  auf  ihrer  Verbindungslinie 
senkrecht  annehmen;  dann  haben  sie  aber  entgegengesetzten  Drehungs- 
sinn, sind  ungleichlaufend.  Zwei  projectivisch-gleiche  Strahlbüschel 
sind  durch  ein  einziges  willkürlich  angenommenes  Paar  entsprechender 
Strahlen  vollständig  bestimmt,  sobald  noch  hinzugefügt  wird,  dass  sie 
gleichlaufend  oder  ungleichlaufend  sein  sollen,  was  sonst  unentschieden 
bleibt.  Haben  zwei  gleichlaufende  projectivisch-gleiche  Strahlbüschel 
irgend  ein  Paar  entsprechender  Strahlen  parallel,  so  sind  sämmtliche 
Paare  entsprechender  Strahlen  parallel,  ihre  Schnittpunkte  liegen  also 
alle  im  Unendlichen.  Die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  enthält 
aber  bei  dieser  Lage  zwei  entsprechende  Strahlen,  die  zusanmienfallen, 
folglich  sind  die  beiden  Strahlbüschel  in  perspectivischer  Lage  (Seite  25). 
Da  nun  bei  der  perspectivischen  Lage  zweier  Strahlbüschel  im  AU' 
gemeinen  immer  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  auf  einer 
Geraden  liegen,  so  halten  wir  dies  consequenter  Weise  auch  für  diesen 
ausgezeichneten  Fall  fest.  Wir  sagen  daher:  „aZfe  unendlich  entfernten  Punkte 
der  Ebene  liegen  in  einer  Geraden'%  und  nennen  diese  Gerade  G^^,  die  tm- 
endlicfhentfernte  Gerade^  sie  bedeutet  uns  nichts  anderes,  als  den  per- 
spectivischen Durchschnitt  zweier  gleichlaufender  projectivisch-gleicher 
Strahlbüschel  in  perspectivischer  Lage.  Werden  zwei  projectivisch- 
gleiche  Strahlbüschel  concentrisch  gelegt,  so  fallen,  wenn  sie  gleich- 
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laufend  sind,  entweder  gar  keine  entsprechenden  Strahlen  auf  einander, 
oder  es  fallen  sämmtliche  Paare  entsprechender  Strahlen  auf  einander, 
so  dass  also  die  Strahlbüschel  identisch  liegen. 

Stehen  irgend  zwei  entsprechende  Strahlen  bei  zwei  concentrisch 
liegenden  projectivisch-gleichen  Strahlbüscheln,  welche  gleichlaufend 
sind,  auf  einander  senkrecht,  so  stehen  alle  Paare  entsprechender 
Strahlen  auf  einander  senkrecht,  und  dies  Doppelgebilde  fallt  zusammen 
mit  dem  oben  (Seite  64)  angegebenen  circularen  Strahlsystem. 

Wenn  die  beiden  Strahlbüschel  dagegen  ungleichlaufend  sind,  so 
fallen  zwei  Paare  entsprechender  Strahlen  auf  einander;  diese  Doppel- 
strahlen sind  zu  einander  rechtwinklig  und  zwar  die  Halbirungs- 
linien.der  Winkel  irgend  eines  Paares  entsprechender  Strahlen  (xx^). 
Zwei  solche  concentrische  projectiyisch- gleiche  Strahlbüschel  con- 
stituiren  daher  immer  ein  Doppel-Gebilde,  wie  es  bereits  oben  (S.  64) 
als  gleichseitig-hyperbolisches  Strahlsystem  bezeichnet  worden  ist. 

Ein  circulares  Strahlsystem  schneidet  die  unendlich  entfernte 
Gerade  G^  in  einem  Punktsystem  Ton  ausgezeichneter  Art  und  unver- 
änderlicher Natur;  es  ist  elliptisch,  weil  das  circulare  Strahlsystem 
elliptischer  Art  ist,  und  hat  also  imaginäre  Doppelelemente.  Dieses 
ausgezeichnete  Punktsystem  ist  völlig  unabhängig  von  der  Lage  des 
circularen  Strahlsystems,  durch  welches  wir  es  uns  hervorgerufen 
dachten.  Es  besteht  aus  sämmtlichen  Paaren  unendiieh-entfemter  Punkte, 
die  in  je  zwei  zu  einander  rechtmnMigen  Richtungen  liegen,  und  seine 
beiden  imaginären  Doppelpunkte  heissen  die  beiden  imaginären  Kreis- 
punkte  im  Unendlichen,  Obwohl  sie  nicht  reell  vorhanden  sind,  so  ist 
das  Punktsystem  auf  G^^  als  dessen  Doppelpunkte  sie  erscheinen, 
völlig  reell  construirbar.  Da  dies  häufig  bei  geometrischen  Fragen 
sich  darbietet,  so  bedient  man  sich  auch  häufig  der  abkürzenden  Be- 
zeichnung der  beiden  imaginären  Ereispunkte  im  Unendlichen. 


AiilQgaben  und  Sätze. 

1«    Es  sind  gegeben  eine  gerade  Punktreihe  %  (abc  . . .)  und  ein  mit 
derselben  projectivisches  Strahlbüschel  B  (abc .  . .);  es  soll 

a)  eine  Transversale  in  der  Ebene  gezogen'  werden,  welche  das 
Büschel  in  einer  mit  der  gegebenen  gleichen  Punktreihe  schneidet. 

b)  ein  Punkt  in  der  Ebene  gefunden  werden,  so  dass  ein  von 
ihm  aus  durch  die  Pimktreihe  gelegtes  Strahlbüschel  mit  dem 
gegebeneu  (B)  gleich  sei. 
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c)    die  Anzahl  der  möglichen  Lösungen  und  ihre  Beziehung  zu 
einander  untersucht  werden. 

2.  Sind  vier  harmonische  Strahlen  ahcd  gegeben^  also  das  Doppel- 

yerhältniss: 

{ahcd)  =  —  1 , 

und  ist  m  ein  Halbirungsstrahl  des  Winkels  (a,  6)  zwischen  zwei 
zugeordneten  Strahlen,  so  gelten  ausser  den  bekannten  Relationen 
noch  folgende  andere: 

sin  (ca)  •  sin  (c6)  =  y  tg  {cd)  •  sin  2{cni) 

sin  {da)  •  sin  (rffc)  =  —  tg  {de)  •  sin  2{dm) 

sin  {ca)  sin  (c6)  -|-  sin  {da)  sin  {db)  =  sin*  {cd)  •  cos  {ab) 

sin  (mc)  sin  (md) coa  {mc)  cos  (wci)  /    ,n 

sin*  (wa)  cos*  (ma)  ^      '^ 

sin  {ab)  •  sin  (cd)  =  2  •  sin  {cb)  sin  (arf) 

Halbirt  der  Strahl  m  den  Winkel  {ab)  und  der  Strahl  «  den 
Winkel  {cd),  so  gilt  die  Relation: 

cos  {ab)  .'cos  {cd)  ==  cos  2(i»n)  . 

3.  Ist  ein  Dreieck  ABC  gegeben  und  ein  beliebiger  Punkt  P  der 
Ebene,  so  bestimmen  die  Durchschnittspunkte: 

{PA,  BC)  =  A,         {PB,  CA)  =  B,         {PC,  AB)  =  C, 

ein  neues  Dreieck  A^B^^C^]  nimmt  man  einen  beliebigen  neuen 
Punkt  P|  an  und  bestimmt  die  Schnittpunkte: 

dann  liegt  das  Dreieck  A^B^C^  mit  dem  anfanglichen  J.jS (7  per- 
spectivisch,  d.  h.  es  schneiden  sich  AA^,  BB^,  CC2  in  einem  Punkte. 

4.  Sind  irgend  5  Punkte  in  der  Ebene  gegeben:  abcde  und  man  be- 
stimmt die  Schnittpunkte: 

{cd,  be)  =  a  y    {ad,  ce)  =  ß ,    {bd,  ae)  =  y  , 

so  sehneiden  sich  die  drei  Strahlen  aa,  bß,  cy  in  einem  Punkte  0. 
Durch  YertauBchung  der  gegebenen  fünf  Punkte  unter  einander 
erhält  man  mehrere  solche  neue  Punkte  0,  deren  Lage  zu  unter- 
suchen ist. 

5.  Sind  die  3  Paar  Gegenecken  eines  vollständigen  Vierseits  aa,  bß, 

cy,  so  .besteht  zwischen  den  Entfernungen  derselben  von  einander 

folgende  inyolutorische  Relation: 

ab  -aß         ac  '  ay 
ab ' aß        ac  '  ay 
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6.  Sind  aa,  bß,  cy  irgend  drei  Paare  conjugirter  Punkte  eines 
geraden  Punktsystems  (einer  Involution),  so  gilt  folgende  Bezie- 
hung zwischen  Doppelverhältnissen : 

(^aabc)  •  (ßbca)  •  (ycab)  =  — '1 
(aaßy)  •  {bßya)  •  (cyaß)  =  —  1  . 

7.  Sind  irgend  5  Gerade  in  der  Ebene  gegeben:  abcde,  so  wird  jede 
durch  die  vier  übrigen  in  vier  Punkten  geschnitten,  welche  ein 
bestimmtes  Doppelverhältniss  besitzen ;  bezeichnen  wir  eiu  solches 
durch  die  Zusammenstellung  der  Buchstaben  der  vier  schneidenden 
Geraden,  indem  wir  die  geschnittene  Gerade  fortlassen,  so  gilt 
die  Beziehung: 

(abcd)  .  (abde)  .  (abec)  =  1 

und  ähnliche,  welche  aus  der  Vertauschung  der  Geraden  unter 
einander  hervorgehen.  Geht  eine  der  Geraden  a  oder  b  in  die 
Unendlichkeit,  so  giebt  diese  Beziehung  den  bekannten  Satz  der 
Transversajentheorie  von  Menelaos. 

8.  Ist  ein  beliebiges  Punktsystem  (x,  |)  gegeben,  und  man  nimmt 
von  irgend  einem  festen  Punkte  o  des  Trägers  allemal  den  zu- 
geordneten vierten  harmonischen  Punkt  ^  zu  x  und  S,  dann  erhält 
man  eine  einfache  Pimktreihe  (j);  für  verschiedene  Annahmen  von 
0  erhält  man  verschiedene  Punktreihen,  die  alle  mit  einander  pro- 
jectivisch  sind,  insbesondere  auch,  wenn  o  in  die  Unendlichkeit 
verlegt  wird,  projectivisch  mit  der  von  den  Mitten  zwischen  sämmt- 
liehen  Paaren  conjugirter  Punkte  gebildeten  Punktreihe. 

9.  Werden  zwei  feste  Kreise  von  einem  veränderlichen  dritten  recht- 
winklig geschnitten,  so  ist  das  Doppelverhältniss  zwischen  den 
vier  Schnittpunkten  auf  dem  schneidenden  Kreise  von  constantem 
Werthe.  (Unter  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten  eines  Kreises 
versteht  man  das  Doppelverhältniss  eines  Strahlbüschels,  dessen 
Mittelpunkt  in  die  Peripherie  des  Kreises  hineinverlegt  wird  und 
dessen  Strahlen  nach  den  vier  Peripheriepunkten  des  Kreises  hin- 
gehen.) Welche  geometrische  Bedeutung  hat  der  Werth  dieses 
constanten  Doppelverhältnisses? 

10.  Werden  zwei  projectivische  Pimktreihen  8t  und  Sl^  mit  ihren  Trägern 
beliebig  auf  einander  gelegt,  so  ist  jeder  Punkt  der  beiden  vereinigten 
Träger  doppelt  aufzufassen  als  j  und  ^i,  dem  einen  und  dem 
andern  Träger  angehörig;  in  diesem  doppelten  Sinne  entsprechen 
ihm  zwei  verschiedene  Punkte  J^  und  l);  man  bestimme  zu  diesen 
dreien  den  vierten  harmonischen,  dem  anfiinglichen  j  (^,)  zu- 
geordneten Punkt  S;  dann  beschreiben,  während  der  erste  Punkt 
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den  ganzen  Träger  durchläuft;  die  Punkte  J  und  |  ein  Punkt- 
system, dessen  Asymptotenpunkte  zusamipenfallen  mit  den  Doppel- 
punkten der  beiden  aufeinander .  liegenden  projectivischen  Punkt- 
reihen.  Hierdurch  wird  die  Ermittelung  der  Doppelpunkte  bei 
zwei  beliebig  auf  einander  gelegten  projectivischen  Punktreihen 
zurückgeführt  auf  die  Ermittelung  der  Doppelpunkte  (Asymptoten- 
punkte) eines  Punktsystems.     S.  43. 

11.  Werden  zwei  projectivische  Punktreihen  mit  ihren  Trägem  %  und 
Stj  beliebig  auf  einander  gelegt,  und  geht  man  von  irgend  einem 
Punkte  a  der  ersten  aus,  sucht  den  entsprechenden  Punkt  a^, 
welcher  als  dem  ersten  Träger  angehorig  h  Jieisse;  sodann  sucht 
man  zu  b  den  entsprechenden  Punkt  b^  auf,  welcher  auf  dem 
ersten  Träger  c  heisse  u.  s.  f.;  so  nähert  man  sich  bei  dieser  bis  ins 
Unendliche  fortgesetzt  gedachten  Operation  einem  Doppelpunkte 
der  beiden  zusammenliegenden  Gebilde,  falls  dieselbe  reelle  Doppel- 
punkte besitzen;  wäre  man  von  einem  Punkte  der  zweitefn  Punkt- 
reihe ausgegangen,  so  wurde  man  auf  dieselbe  Weise  zu  dem  zweiten 
Doppelpunkte  gelangen.  Wohin  führt  aber  die  Operation,  wenn 
die  Doppelpunkte  imaginär  sind? 

12.  Es  kann  vorkommen,  dass  die  in  der  vorigen  Aufgabe  beschrie- 
bene Operation  nach  n-maligem  Fortgange  wieder  zu  dem  anfang- 
lichen Punkte  zurückführt,  also  eine  endliche  geschlossene  wird. 
Findet  dies  einmal  statt,  so  trifft  es  immer  ein  nach  nmaligem 
Fortschreiten,  von  welchem  Anfangspunkte  man  auch  ausgehen 
mag;  es  kann  ,aber  nur  eintreten,  wenn  die  Punktreihen  gleich- 
laufend sind,  also  die  Potenz  der  projectivischen  Beziehung  negativ 
ist  (=  —  p^)  und  die  Durchsclmittspunkte  der  Parallelstrahlen 
(r  und  q^)  um  ein  solches  Stück  J  =»  rq^  von  einander  abstehen; 
dass 


d  =  2p  cos 


vn 
n 


ist,  wo  n  die  gegebene  Anzahl  der  Punkte  des  in  sich  zurück- 
kehrenden Cyclus,  V  eine  zu  n  relative  Primzahl  (im  einfachsten 
Falle  1)  und  x  die  halbe  Kreis-Peripherie  bedeutet. 

Für  n  =  2  und  v  =  1  haben  wir  die  Bedingung  d  =  0 
d.  h.  den  Fall  der  gewöhnlichen  Involution  oder  des  Punktsystems. 

Für  n  =  3  und  v  =  1  haben  wir  unendlich  viele  Tripel  von 
Punkten,  so  dass  in  jedem  Tripel  immer  ein  Punkt  die  beiden 
andern  im  doppelten  Sinne  zu  den  ihm  entsprechenden  hat;  die 
Bedingung  für  diese  Lage  (d  =  p)  ist  die,  dass  r  mit  g^  und  q^ 
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mit  9  zusammenfallt;  jedes  Tripel  der  Art  bildet  mit  den  beiden 
imaginären  Doppelpunkten  ein  äquianliarmonisches  System  von 
fönf  Punkten.   (S.  63.) 

13.  Hat  man  zwei  projectivische  Strahlbüschel  von  je  vier  Strahlen: 

(ahcd)  und  («i&iCidi)  * 

in  perspectivischer  Lage,  so  durchschneiden  sich  die  Projections- 
strahlen  ausser  in  den  Mittelpunkten  des  Büschels  und  in  den 
vier  Punkten  des  perspectivischen  Durchschnitts  aa^y  h\,  cc^^  dd^ 
noch  in  12  andern  Punkten,  deren  Lage  so  beschaflFen  ist,  dass 
die  vier  Verbindungslinien: 

(a?>i,  cdy)     {ffiby  Cid)     ((i^Ci,  hd^)     {a^c,  \d) 

durch  einen  und  denselben  Punkt  des  j^erspectivischen  Durchschnitts 
laufen;  ebenso  gehen  die  Verbindungslinien: 

{a\,  de,}     {a,h,  d,c)     {he,,  ad,)     {h,e,  a,d) 

durch  einen  und  denselben  neuen  Punkt  des  perspectivischen  Durch- 
schnitts und  endlich  die  vier  Verbindungslinien: 

(a^i,  dh,)     {(1,0,  dyh)     (bc,,  da,)     (fcjC,  d,a) 

durch    einen   dritten   Punkt    des    perspectivischen   Durchschnitts. 
•  Welche  geometrische  Bedeutung  haben  diese  drei  Punkte? 

14.  Von  den  vier  Kreisen,  welche  die  Seiten  eines  ebenen  Dreiecks 
berühren,  haben  je  zwei  noch  eine  vierte  gemeinschaftliche  Tan- 
gente, welche  dreimal  als  äussere,  dreimal  als  innere  gemein- 
schaftliche Tangente  auftritt;  diese  (>  Geraden  laufen  dreimal 
paarweise  parallel  mit  den  Seiten  desjenigen  Dreiecks,  welches 
von  den  Höhenfusspunkten  des  ursprünglichen  gebildet  wird  und 
zwar  sind  jedesmal  eine  äussere  und  eine  innere  gemeinschaftliche 
Tangente  parallel. 

Diese  vierten  gemeinschaftlichen  Tangenten  enthalten  12  Be- 
rührungspunkte; auf  jedem  der  vier  Kreise  liegen  je  drei  und 
bilden  allemal  ein  Dreieck,  welches  mit  dem  ursprünglichen  ähn- 
lich und  ähnlichliegend  ist. 

Von  den  vier  Kreisen  haben  je  zwei  eine  Dreiecksecke  zum 
Aehnlichkeitspunkt,  also  ausserdem  noch  einen  zweiten  Aehnlich- 
keitspunkt.  Diese  6  neuen  Aehnlichkeitspunkte  zerfallen  in  drei 
äussere  und  drei  innere  und  liegen  zu  je  dreien  auf  vier  geraden 
Linien,  indem  einmal  die  drei  äusseren  und  dreimal  ein  äusserer 
mit  zwei  inneren  Aehnlichkeitspunkten  auf  je  einer  Geraden  liegt. 

Von  den  vier  Kreisen  haben  je  zwei  eine  Potenzlinie  und 
diese  6  Potenzlinien   schneiden   sich  zu  je  dreien  in  vier  Potenz- 
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punkten.  Diese  vier  Potenzpunkte  bilden  ein  solches  Viereck, 
da8&  jeder  von  den  vier  Punkten  der  Höhenpunkt  des  von  den 
drei  übrigen  gebildeten  Dreiecks  isi  Die  vier  Kreismittelpunkte 
bilden  ein  ähnliches  und  ähnlich-liegendes  (inverse-liegendes)  Vier- 
eck, dessen  lineare  Dimensionen  doppelt  so  gross  sind,  als  die 
des  vorigen. 

15.  Sind  ABC  die  Mittelpunkte,  a,  h,  c  beziehlich  die  Radien  dreier 
Kreise  eines  Büschels  (mit  reeller  oder  ideeller  gemeinschaftlicher 
Secante),  so  besteht  zwischen  den  Abständen  der  Mittelpunkte 
und  den  Radien  die  Beziehung: 

/.B  5«  (j9 

"i     tt/T     WÄ  "T  7T~A     n  »  ^'^  ^  • 


AB.AC    •    BC.BA    »    CA.CB 

Iß.  Werden  die  Seiten  6c,  ca.,  ah  eines  Dreiseits  von  einer  beliebigen 
Geraden  ®  in  den  Punkten  a,  ß^y  getroffen,  verbindet  man 
letztere  mit  einem  beliebigen  vierten  Punkte  d  durch  die  Strahlen 
daj  dß,  dy  und  nimmt  in  ihnen  drei  beliebige  Punkte  beziehlich 
^1}  ^if  ^1  ^^f  so  treffen  die  Dreiecksseiten  h^c^j  ^1^19  ^i^i  die 
Gerade  @  in  drei  solchen  Punkten  a^,  ß^,  y^,  dass  aa^y  bßi,  cy^ 
sich  in  einem  Punkte  d^  schneiden.  Denkt  man  sich  die  Ebene 
als  doppelt  und  dreht  die  eine  Ebene  mit  den  accentuirten  Buch- 
staben um  die  Schnittlinie  @  aus  der  andern  heraus,  so  erhält 
man  zwei  Tetraeder  ah  cd  und  a^h^c^d^,  deren  jedes  dem  andern 
gleichzeitig  ein-  und  umbeschrieben  ist.  Die  drei  Paare  von 
Punkten  ««,,  ßßi,  yy^  in  der  Geraden  @  gehören  einem  Punkt- 
systeme an. 

17.  Wenn  man  von  drei  reellen  Elementen  ahc  eines  einfachen  Ge- 
bildes (einer  geraden  Punktreihe  oder  eines  ebenen  Strahlbüschels) 
zwei  cyclische  Vertauschungen  bildet  und  dieselben  projectiviöch 
setzt,  so  haben  diese  beiden  projectivischen  Gebilde  zwei  imaginäre 
Doppelelemente  iiy,  die  als  die  Doppelelemente  einer  elliptischen  In- 
volution auftreten,  welche  wir  §.17  construirt  haben.  Solche  fünf 
Elemente  heisseu  ein  äquianharmonisches  System  (S.  63).  Wenn 
man  anstatt  von  drei  reellen  Elementen  ahc  von  einem  reellen  a 
und  einem  Paar  conjugirt-imaginärer  Elemente  hc  ausgeht,  welche 
man  durch  eine  gegebene  elliptische  Involution  (mit  imaginären 
Doppelelementen)  vertreten  sich  denkt,  so  lässt  sich  ebenfalls 
fragen  nach  solchen  Doppelelementen  n\,  welche  mit  den  cyclisch 
vertauschbaren  ahc  ein  äquianharmonisches  System  bilden.  In 
diesem  Falle  können  n'j  auch  reell  sein.  Wie  construirt  man 
diese  Doppelelemente  ii^  oder  die  sie  vertretende  (hyperbolische 
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oder  elliptische)  Involution?  Ist  umgekehrt  von  den  drei  cyclisch- 
vertauschbaren  Elementen  eines  äquianharmonischen  Systems  ein 
reelles  Element  a  und  sind  ausserdem  die  beiden  als  reell  an- 
genommenen Dpppelelemente  i/\  gegeben,  dann  müssen  he  eon- 
jugirt-imaginär  sein  und  werden  gefunden  durch  die  cubischeii 
Wurzeln  der  positiven  Einheit;  setzen  wir  die  Doppel  Verhältnisse: 

(ü,a6)  =  i/        (ü,«c)  =  y, , 
so  sind  y  und  ^i  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

Wie  lässt  sich  die  elliptische  Involution  reell  construiren,  deren 
imaginäre  Doppelelemente  h  und  c  sind?   • 

18.  Werden  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  von  einer  beliebigen 
geraden  Transversale  ^  beziehlich  in  ahc  getroffen  und  man  con- 
struirt  auf  jeder  Dreieckseite  den  vierten  harmonischen  dem 
Schnittpunkte  zugeordneten  Punkt  aVc^  so  treffen  sich  bekannt- 
lich aa\  hVy  cc  in  einem  Punkte  S.  Zieht  man  von  irgend  einem 
Punkte  P  aus  die  Strahlen  Pa  PV  Pc  ^  welche  der  Transversale 
2  in  aVc  begegnen,  so  schneiden  sich  auch  aa  ^  fe6",  cc"  in 
einem  Punkte  Q  und  es  liegen  PQB  auf  einer  Geraden. 

19.  Werden  die  drei  Seitenpaare  eines  vollständigen  Vierecks  von 
einer  beliebigen  geraden  Transversale  £  in  den  Punktpaaren  aa^ 
hß,  cy  getroffen  und  man  construirt  zu  diesen  sechs  Schnitt- 
punkten auf  jeder  Seite  die  zugeordneten  vierten  harmonischen 
Punkte  a  «',  i'/S',  cy\  so  schneiden  sich  «'«',  6'/J',  cy  in  einem 
Punkt  S,  Ausserdem  liegen  diese  Punkte  zwölfmal  zu  je  dreien 
auf  einer  Geraden  z.  B.  aHy^  ^'ft/>  «'6'c,  ach  u.  s.  w.  Welche 
Beziehung  haben  diese  12  Geraden  zu  einander?  Verbindet  man 
einen  beliebigen  Punkt  P  mit  den  sechs  Punkten  a  «',  &'/}',  cy 
durch  Strahlen,  welche  die  Transversale  S  in  sechs  neuen  Punkten 
a' a\  6"/3",  c"y'  treffen,  so  schneiden  sich  die  6  Verbindungs- 
linien a  a\  a"tt\  6'j8",  6"/3',  cy" ,  c"y  in  einem  Punkte  Q  und 
die  drei  Punkte  PQS  liegen  auf  einer  Geraden,  so  dass  P  und 
Q  harmonisch  getrennt  werden  durch  S  und  S. 

20.  In  einem  geradlinigen  Dreieck  ABC  seien  ahc  beziehlich  die 
Mitten  der  Seiten  und  a^h^c^  die  Fusspunkte  der  Hohen,  welche 
sechs  Punkte  bekanntlich  auf  dem  i^cuerftacÄ'schen  Kreise  0 
Hegen;  sei  femer  H  der  Höhensohnittpunkt  und  M  der  Mittel- 
punkt des  umschriebenen  Kreises;  bestimmt  man  die  Schnitt- 
punkte der  Verbindungslinien: 
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(bCi ,  cbi)  =  a        (hc y  b^c^)  =  «^ 

{a\  ,  bay)  =  y         {ab,  a^  =  y^ , 

so  liegen  die  drei  Punkte  aßy  auf  der  Geraden  HM  und  die  drei 
Strahlen  Aa^y  Bß^,  Cy^  stehen  auf  HM  senkrecht.    Ferner  liegen 

Aa  ß^yi  auf  einer  Geraden , 

^ßYi^i     '        -  -        , 

Cy^ißi    '      -         -      ; 

die  drei  Strahlen  aa^,  bß^,  cy^  schneiden  sich  in  einem  Punkte  P, 

Die   beiden   Punkte   P  und   Q   liegen    auf   dem   Feuerbadi^schen 

Kreise  (0); 

die  drei  Schnittpunkte:  (-BC,  ß lYi)  =  Ci 

{CA,y,a,)  =  b 

(Ali ,  a,ß,)  ==  c 
liegen  mit  P  und  Q  auf  einer  Geraden;       '  * 
die  drei  Schnittpunkte:  (61  Cj,  jS^yj) 

K«i^  yi«i) 

i^Ay^ißi) 

liegen  auf  einer  Geraden ;  die  durch  H  geht  und 
die  drei  Schnittpunkte:     (bc,  ß^^yi) 

(ca^y^ai) 

(ab,  «i/Ji) 
liegen  auf  einer  Geraden  ^  die  durch  den  Schwerpunkt  S  des  Drei- 
ecks ABC  hindurchgeht  u.  s.  w. 
21.   Wenn  sich  drei  Kreise  (a)  (b)  (o^  paarweise  apisschliessend  be- 

'rühren: 

(6)  und  (c)  im  Pmikte  a 

ic)    -    («)   -        -       ß 
(a)    -    (&)    -         -       y 

und  man  zieht  die  Secanten: 

ßy,    ya,    aß, 
welche  den  Kreisen  ausserdem  in  den  Paaren  von  Punkten: 

ßy,  y  a  ,  a  ßi 
begegnen^  so  giebt  es  drei  neue  E[reise,  welche  die  gegebenen  paar- 
weise in  den  drei  letzten  Punktpaaren  berühren.  Diese  drei  neuen 
Kreise  sind  gleich  gross  und  haben  zum  Radius  die  Summe  der  Radien 
der  drei  gegebenen  Kreise.  Welche  Modificationen  erleidet  dfer  Satz, 
wenn  die  paarweise  Berührung  der  drei  gegebenen  Kreise  nicht 
immer  eine  ausschliessende  ist? 


Zweiter  Absclinitt. 

Der  Kegelschnitt  als  Erzeugniss  projectivischer  Gebilde. 


§.  20.    Zwei  projectlvische  Punktreilieii  in  allgemeiner  La^e. 

Nachdem  wir  in  dem  ersten  Abschnitt  aus  der  perspectivischeii 
Lage  zweier  Gebilde  nicht  nur  das  Wesen  ihrer  projectivischeii  Be- 
ziehung abgeleitet,  sondern  auch  besondere  Elemente  und  eigenthüm- 
liche  Verbindungen  derselben  genau  untersucht  haben ,  gehen  wir 
nunmehr  dazu  über,  zwei  projectivische  Gebilde  in  allgemeiner,  d.  h. 
nicht  perspectiyischfr  Lage  zu  betrachten  und  zwar  zunächst  zwei  pro- 
jectivische Punktreihen.  Während  bei  der  perspecti vischen  Lage  zweier 
projectivischer  Punktreihen  sämmtliche  Projectionsstrahlen  durch  einen 
festen  Punkt,  den  Projectionspunkt,  laufen,  werden  bei  allgemeiner 
Lage  die  Projectionsstrahlen,  d.  h.  die  Verbindungsstrahlen  entsprechender 
Punkte  der  beiden  Punktreihen,  nicht  mehr  durch  einen  und  denselben 
Punkt  laufen,  vielmehr  in  gewisser  Weise  die  Ebene  erfüllen,  und  das 
allgemeine  Gesetz,  welchem  dieses  Chaos  von  Strahlen  unterworfen 
ist,  werden  wir  nmimehr  zu  erforschen  haben. 

Hierzu  bedarf  es  einer  einfachen  Construction,  um  beliebig  viele 
Projectionsstrahlen  herzustelle» ;  wir  haben  bereits  oben  (Seite  22)  eine 
Construction  angegeben,  durch  welche  aus  drei  gegebenen  Paaren 
entsprechender  Punkte,  die  zur  Bestimmung  projectivischer  Beziehung 
erforderlich  sind,  beliebig  viele  andere,  also  beliebig^  viele  Projections- 
strahlen durch  blosses  Ziehen  von.  geraden  Linien  ermittelt  werden 
können;  diese  Construction  enthielt  noch  eine  gewisse  Willkürlichkeit, 
welche  passend  benutzt  zu  ihrer  Vereinfachung  dient.  Seien  abc  und 
ttib^Ci  drei  Paare  entsprechender  Punkte  der  gegebenen  Punktreihen  SLÄj 
und  bezeichnen  wir  die  Projectionsstrahlen  aa^,  bb^,  CCj  resp.  durch 
ahc]  sei  ein  beliebiger,  noch  zu  ermittelnder,  vierter  Projectionsstrahl 
EEi  oder  x,  und  bezeichnen  wir  die  Schnittpunkte: 

so  werden  die  vier  Strahlen  jBa,  £b,  J5c,  JSj  mit  den  vier  Strahlen 
JB^Qi,  -Bibi,  J5iCi,  Bill  projectivisch  sein  müssen,  und  da  diese  beiden 
Strahlbüschel    {B)(B^)    in    der    Verbindungslinie    ihrer  Mittelpunkte 
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(BfBi)  =^  zwei  eutäprechende  Strahlen  vereinigt  haben,  so  liegen  sie  per- 
spectivisch,  also  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  auf  einer  Ge- 
raden (ihrem  perspiecti vischen  Durchschnitt),  d.  h.  die  Schnittpunkte: 

auf  einer  Geraden.  Es  fallt  aber  Bb  mit  Bh^  zusammen  (Fig.  28), 
also  der  Punkt  (JB6,  JB^b^)  ist  der  Punkt  b^  und  B^c^  fällt  mit  B^c 
zusammen,  also  (jBc,  B^C^)  ist  C; 
der  perspectivische  Durchschnitt 
jener  beiden  Strahlbüschel  (B) 
{B^)  ist  also  die  Verbindungs- 
linie cbi;  es  schneiden  sich  daher 

Ba        B^ai        c\ 

in  einem  Punkte  |.  Um  nun 
umgekehrt  einen  beliebigen  Pro- 
jectionsstrahl  x  zu  construiren, 
hal)en  wir  irgend  einen  Punkt  5 
der  Verbindungslinie  cbj  mit  a 

und  ttj  zu  verbinden;  trifft  ag  den  Projectionsstrahl  h  in  B  und  a^l 
den  Projectionsstrahl  c  in  JB^,  so  ist  BB^  ein  vierter  Projections- 
strahl X.  Hierdurch  wird  es  leicht,  beliebig  viele  Projectionsstrahlen 
zu  construiren;  lassen  wir  den  Punkt  g  die  ganze  Linie  cb^  durch- 
wandern, so  erhalten  wir  sämmtliche  Projectionsstrahlen;  gelangt  | 
insbesondere  nach  c,  so  erhalten  wir  als  Projectionsstrahl  den  Träger 
9  der  einen  gegebenen  Punktreihe  selbst;  gelangt  §  nach  6^,  so  tritt 
der  Tr^er  %j^  der  andern  Punktreihe  als  Projectionsstrahl  auf.  Die 
Träger  der  leiden  gegä)€nm  Punktreihen  sind  also  selbst  PrcjectionsstraJdcn, 
Zugleich  erkennen  wir,  indem  wir  den  Punkt  |  die  ganze  Gerade  cb^ 
durchlaufen  lassen,  dass  die  Strahlen  ag  und  a^l  zwei  perspectivische 
Strahlbüschel  besclireiben,  folglich  die  Punkte  B  und  B^^  auf  den 
beiden  Geraden  b  und  c  zwei  pirojectivische  Punktreihen  bilden; 
die  Projectionsstrahlen  b  und  c  werden  also  von  sämmtlichen  Pro- 
jectionsstrahlen X  in  zwei  projectivischen  Punktreihen  geschnitten, 
gerade  so,  wie  die  Träger  der  beiden  ursprünglich  gegebenen  Punkt- 
reihen selbst;  da  aber  an  Stelle  der  Projectionsstrahlen  b  und  c  irgend 
zwei  andere  treten  können,  für  die  dasselbe  gelten  muss,  so  haben 
wir  das  wichtige  Resultat  gefunden:  Die  Gesammtheit  der  PrqjectionS" 
atrahlen  (Verbindimgslinien  entsprechender  Punkte)  zweier  prqj&tivischer 
Punktreihen  trifft  irgend  zwei  unter  ihnen  allemal  in  zwei  projectivischen 
Puhktreihen.  Hierdurch  verlieren  die  Träger  der  ursprünglich  gegebenen 
beiden  Punktreihen,  welche  selbst  Projectionsstrahlen  sind,  ihre  her- 
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vorragende  Stellung  und  treten  in  die  Gesammtheit  aller  übrigen  Pro- 
jectionsstrablen  ein;  denn  es  steht  uns  jetzt  frei,  irgend  zwei  andere 
Projectionsstrahlen  als  Träger  zweier  neuen  erzeugenden  Punktreihen 
aufzufassen,  welche  auf  ihnen  durch  die  Gefsammtheit  der  Projections- 
strahlen fixirt  werden. 

Es  ergiebt  sich  femer,  dass  die  Gesatmntlieit  der  Projectionsstrahlen 
durch  irgend  fünf,  die  mÜkiirlich  angenommen  icerden  dürfen,  vollständig 
bestimmt  ist]  denn  man  kann  von  diesen  fünf  Geraden  zwei  als  die 
Träger  zweier  erzeugenden  Punktreihen  und  die  drei  andern  als  drei 
Projectionsstrahlen  auffassen,  welche  drei  Paare  entsprechender  Punkte 
auf  jenen  fixiren;  hierdurch  ist  dann  die  ganze  projectivische  Bezie- 
hung dör  beiden  Punktreihen  bestimmt.  Welche  von  den  fünf  Ge- 
raden wir  als  Träger  auffassen  wollen,  bleibt  ganz  willkürlich. 

Die  obige  Construction  eines  beliebigen  Projectionsstrahls  x 
drückt  andererseits  eine  Bedingung  ewischen  irgend  sechs  aus  der  Gc- 
sammtheit  der  Projectionsstrahlen  aus.  Die  sechs  Projectionsstrahlen 
bilden  nämlich  ein  einfaches  Sechsseit,  von  dem  die  Punkte  atB^ 
B\(i^  als  Ecken  (d.  h.^ Schnittpunkte  zweier  Seiten)  aufgefasst  werden 
können  (s.  Steiner  s  syst.  Entw.  geom.  Gest.  S.  72),  indem  wir  die 
Seiten  der  Reihe  nach  so  durchlaufen,  dass  die  Ecken  acJS^jBbia, 
einander  folgen;  die  drei  Verbindungslinien: 

Ba      B^a^      c\, 

welche  nach  dem  Obigen  sich  in  einem  Punkte  schneiden  müssen, 
erscheinen  als  Verbindimgslinien  gegenüberliegender  Ecken  dieses 
Sechsseits  (der  ersten  und  vierten,  zweiten  und  fiinften,  dritten  und 
sechsten  Ecke),  und  wir  können  demnach  folgende  Bedingung  zwischen 
irgend  sechs  Projectionsstrahlen  aussprechen: 

Werden  irgend-  sedis  PrqjectionsstraJden  als  ein  einfaches  Sechsseit 
aufgefasst,  so  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien  der  gegenüber- 
liegenden Ecken  äessdben  (Hauptdiagonalen)  in  einem  Punkte.  {Brian- 
cÄon'scher  Satz.) 

Aus  den  sechs  Projectionsstrahlen  lässt  sich  auf  sechzig  verschiedene 
Arten  ein  einfaches  Sechsseit  herstellen;  auf  die  eigenthümlichen  Be- 
ziehungen zwischen  denselben  gehen  wir  hier  vorläufig  nicht  ein  (§•  28). 

Die  Gesammtheit  der  Projectionsstrahlen  besitzt  ausser  den  bereits 
gefundenen  Eigenthümlichkeiten  noch  die  charakteristische  Eigenschaft, 
dass  dwrch  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  im  Allgemeinen  höchstens 
zwei  Projectionsstrahlen  gehen,  denn  verbinden  wir  einen  beliebigen 
Punkt  P  der  Ebene  mit  den  beiden  erzeugenden  Punktreihen  durch 
Strahlen,  so  erhalten  wir  in  Pzwei  concentrische  Strahlbüschel  P(abcb...), 
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und  P(ci|biCibi  . . .),  welche  projectivisch  sind;  diese  haben  (S.  45)  im 
Allgemeinen  zwei  Doppelstrahlen,  welche  offenbar  Projectionsstrahlen 
sein  müssen.  Es  kann  aber  auch  vorkommen,  dass  nur  einer,  d.  h. 
zwei  zusammenfallende,  oder  auch  keine  Doppelstrahlen  bei  zwei  con- 
centrischen  projectivischen  Strahlbüscheln  existiren.  Es  wird  nun  von 
der  Lage  des  Punktes  P  abhängen,  ob  durch  ihn  zwei  oder  nur  einer 
oder  keine  Projectionsstrahlen  hindurchgehen,  und  wir  werden  die- 
jenigen Gebiete  der  Ebene  aufzusuchen  haben,  in  denen  der  Punkt  P 
liegen  rauss,  damit  der  eine  oder  andere  Fall  eintritt. 

Verfolgen  wir  auf  einem  Träger  ?l  der  beiden  erzeugenden  Punktreihen 
einen  Punkt  J,  so  sehen  wir,  dass  durch  ihn  im  Allgemeinen  immer  zwei 
Projectionsstrahlen  gehen,  nämlich  der  Träger  ?l,  welcher  selbst  ein 
Projectionsstrahl  ist,  und  der  Projectionsstrahl  jPi;  nur  einmal  kommt 
es  vor,  dass  diese  beiden  Projectionsstrahlen  zusammenfallen,  nämlich 
dann,  wenn  der  Punkt  j^  in  den  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  rückt; 
nennen  wir  diesen  Schnittpunkt  f^,  als  der  zweiten  Punktreihe  ange- 
hörig,  und  seinen  entsprechenden  der  ersten  Punktreihe  f,  so  werden, 
wenn  J  in  f  sich  befindet,  die  beiden  durch  ihn  gehenden  Projections- 
strahlen in  dem  Träger  81  selbst  zusammenfallen;  durch  den  Punkt  f,, 
welchen  wir  den  BerührungspurM  des  Projectionsstrahls  nennen  wollen, 
(die  Benennung  wird  durch  das  Folgende  erklärt)  und  welcher  ent- 
sprechend ist  dem  im  Schnittpunkte  beider  Träger  liegenden  Punkte 
der  andern  Punktreihe,  geht  also  nur  ein  Projectionsstrahl  51.  Ebenso 
verhält  es  sich  mit  dem  Träger  Jt^  der  zweiten  Puriktreihe;  durch 
jeden  Punkt  dieses  Trägers  gehen  allemal  zwei  Projectionsstrahlen 
mit  Ausnahme  eines  einzigen  e^,  welcher  dem  im  Schnittpunkte  beider 
»Träger  liegenden  Punkt  c  der  ersten  Punktreihe  entsprechend  ist. 
Durch  den  Berührungspunkt  Cj  geht  nur  ein  Projectionsstrahl,  der 
Träger  Ä^. 

Da  wir  nach  dem  Obigen  an  Stelle  der  beiden  ursprüng- 
lichen Punktreihen  zwei  neue  erzeugende  Punktreihen  setzen  können, 
welche  auf  irgend  zwei  Projectionsstrahlen,  als  Träger  aufgefasst, 
durch  die  Gesammtheit  aller  Projectionsstrahlen  fixirt  werden, 
80  giebt  es  auf  jedem  Projectionsstrahle  einen  einzigen  bestimmten 
Punkt,  seinen  Berührungspunkt,  welcher  die  Eigenschaft  hat,  dass  für 
ilm  der  Projectionsstrahl  der  einzige  ist,  welcher  hindurchgeht,  wäh- 
rend durch  jeden  andern  seiner  Punkte  noch  ein  zweiter  Projections- 
strahl hindurchgeht.  Der  Berührungspunkt  eines  Projectionsstrahls 
ist  daher  auch  als  derjenige  Punkt  aufzufassen,  in  welchem  jener  von 
einem  unendlich -nahe  liegenden  Projectionsstrahl  geschnitten  wird. 
Es  könnte   firi^licn   erscheinen,   ob   auch  bei  einem  Projectionsstrahl, 
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welcher  mit  diesem  oder  jenem  andern  als  Träger  projectivischer 
Punktreihen  zur  Erzeugung  der  Gesammtheit  der  Projectionsstrahlen 
zusammengefasst  wird,  immer  ein  und  derselbe  Punkt  als  Berührungs- 
punkt hervorgeht;  dies  Bedenken  erledigt  sich  dadurch,  dass  immer 
dieselbe  Gesammtheit  der  Projectionsstrahlen  resultirt,  welche  Punkt - 
reihen  man  auch  als  erzeugende  annehmen  mag;  wenn  daher  bei 
einer  Erzeugungsweise  auf  einem  Projectionsstrahl  nur  ein  einziger 
Punkt  sich  vorfindet  von  der  Beschaffenheit,  dass  für  ihn  der  Pro- 
jectionsstrahl der  allein  hindurch  gehende  ist,  so  kann  bei  einer  andern 
Erzeugungsweise  kein  neuer  Punkt  derselben  Beschaffenheit  auftreten, 
weil  dieselbe  Gesammtheit  von  Projectionsstrahlen  wieder  auftritt.  Es 
giebt  also  auf  jedem  Projectionsstrahl  nur  einen  einzigen  bestimmten 
Berührungspunkt. 

Passen  wir  nun  die  Gesammtheit  der  Projectionsstrahlen  in 
der  Weise  auf,  dass  wir  zwei  entsprechende  Punkte  Jji  die  beiden 
Träger  continuirlich  durchlaufen  lassen  und  auf  der  Verbindungs- 
linie JEi,  d.  h.  dem  Projectionsstrahl  ic,  den  jedesmaligen  Berüh- 
rungspunkt bestimmen,  so  wird  bei  dieser  Bewegung  der  Pro- 
jectionsstrahl X  ein  gewisses  (unendlich  grosses)  Gebiet  der  Ebene 
durchstreifen,  welches  alle  solche  Punkte  P  enthält,  durch  die  je 
zwei  Projectionsstrahlen  gehen;  dieses  Gebiet  wird  begrenzt  von  einer 
gewissen  Curve,  dem  Orte  der  Berührungspimkte  auf  sämmtlichen 
Projectionsstrahlen;  durch  jeden  Punkt  P  dieses  Ortes  geht  nur  je  ein 
Projectionsstrahl,  und  der  übrige  Theil  der  Ebene  enthält  daher  das 
Gebiet  derjenigen  Punkte  P  der  Ebene,  durch  welche  keine  Projections- 
strahlen. gehen,  denn  dieser  Theil  der  Ebene  wird  von  keinem  Pro- 
jectionsstrahl getroffen.  Es  giebt  also  zwei  Gebiete  der  Ebene,  das 
eine  enthält  nur  solche  Punkte  P,  durch  die  je  zwei  Projections- 
strahlen gehen,  das  andere  solche  Punkte  P,  durch  welche  kein  Pro- 
jectionsstrahl geht,  und  beide  Gebiete  werden  von  einander  getrennt 
durch  den  Ort  derjenigen  Punkte,  für  welche  es  immer  nur  einen  hin^ 
durchgehenden  Projectionsstrahl  giebt;  diese  Grenzcurve  ist  der  Ort 
sämmtlicher  Berührungspimkte,  sie  heisst  das  Erzeugniss  der  beiden 
projectivischen  PzmA^re/Ä^n -und  ist  der  eigentliche  Gegenstand  unserer 
Untersuchung.  Wir  können  uns  ihre  Entstehung  in  der  Weise  an- 
schaulich machen,  dass  wir  uns  die  ganze  unendliche  Ebene  schwarz 
denken  und  jeden  Projectionsstrahl  als  imendlich  lange  gerade  Linie 
von  weisser  Farbe;  die  Gesammtheit  der  Projectionsstrahlen  wird  dann 
einen  gewissen  (unendlich  grossen)  Theil  der  Ebene  weiss  machen  und 
den  übrigen  Theil  schwarz  lassen;  die  Greuze  zwischen  dem  schwarzen 
und  weissen  Theil  der  Ebene  ist  eben  die  zu  untÄsuchende  Curve. 
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Dass  in  der  That  die  Ortscurve  der  Berührungspunkte  die  Grenze 
zwischen  beiden  Gebieten  der  Ebene  bildet,  machen  wir  uns  noch  in 
folgender  Weise  klar:  Seien  a  und  h  irgend  zwei  Projectionsstrahlen, 
«  und  ß  die  respectiven  Berührungspunkte  auf  ihnen  und  s  ihr  Schnitt- 
punkt. Halten  wir  ^en  einen  Projectionsstrahl  a  mit  seinem  Berührungs- 
punkt a  fest,  verändern  aber  auf  ihm  den  Schnittpunkt  s,  so  ver- 
ändert sich  der  zweite  Projectionsstrahl  h  und  der  ihm  zugehörige  Be- 
röhrungspunkt  /5;  die  Verbindungslinie  aß  ist  eine  veränderliche  Sehne 
der  Ortscurve,  deren  einer  Endpunkt  a  fest  bleibt,  während  der  andere 
ß  sich  auf  ihr  bewegt.  Rücken  wir  nun  mit  dem  Punkte  s  allmählich 
nach  a,  bis  s  in  a  hineinftUt,  so  wird  auch  der  zweite  Projections- 
strahl h  mit  a  zusammenfallen  müssen,  denn  durch  a  giebt  es  nur 
einen  I^ojectionsstrahl;  der  Berührungspunkt  ß  muss  aber  auch  in  a 
hineinfallen,  denn  der  Projectionsstrahl  a  besitzt  nur  einen  einzigen 
Berührungspunkt  a.  Der  Projectionsstrahl  a  ist  also  die  Grenzlage 
einer  veränderlichen  Sehne  aß,  deren  einer  Endpunkt  a  fest  bleibt, 
während  der  andere  ß  allmählich  auf  der  Ortscurve  nach  a  hinrückt. 
Eine  solche  Grenzlage  einer  veränderlichen  Sehne  nennt  man  bekannt- 
lich Tangente  der  Curve  und  den  festen  Pmikt  ihren  Berührungspunkt; 
die  sämmtlichen  Projectionsstrahlen  sind  also  Tangenten  einer  gewissn 
Ortscurve  und  die  Punkte,  in  welchen  sie  die  Ortscurve  berühren, 
diejenigen  Punkte,  welchen  wir  vorhin  den  Namen  Bef^Uhrungs- 
jntnkte  beigelegt  haben,  wodurch  die  Benemiung  gerechtfertigt  wird. 
Da  jeder  Projectionsstrahl  Tangente  an  der  Ortscurve  ist  und  nur 
einen  Punkt,  den  Berührungspunkt,  mit  ihr  gemein  hat,  so  bildet  die 
Ortscurve  der  Berührungspunkte  die  Grenze  zwischen  denjenigen  beiden 
Gebieten  der  Ebene,  deren  eines  von  sämmtlichen  Projectionsstrahlen 
erfüllt  wird,  während  das  andere  von  keinem  getroflPen  wird.  Passen 
wir  das  gewonnene  Resultat  noch  einmal  zusammen:  * 

Die  GesammtJmt  der  Projectionsstrahlen  ztveier  prqjcctiviscJier  Punkt- 
reihen  in  cJlgemeiner  Lage,  deren  Träger  auch  als  ein  Paar  Projections- 
strahlen außtifassen  sind,  utnhüUt  eine  gewisse  krumme  Linie  ^  welche 
mit  jedem  Projectionsstrahl  nur  einen  Punkt,  ^den  Berührungspunkt,  gemein 
fuU  und  also  der  Ort  dieser  Berührungspunkte  ist,  Sie  theilt  die  ganze 
Ebene  in  zioei  Gebiete,  deren  eines  von  allen  Projectionsstrahlen  erfüllt 
wird,  wahrctid  das  andere  von  keinem  getroffen  wird,  oder-  deren  eines 
aUe  soUke  Punkte  ctithäU,  durch  welche  je  mvei  redte  Projectionsstrahlen 
(Tangenten  der  Curve)  gehen,  wahrend  das  andere  diejenigen  Punkte  ent- 
hält, durch  welche  keine  Projectionsstrahlen  gehen.  Durch  jeden  Punkt 
der  Curve  selbst  geht  nur  ein  Projectionsstrahl,  die  Tatigente  an  ihr. 
Diese  als  das  Erzeugniss  zweier  projectivischer  Punktreihen  ^finirte  Curve 
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nennen  wir  ,yKegelscJmitif*;  sie  ist  ztoeiter  Classe,  weil  von  einetn  bdidngefi 
Punkte  der  Ebene  sidi  hödistens  ztvei  Tangenten  an  dieselbe  zieJien  lassen. 
Die  vorhin  für  die  Gesammtheit  der  Projectionsstrahlen  gefundenen 
Eigenschaften  lassen  sich  nach  dieser  Definition  *  als  Sätze  für  die 
Tangenten  eines  Kegelschnitts  aussprechen^  z.  B.:  yjrgend  zwei  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  werden  von  sämmtlichen  in  zwei  projectivischen  Punkt" 
reihen  geschnitten/'  Oder:  ,,  Werden  irgend  seclis  Tangenten  eines  Kegel- 
schnitts zu  einem  einfachen  Sechsseit  verbunden,  so  schneiden  sich  die  drei 
Hauptdiagonalen  desselben  in  einetn  Punkte^'  u.  s.  w. 


§.  21.    Die  Beriilirungspunkte  auf  den  Projectionsstrahlen. 

Es  ist  zunächst  erforderlich,  den  Berührungspunkt  auf  jedem 
Projectionsstrahl  zu  construiren,  um  von  der  zu  untersuchendfti  Curve 
ein  deutliches  Bild  zu  erhalten.  Seien  abc  und  a^biCi  drei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  zweier  erzeugender  projectivischer  Punktreihen  Ä?l,, 
also  aa^y  h\y  cCj  drei  Projectionsstrahlen,  so  können  wir  die  auf  S.  22 
angegebene  Construction  beliebig  vieler  anderer  Projectionsstrahlen 
dadurch  sehr  vereinfachen,  dass  wir  die  Punkte  B  und  B^  in  ein  Paar 
entsprechender  Punkte,  z.  B.  (x^  und  a  selbst  hineinverlegen,  also:  wir 
ziehen  ab^,  aq  und  Oiy\^,  a^C;  die  Schnittpunkte: 

(abi,  a^b)  und  (aq,  a^c) 

bestimmen  eine  gerade  Linie  S,  auf  welcher  sämmtliche  Schnittpunkte 
(^£i;  ^i£)  liegen  müssen,  nämlich  den  perspectivischen  Durchschnitt 
zweier  Strahlbüschel,  welche  in  a  und  a^  ihre  Mittelpunkte  haben  und 
respective  mit  den  Punktreihen  QibiCi...  und  abc  . ...  perspectivisch 
liegen,  also  projectivisch  mit  einander  sind  und  perspectivisch  liegen, 
weil  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  zwei  entsprechende  Strahlen 
enthält.  Jeder  Punkt  |  dieser  Geraden^  2  mit  Q  und  a^  verbunden 
liefert  Strahlen   ä£   und   a^^,   welche   resp.  %^    und  S(   in   zwei   ent- 

Fig.  20.  sprechenden  Punkten  j^  und  j  tref- 

fen, also  den  Projectionsstrahl  x 
liefern.  Die  Gerade  S  schneidet 
aber  die  Träger  der  beiden  Punkt- 
reihen in  zwei  Punkten  f  und  Cj, 
deren  entsprechende  nach  der  eben 
angegebenen  Construction  in  dem 
Schnittpunkte  der  beiden  Träger 
vereinigt  liegen  müssen:  f^  und  e 
(Fig.  29);  da  nun  nach  §.  20  diese 
Punkte   f  u^d   c^,   welche  den  im  Schnittpunkte   der   beiden   Träger 
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veremigten  Punkten  entsprechen,  die  Beröhrungspunkte  auf  diesen 
Trägem  als  Projectionsstrahlen  sind^  so  geht  die  gerade  Linie  2  durch 
die  gesuchten  Berührungspunkte  und  bestimmt  dieselben;  da  es  aber 
auf  jedem  Projectionsstrahl  (wie  cc,  und  ff^)  nur  einen  Berührungs- 
punkt, giebt^  so  bleibt  die  Gerade  S  unverändert,  wenn  wir  zu  ihrer 
Construction  statt  der  Paare  aa^,  bbj,  cc^  irgend  welche  andere  Paare 
ontsprechender  Punkte  nehmen;  also  gilt  der  Satz:  Wenn  niOB  ous 
ztvei  projectivisclien  PunJctreihen  irgmd  zwei  Paare  entsjwechm^er  Punlic 
EJi  und  9^1  lierausnimmt^  so  liegt  der  Schnittpunkt: 

immer  auf  einer  und  derselben  festen  Geraden  2,  welche  durch  die  beiden 
Berührungspunkte  der  Träger  beider  Punktreihen  hindurchgeht,  die  den 
im-  Schnittpunkte  vereinigt  liegenden  Punkten  entsprechen. 

Dies  lässt  sich  auch  folgendermassen  als  Satz  aussprechen: 
Sind  auf  einer  Geraden   drei  beliebige  Punkte  abc  und  auf  einer 
ztceiten  Geraden  drei  beliebige  Punkte  (Xih^z^  gegeben,  so  liegen  die  drei 
Schniitpuvkte: 

(abi,  a^h)    (bc„  \z)    (ca„  c^a) 

auf  einer  Geraden. 

Dieser  Satz  ist  einer  Erweiterung  fähig,  da  die  Zuordnung  des 
einen  Tripels  von  Punkten  zu  dem  andern  in  sechsfacher  Weise  ge- 
schehen kann,  weil  drei  Punkte  sechs  Vertauschungen  zulassen;  wir 
erhalten  daher  sechs  solcher  gerader  Linien,  die  in  eigenthümlichem 
Zusammenhange  mit  einander  stehen;  wir  bezeichnen  bei  diesen  sechs 
Zuordnungen  die  Schnittpunkte  in  folgender  Weise: 


L 

Q  b  c 

(bCi,cbi)  =  a3 
(coi,  aci)  =  A 


IV.        . 

Q  b  c 

(aCi,  bai)  =  ai 
(ca^,  abi)  =  fl8 


n. 

a  b  c 

(aai,  cbi)  =  a2 
(bb,,  acj  =  j8, 

V. 
a  b  c 

(böi,  cbj  — fti 
(ab^,  bq)  =  6, 
(aoi,  ccj  =  &3 

\hh  =  So 


lU. 

0  b  c 

qo,b, 

(ooi,  bCi)  = 

==«, 

(bb„  CO,) . 

=  A 

(cc„  abi)  = 

=  Yi 
2s 

VI. 

a  b  c 

b,ö,c, 

(OCi, 

CbJ 

Cl 

(COi, 

bc,) 

= 

«^ 

(oo„ 

bbj 

=- 

'3 

^i^a^  ^^  ^1 


6 


»sh 

CCi 

Kcs 

aoj 

Ca"! 

• 

; 

Ol 
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Aus  dem  Schema  I.  IL  III.  lesen  wir  die  Identität  folgender  neun 
Verbindungslinien  ab: 

und  aus  dem  Schema  IV.  V.  VI.  die  Identität  derselben  nenn  Linien: 

folglich  ist  z.  B.  nach  Schema  IV. 

{ßißtj  ^1^2)  =  %; 

und  da  die  drei  Punkte  a^a^a^  in  einer  geraden  Linie  2^  liegen ^  so 
folgt,  dasö  die  beiden  Dreiecke  ßiß^ß^  und  y^y^y^  perepectivisch  liegen 
(Seite  2G),  d.  h.  /S^^j,  ß^y^y  ß^y^  oder  die  drei  Linien  SiSjtüs  durch 
einen  Punkt  laufen;  ebenso,  weil 

(^1^1.  ^2^2)  ^-ft 

und  «3/^3^3  in  gerader  Linie  2j  liegen,  laufen  842526  durch  einen  Punkt. 
Es  laufen  aho  von  den  secfis  erhaltenen  Linien  drei  dnreh  einen  Punit 
nnd  die  drei  andern  e^jenfalls  durch  einen  Punlct,  und  es  ist  unmittelbar 
zu  erkennen,  dass  die  fünfzehn  Geraden:  aa^,  aii,  aq,  bo,,  bbj,  bc,, 
COi,  cbj,  CCi  und  2^22 23,  24252c,  welche  sich  in  den  zwanzig  Punkten: 

^ißiyi  ^2/^2^2  ^ßsVa  ^1^2 ^3  W\  ^1^2 ^3  ^^^  ^^^  beiden  Schnittpunkten 
von  2|2223  und  242520  treffen,  genau  eine  solche  Figur  bilden,  wie 
sie  auf  Seite  27  beschrieben  ist. 

Der  vorige  Satz  lässt  sich  auch  in  anderer  Form  aussprechen, 
wobei  er  als  specieller  Fall  eines  allgemeineren  Satzes  auftritt,  von 
dem  später  die  Rede  sein  wird.  Die  sechs  Punkte  abc  öibiCi,  von 
denen  drei  und  drei  auf  zwei  Geraden  liegen,  lassen  sich  als  die  Ecken 
eines  einfachen  Sechsecks  auffassen,  z.  B.  abiCQibc, ;  in  dieser  Reihen- 
folge erscheinen  abj  und  (X^h  als  gegenüber  liegende  Seiten,  ebenso 
bCj  und  bjC,  endlich  auch  ca^  und  Cja;  der  obige  Satz  würde  also 
auch  so  lauten:  Bei  einetn  einfaehen  Sechseck^  dessen  Ecken  zu  drei  nnd 
drei  auf  zwei  geraden  Linien  liegen,  schneiden  sieh  die  gegenüberliegenden 
Seifen  in  drei  Punkten,  weleJie  auf  einer  Geraden  liegen,  und  die  sechs 
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Sechsecke,  welche  sich  aus  denselben  Eck-Piinkten  herstellen  lassen, 
sind  folgende: 

a  bi  c  Qi  b  q 
a  Ci  c  bi  b  Ol 
0  Qi  c  q  b  bi 

a  q  c  Qi  b  bi 
a  Ol  c  b^  b  q 
a  bi  c  Ci  b  Ol ', 

die  für  die  ersten  drei  Sechsecke  erhaltenen  Geraden  laufen  durch 
einen  Punkt  und  die  *für  die  andern  drei  Sechsecke  erhaltenen  Ge- 
raden durch  einen  andern  Punkt. 

Kehren  wir  nach  dieser  Abschweifung  zu  dem  Gegenstande  unserer 
Betrachtung  zurück.  Die  Gerade  S  als  der  Ort  sämmtlicher  Punkte 
(jl|i,  i^t))  geht  durch  die  Berührungspunkte  der  beiden  Träger;  es 
bleibt  noch  übrig,  auf  einem  beliebigen  andern  Projectionssjtrahl  den 
Berührungspunkt  zu  ermitteln;  seien  ?131^  die  beiden  Träger,  welche 
von  irgend  drei  Projectionsstrahlen  «&c  resp.  in  den  Punktpaaren  aOi, 
bbj,  cCi  getroffen  werden,  so  wird  nach  der  Construction  auf  Seite  87 
ein  behebiger  anderer  Projectionsstrahl  dadurch  gefunden,  dass  man  cb^ 
zieht  und  irgend  einen  Punkt  |  dieser  Geraden  mit  a  und  a^  verbindet;  aj  trifft 
h  in  B,  Ojl  trifft  c  in  B^  und  BBj^  ist  ein  Projectionsstrahl.  Fassen  wir  b 
and  €  als  die  Träger  zweier  neuen  Punktreihfen  auf,  welche  dieselbe 
Gesanimtheit  der  Projectionsstrahlen  liefern,  von  denen  ä,  Ä  und  S(, 
drei  zur  Bestimmung  erforderliche  sind,  so  erscheinen  BB^  als  ent- 
sprechende Punkte  dieser  beiden  neuen  Punktreihen,  und  um  den  Be- 
rührungspunkt auf  b  zu  finden,  müssen  wir  denjenigen  Punkt  auf  b 
finden,  welcher  entsprechend  ist  dem  Schnittpunkte  (b,  c)  auf  dem 
Trager  c.  Wir  ziehen  also  von  a^  nach  dem  Schnittpunkte  (fc,  c), 
welche  Linie  in  5^  die  Gerade  cb^  trifft,  dann  wird  a^  den  Strahl  b 
in  dem  gesuchten  Berührungspunkte  t  treffen.  In  gleicher  Weise 
können  wir  den  Berührungspunkt  auf  dem  Projectionsstrahl  c  ermitteln; 
wir  ziehen  von  a  nach  dem  Schnittpunkte  (6,  c),  welche  Linie  in  |'o 
die  Gerade  cb^  trifft,  dann  wird  ai|„'  den  Strahl  c  in 'dem  gesuchten 
Berührungspunkte  t'  treffen.  Wir  können  aber  auch  die  Berührungs- 
punkte auf  b  und  c  gleichzeitig  finden,  indem  wir  b  und  c  als  Träger 
und  a^9if  als  drei  Projectionsstrahlen  auffassen  und  dann  nach  der 
vorhin  angegebenen  Construction  jene  Gerade  2  ermitteln,  welche  der 
Ort  der  Punkte  (jt},,  J^^)  ist,  und  welche  durch  die  beiden  Berührungs- 
punkte auf  b  und  c  gehen  muss.  Die  vorige  Construction  vereinfacht 
''ich  wesentlich,   weim    wir  statt  der    drei    Punktpaare    aOi    bb^    CC^ 
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folgende  wählen:  ce^,  ff^  EJi,  welche  so  gewählt  sind  (Pig.  30),  dass 
e  und  fi  im  Schnittpunkte  der  beiden  Träger  Sl^tj  vereinigt  liegen,  ti 

und   f  die  Berührungspunkte    auf 

Fiiif.  30. 

S(i  und  Sl  sind  und  EJi  ein  be- 
liebiger Projectionsstrahl  ist,  des- 
sen Berührungspunkt  gesucht  wird. 
Die  Gerade  cb^  wird  dann  fgj; 
der  Schnittpunkt  (bBj,  cq)  wird 
(fti;  EEi);  d.  h.  der  Punkt  j;  Oi 
ist  der  Berührungspunkt  c^  und  a 
ist  der  Schnittpunkt  e;  man  ziehe 
also  Q^E,  d.  h.  C^E,  welches  fji  in  S  treffe,  dann  wird  cg  den  Projections- 
strahl EEi  in  dem  gesuchten  Berührungspunkt  treffen  oder  in  Worten: 
Um  auf  irgend  einem  Projectionsstrahl  jj^  den  Berührungspunkt  zu 
finden,  verbinde  man  die  Punkte  j  und  jj  mit  den  Berührungspunkten 
f  und  Ci  der  beiden  Träger;  der  Schnittpunkt  (f  j^,  c^j)  mit  dem  Schnitt- 
punkt cfi  der  Träger  verbunden  liefert  eine  Gerade,  welche  den  Pro- 
jectionsstrahl EEi  in  dem  gesuchten  Berührungspunkte  trifft.  Dies 
lässt  sich  auch  als  Satz  folgendermassen  aussprechen: 

Die  drei  Verbindungslinien  der  Ecken  eines  von  irgend  drei  Pro- 
jeetionsstrahlen  gebildeten  Dreiseits  mit  den  Berührungspunkten  in  den 
gegenüberliegenden  Seiten  sclineiden  sieh  in  einem  Punkte. 

Oder  wenn  man  nach  der  Definition  (S.  92)  den  Kegelschnitt  als 
Erzeugniss  der  beiden  projectivischen  Punktreihen  und  die  Projectious- 
strahlen  als  seine  Tangenten  einführt: 

Die  drei  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte  irgend  dreier 
Tangenten  eines  Kegdsdmitts  mit  den  gegenüberliegenden  Ecken  des  von 
denselben  gebildeten  Dreiecks  schneiden  sich  in  einem  Punkte, 

Nach  der  vorigen  Construction  lässt  sich  sehr  einfach  auf  einem 
beliebigen  Projectionsstrahl  der  Berührungspunkt  ermitteln,  da  die  Be- 
rührungspunkte e^f  der  beiden  Träger  durch  die  oben  construirte  Ge- 
rade S  bereits  gefunden  sind.  Es  ist  nützlich,  zu  bemerken,  dass 
der  Berührungspunkt  auf  dem  Projectionsstrahl  jj^  nach  der  obigen 
Construction  und  wegen  der  Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks 
(S.  18)  fEEiCi  auch  als  der  vierte  harmonische,  dem  Schnittpunkte  der 
Geraden  S  zugeordnete  Punkt  erscheint,  während  JEi  das  andere  Paar 
zugeordneter  Punkte  sind;  wir  werden  hierauf  im  Nachfolgenden  ge- 
nauer eingehen. 

Fassen  wir  in  den  beiden  projectivischen  Punktreihen  SlÄj  irgend 
zwei  Projectionsstrahlen  a,  b  auf,  welche  in  den  entsprechenden  Punkten 
aa^  und  bbj  die  Träger  treffen,  so  liegt  der  Schnittpunkt  (ab^,  ba^) 
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auf  derjenigen  Geraden  2,  welche  die  Berührungspunkte  der  beiden 
Trager  ÄÄj  verbindet;  kehren  wir  jetzt  aber  die  Auffassung  in  der 
Weise  um,  dass  wir  a  und  b  als  Träger  zweier  erzeugenden  Punkt- 
reihen und  91  %i  als  Projectionsstrahlen  ansehen,  so  sind  nunmehr  a 
und  b  ein  Paar  entsprechender  Punkte,  ebenso  a^  und  h^  ein  zweites 
Paar  entsprechender  Punkte;  folglich  wird  der  Schnittpimkt  (abj,  a^b), 
welcher  derselbe  Punkt  ist,  auch  auf  der  Verbindungslinie  der  Be- 
rührungspunkte der  beiden  Projectionsstrahlen  a  und  b  liegen  müssen. 
Wir  haben  daher  das  bemerkenswerthe  Resultat: 

Sind  aa^  und  hb^  irgmd  zwei  Projectionsstrahlen  ztveier projectivische}' 
Punktreihen,  so  liegt  der  Schnittpunkt  (ab^,  ba^)  in  gerader  Linie  mit 
den  Berührt^ng^mnkten  der  beiden  Projectionsstrahlen. 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  den  einen  Projectionsstrahl  aa|  mit  seinem 
Berührungspunkt  a  festhalten,  den  andern  Projectionsstrahl  bb^  und 
seinen  Berührungspunkt  ß  aber,  der  projectivischen  Beziehung  gemäss, 
^  bewegen  und  den  Schnittpunkt  (db^j  ba^)  =  j/^  bezeichnen,  dass  der 
Strahl  aß,  welcher  in  y^  die  feste  Gerade  2  trifft,  und  der  Strahl  ab^, 
welcher  auch  in  y^  der  Geraden  S  begegnet,  bei  der  Bewegung  zwei 
perspectivische  Strahlbüschel  beschreiben;  also  wird  die  Punktreihe, 
welche  der  veränderliche  Projectioifsstrahl  bb^  auf  dem  Träger  31^ 
oder  auf  irgend  einem  andern  Projectionsstrahl,  z.  B.  aa^  fixirt,  pro- 
jeetivisch  sein  müssen  mit  dem  Strahlbüschel,  welches  aß  beschreibt. 
Dies  giebt  folgenden  Satz: 

Die- Punktreihe y  in  welcher  ein  beliebiger  ProjectionsstraJil  von  der 
Gesammtheit  derselben  getroffen  wird,  ist  projectivisch  mit  dem  Strahl- 
biischely  dessen  Mittelpunkt  der  Berührungspunkt  des  en'steren  ist,  und  dessen 
Strahlen  nach  den  Berührungspunkten  sämmtlicher  Projectionsstrahlen 
hingdien. 

Fügen  wir  noch  einen  dritten  Projectionsstrahl  cc^  hinzu  und 
nennen  die  Berührungspunkte  auf  den  Projectionsstrahlen: 

attj        bbi        cCi 
a  ß  y 

die  Schnittpunkte: 

(bq,  cbi)  —  a,      (ca,,  acj  -=  ft      {ab,,  ba,)  =  y, 

so  liegen  nach  dem  Vorigen: 

a    ß    y,     in  einer  Geraden, 
ß    y    €Ct     '      '  -       , 

y    «   A    -     -  -      7 

und  auch  «i   A   ^i     "      "  "       > 

letztere  nämlich  in  der  Gefaden  S.     Diese  sechs  Punkte  sind  also  die 

Steiner,  Vorlesungen  II.    S.  Aufl.  7 
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Ecken  eines  vollständigen  Vierseits  und   bilden  eine  Figur,   wie  wir 
sie  auf  Seite  68  kennen  gelernt  haben. 

Halten  wir  die  beiden  Projectionsstrahlen  aa^  und  bb^  mit  ihren 
Berührungspunkten  a  und  ß  fest,  bewegen  wir  aber  den  dritten  Pro- 
jectionsstrahl  c  Cj  der  projeetivischen  Beziehung  gemäss,  so  verändert  sich 
auch  sein  Berührungspunkt  y;  es  bewegen  sich  nämlich  die  Punkte 
«1  und  ßi  auf  der  festen  Geraden  2  und  beschreiben  zwei  projectivische 
Punktreihen,  weil  sie  mit  den  von  c  und  c,  beschriebenen  Punkt- 
reihen perspectivisch  liegen;  folglich  müssen  auch  die  Strahlen  aß^ 
und  ßa^  projectivische  Strahlbüschel  um  «  und  ß  als  Mittelpunkte  be- 
schreiben; nun  schneiden  sich  aber  aß^  und  j3a^  nach  dem  obigen 
Schema  im  Punkte  y,  dem  Berührungspunkt  auf  dem  veränderlichen 
Projectionsstrahl  cc,,  folglich  erhalten  wir  den  wichtigen  Satz: 

Verbindet  man  irgend  zwei  Berührungspunkte  als  Mittelpunkte  naeier 
StraJdbüscJiel  mit  sämmtUchen  Berührtingspunkten  durdi  Strahlenpaare, 
so  eihält  man  aUemal  zwei  projedimsche  StrahJbüscheL 

Hiemach  erscheint  der  Kegelschnitt,  welchen  wir  als  das  Erzeug- 
niss  zweier  projectivischer  Punktreihen,  d.  h.  die  von  der  Gesammt- 
heit  der  Projectionsstrahlen  umhüllte  Curve  definirt  haben,  zugleich 
als  das  Erzeugniss  zweier  projectivischer  Strahlbüschel,  d.  h.  der  Ort 
des  Schnittpunktes  sämmtlicher  Paare  entsprechender  Strahlen.  Die- 
selbe Curve,  der  Kegelschnitt,  je  nachdem  sie  als  eine  continuirliche 
Reihe  von  Punkten  oder  als  eine  continuirliche  Aufeinanderfolge  von 
berührenden  Strahlen  (Tangenten)  aufgefasst  wird,  ist  das  Erzeugniss 
zweier  projectivischer  Strahlbüschel  oder  das  Erzeugniss  zweier  pro- 
jectivischer Punktreihen;  beide  Erzeugnisse,  welche  nach  der  in  unseren 
Grundbegriffen  liegenden  Dualität  neben  einander  stehen,  sind  also 
iflentisch. 

§.  22.    Zwei  projectivische  Strahlbüschel  in  allgemeiner  Lage. 

Den  in  den  beiden  vorigen  Paragraphen  durchgeführten  Betrach- 
tungen stehen  ganz  analoge  zur  Seite,  welche  ihren  Ausgangspunkt 
nehmen  von  zwei  projeetivischen  Strahlbüscheln  in  allgemeiner  Lage; 
es  würde  ermüdend  sein,  diese  analogen  Betrachtungen  in  aller  Aus- 
führlichkeit zu  wiederholen;  vielmehr  genüge  es,  die  Resultate  hervor- 
zuheben, welche  ohne  jede  Schwierigkeit  aus  dem  Gange  der  gleich- 
laufenden Betrachtung  sich  ergeben,  und  welche  nur  kleine  Modiii- 
cationen  dadurch  erleiden,  dass  an  Stelle  von  Strahl  Punkt,  an  Stelle 
von  Verbindungslinie  (oder  Projectionsstrahl)  Schnittpunkt  u.  s.  w.  und 
umgekehrt  tritt.     Da  wir  aus  dem  Schluss  der  vorigen  Betrachtung 
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bereits  wissen^  dass  das  Erzeugniss  zweier  projectivischer  Strahlbüschel 
in  allgemeiner  Lage  identisch  ist  mit  dem  Erzeugniss  zweier  pro- 
jectivischer Punktreihen,  welches  wir  Kegelschnitt  genannt  haben,  so 
dürfen  wir  diese  Benennung  auch  für  das  jetzt  zu  untersuchende  Er- 
zeugniss in  Anspruch  nehmen. 

Der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  zweier  projectivisclier 
StraJdbüschel  in  allgemeine  (nicht  perspectivischer)  Lage  ist  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  -selbst  durch  die  Mittelpunkte  B,  B^  det'  "beiden  Strahl- 
hiischd  geht;  denn  dem  Strahle  BBy^,  als  dem  Strahlbüschel  (£)  ange- 
horig,  entspricht  ein  bestimmter  durch  B^  gehender  Strahl,  also  ist 
B^  ein  Schnittpunkt  zweier  entsprechender  Strahlen,  ebenso  B.  Seien 
xx^  zwei  entsprechende  Strahlen  und  jf  ihr  Schnittpunkt,  also  (J?j) 
=  a:,  (JBiE)  =  a'i,  und  bewegen  wir  den  Strahl  x  um  B  herum,  bis 
er  zuletzt  auf  BB^  fällt,  so  wird  die  Sehne  B^i^  des  Kegelschnitts, 
welche  den  entsprechenden  Strahl  bildet,  sich  um  den  festen  Punkt 
B^  drehen,  bis  sie  zuletzt  in  die  Grenzlage  der  Tangente  äes  Kegel- 
schnitts am  Punkte  ^J?^  übergeht-,  also  diejenigen  Strahlen,  welche  den 
in  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  vereinigt  liegenden  entsprechen, 
sind  die  Tangenten  des  Kegelschnitts  in  den  Mittelpunkten  der  Strahlbüschel, 

Man  kann  irgend  zwei  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  als 
Mittelpunkte  zweier  neuer  Strahlbüschel  annehmen,  deren  Strahlen- 
paare nach  sammtlichen  Schnittpunkten  hingehen*,  solche  zwei  Strahl- 
büschel  sind  immer  projectivisch  und  je  zwei  Strahlen  entsprechend, 
die  nach  demselben  Schnittpunkte  gehen.     Oder: 

Wenn  man  irgend  zwei  Punkte  eines  Kegelschnitts  mit  sämmtlidien 
durch  Strahlenpaare  verbindet,  so  erhält  man  allemal  zwei  projectivische 
StrahRnischel,  deren  entsprechende  Strahlen  immer  zwei  solchi  sind,  welche 
nach  demselben  Punkte  des  Kegelschnitts  gehen. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Kegelschnitt  durch  fünf  Punkte,  welche  wilh 
kürlid^  angenommen  u^erden  dürfen,  vollkommen  bestimmt  ist;  um  beliebig 
viele  andere  Punkte  desselben  allein  mittelst  des  Lineals  zu  construiren, 
wähle  man  irgend  zwei  von  den  gegebenen  fünf  Punkten  zu  Mittel- 
punkten zweier  Strahlbüschel  und  ziehe  nach  den  drei  übrigen  die  drei 
Paare  entsprechender  Strahlen;  dadurch  ist  die  projectivische  Beziehung 
der  beiden  Strahlbüschel  vollständig  bestimmt,  und  beliebig  viele  andere 
Paare  entsprechender  Strahlen  sind  allein  mittelst  des  Lineals  zu  con- 
struiren (Seite  23);  die  Schnittpunkte  derselben  werden  Punkte  des 
Kegelschnitts  sein.  Diese  Construction  führt  zu  folgender  Bedingung 
zwischen  irgend  sechs  Punkten  eines  Kegelschnitts  : 

Verbindet  man  irgend  sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts  in  belidnger 
Meihenfolge  zu  einem  einfachen  Sechseck,  so  schneiden  sich  die  drei  Paare 

7* 
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gegenüberliegender  Seiten  in  drei  PunMen,  welche  in  gerader  Linie  liegen. 
(PascaVscher  Satz.) 

Ferner  besitzt  der  Kegelschnitt  die  charakteristische  Eigenschaft^ 
dass  eine  beliebige  Gei'ade  in  der  Ebene  ihn  im  AUgetneinen  in  zwei 
Funkten  trifft.  Der  Kegelsdinitt  ist  daher  gleichzeitig  van  ztceiten  Grade 
und  von  der  ztceiten  Classe,  da  der  Ort  eines  Punktes  in  der  Ebene 
von  solcher  Beschaifenheit^  dass  auf  einer  beliebigen  Geraden  in  der 
Ebene  sich  höchstens  n  Funkte  des  Ortes  finden,  jeine  Curve  w*®" 
Grades  und  der  Ort  einer  einhüllenden  Geraden  von  solcher  Beschaffen- 
heity  dass  durch  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  höchstens  n  Be- 
rührungsstrahlen des  Ortes  gehen,  eine  Curve  w**""  Classe  genannt 
wird.  Die  beiden  Schnittpunkte  des  Kegelschnitts  mit  einer  beliebigen 
Geraden  können  aber  auch  in  einen  zusammen  fallen  oder  zu  existiren 
aufhören.  Die  doppelte  Mannigfaltigkeit  von  summtlichen  geraden 
Linien  der  unendlichen  Ebene  zei*fällt  dadurch  in  zwei  Gebiete:  das 
eine  bilden  diejenigen  Geraden,  welche  den  Kegelschnitt  nicht  treffen, 
also  keinen  (reellen)  Punkt  mit  ihm  gemein  haben,  das  andere  die- 
jenigen, welche  den  Kegelschnitt  in  zwei  (reellen)  Punkten  treffen; 
diese  beiden  Gebiete  werden  von  einander  getrennt  durch  eine  einfache 
Unendlichkeit  solcher  Geraden,  welche  nur  einen  Punkt  mit  dem  Kegel- 
schnitt gemein  haben,  oder  für  welche  die  beiden  Schnittpunkte  zu- 
sammen fallen;  dies  sind  die  Tangenten  des  Kegelschnitts. 

Die  Constructiou  der  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  des  Kegel- 
schnitts wird  leicht  ausgeführt  mit  Hülfe  des  folgenden  Satzes: 

Wenn  xx^  und  yy^  irgend  zwei  Pa^re  entsprecliender  StraJden  ztceier 
pvojectivischer  StraJdbüschel  (B)  (B^)  sind,  so  läuft  die  Verhindungs- 
linie  der  Schnittpunkte: 

durdi  einen  und  denselben  festen  Punkt  Sy  icddier  zugleich  der  Schnitt- 
punkt det  beiden  Tangenten  des  Kegelschnitts  in  den  Mittelpunkten  der 
Strahlbüschel  B  und  B^  ist;  oder  insbesondere: 

Wenn  abc  irgend  drei  durch  einen  Punkt  gehende  Strahlen  und 
a^\Ci  irgend  drei  durch  einen  zweiten  Punkt  gehende  Strahlen  sitid,  so 
laufen  die  drei  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte: 

(a6i,  ayb)        (bc^,  \c)        {ca^,  c^a) 
durcJt  einen  und  denselben  Punkt. 

Dieser  Satz  ist  einer  ganz  analogen  Erweiterung  fähig,  wie  der 
gleichlautende  auf  Seite  93;  die  Ausführung  sei  dem  Leser  überlassen. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  wird  in  jedem  Punkte  des  Kegelschnitt« 
die  Tangente  zu  constniiren  sein,  wenn  irgend  fünf  zur  Bestimmung 
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desselben  erforderliche  Punkte  gegeben  sind;  sei  B  der  Punkt,  in 
welchem  die  Tangente  gesucht  wird,  und  JS^abc  die  vier  andern,  so 
ziehe  man  die  drei  Strahlen  jBa,  JB6,  Bc,  d.  h.  abc  und  JB^a,  B^h, 
BjC,  d.  h.  a^\c^j  bestimme  die  beiden  Linien  («&i,  a^h)  {hc^,  \c) 
und  verbinde  ihren  Schnittpunkt  mit  B^  alsdann  ist  diese  Verbindungs- 
linie die  gesuchte  Tangente  in  B. 

Sind  die  Tangenten  f  und  e^  in  den  Punkten  B  un,d  B^  gefunden, 
so  gelangt  man  zu  der  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  l'^ixx^), 
indem  man  die  Verbindungslinie: 

{xe^,  x,f) 

zieht  und  den  Punkt,  in  welchem  sie  den  vereinigten  Strahl  e{f^) 
oder  BB^  trifft,  mit  j  =  (^^i)  verbindet.    Dies  führt  zu  folgendem  Satz: 

Die  Seiten  irgend  eines  dem  Kegelschnitt  einheschriehenen  Dreiecks 
treffen  die  Tangenten  der  gegenüber  liegenden  Ecken  in  drei  Punkten, 
welche  in  einer  Geraden  liegen. 

Endlich  folgt  noch  der  Satz: 

Sind  aa^  und  bh^  irgend  zwei  Paare  ents^ecliender  Strahlen  zweier 
projectiviscl^er  Strahlbüsdiel  und  a,  b  beziehungsweise  ihre  Seimittpunkte, 
so  gellt  die  Verbindungslinie  {a\j  a^b)  durch  den  Sdinittpimki  der  beiden 
Kegelschnitts' Tangenten  in  o  und  h,  woraus  dann  die  Umkehrung  des 
analogen  Satzes  auf  Seite  97  folgt: 

Das  Strahlbüsdiel ,  welches  von  allen  Strahlen  gebildet  tvird,  die 
einen  beliebigen  Punkt  mit  sämmtlichen  Punkten  des  Kegelschnitts  ver- 
binden^  ist  projectivisch  mit  der  Punktreüie,  wdclie  auf  der  in  dem  ersten 
Punkte  gezogenen  Tangente  durch  die  Tangenten  in  sämmtlichen  Punkten 
des  Kegelschnitts  bestimmt  wird. 

Hieraus  ergiebt  sich  schliesslich  von  entgegengesetzter  Seite 
wiederum  die  Identität  beider  Erzeugnisse,  indem  wir  finden,  dass 
sämmtliche  Tangenten  des  Kegelschnitts  irgend  ztvei  derselben  in  zwei 
projectivischen  Punktreilien  treffen,  indem  jede  auf  den  beiden  willkürlich 
herausgenommenen  zwei  entsprechende  Punkte  bestimmt. 

§.  23.    Identität  der  Erzeugnisse  zweier  projeotivischer  Punktreihen 

und  zweier  projeotivischer  Strahlbfischel. 

Obgleich  wir  bereits  aus  dem  Vorigen  die  Identität  beider  neben 
einander  stehenden  Erzeugnisse  erkannt  haben,  so  wollen  wir  doch 
dies  wichtige  Resultat  noch  einmal  auf  einem  anderen  Wege  ableiten, 
indem  wir  dabei  zugleich  eine  Figur  vorführen,  welche  eine  grosse 
Zahl  von  Eigenschaften  des  Kegelschnitts  zur  Anschauung  bringt. 

Wir  gehen  von  zwei  projectivischen  Punktreihen  aus,  deren  Träger 


102 


Zweiter  Abschnitt. 


5K81  seien,  und  nehmen  in  ihrem  Schnittpunkte  zwei  nicht  entsprechende 
Punkte  6  und  a^  vereinigt  liegend  an;  sei  a  der  dem  a^  entsprechende 
auf  dem  Träger  8t,  so  erscheint  der  Träger  SK  als  Verbindungsstrahl 
aOi,  d.  h.  als  Projectionsstrahl;  durch  jeden  Punkt  j  des  Trägers  Ä 
gehen  mithin  die  beideir  Projectionsstrahlen  üi  und  der  Träger  9(; 
die  einzige  Ausnahme  macht  der  Punkt  Q;  für  ihn  fallen  beide  Pro- 
jectionsstrahlen zusammen;  er  heisst  der  Berührungspunkt  des  Pro- 
jectionsstrahls  81  und  ist  in  der  That  die  Grenzlage  des  Schnittpunktes 
zweier  unmittelbar  auf  einander  folgender  (unendlich-naher)  Projections- 
strahlen ;  ebenso  giebt  es  auf  dem  Träger  %^  einen  einzigen  bestimmten 
Punkt  bi,  welcher  dem  im  Schnittpunkte  liegenden  Punkt  6  der  ersten 
Punktreihe  entspricht;  durch  b^  geht  nur  ein  einziger  Projectionsstrahl, 
der  Träger  Äj,  und  b^  heisst  sein  Berührungspunkt.  Wir  setzen  femer 
die  auf  S.  93  unabhängig  bewiesene  Eigenschaft  der  beiden  projectivischen 
Punktreihen  voraus,  dass  nämlich  der  Schnittpunkt  {it)^,  ii^),  wo 
jji  und  5^1  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  bedeuten,  immer 
auf  derselben  festen  Geraden  liegt,  welche  durch  die  beiden  Berührungs- 
punkte ab^  der  Träger  geht. 

Dies  vorausgeschickt,   denken  wir  uns  (Fig.  31)  auf  den  beiden 

Trägem  Ä^lj  drei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  aüi,  cCj, 
bbx,  welche  zur  Bestimmung 
der  Projectivität  erforderlich 
sind,  und  wobei  o^  als  im 
Schnittpunkte  (?l,  Äj)  liegend 
angenommen  wird,  also  a  der 
Berührungspunkt  des  Trägers 
%  ist,  willkürlich  gewählt, 
dann  wird  der  dem  andern 
Schnittpunkte     liegenden 


Flg.  31. 


im 


Punkte  b  entsprechende  b^, 
d.  h.  der  Berührungspunkt  von 
Äj,  in  der  Weise  construirt^ 
dass  wir  den  Schnittpunkt : 

(cbj,  Cib)  =  x 
mit  a  verbinden  und  den  Punkt 
b^  aufsuchen,  in  welchem  diese  Verbindungslinie  den  Träger  ^^  trifft  Wir 
haben  also  auf  den  beiden  Trägem  9,%^  vier  Paare  entsprechender  Punkte: 
abcb  und  ctibiCib^,  und  es  gilt  die  Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse 
(abcb)  «B  (aib^qb,);  der  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  hat  einen 
doppelten  Namen  b  und  q^.     Wir  denken  uns  nun  den  Projections- 
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strahl  cCj  als  Träger  einer  neuen  Pnnktreihe  und  bezeichnen  ihn  in 
diesem  Sinne  mit  Äg;  wir  machen  nämlich  St^  und  Sl^  projectivisch 
rücksichtlich  der  Punktpaare,  welche  die  andern  Projectionsstrahlen 
auf  ihnen  bestimmen ;  der  Projectionsstrahl  81  triflFt  81^  und  %^  resp. 
in  a^  und  c;  wir  legen  daher  dem  c  den  zweiten  Namen  Qg  bei;  der 
Projectionsstrahl  bb^  trifft  Ä^  in  bj  und  Äg  in  demjenigen  Punkte, 
welchen  wir  b^  nennen;  endlich  liegt  im  Schnittpunkte  (Ä^,  %^)  der- 
jenige Punkt,  welcher  dem  Berührungspunkt  auf  dem  Träger  St^  ent- 
spricht; dieser  letztere  ist  der  Punkt  b^;  der  Schnittpunkt  (?li ,  %^\  welcher 
schon  den  Namen  c^  hatte,  empfangt  also  jetzt  in  dem  neuen  Sinne 
den  zweiten  Namen  h^  und  die  drei  Paare  entsprechender  Punkte  a^a^j, 
^1^37  b^bg  bestimmen  die  ganze  projectivische  Beziehung  der  beiden 
neuen  Trager  ÄjSlg  so,  dass  jetzt  der  dem  Punkte  Cj,  welcher  im 
Schnittpunkte  liegt,  entsprechende  Cg,  d.  h.  der  Berührungspunkt  bei 
der  neuen  Beziehung  von  Ä^  und  ^Ij»,  auf  die  Weise  gefunden  wird, 
dass  wir  den  Schnittpunkt  (Oibg,  b,tt^,)  =  y  mit  b^  verbinden  und  den 
Punkt  Cg  aufsuchen,  in  welchem  diese  Verbindungslinie  Slg  trifft.  Wir  haben 
dann  auf  den  beiden  Trägern  Äi^t^  vier  Paare  entsprechender  Punkte: 
^iK^i^i  ^^^  02^2^x^27  ^^^  ^^  S^^^  d^^  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse 
(a^biCibi)  ««  (^262^2^2)5  ®s  ist  also  auch  (abcb)  ■=»  (^ibiCibi)  = 
(OfbgCjbs);  was  auch  nachträglich  aus  der  Figur  leicht  verificirt  werden 
kann;  denn  es  ist  identisch: 

(abcb)  = (babc) 

(Seite  7);  femer  (babc)  «=  (aib^Cibi),  weil  diese  vier  Punktpaare  in 
Bezug  auf  den  Projectidnspunkt  x  perspectivisch  liegen;  ferner  (aibiCjbi) 
=  (biCibitti)  (Seite  7)  und  (bjCibiOi)  =  (ajbgCjbg),  weil  diese  vier 
Punktpaare  in  Bezug  auf  den  Projectionspunkt  y  perspectivisch  liegen, 
folglich: 

(abcb)  =  (ajbiCibi)  =  (agbjCjb,) . 

Endlich  denken  wir  uns  den  vierten  Projectionsstrahl  bb^  als 
Träger  einer  Punktreihe  und  nennen  ihn  in  diesem  Sinne  ^;  wir 
machen  jetzt  %^  und  ^  projectivisch  rücksichtlich  der  Paare  ent- 
sprechender Punkte,  welche  die  andern  Projectionsstrahlen  auf  ihnen 
bestimmen;  0  trifft  ^  und  %^  in  0^  und  b;  wir  legen  daher  dem 
Punkt  b  den  zweiten  Namen  a^  bei;  ^^  trifft  9^  und  ^  in  den 
Punkten  b^  und  b^;  wir  benennen  daher  den  Punkt  b^  jetzt  b,;  end- 
lich liegt  in  dem  Schnittpunkt  (^,  9,),  oder  bg,  deijenige  Punkt, 
welcher  dem  Berührungspunkt  c^  auf  ^  bei  der  vorigen  Beziehung 
entspricht;  wir  nennen  daher  b2  jetzt  C3  imd  haben  drei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  CL^ü^,  bgbjj,  c^3,  welche  die  projectivische  Bezie- 
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hung  bestimmen,  so  dais  jetzt  der  dem  Punkte  b^,  welcher  im  Schnitt- 
punkt (Äg,  Äj)  liegt,  entsprechende  Punkt  bj  auf  8(3  in  folgender  Weise 
gefunden  wird:  Wir  verbinden  den  Schnittpunkt  (OjT^s,  Oabj)*^^  mit 
Cj  und  bestimmen  den  Schnittpunkt  bg  dieser  Verbindungslinie  mit 
8(3 ;  dann  haben  wir  auf  den  beiden  Trägem  St^  ^^^  ^s  ^^^^  Paare 
entsprechender  Punkte:  a2b2^8b2  und  ajbgCgbj,  und  es  gilt  die  Gleich- 
heit der  Doppel  Verhältnisse  (öa^a^^a)  =*  (^3^3^3^3)5  ^^^  haben  also 
jetzt  die  vier  Doppelverhältnisse  einander  gleich: 

(abcb)  =  (a.biCibj)  =  (a^b^c^b,)  =  (a^b^Cabs) . 

Hieraus  folgt  zuerst  (abcb)  =  (öabjCabj)  und,  weil  identisch 
(abcb)  =  (bcba)  (Seite  7),  auch  (bcba)  —  (OjbsCjbg);  b  und  Oj  fallen 
aber  zusammen,  folglich  müssen  sich  cbg,  bCg  und  ab,  in  einem 
Punkte  schneiden,  oder  weil  (cbg,  ic^)  =  y  ist,  liegen  ah^y  in  einer 
Geraden;  zweitens  (abcb)  =  (Q^b^c^bg)  und  (abcb)  =  (cbab),  also 
(cbab)  BS  (^bjC^bg);  weil  nun  c  und  a^  zusammenfallen,  so  müssen 
sich  bbg,  aCj  und  bb^  in  einem  Punkte  schneiden;  bezeichnen  wir  den 
Schnittpunkt  (bbg,  bbg)  «» i?,  so  liegen  ac^z  in  einer  Geraden;  endlich 
ist  (aibiCibi)  =  (a3b3C8b3)  und  (OibjCibi)  =  (c^biaibj  also  (c^biO^bi) 
«=  (agbgCgbg);  wcü  abcr  bi  und  bg  zusammenfallen,  so  müssen  sich' 
^i^Bf  ^1^  ^i^^  ^1^3  ^  einem  Punkte  schneiden;  nun  ist  der  Schnitt- 
punkt (Cia3,  a^Cg)««;?,  also  liegen  b^  bg  0  in  einer  Geraden.  Wir 
sehen,  dass  xyz  nichts  anderes  sind,  als  die  drei  Diagonalpunkte 
des  von  den  vier  Geraden  %^i^^%^  gebildeten  vollständigen  Vier- 
seits  und  erkennen  zugleich,  dass  das  Dreieck  xyz  identisch  zu- 
sammenfällt mit  dem  Diagonaldreieck  des  von  den  vier  Berührungs- 
punkten abiC2b3  gebildeten  vollständigen  Vierecks,  oder  dass  die 
Berührungspunkte  paarweise  mit  den  Punkten  xyz  in  gerader  Linie 
liegen. 

Die  in  der  angegebenen  Weise  hergestellte  Figur,  bei  der  jede 
der  vier  Geraden  ^V^Vii^^  vier  Punkte  enthüllt,  in  welchen  sie  von 
d«n  andern  und  sich  selbst  (im  Berührungspimkte)  getrofPen  wird  und 
irgend  zwei  von  ihnen  rücksichtlich  dieser  Punkte  projectivisch  gemacht 
sind,  bietet  noch  eine  zweite,  nicht  minder  wichtige  Eigenschaft  dar. 
Fassen  yrii  die  vier  Berührungspunkte  abiC2b3  auf,  so  sehen  wir,  dass 
durch  jeden  derselben  vier  Strahlen  gehen,  nämlich  einmal  der  Pro- 
jectionsstrahl,  dessen  Berührungspunkt  er  ist,  und  dann  die  drei  Strahlen 
nach  den  drei  andern  BerQhrungspunkten  hin.  Bezeichnen  vrir  diese 
nun  in  folgender  Weise: 

Jl  =  a,      abi«=&,      ac2  =  c,      ab^  =  d, 
femer: 
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ebenso: 
endlich: 

SO  dass  also  6  Strahlen  Doppelnamen  haben: 

und 

dann  findet  zwischen  diesen  Strahlen  ein  ganz  analoges  Verhältniss 
statt,  wie  vorhin  zwischen  den  (mit  deutschen  Bachstaben)  gleich- 
benannten Punkten;  es  ist  nämlich  identisch  das  Doppel  verhältniss: 
{abcd)  =  (bade)  xmd  zugleich  (bade)  «=  («iftiC^Ji),  weil  b  und  «j 
zusammenfallen  und  die  drei  Schnittpunkte  (a&i),  (t?c,)  =  y,  (cdi)  =  2: 
in  gerader  Linie  liegen,  es  ist  also  (abcd)  »>  (^i^i^i^i);  ^^^^  ^  gleicher 
Weise: 

(abcd)  =  K&iCirfi)  =  (a^b^c^d^)  -=  (agigCsöfg)  ; 

von  den  vier  Strahlbüscheln  sind  also  je  zwei  mit  einander  projecti- 
visch^  und  zugleich  ist: 

(abcd)  =  (abcb); 

denn  die  vier  Punkte,  in  welchen  das  Strahlbüschel  abcd  von  der 
Geraden  yz  getro£Fen  wird,  liegen  perspectivisch  mit  den  vier  Punkten 
babc  und  haben  x  zum  Projectionspunkte,  folglich  ist  (abcd)  i« 
(babc)  =  (abcb).  Diese  eigenthümliche  Figur  bietet  mithin  nur  einen 
einzigen  Werth  des  Doppel  Verhältnisses  dar,  welcher  sowohl  für  die 
Punkte  der  vier  Punktreihen,  als  auch  für  die  Strahlen  der  vier  Strahl- 
büschel derselbe  bleibt. 

Lassen  wir  eine  Bewegung  in  der  Figur  eintreten,  indem  wir 
den  Projectionsstrahl  bb^  oder  ^3  gemäss  der  projecti vischen  Be- 
ziehung der  beiden  ursprünglich  angenommenen  Pimktreihen  SlSt^  die 
ganze  Schaar  von  Projectionsstrahlen  durchlaufen  lassen,  so  durch- 
laufen b  und  bi  die  beiden  ursprünglichen  projectivischen  Punktreihen; 
es  verändern  sich  der  Schnittpunkt  b^,  der  Berührungspunkt  bj  und 
die  drei  Punkte  xyz'^  dagegen  bleiben  a  und  b^,  die  den  im  Schnitt- 
punkte liegenden  a^i  entsprechen,  fest;  der  Punkt  x  durchläuft  also 
die  feste  Gerade  ab^;  es  bleiben  C  und  q  fest;  es  leuchtet  ein,  dass 
auch  der  auf  die  oben  angegebene  Weise  construirte  Berührungspunkt 
Cj  fest  bleibt;  denn  wegen  der  bekannten  Eigenschaft  des  vollständigen 
Vierecks  (S.  18)   abjCjbg  sind  die  vier  Strahlen  xh^,  ojc,,  xy  und  xz 
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vier  harmonische  Strahlen,  also  die  vier  Punkte,  in  welchen  cCj  von 
ihnen  geschnitten  wird,  vier  harmonische  Punkte,  d.  h.  c  und  q,  der 
Schnittpunkt  von  cc^  mit  der  festen  Geraden  ab^  und  der  Berührungs- 
punkt Cj  sind  vier  harmonische  Pimkte,  und  zwar  c  und  c^  zugeord- 
nete; es  giebt  aber  nur  einen  einzigen  vierten  harmonischen  Funkt 
zu  dreien,  von  denen  zwei  als  zugeordnete  festgesetzt  sind  (§.  8); 
folglich  bleibt  der  in  obiger  Weise  construirte  Berührungspunkt  c^ 
immer  derselbe,  wie  auch  der  vierte  Projectionsstrahl  bb^,  welcher  zu 
seiner  Construction  diente,  der  projectivischen  Beziehung  gemäss  sich 
verändern  mag.  Hieraus  folgt,  dass  der  Punkt  y  bei  der  Bewegung 
die  feste  Gerade  b^Cg  und  der  Punkt  z  die  feste  Gerade  ac^  durch- 
läuft; da  z  sich  auf  einer  Geraden  bewegt,  so  sind  die  beiden  von  qj? 
und  in  beschriebenen  Strahlbüschel  perspectivisch,  also  die  beiden 
Punktreihen,  in  welchen  sie  die  Geraden  %  und  ^  treffen,  projecti- 
visch;  mithin  durchlaufen  die  Punkte  b  und  b^  zwei  projectivische 
Punktreihen,  oder  die  beiden  Geraden  8(  und  Slg  werden  von  der  6e- 
sammtheit  der  Projectionsstrahlen  in  zwei  projectivischen  Punktreihen 
getroffen;  hätten  wir  andererseits  ^3  festgehalten  und  ^^  ^^^  Gesammt- 
heit  der  Projectionsstrahlen  durchlaufen  lassen,  so  würden  wir  in 
gleicher  Weise  gefunden  haben,  dass  ?l  und  ^  von  sämmtlichen  Pro- 
jectionsstrahlen in  zwei  projectivischen  Punktreihen  getroffen  werden; 
folglich  werden  auch  %2  ^^^  ®3  von  sämmtlichen  Projectionsstrahlen 
in  zwei  projectivischen  Punktreihen  getroffen,  und  wir  können  jetzt 
den  allgemeinen  Satz  aussprechen: 

Irgend  zwei  Projectionsstrahlen  ztceier  projectivisdter  Punktreihen 
werden  von  der  Gesammtheit  der  Projectionsstrahlen  immer  tvieder  in 
zwei  projectivischen  Punktreihen  getroffen  (§.  20).  Hierdurch  verlieren 
die  Träger  der  beiden  ursprünglichen  Punktreihen  ihre  scheinbare 
Bevorzugung  und  treten  in  die  Reihe  aller  übrigen  Projectionsstrahlen. 
Es  giebt  auf  jedem  Projection^trahl  einen  einzigen  bestimmten  Punkt 
(Berührungspunkt),  in  welchem  er  von  dem  unendlich  nahen  ge- 
troffen wird;  fasst  man  irgend  zwei  Projectionsstrahlen  als  Trl^er 
zweier  erzeugenden  Punktreihen  auf,  so  sind  ihre  Berührungspunkte 
diejenigen,  welche  den  in  ihrem  Schnittpunkte  vereinigten  Punkten 
entsprechen.  Es  resultirt  immer  derselbe  Berührungspunkt  auf  einem 
Projectionsstrahl,  mit  welchem  andern  als  Träger  zweier  erzeugenden 
Punktreihen  man  ihn  auch  zusammenfassen  mag.  Dies  Alles  folgt 
unmittelbar  aus  der  vorigen  Betrachtung,  aber  noch  mehr:  Weil  y 
und  0  auf  den  beiden  festen  Geraden  b^c,  und  QCj  sich  bewegen  und 
beständig  in  gerader  Linie  liegen  mit  b  (oder  aj,  so  beschreiben  sie 
zwei   perspectivisch   liegende   Punktreihen,   folglich  oy  und  h^z  zwei 
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projectivische  Strahlbüschel;  es  schneiden  sich  aber  ay  und  h^z  in  ba, 
dem  Berührungspunkte  auf  dem  veränderlichen  vierten  Projections- 
strahle;  folglich  gilt  der  Satz: 

Die  Gesammtheit  der  Berührungspunkte  auf  den  PrqjecHansstrahlen 
ist  von  solcher  Beschaffenheit,  dass,  wenn  man  irgend  zwei  von  ihnen 
als  Mittdptmkte  zweier  StrdhTbüschd  mü  sämmtlichen  durch  StraJUen- 
ixmre  verbindet ,  man  allemal  zwei  projectivische  StrahUniscfiel  erhält  (S.  98). 
Demjenigen  Strahl  des  einen  Strahlbüschels,  welcher  auf  die  Verbin- 
dungslinie der  Mittelpunkte  fallt,  entspricht  im  andern  Strahlbüschel 
der  Projectionsstrahl,  für  welchen  der  Mittelpunkt  des  letzteren  Berüh- 
rungspunkt ist.  Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  wir  den  Ort  des  Schnittpunkts 
entsprechender  Strahlen  der  beiden  projectivischen  Strahlbüschel  ver- 
folgen und  die  continuirliche  Beihe  der  Schnittpunkte  als  Curve  auffassen, 
dass  der  Strahl,  welcher  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  in  dem 
einen  Strahlbüschel  entspricht,  nach  der  bekannten  Definition  der  Tangente 
(S.91)  in  die  Tangente  dieser  Curve  an  dem  Punkte,  welcher  Mittelpunkt 
des  andern  Strahlbüschels  ist,  übergeht.  Die  Projectionsstrahlen  sind 
daher  die  sämmtlichen  Tangenten  derjenigen  Curve,  welche  von  ihren 
(sogenannten)  Berührungspunkten  gebildet  wird;  wir  erkennen  hieraus 
die  nachzuweisende  Identität  beider  Erzeugnisse,  welchen  wir  den 
gemeinsamen  Namen  Kegelschnitt  beigelegt  haben: 

1.  Der  Ort  des  Schnittpunkts  entsprechender  Strahlen  zweier  pro- 
jectivischer  Strahlbüschel  ist  der  Kegelschnitt  als  continuirliche  Beihe 
von  Punkten  aufgefasst. 

2.  D|e  von  den  sämmtlichen  Verbindungsstrahlen  entsprechender 
Punkte  zweier  projectivischer  Punktreihen  (Projectionsstrahlen)  umhüllte 
Curve  ist  der  Kegelschnitt  als  continuirliche  Beihe  von  Berührungs- 
»trahlen  (Tangenten)  aufgefasst. 

Aus  der  obigen  Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse: 

(abcd)  =  (a6cb) 

ergiebt  sich  bei  der  Bewegung  von  d  und  b  schliesslich  noch  das 
Resultat: 

Die  Punktreihe,  in  toelcfier  eine  beliebige  Tangente  des  Kegelschnitts 
ttm  der  Gesamfntheit  derselben  getroffen  wird,  ist  projedivisch  mit  dem 
StrählbUsdiel,  dessen  Mittelpunkt  der  Berührungspunkt  der  erster en  ist 
\iiid  dessen  Strahlen  nach  sämmtlichen  übrigen  Berüfirungspunkten  hin- 
gehen, indem  immer  der  Schnittpunkt  einer  Tangente  und  der  Strahl 
nach  ihrem  Beriäirungspunkt  entsprechende  Elemente  sind  (§g.  21  und  22). 
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§.  24.    Der  Kreis  als  Erzengniss  projectivisclier  Gebilde. 

Die  durch  die  vorige  Betrachtung  allgemein  nachgewiesene  doppelt« 
Entstehungsweise  des  Kegelschnitts  findet  ihre  Bestätigung  zunächst 
bei  dem  aus  der  Elementargeometrie  bekannten  Kegelschnitt ,  dem 
Kreise,  und  die  doppelte  Erzeugung  des  Kreises  durch  projectivische 
Oebilde  lässt  sich  aus  elementaren  Eigenschaften  desselben  unmittel- 
bar ableiten-,  zugleich  wollen  wir  auch  umgekehrt  hieraus  die  Bedin- 
gungen ermitteln^  unter  welchen  zwei  projectivische  Strahlbüschel  oder 
zwei  projectivische  Punktreihen  einen  Kreis  erzeugen.  Wir  haben 
bereits  in  §.  15  diejenige  elementare  Eigenschaft  des  Kreises  benutzt, 
welche  ihn  als  Erzeugniss  zweier  projectivischer  Strahlbüschel  er- 
scheinen lässt.  Werden  irgend  zwei  Punkte  BB^  einer  Kreisperipheric 
mit  allen  übrigen  Punkten  derselben  abc  . . .  {  . .  durch  Strahlenpaare 
aa^,  bb^,  ce^. . ,  xx^  . .  verbunden,  so  bilden  diese  unter  sich  gleiche 
Winkel  (oder  was  gleichbedeutend  ist,  Nebenwinkel),  d.  h.  {ab)  «=  («i^i), 
(J)c)  SB  (&^q),  weil  sie  über  demselben  Bogen  stehen;  es  ist  also  das 
Doppelverhältniss  {abcx) '^{aj)^c^x^)  oder  die  beiden  Strahlbüschel 
(B)  (B^)  sind  rücksichtlich  ihrer  Strahlenpaare  xx^  projectivisch  und 
zwar  prcjectivisch-gleich  (Seite  77).  Sei  e  der  Strahl  des  Strahlbüschels 
(JB),  welcher  auf  ^JB^  fällt,  so  muss  nothwendig  auch  (xe)  ■=  (a^^)  sein, 
d.  h.  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  des  Kreises  ist  e^  die  Tangente 
am  Punkte  f^;  sie  bildet  mit  irgend  einer  durch  J^^  gehenden  Sehne 
Xi  einen  Winkel,  der  gleich  dem  Peripheriewinkel  über  dieser  Sehne 
ist;  also  die  dem  vereinigten  Strahle  BB^  entsprechenden  Strahlen 
beider  Strahlbüschel  sind  die  Tangenten  in  B  und  B^.  Es  ist  noch 
wesentlich  für  die  Umkehrung  zu  bemerken,  dass  die  den  Kreis  er- 
zeugenden beiden  Strahlbüschel  nothwendig  gleichlaufend  sind,  d.  h. 
denselben  Drehungssinn  (S.  3)  haben  (wie  sich  aus  der  Anschauung 
orgiebt),  wo  wir  auch  die  Peripheriepunkte  BB,  annehmen  mögen. 
Nunmehr  können  wir  umgekehrt  schliessen:  Zwei  projectivisch-gleiclie 
und  gleichlaufende  Strcdilbüschel  erzeugen  immer  einen  Kreis ,  sobald  sie 
sich  nicht  in  perspectivischer  Lage  befinden;  denn  sie  sind  voll- 
ständig bestimmt  durch  ein  Paar  entsprechender  Strahlen  aa^^,  da 
hinzugefügt  ist,  dass  sie  gleichlaufend  sein  sollen  (Seite  77);  legt  man 
also  durch  die  Mittelpunkte  BB^^  und  den  Schnittpunkt  a  »=  (a,  aj 
einen  Kreis,  so  liefert  jeder  Peripheriepunkt  j  zwei  entsprechende 
Strahlen  xx^  zweier  gleicher  und  gleichlaufender  Strahlbüschel,  welche 
mit  den  angenommenen  identisch  zusammenfallen. 

Zweitens  kann  der  Kreis,  als  die  Gesammtheit  seiner  Tangenten 
aufgefasst,    durch    zwei    projectivische    Punktreihen    erzeugt    werden. 
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Werden  irgend  zwei  Tangenten  Fig.  »2. 

des  Kreises  %3(|  als  Träger 
zweier  Punktreihen  genommen, 
(Fig.  32)  und  hat  ihr  Schnitt- 
punkt den  doppelten  Namen  ef|» 
sind  also  e^  und  f  die  Berüh- 
rungspunkte und  iii  die  Schnitt- 
punkte einer  beliebigen  dritten 
Tangente  mit  9(  und  ^i,  so  ist 
die  projectivische  Eigenschaft 
der  Yon  jr  und  £1  durchlaufenen  Punkcreihen  leicht  zu  erkennen,  indem 
wir  die  Punkte  r  und  q^,  welche  den  unendlich  entfernten  entsprechen, 
(Seite  28),  aufsuchen;  dies  geschieht  dadurch,  dass  wir  zu  ^  und  9[| 
die  parallelen  Tangenten  ziehen,  welche  in  r  und  q^  die  ersteren 
sebneiden;  aus  bekannten  Eig^chaften  des  Kreises  folgt  dann,  dass 
das  von  diesen  vier  Tangenten  gebildete  Parallelogramm  ein  Rhombus 
ist,  dessen  Diagonalen  sich  im  Mittelpunkte  M  des  Kreises  schneiden 
und  senkrecht  auf  einander  stehen;  folglich  ist  L  erJlf  »=  L  fiqi^lf;  also 
auch  die  Nebenwinkel  gleich  L^xM  «=^  L  -ÄfqiEi;  da  femer  die  Winkel 
bei  f,  jj  und  c  durch  die  Strahlen  Mi^  üfj^,  Mt  halbirt  werden  und 
die  Summe  der  Winkel  des  Dreiecks  =  180®,  also  die  Summe  der 
halben  Winkel  =90®  ist,  so  ist  der  Winkel  Z.  er  Jf  gleich  der  Summe 
der  halben  Winkel  bei  j  und  Ji,  folglich  L^xM  =  L  iMi^  =  L  -3fq,rj; 
folglich  sind  die  drei  Dreiecke  ähnlich: 

AixM<^AiMii^AMqiii. 

wegen   der   Gleichheit    der   Winkel;    die   Proportionalitat   der   Seiten 
liefert  daher  die  Beziehung: 

Ä  "^  'S"  ^^^^  ^^  '  ^'^'  ^  ^^  '  ^^' ' 

Aus  der  Eigenschaft  der  constanten  Potenz:  r£-q]£i  erkennen 
wir  nun  (S.  29),  dass  die  von  jj^  durchlaufenen  Punktreihen  projec- 
tivisch  sind;  da  femer  nach  bekannten  Eigenschaften: 

A  rJff  ~  A  qj. M,  also  ^  =  ^  oder  rf  •  qj^  =  Mx  ■  Mq, , 

»0  sind  auch  der  Berühmngspunkt  f  und  der  Schnittpunkt  der  beiden 
Trager  fj  zwei  entsprechende  Punkte  und  ebenso  cCj. 

Suchen  wir  umgekehrt  die  Bedingungen  auf,  welche  erforderlich 
und  ausreichend  sind,  damit  zwei  projectivische  Punktreihen  einen  Kreis 
erzeugen,  so  sehen  wir  zunächst, -dass  beim  Kreise 
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sein  musS;  dass  also  in  dem  Schnittpunkte  der  beiden  erzengenden 
Punktreihen  zwei  solche  Punkte  c  und  fji  vereinigt  liegen  müssen, 
welche  die  Endpunkte  entsprechender  gleicher  Strecken  sind.  Es  giebt 
aber  (Seite  31)  ein  doppeltes  System  von  unendlich  vielen  Paaren 
entsprechender  gleicher  Strecken  bei  zwei  beliebigen  projectivischen 
Punktreihen;  die  einen  schliessen  die  Punkte  r  und  q^  ein,  die  andern 
aus;  zur  Erzeugung  des  Kreises  wird  nur  ein  Paar  der  zweiten  Art, 
übrigens  aber  beliebig  gewählt  werden  dürfen;  sodann  ist  der  Winkel 
zwischen  den  beiden  Trägem  der  erzeugenden  Punktreihen  keineswegs 
willkürlich,  sondern  von  der  constanten  Potenz  der  gegebenen  pro- 
jectivischen Beziehung  und  von  der  Lage  des  im  Schnittpunkte  ver- 
einigten Paares  von  Endpunkten  entsprechender  gleicher  Strecken 
abhängig;  denn  bezeichnen  wir  denselben  mit  q),  so  ist: 

er  .  sin  ^  =  xM 
fifli  •  sin  1^  =  c\,M 


er  .  fifli .  sin*  |-  =  xM.  c\iM^  rj  .  qiJi  =rc .q^e,, 

und  da  q^Cj  =  rf,  so  folgt: 

.  o  qp         rf 

dadurch  ist  der  Winkel  zwischen  den  beiden  erzeugenden  Punktreihen 
abhängig  gemacht  von  den  Daten  der  projectivischen  Beziehung,  und 
da  diese  Relation  zwei  Werthe  für  den  Winkel  q)  liefert,  so  wird  es, 
wenn  wir  den  Schnittpunkt  festhalten  und  die  Richtung  der  Träger 
verändern,  zweimal  vorkommen,  dass  die  Punktreihen  einen  Kreis  er- 
zeugen; also  haben  wir  folgendes  Resultat: 

Zwei  beliebige  prqjectivische  Punktreihen  können  immer  so  gelegt 
iverden,  dass  sie  einen  Kreis  erzeugen;  hierzu  is(  es  nothwendig,  irgetid 
ein  Paar  entsprechender  gleicher  Strecken  der  beiden  PunktreU^en  des- 
jenigen Systems,  welche  x  und  ci^  ausschliessen,  (S.  32)  zu  wählen  und 
zwei  nicht  entsprecJiende  Endpunkte  derseU)en  in  dem  Schnittpunkte  der 
Imden  Träger  zu  vereinigen ,  endlidi  noch  die  Neigung  der  beiden  Träger 
so  zu  bestimmen,  dass  das  Quadrat  des  halben  Abstandes  der  Punkte  r 
und  q^  'von  einander  gleich  der  Potenz  der  projectivischen  Beziehung 
(tj.q,Ji)  u)ird  (was  auf  doppelte  Weise  geschehen  kann). 

§.  25.    Eintheilung  der  Eegelschnitte. 

Um  uns  von  der  Gestalt  des  Kegelschnitts,  trete  er  als  Er- 
zeugniss    zweier    projectivischer    Strahlbüschel   oder    zweier   projecti- 
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vischer  Punktreihen  auf^  ein  anschauliches  Bild  machen  zu  können^ 
müssen  wir  einige  besondere  Umstände  näher  ins  Auge  fassea^  welche 
bei  den  erzeugenden  Gebilden  vorkommen  können.  Gehen  wir  von 
zwei  projecti vischen  Strahlbüscheln  BB^  in  allgemeiner  Lage  aus  und 
denken  unS;  indem  wir  das  eine  Strahlbüschel  B  festhalten ,  das 
andere  B^y  ohne  es  um  seinen  Mittelpunkt  zu  drehen,  parallel  mit 
sich  fortgeschoben,  bis  B^  mit  B  zusammenfällt  (oder  was  dasselbe 
ist,  ziehen  wi^  durch  B  zu  sämmtlichen  Strahlen  des  Strahlbüschels 
Bi  Parallelen);  so  erhalten  wir  in  B  zwei  auf  einander  liegende  pro- 
jectivische  Strahl büschel,  wie  sie  in  §.  14  genauer  untersucht,  worden 
sind;  dort  sahen  wir,  dass  drei  Fälle  eintreten  können:  entweder 
1.  haben  die  beiden  concentrischen  projectivischen  Strahlbüschel  zwei 
zusammenfallende  entsprechende  Strahlen  (Doppelstrahlen),  oder  2.  nur 
ein  Paar  zusammenfallende  entsprechende  Strahlen,  welches  dann  das 
besondere  Paat  g  und  g^  oder  h  und  Ä^  sein  muss,  oder  3.  sie  haben 
keine  zusammenfallende  entsprechende  Strahlen.  Schieben  wir  nun 
das  Strahlbüschel  Bi  wieder  parallel  mit  sich  in  seine  ursprüngliche 
Lage  zurück,  so  werden  die  vorhin  zusammengefallenen  Strahlen  nun- 
mehr parallel  laufen  oder  ihren  Schnittpunkt  im  Unendlichen  haben; 
die  Schnittptmkte  aller  übrigen  Paare  entsprechender  Strahlen  müssen 
aber  im  Endlichen  liegen.  Nach  den  vorigen  drei  Kategorieen  ergeben 
sich  daher  drei  Gattungen  von  Kegelschnitten: 

1.  Ein  Kegelschnitt,  welcher  keinen  unendlich -entfernten  Punkt 
hat,  dessen  Punkte  also  sämmtlich  in  einem  endlichen  Stück  der 
Ebene  liegen,  heisst  eine  Ellipse'^  die  sie  erzeugenden  projectivischen 
Strahlbüschel  müssen  gleichlaufend   sein  (Seite  45). 

2.  Ein  Kegelschnitt,  welcher  nur  einen  einzigen  unendlich -ent- 
fernten Punkt  hat,  heisst  eine  Parahd;  die  erzeugenden  projectivischen 
Strahlbüschel  müssen  ebenfalls  gleichlaufend  sein  und  so  liegen,  dass 
entweder  die  besonderen  Strahlen  g  und  g^  oder  h  und  hi  parallel 
laufen;  da  sämmtliche  unendlich -entfernte  Punkte  der  Ebene  auf  einer 
Geraden  G^  liegen  (S.  77)  und  die  Parabel  nur  einen  Punkt  auf  G^ 
hat,  so  muss  G^  Tangente  (Projectionsstrahl)  der  Parabel  sein  und 
dieser  Punkt  der  Berührungspunkt.  Die  Parabel  hat  also  nur  einen 
imendlich-entfemten  Punkt  und  die  unendlich -entfernte  Gerade  {G^) 
zur  Tangente. 

3.  Ein  Kegelschnitt,  welcher  zwei  unendlich-entfernte  Punkte  hat, 
heisst  eine  Hyperbel;  dieselbe  kann  sowohl  durch  gleichlaufende,  als  auch 
durch  ungleichlaufende  projectivische  Strahlbüschel  erzeugt  werden 
«je  nachdem    ihre  Mittelpunkte  sich  auf  demselben  oder  auf  verschie- 
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denen  Zweigen  der  Hyperbel  befinden ;  (siehe  Ende  des  §.  26);  zwei 
ungleichlaufende  projectivische  Strahl  büschel  erzeugen  immer  eine 
Hyperbel. 

Aus  der  vorigen  Betrachtung  geht  hervor^  dass  durch  parallele 
Verschiebung  der  Strahlbüschel  BB^  ohne  Drehung  um  ihre  Mittelpimkte 
die  Gattung  des  Kegelschnitts,  ihres  Erzeugnisses,  nicht  verändert  wird; 
fallen  sie  zusammen,  so  erscheint  ihr  Erzeugniss  entweder  als  Punkt 
d.  h.  eine  besondere  Ellipse  (als  reeller  Schnittpunkt  eines  imaginären 
Linienpaares),  oder  als  eine  einzige  gerade  Linie  (aufzufassen  als  zwei  zu- 
sammenfallende Gerade)  d.  h.  eine  besondere  Parabel,  oder  als  zwei  reelle 
Gerade  (ein  Linienpaar)  d.  h.  eine  besondere  Hyperbel.  Liegen  dagegen 
die  Mittelpunkte  beider  Strahlbüschel  BB^^  getrennt  und  drehen  wir 
die  Strahlbüschel  selbst  um  ihre  Mittelpunl^te,  ohne  die  projectivischc 
Beziehung  zu  verändern,  so  wird  nur  dann,  wenn  die  Strahlbüsehel 
ungleichlaufend  sind,  ihr  Erzeugniss  seine  Gattung  nicht  ändern,  und 
beständig  Hyperbel  sein;  es  können  aber  dabei  zwei  besondere  Fälle 
von  Literesse  eintreten;  einmal  nämlich  fallen  bei  der  Drehung  zwei 
entsprechende  Strahlen  auf  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte; 
dann  werden  die  Strahlbüschel  perspectivisch;  der  Ort  der  Schnitt- 
punkte entsprechender  Strahlen  ist  eine  gerade  Linie  (der  perspecti- 
vische  Durchschnitt);  die  Punkte  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte 
müssen  auch  als  Punkte,  welche  zwei  entsprechenden  Strahlen  ge- 
meinschaftlich sind,  angesehen  werden;  mithin  degenerirt  die  Hyperbel 
in  zwei  Gerade,  ein  Linienpaar,  von  dem  eine  die  Verbindungslinie  der 
Mittelpunkte,  die  andere  der  perspectivische  Durchschnitt  ist. 

Ein  zweiter  besonderer  Fall  tritt  ein,  wenn  bei  der  Drehung  die 
Strahlen  s  und  s^  folglich  auch  t  und  t^  in  parallele  Lage  gelangen, 
d.  h.  die  Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel  parallel  werden; 
eine  solche  Hyperbel,  bei  welcher  die  unendlich-entfernten  Punkte  in 
zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  heisst  eine  gleich- 
seitige Hyperbel]  sie  bietet  einige  dem  Kreise  analoge  Beziehungen  dar; 
so  wie  z.  B.  der  Kreis  (S.  108)  als  das  Erzeugniss  zweier  gleicher  und 
gleichlaufender  projectivischer  Strahlbüschel  auftritt,  kann  die  gleich- 
seitige Hyperbel  als  das  Erzeugniss  zweier  gleicher  und  ungleich- 
laufender projectivischer  Strahlbüschel  aufgefasst  werden;  wenn  näm- 
lich zwei  projectivisch  gleiche  aber  ungleichlaufende  Strahlbüschel  ein 
Paar  entsprechender  Strahlen  parallel  haben,  so  haben  sie  noth wendig 
nur  noch  ein  zweites  Paar  entsprechender  Strahlen  parallel,  nämlich 
die  mit  jenen  einen  Winkel  von  90^  bilden;  da  aber  zwei  ungleich- 
laufende Strahlbüschel  immer  ztvei  Paare  entsprechender  Strahlen 
parallel  haben ^  so  stehen  deren  Richtungen  auf  einander  senkrecht; 
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die  unendlich-entfernten  Punkte  des  Erzeugnisses  zweier  projectivisch- 
gleicher  ungleichlaufender  Strahlbüschel  liegen  also  in  zwei  zu  ein- 
ander rechtwinkligen  Richtungen^  mithin  ist  dies  Erzeugniss  eine 
gleichseitige  Hyperbel.  Die  gleichseitige  Hyperbel  kann  indessen^  wie 
wir  gesehen  haben ,  auch  durch  zwei  beliebige  pi*ojectivische  Strahl- 
buschel  erzeugt  werden,  Jiicht  so  der  Kreis. 

Sind  andererseits  die  beiden  erzeugenden  Strahlbüschel  BBi  gleich- 
laufend, und  drehen  wir  dieselben  um  ihre  festgedachten  Mittelpunkte, 
ohne  die  projectivische  Beziehung  zu  verändern,  so  verändert  sich  der 
Kegelschnitt  und  kann  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  werden.  Der 
Spielraum,  innerhalb  dessen  diese  verschiedenen  Fälle  eintreten,  ist 
leicht  zu  übersehen,  wenn  wir  nur  das  eine  Strahlbüschel  B^  drehen, 
das  andere  B  dagegen  unverändert  lassen.  Bei  dieser  Drehung  kommen 
einmal  g  und  g^  in  parallele  Lage;  h  und  \  laufen  dann  aber  nicht 
parallel,  weil  bei  zwei  gleichlaufenden  projectivischen  Strahlbüscheln 
uiunoglich  gleichzeitig  g  mit  g^  und  h  mit  h^  parallel  laufen  kann 
iS.  45);  drehen  wir  alsdann,  mit  der  parallelen  Lage  von  g  und  g^  be- 
ginnend, flir  welche  das  Erzeugniss  eine  Parabel  wird,  in  beliebigem 
Drehungssinne  das  Strahlbüschel  B^  herum,  so  wird  das  Erzeugniss 
Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  die  Richtungen  von  g  und  h  durch 
die  Richtungen  von  h^  und  g^  getrennt  werden  oder  nicht;  gelangen  wir 
endlich  bei  fortgesetzter  Drehung  in  die  Lage,  dass  h  und  A^  parallel 
werden,  so  entsteht  wieder  eine  Parabel,  und  bei  fortgesetzter  Drehung 
geht  das  Erzeugniss,  wenn  es  früher  Ellipse  war,  in  die  Hyperbel 
fihor,  oder  umgekehrt;  es  giebt  also  zwei  Gruppen  von  Kegelschnitten, 
welche  bei  dieser  Bewegung  auftreten;  die  eine  enthält  lauter  Ellipsen, 
die  andere  lauter  Hyperbeln;  beide  Gruppen  werden  durch  zwei  Para- 
beln* von  einander  getrennt.  Unter  der  Gruppe  von  Hyperbeln  tritt 
einmal  das  Linienpaar  auf,  wenn  die  Strahlbüschel  in  perspectivische 
Lage  gelangen,  und  einmal  die  gleichseitige  Hyperbel,  wenn  s  und  5„ 
also  auch  t  und  t^  parallel  laufen. 

!^.  26.    Bedingungen  für  die  Erzeugung  der  verschiedenen  Gattungen  des 
Kegelschnitts  durch  projectivische  Punktreihen. 

Betrachten  wir  das  dualistisch  gegenüberstehende  Erzeugniss  zweier 
beliebiger  projectivischer  Punktreihen,  so  erkennen  wir,  dass  dasselbe  im 
Allgemeinen  nur  Ellipse  oder  Hyperbel  sein  kann,  nicht  aber  Parabel; 
denn  da  die  Parabel  derjenige  Kegelschnitt  ist,  welcher  nur  einen 
einzigen  unendlich-entfernten  Punkt  besitzt,  so  muss  die  unendlich- 
entfernte  Gerade  G^,  da  sie  nur  einen  Punkt  mit  diesem  Kegelschnitt 
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gemein  hat,  ein  Projectionsstrahl  oder  eine  Tangente  desselben  sein: 
irgend  zwei  andere  Tangenten,  als  Träger  zweier  erzeugenden  Punkt- 
reihen aufgefasst,  werden  von  G^  iii  den  unendlich-entfernten  Punkten 
gelroifeu,  welche  mithin  entsprechende  Punkte  sein  müssen.  Zwei 
Punktreihen,  deren  unendlich-entfernte  Punkte  entsprechende  sind,  sind 
aber  nothwendig  projectivisch- ähnlich  (S,  75);  also  sehen  wir,  ^asR 
eine  Farabcl  nur  von  zwei  projectivisch-ähnlidien  Funktrcihen  ereeugi 
wm'den  kann  und  immer  erzeugt  wird,  sobald  sich  dieselbsn  nicht  in 
Flg.  33.  ^^  perspectivi scher     Lage     befinden: 

also  auch  umgekehrt:  Irgend  zwei 
Tangenten  einer  Parabel  tverdeti  lon 
allen  übrigen  in  zwei  pr(ijediviscJi- 
ähnlidien  Punktreihen  getroffen. 
(Hieraus  können  wir  uns  leicht 
ein  anschauliches  Bild  der  Parabel 
durch  Zeichnung  herstellen,  indem 
wir  z.  B.  (Fig.  33)  auf  einer  Geraden 
eine  Anzahl  von  äquidistanten  Punkten  abcb...,  auf  einer  zweiten 
Geraden  eine  gleiche  Anzahl  von  äquidistajiten  Punkten  a,t),c,bi... 
annehmen  und  die  Projectionsstrahlen  aüy,  bb,,  cc^...  ziehen.)  Es 
ist  selbstverständlich,  dass  a  fortiori  auch  zwei  projedivtschgleiche 
Punktreihen  immer  eine  Parabel  erzeugen,  sobald  sie  nicht  perspecti- 
visch  liegen.  Wir  bemerken  hierzu  noch,  dass  die  Parabel  keine  zwei 
im  Endlichen  gelegene  parallele  Taugenten  haben  kann;  denn  hätte 
sie  zwei  parallele  Tangenten,  und  wir  fassten  sie  als  Träger  zweier 
erzeugenden  Punktreihen  auf,  so  mQaste  ihr  Schnittpunkt,  da  er  die 
I>eiden  unendlich-entfernten  Punkte  dieser  Trüger  enthält  und  dieselben 
bei  der  Parabel  entsprechende  Punkte  sein  müssen,  zwei  entsprechende 
Punkte  vereinigt  enthalten;  die  Punktreihen  wären  also  perspectiviach, 
und  die  Projectionsstrahlen  liefen  alle  durch  einen  Punkt,  was  gegen 
die  Voraussetzung  ist,  dass  sie  eine  Parabel  umhüllen.  Die  Pareiiiel 
}iat  also  keine  zivei  (im  Endlichen  liegende)  parallele  Tangenten;  anderer- 
seits kann  freilich  jede  Tangente  als  parallel  mit  der  unendlich-ent- 
fernten Tangente  G^  angesehen  werden,  weil  ihr  Schnittpunkt  iin 
Unendlichen  liegt. 

Um  das  Erzeugniss  zweier  beliebiger  projectivischer  Punktreihen, 
welche  nicht  ähnlich  sind,  genauer  zu  erkennen  und  insbesondere  zu 
erfahren,  unter  welchen  Bedingungen  dasselbe  Ellipse  oder  Hyperbel 
wird,  da  ea  Parabel  nicht  sein  kann,  suchen  wir  auf  den  erzeugenden 
Punktreihen  ?(§(,  die  den  unendlich-entfernten  Punkten  entsprechenden 
(d.  li,   die   Durckschnittspunkte  der  Parnllelstrahlen ,  S,   28)   r  und  q, 
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auf,  und  da  diese  selbst  nicht  in  die  Unendlichkeit  fallen  können 
(denn  sonst  wären  die  Punktreihen  ähnlich),  so  werden  die  durch  t 
und  q^  zu  %^  und  ?t  gezogenen  Parallelen  Projectionsstrahlen,  d.  h. 
Tangenten  des  Kegelschnitts  sein.  Da  man  jede  beliebige  Tangente 
als  Träger  einer  erzeugenden  Punktreihe  auffassen  darf,  so  folgern 
wir:  Bei  Ellipse  und  Hyperbel  treten  die  Tangenten  paarweise  parallel 
aufj  d.  h.  es  giebt  zu  jeder  Tangente  eine  bestimmte  parallele  Tangente. 
Seien  (Fig.  34)  c  und  f^  die  in  dem  Schnittpunkte  der  Träger  ver- 
einigten Punkte,  also  e^  und  f 
die  Berührungspunkte,  so  muss, 
wenn  r  und  (\^  die  den  unend- 
lich-entfernten Punkten  (r*  und 
q*)  entsprechenden  sind,  der 
Schnittpunkt  (rq^,  q^rf)  mit  c^ 
und  f  in  gerader  Linie  liegen 


Fig.  34. 
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(S.  93);  dies  ist  der  unendlich-    V  ^*  ^'        /^* 

entfernte  Punkt  der  Verbindungslinie  rqj,  also  muss  die  Linie  eif  mit 
tq,  parallel  laufen;  die  Träger  31  Sl^  und  die  durch  r  und  qj  gezogenen 
Parallelstrahlen  bilden  ein  dem  Kegelschnitt  umschriebenes  Parallelo- 
gramm, dessen  Diagonale  rq^  der  Berührungssehne  fe^  parallel  läuft; 
sei  ^  die  vierte  Ecke  dieses  Parallelogramms,  dann  lassen  sich  auch 
auf  den  Parallelstrahlen  die  Berührungspunkte  leicht  ermitteln.  Be- 
trachten wir  nämlich  zwei  parallele  Tangenten  rg  und  fiq^  als  Träger 
erzeugender  Punktreihen  und  die  beiden  andern  als  Projectionsstrahlen, 
so  werden  für  diese  Beziehung  r  und  f^,  ebenso  §  und  q^  entsprechende 
Punktpaare  sein,  also  der  Schnittpunkt  (rq^,  öfi),  d.  h.  der  Mittel- 
punkt M  des  Parallelogramms  wird  auf  der  Berührungssehne  der 
i)oiden  parallelen  Tangenten  liegen;  C^JM"  trifft  mithin  den  Parallel- 
strahl durch  r  in  dem  gesuchten  Berührungspunkt  t  und  ebenso 
]M  den  Parallelstrahl  durch  q,  in  seinem  Berührungspunkte,  und  es 
folgt: 

Die  vier  BerÜhnmgspunkte  auf  den  Seiten  eines  dem  Kegelschnitt 
ninschrid>enen  Parallelogramms  bilden  selbst  ein  Faralldogramm,  dessen 
Seiten  den  Diagonalen  des  ersteren  parallel  laufen,  und  dessen  Mittelpunkt 
niit  dem  des  ersteren  zusammenfallt  Dieser  Mittelpunkt  des  umsehrie- 
benen  Parallelogramms  ist  zugleich  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts. 
(Seite  161.) 

Um  nun  zu  erkennen,  ob  der  erzeugte  Kegelschnitt  Ellipse  oder 
Hyperbel  ist,  fassen  wir  zunächst  zwei  parallele  Tangenten  als  Träger 
erzeugender  Punktreihen  auf.  Die  unendlich-entfernten  Punkte  dieser 
beiden  Träger  liegen  in  ihrem  Schnittpunkt  vereinigt:  ihre  entsprechen- 
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den  r  und  qj    sind   also   die   Berührungspunkte    (Fig.  35);   irgend  ein 
Projectionsstrahl  jf*,  hinzugefügt  bestimmt  die  ganze  Beziehung;  den 

Berührungspunkt  auf  f  jj  erhält  man  nach 
der  Bemerkimg  auf  S.  96  dadurch^  dass  man 
zu  dem  Schnittpunkte  6  des  Projections- 
-5lr-  Strahls  jfi  mit  der  Berührungssehne  rq, 
den  vierten  harmonischen  dem  6  zugeord- 
^^  neten  Punkt  x  construirt,  während  JJ,  das 
andere  Paar  zugeordneter  Punkte  ist;  es 
wird  nun  nachzusehen  sein,  ob  %  in  die  Unendlichkeit  gelangt  oder 
nicht;  im  ersten  Falle  würde  der  Kegelschnitt  Hyperbel,  im  andern 
Ellipse  sein.  Es  kann  (S.  14)  r  nur  dann  in  die  Unendlichkeit  fallen, 
wenn  <y  in  die  Mitte  zwischen  jj,  zu  liegen  kommt;  0  kann  aber  über- 
haupt nie  zwischen  J  und  jj ,  also  auch  nicht  in  die  Mitte  dieser  variablen 
Strecke  zu  liegen  kommen,  sobald  die  beiden  Punktreihen  ungleich- 
laufend  sind;  denn  alsdann  liegen  j  und  fi  immer  auf  gleich  gerich- 
teten Hälften  von  r  und  q^  nämlich  entweder  auf  den  beiden  Hälften 
nach  links  oder  den  beiden  Hälften  nach  rechts  (S.  39);  also  der 
Schnittpunkt  6  durchläuft  von  der  Verbindungslinie  rq^  diejenigen 
beiden  unendlichen  Stücke,  welche  ausserhalb  der  Strecke  rqi  liegen, 
er  kommt  also  nie  zwischen  die  beiden  Parallelen  %%^  und  auch  nie 
zwischen  die  Punkte  g  j,  auf  ihnen;  der  Berührungspunkt  t  kann  daher 
nie  in  die  Unendlichkeit  gelangen,  also  der  Kegelschnitt  ist  noth- 
wendig  Ellipse.  Wenn  dagegen  die  beiden  projectivischen  Punktreiheii 
auf  den  parallelen  Trägern  %%^  gleichlaufend  sind,  so  verhält  sich 
die  Sache  umgekehrt ;  die  Punkte  jji  liegen  auf  entgegengesetzt  ge- 
richteten Hälften  von  r  und  q,;  der  Punkt  6  durchläuft  also  nur  die 
endliche  Strecke  zwischen  r  und  q^  und  liegt  daher  immer  zwischen 
5 Ei;  er  muss  zweimal  in  die  Mitte  von  EJi,  also  auch  von  rq,,  ge- 
langen; denn  verbinden  wir  die  Mitte  M  von  rq,  mit  den  beiden  pro- 
jectivischen Punktreihen,  welche  j  und  Ji  durchlaufen,  so  erhalten 
wir  in  M.  zwei  concentrische  projectivische  Strahlbüschel,  welche  un- 
gleichlaufend sind,  folglich  (S.  45)  immer  zwei  reelle  Doppelstrahlen 
haben;  diese  sind  aber  zwei  Projectionsstrahlen,  die  sich  in  M  halbi- 
ren; 'ihre  Berührungspunkte  liegen  im  Unendlichen,  der  Kegelschnitt 
ist  also  Hyperbel. 

Das  Resultat  dieser  Betrachtung  ist,  äass  zwei  projectivische  Punkt' 
reihen,  deren  Träger  in  paralleler  Lage  sich  befinden ,  eine  Ellipse  er- 
zeugen,  wenn  sie  ungleichlaufend ,  dagegen  eine  Hyperbel,  toenn  sie  gleich- 
laufend sind,  (Aus  der  Eigenschaft  der  constanten  Potenz  tE.q,j:j 
ergiebt   sich   folgender  Satz  in  Bezug    auf  den  Kegelschnitt:   ,,Wenii 
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zwei  feste  parallele.  Tangenten  desselben  von  einer  veränderlichen 
dritten  getroffen  werden^  so  ist  das  Rechteck  aus  den  beiden  Strecken^ 
welche  auf  den  festen  Tangenten  durch  die  Berührungspunkte  und 
die  Schnittpunkte  der  veränderlichen  Tangente  begrenzt  werden, 
constant/') 

Aus  dem  gefundenen  Kriterium  fliesst  unmittelbar  ein  neues  für 
den  allgemeinen  Fall,  dass  die  beiden  Träger  der  erzeugenden  Punkt- 
reihen sich  nicht  mehr  in  paralleler  Lage  befinden.  Stellen  wir  näm- 
lich/ wenn  cf^  in  dem  Schnittpunkte  der  Träger  vereinigt  liegen,  Cj 
und  f  die  Berührungspunkte  und  r  und  q^  die  Durchschnittspunkte  der 
Parallelstrafalen  sind,  wobei  f  e^  parallel  rq^  wird  (siehe  oben  Fig.  34),  das 
Parallelogramm  her,  welchem  vod  den  Trägem  der  erzeugenden  Punkt- 
reihen und  den  Parallelstrahlen  gebildet  wird,  so  werden  nach  dem 
Vorigen  die  Berührungspunkte  auf  den  Parallelstrahlen  bestimmt,  indem 
man  f  und  e^  mit  dem  Mittelpunkte  M  des  Parallelogramms  verbindet 
und  die  Schnittpunkte  dieser  Verbindungslinien  mit  den  Parallel- 
strahlen aufsucht.  Sei  t  der  Berührungspunkt  auf  dem  durch  r  gehen- 
den Parallelstrahl,  so  können  wir  die  parallelen  Tangenten,  deren  Be- 
rührungspunkte Ci  und  t  sind,  als  Träger  der  erzeugenden  Punktreihen 
auffassen  und  wissen  aus  dem  vorigen  Kriterium,  dass  der  Kegel- 
schnitt Ellipse  ist,  sobald  r  und  f^  auf  gleich  gerichteten  Hälften  von 
t  und  Ci  liegen;  da  nun  tf  parallel  der  zweiten  festen  Diagonale  des 
Parallelogramms  läuft,  so  muss  in  diesem  Fall  f  zwischen  c  und  r 
liegen,  und  wir  schliessen  somit: 

Zwd  projectivische  PunktreiJien  in  allgemeiner  Lage  erzeugen  eine 
Ellipse,  wenn  die  Berührungspunkte  ihrer  Träger  \  und  c^,  welche  dm 
in  Hireni  Sclihittpunkte  vereinigten  Punkten  c  und  f^  entsprechen ,  zu  den 
Durchschnitts^rnnkten  der  Parallelstrahlen  x  Und  q^  so  liegen,  dass  f  wünschen 
e  und  r,  also  auch  e^  zwischen  f^  und  qi  liegt,  dagegen  eine  Hyx)erhel, 
iccim  f  ausserJudb  der  Strecke  er,  aiso  audi  Ci  ausserhalb  der  Strecke 
fiQi  ^i^iy  oder  auch:  elliptische  Lage  findet  statt,  wenn  der  Be- 
rührungspunkt zwischen  dem  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  und 
ctem  Punkte  r  (oder  q^)  liegt,  dagegen  hyperbolische  Lage,  wemi  der 
Berührungspunkt  ausserhalb  der  von  jenen  beiden  Punkten  begrenzten 
Strecke  liegt. 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  wir  den  Schnittpunkt  der  Träger  zweier 
projectivischer  Punktreihen  festhalten  und  die  projectivische  Beziehung 
ungeändert  lassen,  die  Träger  selbst  aber  um  ihren  Schnittpunkt  drehen, 
der  erzeugte  Kegelschnitt  seine  Gattung  nicht  verändert,  d.  h.  Ellipse 
bleibt,   wofern  er  es  einmal  war,   und  ebenso  Hyperbel,   wohl  aber 
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seine  Form.  Dagegen  kann  der  Kegelschnitt  seine  Gattung  verändern, 
wenn  wir  die  Träger  in  ihrer  Lage  festhalten,  die  Punktreihen  aber 
auf  ihren  Trägem  verschieben,  ohne  die  projectivische  Beziehung  zu 
verändern.  Verschieben  wir  nur  die  Panktreihe  ?l  auf  ihrem  in  seiner 
Lage  festgehaltenen  Träger,  so^bleibt  der  Kegelschnitt  Ellipse,  so  lange 
f  zwischen  f^r  liegt;  gelangt  f  nach  fj,  so  werden  die  Punktreihen 
perspectivisch,  die  Projectionsstrahlen  laufen  also  durch  einen  Punkt, 
den  Projectionspunkt,  und  da  in  dem  Schnittpunkt  der  Träger  jetzt 
zwei  entsprechende  Punkte  vereinigt  sind,  so  muss  auch  jede  durch 
ihn  gehende  Gerade  als  Projectionsstrahl  angesehen  werden;  in  diesem 
Uebergangsfalle  degenerirt  der  Kegelschnitt  in  ein  Punktpaar  und 
ist  sowohl  als  Ellipse,  wie  auch  als  Hyperbel  anzusehen  (das  endliche 
Stück  zvrischen  den  beiden  Punkten  doppelt  gedacht  als  imendlich- 
schmale  Ellipse,  die  beiden  unendlichen  Stücke  auf  der  Verbindungs- 
linie der  beiden  Punkte,  welche  zu  beiden  Seiten  von  ihnen  liegen, 
doppelt  gedacht  als  unendlich-schmale  Hyperbel).  Ebenso,  wie  bei  der 
Erzeugung  des  Kegelschnitts  durch  projectivische  Strahl  büschel  als 
Uebergang  von  Ellipse  zu  Hyperbel  die  Parabel  auftrat,  zeigt  sich 
hier,  bei  der  Erzeugung  des  Kegelschnitts  durch  projectivische  Punkt- 
reihen, ein  neuer  Uebergang  von  Ellipse  zu  Hyperbel  durch  das 
Punktpaar,  ein  Uebergang,  welcher  bei  geometrischen  Untersuchungen 
häufiger  aufzutreten  pflegt,  als  jener.  Schieben  wir  nun  die  Punkt- 
reihe %  auf  ihrem  Träger  weiter  fort,  so  kommt  \  ausserhalb  f^r  zu 
liegen,  der  Kegelschnitt  ist  also  nach  dem  obigen  Kriterium  Hyperbel 
geworden;  kommt  dann  r  nach  f^,  so  wird  r*;  d.  h.  der  unendlich 
entfernte  Punkt  des  Trägers  Sl^  der  Berührungspunkt,  also  SSi  die 
Tangente  der  Hyperbel  in  einem  ihrer  unendlich -entfeijiten  Punkte. 
Eine  solche  Tangente  in  einßm  der  beiden  unendlich-entfernten  Punkte 
der  Hyperbel  heisst  Asymptote  der  Hyperbel,  Wir  können  es  leicht 
einrichten,  dass  die  Träger  der  beiden  erzeugenden  Pimktreihen  die 
Asymptoten  der  Hyperbel  werden,  indem  wir  beide  Punktreihen  so 
auf  ihren  Trägem  verschieben,  dass  die  Punkte  r  und  q^  in  ihrem 
Durchschnittspunkte  vereinigt  werden;  daim  sind  die  ihnen  entsprechen- 
den, d.  h.  die  unendlich  entfernten  Punkte  die  Berührungspunkte,  also 
die  Träger  der  erzeugenden  Punktreihen  die  Tangenten  in  den  unend- 
lich-entfernten Punkten  oder  die  Asymptoten  der  Hyperbel. 

Mit  Hülfe  der  Asymptoten  können  wir  uns  leicht  ein  anschauliches 
Bild  der  Hyperbel  machen;  da  nämlich  in  ihrem  Schnittpunkt  die  be- 
sonderen Punkte  r  und  q^  vereinigt  sind,  und  für  irgend  ein  Paar 
entsprechender  Punkte  das  Rechteck  rj  .  q^j^  constant  ist  (S.  29),  so 
bleibt  auch  der  Inhalt  des  Dreiecks  constant,  welches  von  den  Asymptoten 
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Fig.  36. 


uud  einer  beliebigen  dritten  Tangente  der  Hyperbel  gebildet  wird, 
oder  jede  Tangente  der  Hyperbel  schliesst  mit  den  beiden  Asymptoten  ein 
Dreieck  von  constantem  Inhalte  ein.  Das  constante  Rechteck  aus  den 
auf  den  Asymptoten  der  Hyperbel  durch  eine 
veränderliche  Tangente  abgeschnittenen  Strecken 
heisst  die  Potenz  der  Hyperbel.  Denken  wir 
uns  daher  die  beiden  Asymptoten  und  eine  be- 
liebige dritte  Tangente  jji  gegeben  (Fig.  36), 
wodurch  die  projectivische  Beziehung  voll- 
standig  bestimmt  wird,  so  erhalten  wir  leicht 
andere  Tangenten,  indem  wir  durch  j  und  jj 
in  iigend  einer  Richtung  ein  Paar  Parallele 
ziehen,  welche  in  t)^  und  Q  den  Asymptoten  Jy 
begegnen;  dann  ist  ^^i  eine  neue  Tangente,  ^"^ 
weil  das  Dreieck,  welches  sie  mit  den  Asymptoten 
bildet,  denselben  Inhalt  hat,  oder  auch  weil  (^Qi,  £i^)  sich  auf  der 
Berührungssehne,  d.  h.  hier  G^  befindet  (S.  93).  Auf  jeder  Tangente 
ist  femer  der  Berührungspunkt  der  Mittelpunkt  zwisdien  den  beiden 
Schnittpunkten  mit  den  Asymptoten,  weil  er  der  vierte  harmonische 
dem  Schnittpunkt  mit  G^  zugeordnete  ist.  Verändern  wir  die  Rich- 
tung der  durch  £  und  jc^  gezogenen  Parallelen,  so  können  wir  leicht 
so*  viele  Tangenten  und  auch  Punkte  der  Hyperbel  (die  Berührungs- 
punkte) herstellen,  als  erforderlich  sind,  um  uns  ein  Bild  von  ihrem 
Verlaufe  machen  zu  können. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Hyperbel  in  zwei  hinsichtlich  des 
Schnittpunkts  der  Asymptoten  (tq^)  symmetrische  unendliche  Zweige 
zerfallt,  welche  ganz  in  zwei  Scheitelräume  der  von  den  Asymptoten 
gebildeten  Winkel  hinein  fallen,  während  die  andern  beiden  Scheitel- 
mume  frei  bleiben;  die  Zweige  der  Hyperbel  liegen  nämlich  in  den- 
jenigen Winkelräumen  der  Asymptoten,  welche  von  entsprechenden 
Hälften  (S.  29,  Fig.  13)  der  Träger  der  erzeugenden  Punktreihen  ein- 
geschlossen werden.  Die  Richtungen  sämmtlicher  Tangenten  der  Hy- 
perbel fallen  in  die  beiden  andern  Scheitelräume,  und  je  zwei  parallele 
Tangenten  berühren  die  Hyperbel  an  verschiedenen  Zweigen;  die 
Asymptoten  erscheinen  als  je  ein  Paar  zusammenfallender  paralleler 
Tangenten  und  trennen  diejenigen  Winkelräume,  welche  solche  Rich- 
tungen enthalten,  in  denen  es  Tangenten  an  die  Hyperbel  giebt,  von 
solchen,  in  denen  es  keine  Tangenten  giebt.  Verfolgen  wir  den  Ver- 
lauf einer  Tangente  an  der  Hyperbel,  so  erkennen  wir,  dass  sie  sich 
von  der  Lage  einer  Asymptote  continuirlich  bis  in  die  Lage  der  andern 
bewegt,  dann  aber  gevrissermassen  ihren  Drehungssinn  ändernd  wieder 
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in  die  Lage  der  ersten  Asymptote  zurückkehrt;  der  Berührungspunkt 
durchläuft  dabei  die  beiden  Zweige  der  Hyperbel  in  continuirlicher  Folge, 
indem  er  zuerst  auf  dem  einen  Zweige  bis  zu  dem  einen  unendlich- 
entfernten  Punkte  der  Hyperbel  geht;  dann  aber  zu  dem  unendlich- 
entfernten  Punkte  des  andern  Zweiges,  welcher  der  unendlich-entfernte 
Punkt  derselben  Asymptot«  ist,  übergeht  (S.  3),  sodann  den  andern 
Zweig  durchläuft  und  durch  den  unendlich-entfernten  Punkt  der  zweiten 
Asymptote  zum  ersten  Zweige  wieder  zurückkehrt.  In  diesem  Sinne 
haben  wir  uns  die  Hyperbel  als  (durch  die  unendlich-entfernten  Punkte) 
zusammenhängende  Cune  zu  denken  und  nicht  als  zwei  getrennte 
Curven,  und  nur  derartig  haben  wir  sie  zu  durchlaufen,  wie  die  Pfeile 
in  Fig.  36  es  andeuten.  Wir  erkennen  zugleich  bei  diesem  Verlaufe, 
dass,  wenn  wir  uns  die  Hyperbel  als  Erzeugniss  zweier  projectivischer 
Strahlbüschel  denken,  die  Strahlbüschel  gleichlaufend  sind,  sobald  ihre 
Mittelpunkte  sich  auf  demselbeif  Zweige  der  Hyperbel  befinden,  da- 
gegen ungleichlaufend,  wenn  ihre  Mittelpunkte  sich  auf  verschiedenen 
Zweigen  der  Hyperbel  befinden.    (S.  110.) 

Denken  wir  uns  die  vorhin  begonnene  Verschiebung  der  Punkt- 
reihe %  auf  ihrem  in  seiner  Lage  festgehaltenen  Träger  fortgesetzt, 
so  bleibt  das  Erzeugniss  immer  Hyperbel;  gelangt  r  in  die  Unendlich- 
keit, so  rücken  auch  f  und  c,  wie  überhaupt  alle  in  endlichem  Ab- 
stände vor  r  liegenden  Punkte  in  die  Unendlichkeit,  und  es  tritt  der 
eigenthümliche  auf  S.  74  erwähnte  Fall  der  parabolischen  Lage  beider 
Punktreihen  ein,  bei  welcher  das  Erzeugniss  in  ein  Punktpaar  zer- 
fällt, hier  den  unendlich-entfernten  Punkt  auf  S  und  den  Punkt  (\^ 
auf  der  Geraden  %^. 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Bedingungen  zu  ermitteln,  unter  wel- 
chen zwei  projectivische  Punktreihen  eine  gleicliseitige  Hyperbel  zu  ihrem 
Erzeugniss  haben.  Hierzu  haben  wir  nur  nöthig,  die  besonderen 
Punkte  r  und  q^  in  dem  Schnittpunkte  der  beiden  erzeugenden  Träger 
zu  vereinigen  und  die  Träger  selbst  zu  einander  rechtwinklig  zu  legen; 
da  sie  nämlich,  wenn  r  und  q^  in  ihrem  Schnittpunkt  vereinigt  sind, 
die  Asymptoten  der  Hyperbel  werden,  so  hat  diese  ihre  unendlicli- 
entfernten  Punkte  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  und 
ist  daher  eine  gleichseitige  Hyperbel  (§.  25). 

Wir  kommen  aber  auch  auf  andere  Weise  zur  gleichseitigen 
Hyperbel:  Legen  wir  die  Träger  der  beiden  erzeugenden  Punktreihen 
parallel  und  gleichlaufend,  bestimmen  die  Punkte  rq^,  gg^,  \)ffi  imd 
bringen  die  parallelen  Träger  in  solchen  Abstand  von  einander,  dass 
die  Entfernung  tq^  =  gt|  ==  ^^fli  wird,  dann  ist  das  Erzeugniss  eine 
gleichseitige  Hyperbel;  denn  sei  AI  die  Mitte  zwischen  rq^,  so  liegen 
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9  und  g^  und  ebenso  1^  und  t|i  mit  Jf  in  gerader  Linie,  weil  gr  =  qigi  =  r^ 
=  ^jQj  wird;  folglich  sind  gg^  und  i)^i  nach  dem  Vorigen  die  Asymptoten 
des  Erzeugnisses,  weil  ihre  Berührungspunkte  inr  Unendlichen  liegen, 
und  sie  stehen  auf  einander  senkrecht,  wenn  gt  =  r]^  =  xM  ist;  also 
ist  das  Erzeugniss  eine  gleichseitige  Hyperbel.  Legen  wir  endlich 
zwei  beliebige  projectivische  Punktreihen  so,  dass  in  ihrem  Schnitt- 
punkte irgend  zwei  nicht  entsprechende  Punkte  c  und  f^  vereinigt 
werden,  deren  entsprechende  f  imd  e^  so  gelegen  sind,  dass  f  ausser- 
halb er  und  daher  auch  e^  ausserhalb  f^qi  liegt,  so  lässt  sich  der 
Winkel  q>  zwischen  den  beiden  Trägem  so  bestimmen,  dass  sie  eine 
gleichseitige  Hyperbel  erzeugen;  mit  Hülfe  des  vorigen  Kriteriums 
für  zwei  erzeugende  Punktreihen  in  paralleler]  Lage  erhalten  wir 
für  die  Erzeugung   einer  gleich-  rig.  37. 

seitigen    Hyperbel    durch    zwei  / 

gleichlaufende  projectivische  /^ 

Punktreihen  auf  parallelen  Trä-  fy^ 

gern,    deren   einer   Äi    und    der  ,     K/^ 

andere  die  parallele  Tangente  ist,  y\  l\ 

folgende  Bedingung:  >/      ]  \ 

Denken  wir  uns   aber   über  rq^      ^/L  \  \ 

als  Durchmesser  einen  Kreis  be-   ~7f  If      q     e  % 

schrieben,  welcher  in  p  den  Trä- 
ger Äi  zum  andern  Mal  trifft  (Fig.  37),  so  ist  rp  rechtwinklig  zu  St^,  also 
itfp  =  Mx  und  die  Potenz  des  Punktes  e^  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  ist: 

Mt\  —  Mx^  =  c^qi .  Cip . 
Hieraus  folgt: 

Mx^  =  c^q^  {  pti  +  CiC }  =  c^qi .  pc  =  c^q^ .  re  .  cos  9?. 

Die  gesuchte  Bedingung  für  die  Erzeugung  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel durch  zwei  beliebig  gegebene  projectivische  Punktreihen  wird 
daher: 

Mx^  =  re .  c^qi .  cos  9, 

wo   3Ix   die   halbe   Entfernung   der  Punkte    r  und    q^    von    einander, 
rc  .  qjCi  die  constante  Potenz  der  projectivischen  Beziehmig  und  q)  den 
Winkel  zwischen  den  Trägem  der  beiden  projectivischen  Punktreihen, 
bedeutet.     Dies  lässt  sich  in  Worten  so  aussprechen: 

Zwei  belübige  projectivische  PunJctreihen  Jcönnen  immer  so  yclcgt 
werden y  dass  sie  eine  gleichseitige  Hyperbel  erzeugen;  hierzu  vereinige  man 
ein  Pa/xr  nicht  entsprechender  Punicte  cf^  in  ihrem  Scfmittpunkty  deren 
entsprechende  c^  und  f  so  liegen ^  dass  f  ausserhalb  der  Strecke  er  tind 
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cUso  auch  c^  ausserhalb  der  Strecke  f^q^  liegt,  und  bestimme  den  Winkel 
beider  Träger  so,  dass  das  Quadrat  des  Juxiben  Abstandes  der  Putikte  r 
und  qi  von  einander  gleich  tvird  der  eonstanten  Potenz  der  projectivisdien 
Beziehung  (vi .  (\iic^),  multiplicirt  mit  dem  cos  des  Winkels  zwischen  deti 
Trägern, 

In  den  besonderen  Fallen  9?  =  0  und  9?  =  90^  gehen  hieraus  die 
beiden  vorigen  Entstehungsarten  der  gleichseitigen  Hyperbel  hervor. 

Die  Eigenschaft  der  Asymptoten  einer  Hyperbel  ist  auch  die 
Quelle  einer  Erzeugung  des  Kegelschnitts^  welche  an  die  perspectivische 
Lage  zweier  projectivischer  Punktreihen  anknüpft;  seien  8(  und  9^  die 
Träger  zweier  projectivischer  Punktreihen  in  perspectivischer  Lage^ 
und  werden  die  in  sich  festgehaltenen  Punktreihen  so  auf  ihren  resj). 
Trägem  verschoben,  dass  immer  zwei  neue  entsprechende  Punkte  jjj 
in  dem  Schnittpunkte  der  Träger  vereinigt  werden,  so  wird  jedesmal 
eine  neue  perspectivische  Lage  derselben  beiden  Punktreihen  hervor- 
gerufen, und  es  kann  nach  dem  Ort  des  Projectionspunktes  für  alle 
diese  perspectivischen  Lagen  gefragt  werden.  Um  ihn  zu  bestimmen, 
verfolgen  wir  die  Punkte  r  und  (\^,  ziehen  Parallele  durch  sie  zu  den 
festen  Trägern  und  erhalten  in  deren  Schnittpunkte  B  jedesmal  den 
gesuchten  Projectionspunkt.  Weil  nun  der  projecti vischen  Beziehung 
gemäss  t£.  q^fi  constant  ist,. so  behält  das  gezeichnete  Parallelogramm 
Constanten  Inhalt,  also  auch  die  durch  die  gegenüberliegende  Ecke  13 
zur  Diagonale  rq^  gezogene  Parallele  bestimmt  mit  den  Trägem  SISC, 
ein  Dreieck  von  constantem  (vierfachem)  Inhalt,  umhüllt  also  eine 
Hyperbel,  deren  Asymptoten  31  Äj  sind;  da  aber  B  in  der  Mitte 
zwischen  den  Schnittpunkten  mit  den  beiden  Trägem  liegt,  so  ist  li 
der  Berührungspunkt,  also  wird  der  gesuchte  Ort  eine  Hyperbel, 
welche  die  beiden  festen  Träger  zu  ihren  Asymptoten  hat.  (Siehe 
Aufgaben  und  Sätze.) 

§.  27.    Das  einem  Eegelsclmitte  nmbeschriebene  Vierseit  und  ein- 
beschriebene Viereck. 

Die  in  §.  23  durchgeführte  Untersuchung  und  die  dort  in  Be- 
tracht gezogene  Figur  (Fig.  31)  zeigt  eine  Menge  von  Eigenschaften 
des  Kegelschnitts,  von  denen  einige  hier  hervorgehoben  werden  sollen. 
Das  dort  gewonnene  Resultat  lässt  sich  mit  etwas  veränderter  Be- 
zeichnung so  aussprechen: 

Werden  (Fig.  38)  irgend  vier  Tangenten  SIS3SS)  eines  Kegclsdinitts 
ab  vollständiges  Vierseit  aufgefasst,  dessen  seclis  Ecken  seien: 
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(a,  s)  — » 

(8,  S)  -  o 


B,  S)  —  i 

l,1l)-ß 


(S, 


«nd  rfssse«  dm  Diagonalen  aa,  iß,  cy  sujt  in  den  Punkten: 

(bß,  cy)  ■=  X        (cy,  aa)  =  y        {aa,  iß)  =  z  , 

Ire/fen,  und  werden  die  vier  BcrUhrurufspunkte  der  vier  Tangenteji,  rcsp. 
mit  abcb  iczeicltnct,  als  vollständiges  Viereck  aitfgefasst,  so  fallen  die 
thei  Diagoncdpurikte  des  letsteren  mit  den  Punkten  xyz  zusammen,  d.  h. 
ea  ist:, 

(ab,  6c)  =  x       (bb,  CO)  =y       (cb,  ab)  =  z . 

Hieraus  geht  hervor,  dass  fi«.  ss. 

tier  Kegelschnitt  Tollatiindig 
bestimmt  ist,  sobald  von  ihm 
vier  Tangenten  und  der  Be- 
rühmngspnnkt  auf  einer,  oder 
vier  Punkte  und  die  Tangente 
in  einem  derselben  gegeben 
^ind,  irae  auch  daraus  her- 
vorgeht, dass  mit  diesen  Be- 
stimmungsstQcken  drei  Paare 

entsprechender  Elemente 
zweier  projectivischer  Punkt- 
reihen oder  Strahlbfischel  ge- 
geben werden ,  also  die  ganze 
projectivische  Beziehung  be- 
»timmt  ist.  Wir  finden  die 
Berührungspunkte  auf  den 
•tudem  Tangenten,  wenn  0 
auf  Sl  bekannt  ist,  indem  wir 
aj,  ay,  as  ziehen  und  ihre 
Schnittpunkt«  mit  3),  ®,  S3  aufsuchen,  oder  wir  finden  die  Tangenten 
in  beb,  wenn  die  Tangente  31  in  fl  bekannt  ist,  indem  wir  die  Schiiitt- 
[lunkte  yßtt,  in  welchen  %  den  Verbindungslinien  xy,  xz,  ys  begegnet, 
re8}>.  mit  den  andern  drei  Ecken  beb  verbinden. 

Wir  haben  femer  in  §.  23  gesehen,  dass  irgend  zwei  Tangenten 
«incB  Kegelschnitts  von  sämmtlichen  in  zwei  projcctivischen  Punkt- 
rpihen  getroffen  werden,  bei  denen  also  vier  Paare  entsprechender  Punkte 
denselben  Werth  des  Doppelverhältnissea  liefern.  In  unserer  Figur 
mnsa  also  eine  beliebige  fünfte  Tangente  des  Kegelschnitts  von  SSS^ 
in  vier  solchen  Punkten  getroffen  werden,   welche   denselben  Werth 


-k 
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des  Doppelverhältnisses  liefern,  wie  die  vier  Schnittpunkte  ayßa  oder 
yhab  u.  s.  f.,  also  schliessen  wir  umgekehrt: 

Sämmtliche  Gerade,  welche  vier  feste  Gerade  ^^^S.^  in  vier  solclien 
Punkten  treffen,  dass  der  Werth  des  Doppelverhältnisses  derselben  (bei  be- 
liebiger, aber  festgehaltener  Zuordnung,  §.  5)  constant  bleibt,  uwhiiUen 
einen  bestimmten  Kegelschnitt,  ivelcher  auch  die  vier  festen  Geraden  be- 
rührt, oder  anderseits:  Sämmtliche  Punkte,  welche,  mit  vier  festen  Punkten^ 
abcb  verbunden,  vier  Strahlen  liefern,  deren  Doppelverhältniss  (bei  be- 
liebiger, aber  festgehaltener  Zuordnung)  constant  bleibt,  liegen  auf 
eine7n  bestim^nten  Kegelschnitt,  welclier  auch  durch  die  vier  gegebenen 
Punkte  geht 

Ist  der  Werth  des  Doppelverhältnisses  bei  bestimmter  Zuordnung 
gegeben,  so  ist  der  Kegelschnitt  nach  dem  Vorigen  eindeutig  bestimmt 
und  leicht  zu  ermitteln.  Ein  besonderer  Fall  ist  hierbei  von  Interesse, 
nämlich  wenn  der  Werth  des  Doppelverhältnisses  =  —  !•  ist,  also 
harmonische  Beziehung  auftritt  (S.  12);  wir  erhalten  aus  dem  Vorigen 
folgende  Sätze: 

Sind  vier  beliebige  Gerade  SIS56S)  in  der  Ebene  gegeben,  u$td  wird 
eine  Gerade  gesucht,  welche  von  ihnen  in  vier  harmonischen  Punkten  ge- 
troffen tverde,  so  Ijesteht  der  Ort  derselben  aus  den  sämmtUchen  Tangenten 
von  drei  bestimmten  Kegelschnitten,  welche  selbst  die  vier  gegebenen  Geraden 
berühren;  es  lassen  sich  nämlich  die  vier  Geraden  auf  drei  Arten  in  zwei 
Paare  theilen,  weldie  die  gesuchte  Gerade  immer  in  zugeordneten  Punkteti 
treffen:  8193  und  S3),  SIS  und  932),  93®  und  31S);  für  jede  dieser  drei 
Zuordnungen  l^esteht  der  Ort  der  gesuchten  Geraden  aus  den  sämmtUchen 
Tangenten  eines  Kegelschnitts,  ivelcher  detn  Vierseit  S193(£S)  einbeschrieben 
ist,  und  dessen  Berührungspunkt  auf  je  einer  dieser  vier  Tangenten  ge- 
funden wird,  indetn  man  zu  den  drei  Schnittpunkten  mit  den  andern  den 
vierten  harmonischen  Punkt  aufsucht,     Oder  andererseits: 

Soll  ein  Punkt  gefunden  werden,  dessen  Verbindungsstrahlen  mit 
vier  festen  Punkten  abcb  vier  liarmonische  Strahlen  sind,  so  besteht  der 
-Ort  desselben  aus  drei  bestimmten  Kegelschnitten,  welche  dem  Viereck 
abcb  umbeschrieben  sind,  je  nachdefn  man  die  nach  ab  und  cb,  oder 
nach  hc  und  ab,  oder  nach  ac  und  bb  hingehenden  StraMenjKiare  als 
zugeordnet  annimmt.  Für  jeden  dieser  drei  Kegelschnitte  werden  die 
Tangenten  in  den  Punkten  abcb  gefunden,  indem  nmn  je  einen  dersdben 
mit  den  drei  andern  verbindet  und  den  vierten  harmonisdien  Strahl  auf- 
sucht. [Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  von  solchen  drei  Kegelschnitten 
entweder  a)  alle  drei  Hyperbeln  sind,  wenn  nämlich  die  vier  Punkte 
abcb  so  liegen,  dass  einer  innerhalb  des  von  den  drei  andern  g(f bildeten 
Dreiecks  sich  befindet,  oder  b)  zwei  Hyperbeln  und  der  dritte  Ellipse 
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ist,  wenn  nämlich  die  vier  Punkte  abcb  so  liegen,  dass  jeder  ausser- 
halb des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet.] 

Solche  drei  dem  Vierseit  einbeschriebene  oder  dem  Viereck  umbe- 
schriebene Kegelschnitte  heissen  Jiarmonische  Kegelschnitte,  und  umgekehrt 
heissen  vier  harmonische  Tangenten  ei^ies  Kegelschnitts  vier  solche  Tangenten, 
welche  von  einer  beliebigen  in  vier  harmonischen  Punkten  getroflfen  werden, 
und  frier  harnwnische  Punkte  eitles  Kegelschnitts  vier  solche,  welche  mit 
einem  beliebigen  andern  Punkt  des  Kegelschnitts  verbunden  vier  har- 
monische Strahlen  liefern.  Es  ist  leicht,  auf  einem  gegebenen  Kegel- 
schnitte vier  harmonische  Punkte  oder  vier  harmonische  Tangenten 
an  demselben  auf  unzählig  viele  Arten  zu  ermitteln,  und  aus  §.  23 
geht  zugleich  hervor,  dass  vier  harmmiische  Tangenten  eines  Kegelsdinitts 
in  vier  harmonischen  Punkten  desselben  berühren  und  umgekehrt.  Vier 
harmonische  Punkte  auf  einem  Kegelschnitt  müssen  nämlich  immer 
so  liegen,  dass  die  Verbindungslinie  zweier  zugeordneten  durch  den 
Schnittpunkt  der  Tangenten  in  den  beiden  andern  zugeordneten  Punkten 
hindorchgeht,  und  hieraus  folgt,  dass  es  zu  zwei  beliebigen  Punkten 
eines  Kegelschnitts,  welche  als  zugeordnete  gewählt  werden,  unendlich 
viele  andere  Paare  zugeordneter  Punkte  giebt,  die  mit  jenen  beiden 
immer  vier  harmonische  Punkte  des  Kegelschnitts  bilden,  und  dass 
die  Verbindungslinien  (Sehnen)  aller  dieser  Paare  durch  einen  festen 
Punkt  laufen. 

Kehren  wir  zu  der  allgemeineren  Figur  von  vier  beliebigen  Tangent<»H 
eines  Kegelschnitts  und  den  vier  Berührungspunkten  zurück,  so  können 
wir  das  Vierseit  festhalten  und  das  Viereck  verändern,  oder  auch  das 
Viereck  festhalten  und  das  Vierseit  verändern.  Efsteres  geschieht, 
indem  wir  einen  Berührungspunkt  a  die  feste  Tangente  Ä  durchlaufen 
lassen,  letzteres,  indem  wir  um  eine  Ecke  a  die  Tangente  51  drehen. 
Wir  erhalten  dadurch  eine  Schaar  von  unendlich  vielen  Kegelschnitten, 
welche  dieselben  vier  Tangenten  haben,  und  ein  Büschel  von  unendlich 
vielen  Kegelschnitten,  welche  durch  dieselben  vier  Punkte  gehen,  auf 
deren  Untersuchung  wir  aber  erst  im  dritten  Abschnitt  näher  ein- 
gehen wollen.  Für  jetzt  genüge  es,  indem  wir  die  vier  Tangenten 
%S3(S^  festhalten,  zwei  Kegelschnitte  ins  Auge  zu  fassen,  welche  in 
den  Punkten  abcb  und  a^b^c^b*  dieselben  vier  Tangenten  berühren; 
für  das  zweite  Viereck  a^b^c^b*  gilt  natürlich  ganz  dasselbe,  wie  für 
das  erste;  seine  Diagonalpunkte  sind  also  auch  .ry/^*;  insbesondere 
schneiden  sich  ab  und  a*b*  in  z.  Weil  nun  aayi2  vier  harmonische 
Punkte  sind,  also  ya,  ya,  yy,  yz  vier  harmonische  Strahlen  und 
(ao*,  bb*)  =  y  ist,  so  muss  (ab*,  ba*)  auf  dem  vierten  harmonischen 
Strahle,  d.  h.  yy  oder  xy  liegen  (S.  18).     Die  vier  von  a  ausgehenden 
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Strahlen  a  (b^a^bc)  treflfeu  also  die  vier  von  b  ausgehenden  b  (a^b^cb) 
in  vier  Punkten  derselben  Geraden  xyy]  wir  erhalten  daher  zwei  per- 
spectivische  Strahlbüschel  ^  und  nach  Seite  7  sind  mithin  die  beiden 
Strahlbüschel  a  (a^b^cb)  und  b  (a^b^cbj  projectivisch,  folglich  liegen 
die  sechs  Punkte  abcba^b^  auf  einem  Kegelschnitt;  in  gleicher  Weise 
zeigt  sichy  dass  auch  abcba^c^  auf  einem  Kegelschnitt  liegen  müssen 
und,  da  dieser  durch  fünf  Punkte  schon  bestimmt  ist  (S.  97),  auf 
demselben  Kegelschnitt;  folglich  liegen  alle  acht  Punkte  abcba^bk^b^ 
auf  einem  und  demselben  Kegelschnitt,  oder: 

Die  acht  BerühningspuYikte  von  irgend  zwei  detnseJhen  Vierseit  ein- 
l)cschriebenen  Kegelschnitten  liegen  allemal  auf  einefu  neuen  Kegelschnitte. 

In  gleicher  Weise  wird  der  analoge  Satz  bewiesen: 

Die  adU  Tangenten  in  vier  gefneinschaßlidien  Punkten  zweier  Kegel- 
schnitte  berühren  aUemal  einen  neuen  Kegelschnitt. 

Diese  beiden  demselben  Vierseit  einbeschriebenen  Kegelschnitte 
bieten  noch  andere  Eigenthümlichkeiten  rücksichÜich  der  Lage  ihrer 
Berührungspunkte  zu  den  Gegenecken  des  Yierseits  und  den  gegen- 
seitigen Schnittpunkten  der  beiden  Kegelschnitte  dar,  deren  nähere 
Untersuchung  uns  hier  zu  weit  führen  würde.  (Vgl.  Steiner:  Lehrsätze, 
Crelle's  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik.  Bd.  44  Seite  275 
und  Bd.  45  Seite  219.)    (Siehe  Aufgaben  und  Sätze.) 

Auch  wollen  wir  hier  nicht  auf  eine  allgemeine  Eigenschaft  desr 
jenigen  Kegelschnitts,  welcher  die  acht  Berührungspunkte  zweier  dem- 
selben Vierseit  einbeschriebenen  Kegelschnitte  entliält,  eingehen,  weil 
dieselbe  aus  späteren  Betrachtungen  unmittelbar  hervortritt  (§.  31 
und  §.  06).  Wir  könnten  aus  der  in  diesem  Paragraphen  untersuchten 
Figur  leicht  zu  den  sogenannten  Polar-Eigenschaften  des  Kegelschnitts 
übergehen,  ziehen  es  indessen  vor,  dieselben  etwas  später  aus  ursprüng- 
licheren Betrachtungen  abzuleiten. 

§.  28.    Das  Hexagrammnm  mysticnm  und  die  Steiner'sche  Erweiterung 

desselben. 

Wir  haben  bereits  (S.  97)  gesehen,  dass  im  Allgemeinen  fünf 
Punkte  zur  Bestimmung  des  Kegelschnitts  nothwendig  sind,  und  dass 
er  durch  dieselben  eindeutig  beatimmt  wird.  Damit  sechs  Punkte  auf 
demselben  Kegelschnitt  liegen,  ist  eine  Bedingung  zwischen  ihnen 
erforderlich,  welche  darin  besteht,  dass,  wenn  die  Punkte  mit  BB^  abcb 
bezeichnet  werden,  die  beiden  Strahlbüschel  von  je  vier  Strahlen: 

jB  (abcb)  =  ^1  (abcb) 

dasselbe  Doi)pelverhältniss  haben;  diese  Bedingung,  deren  Umkehrung 
zulässig  ist,  haben  wir  bereits  oben  anders  aufgefasst  und  daraus  das 


«I* 
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von  Pascal  mit  dem  Namen  Hexagrammum  mysticum  bezeichnete  Theorem 
geschlossen;  auf  welches  wir  jetzt  noch  einmal  näher  eingehen  wollen. 
Ziehen  wir  die  Verbindungslinien  ab  und  ac  und  lassen  die 
erstere  von  den  vier  Strahlen  B  (aBcb)  uud  die  letztere  von  den  vier 
Strahlen  Bj(abcb)  treflfen,  so  erhalten  wir,  weil  jene  Doppelverhält- 
nisse gleich  sind;  auf  ab  und  ac  vier  Paare  entsprechender  Punkte 
zweier  projectivischer  Punktreihen,  nämlich: 

a  b  (Bt,  ab)        (J?b,  ab) 

a        (-Bib,  ac)  c  {^1^7  ßc); 

da  der  Schnittpunkt  a  zwei  entsprechende  Punkte  enthält,  so  sind  die 
Punktreihen  in  perspectivischer  Lage,  also  die  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  laufen  durch  einen  Punkt,  A  h. 

B^h  Bc  [(JBb,  ab),  (B,b,  ac)] 

laufen  durch  einen  Punkt,  oder  was  dasselbe  sagt,  die  drei  Punkte: 

(B,b,  Bc)       (-Bb,  ab)        {B,b,  ac) 

liegen  auf  einer  Geraden;  diese  drei  Punkte  lassen  sich  als  Schnitt- 
punkte gegenüberliegender  Seiten  eines  einfachen  Sechsecks  auffassen, 
dessen  Ecken  in  gewisser  Reihenfolge  die  sechs  Punkte  des  Kegel- 
schnitts sind;  in  der  That,  dieses  Sechseck  lautet: 

JB^bac-Bb, 

und  wir  schliessen  daraus:  Werden  sechs  Funkte  eines  Kegelschnitts  in 
beliebiger  Beihenfolge  zu  einem  einfachen  Secltseclc  verhunden,  so  liegen  die 
drei  Schnittpunkte  der  gegenüberliegenden  Seiten  auf  einer  Geraden. 

Dieser  Satz  ist  offenbar  auch  umzukehren:  Liegen  die  drei  Schnitt- 
punkte von  drei  Linienpaaren  auf  einer  Geraden  und  man  fasst  die 
letzteren  als  die  gegenüberliegenden  Seiten  eines  einfachen  Sechsecks  auf, 
so  liegen  die  sechs  Ecken  desselben  auf  einem  Kegelschnitt;  denn 
seien  die  drei  Linienpaare  ab,  aj)^y  (h\y  deren  Schnittpunkte  auf  einer 
Geraden  liegen,  so  lassen  sich  dieselben  als  gegenüberstehende  Seiten 
eines  einfachen  Sechsecks  auffassen,  dessen  Seiten  in  der  Reihenfolge 
stehen: 

ab^a^b  a^  b^  ^ 
und  dessen  Ecken  also  sind: 

(aftg)     (fr^aj     (a,ft)     (ba^)     {n^\)     {h^a) . 

Diese  sechs  Ecken  müssen  nun  auf  einem  KegeLsehniit  liegen,   weil 
die  vier  Strahlenpaare: 

Wh)     {(«!*),    («1^2);    (K),    (*!«)} 

(rt  h^)   {(a^b),  («,6J,  (K),  (&i«)  } 
projectivisch   sind   aus   folgendem    Gründe:    die   ersten    vier   Strahlen 
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treffen  uämlich  die  Gerade  a^  und  die  letzten  vier  Strahlen  die  Gerade 
h  in  den  Punktpaaren: 

(a.h)  (aM  (flr,ag)     (a^h^) 

K*)  (bb,)  {ha,)     {ab), 

und  die  ersten  vier  Punkte  liegen  mit  den  letzten  vier  perspectiviscli  : 
denn  der  Punkt  {Oib)  ist  gemeinschaftlich,  und  die  drei  anderen  Ver- 
bindungsstrahlen : 

&2  ri2         {ah,  a^b^) 

schneiden  sich  in  einem  Punkte,  weil  die  Schnittpunkte  ab  a^b^  a^h^ 
in  einer  Geraden  liegen;  hierdurch  ist  der  umgekehrte  Satz  erwiesen 
und  lässt  sich,  wie  wir  aus  der  Bezeichnung  der  sechs  Ecken  erkennen, 
auch  so  aussprechen: 

Wenn  von  den  neun  Punkten,  in  weldien  die  Seiten  eines  Dreiseits 
r/Y/jöjj  die  Seiten  eines  andern  bW  treffen,  drei  in  gerade^'  Linie  liegen, 
so  liegen  die  ülmgen  secfis  auf  einem  Kegelschnitte. 

In  ganz  gleicher  Weise  wird  der  analoge  {Brianchon' sehe)  Satz 
und  sein  umgekehrter  abgeleitet  und  erscheint  als  eine  andere  Aus- 
drucksweise für  die  Gleichheit  zweier  Doppelverhältnisse: 

Werden  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  in  irgend  weldter  Reihcfi- 
folge  zu  einem  einfaelhen  Sedisseit  zusammengefasst,  so  Inufen  die  drei 
Verbindungslinien  der  gegenüber -liegenden  Ecken  durch  einen  Punkt,  und 
umgekehrt:  Laufen  die  Verbindungslinien  von  drei  Punktpaaren  durch 
einen  Punkt,  und  man  fasst  dieselben  als  gegenüberliegende  Ecken 
eines  einfachen  Sechsecks  auf,  so  berühren  seine  sechs  Seiten  einen 
und  denselben  Kegelschnitt. 

Beide  Satze  lassen  sich  in  Verbindung  bringen  und  führen  dann 
zu  einem  neuen  Satze.     Fassen  wir  nämlich  in  dem  obigen  Sechseck 

B,    h    a    t    B    b 

die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  auf: 

{B,b,  Bc)    {Bb,  ab)    {B.b,  ac), 

welche  in  gerader  Linie  liegen  müssen,  so  haben  wir  zugleich   drei 
Punktpaare,  deren  Verbindungslinien  durch  einen  Punkt  laufen,  nämlich: 

Bi     und     b  » 

B      und     c 

(J?b,  ah)    und    (J?,b,  oc). 

Nehmen  wir  diese  als  gegenüberliegende  Ecken  eines  einfachen 
Sechsseits,  so  lassen  sich  die  Ecken  desselben  in  folgender  Reihe  zu- 
sammenstellen: 

B,      {B^b,  ac)      c      b      (ba,  bB)      B 
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uiid  hieraus  folgen  die  auf  einander  folgenden  Seiten: 

JBib        ac        cb        ha       bJB        BB,, 

Diese  sechs  Linien  müssen  nach  dem  vorigen  Satze  einen  Kegel- 
schnitt berühren;  sie  sind  nichts  anderes^  als  die  Seiten  der  beiden 
Dreiecke  abc  und  BB^b]  wir  schliessen  hieraus  den  Satz: 

Wenn  die  sechs  Ecken  zweier  Breiecke  auf  einem  Kegelschnitt  liegen, 
so  berühren  die  sechs  Seiten  derselben  einen  Zimten  Kegelschnitt; 
und  zugleich  den  parallel  laufenden^Satz,  welcher  der  umgekehrte  ist: 

Wenn  die  sechs  Seiten  zweier  Breiseite  einen  KegdschniU  berühren, 
so  liegen  die  sechs  Ecken  derselben  auf  einem  zweiten  Kegelschnitt, 

Da  der  Kegelschnitt  sowohl  durch  fiinf  Tangenten  als  auch  durch 
fünf  Punkte  eindeutig  bestimmt  ist^  so  lässt  sich  dasselbe  Ergebniss 
auch  so  aussprechen: 

Ilaben  zwei  Kegelschnitte  eine  solche  Lage  zu  einander,  dass  es 
ein  Dreieck  giebt,  welches  gleichzeitig  dem  einen  um-  und  dem  andern 
einbeschrieben  ist^  so  giebt  es  unzählig  viele  Dreiecke  derselben  Be- 
schaffenheit;  indem  jeder  Punkt  des  umbeschriebenen  Kegelschnitts  als 
Ecke  eines  neuen  Dreiecks  aufgefasst  werden  kann^  dessen  Seiten 
Tangenten  des  andern  Kegelschnitts  sind. 

Die  besonderen  Fälle  ^  welche  sich  aus  dem  Po^caZ'schen  und 
iJrioncAon'schen  Satze  ergeben^  wenn  wir  zwei  auf  einander  folgende 
Ecken  des  einbeschriebenen  Sechsecks  zusammenfallen  lassen^  also 
eine  Seite  desselben  zur  Tangente  des  Kegelschnitts  machen ;  oder 
andererseits;  wenn  wir  zwei  Seiten  des  umbeschriebenen  Sechsseits  zu- 
sammenfallen lassen^  also  ihren  Schnittpunkt  zum  Berührungspunkt 
machen^  dürfen  wir  hier  übergehen,  weil  ein  Theil  der  daraus  ent- 
springenden Sätze  in  dem  Früheren  (§.  20 — 23,  §.  27)  enthalten  ist; 
wir  wollen  aber  die  vollständige  Figur  eines  Sechsecks  im  Kegelschnitt 
näher  untersuchen  und  die  von  Steiner  angegebenen  Eigenschaften  der- 
selben herleiten. 

Sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts,  der  Kürze  wegen  mit  123456 
bezeichnet,  lassen  sich  auf  sechzig  verschiedene  Arten  zu  einem  ein- 
fachen  Sechseck  verbinden;  von  sämmtlichen  1.2.3.4.5.6  Per- 
mutationen liefern  nämlich  immer  zweimal  sechs  dasselbe  Sechseck, 
nämlich  z.  B. 


12  3  4  5  6 
6  5  4  3  2  1 


234561  345612 


165432 


2 16543 


456123 
321654 


561234 
432165 


612345 
543216, 


da  man  die  sechs  Ecken  in  derselben  Reihenfolge  in  einem  und  dem 
entgegengesetzten  Sinne    durchlaufen   und   ausserdem  mit  jeder  Ecke 

Steiner,  Vorteaimgen  II.    2.  Aufl.  9 
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beginnen  kann.     Es  bleiben  daher  nur     *     *  i,  >  ' —      =  60  Permuta- 

tionen  übrig,  welche  verschiedene  Sechsecke  liefern.  Bei  jedem  der- 
selben liegen  nach  dem  PascaFschen  Satze  die  drei  Schnittpunkte  der 
gegenüberliegenden  Seiten  in  einer  Geraden,  z.  B.  beim  Sechseck 
12  3  4  5  6  liegen  die  Schnittpunkte: 

(12,45)        (23,56)        (34,61) 

in  einer  Geraden-,  solcher  Geraden,  welche  PascaV sehe  Linien  heissen 
mögen j  erhalten  wir  also  sechzig^  und  diese  haben  einen  eigenthüm- 
lichen  Zusammenhang;  aus  dem  auf  S.  94  behandelten  speciellen  Fall 
des  PascaVschen  Satzes  (in  welchem  der  Kegelschnitt  durch  ein  Linien- 
paar vertreten  wird)  ergiebt  sich  nämlich  zunächst  auf  ganz  dieselbe 
Weise  wie  dort,  dass  die  PascaVschen  Linien  für  die  drei  Sechsecke: 

123456 
143652 
16  3  2  5  4 

sich  in  einem  Punkte  schneiden  müssen.  Bezeichnen  wir  die  Schnitt- 
punkte der  gegenüberliegenden  Seiten: 

(12,  45)  =p,  (34,  16)  =ft  (56,  23)  =p, 
(45 ,  36)  =  gi  (16 ,  25)  =  g,  (23 ,  14)  =  ?, 
(36 ,  12)  =  r,        (25 ,  34)  =  r,        ( 14 ,  56)  =  r, 

SO  liegen  PiP^p^  in   einer  PascaVschen  Linie,   Qiq^q^  hi  einer  andern 

und  »'i^g^g  in  einer  dritten;  es  ist  aber  aus  diesem  Schema  ersichtlich, 

dass 

f 

PiQi  =  45  p^q^  =  16  p^q^  =  23 
q^  r^  =  36  q^r^  =  25  g^r^  =  14 
7\pi  =  12        r^p^  =  34         r^ps  =  56   ist , 

und  da  in  dem  Sechsecke: 

125436 

(12,  34)  (36,  25)  (45,  16)  oder 

(Pi^i ,  P^r^)      (r,q, ,  r^q^)      (q.p^ ,  q,^p^) 

in  einer  Geraden  liegen,  so  mü^en  nach  einem  auf  S.  26  bewiesenen 
Satze  die  Verbindungslinien: 

PiP2        3i?2         n^Ä 

sich  in  einem  Punkte  schneiden;  die  PascaVschen  Linien  der  obigen 
drei  Sechsecke  laufen  also  durch  einen  Punkt,  welcher  Steinei^'scJiei' 
Punkt  heissen  soll;  ebenso  laufen  die  Po^caPschen  Linien  der  drei 
Sechsecke : 
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125436 
145632 
165234 

durch  einen  Steiner' sehen  Punkt,  welcher  sein  Gegenpunkt  genannt 
werde.  (Dass  ein  Stctfie/seher  Punkt  und  sein  Gegenpunkt  allemal 
ein  Paar  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind,  kann 
erst  später,  S.  159,  gezeigt  werden.)  Die  eine  Gruppe  von  drei  Sechs- 
ecken ist  nun  so  gebildet,  dass  die  erste,  dritte  und  fünfte  Ecke  fest- 
gehalten, die  zweite,  vierte  und  sechste  cyclisch  vertauscht  werden, 
wahrend  bei  der  andern  Gruppe,  wenn  wir  sie  so  schreiben: 

254361 

.  234  1.65 

214563 

die  vorhin  vertauschten  Ecken  fest  bleiben  und  die  übrigen  drei  cyclisch 
vertauscht  werden;  sobald  wir  aus  den  sechs  Punkten  12  3  4  5  6  irgend 
drei  Punkte  herausnehmen  und  sie  an  die  ungeraden  Stellen  der  Ecken 
versetzen,  lassen  sich  die  übrigen  drei  nur  auf  diese  sechs  Arten  da- 
zwischen als  geradstellige  Ecken  einfügen,  und  die  auf  diese  Weise 
erhaltenen  sechs  Sechsecke  zerfallen  in  zwei  Gruppen  von  je  drei,  für 
welche  je  drei  PascaPsche  Linien  in  einem  Steine/schen  Punkte  und 
seinem  Gegenpunkte  zusammenlaufen.     Da  nun  die  sechs  Punkte  auf 

R       fi       A 

'     '      =  20  Äxten  sich  zu  dreien  combiniren  lassen,  so  laufen  die  60 

Ptiscalsclien  Linien  m  je  dreien  durch  20  Steiner'scJ^  Punkte,  welche  in 
JO  Paare  vo^i  Oegenpunkten  zerfallen.  Wir  werden  in  dem  später  fol- 
genden Tableau  die  60  Sechsecke  so  zusammenstellen,  dass  die  20 
Nteiwer'schen  Punkte  aus  ihnen  vollständig  und  in  übersichtlicher  Weise 
hervortreten. 

Theilen  wir  zweitens  die  sechs  Punkte  des  Kegelschnitts  in  drei 
Paare  ab,  z.  B. 

12         34        56, 

so  lassen  sich  diese  Paare  unter  einander  und  die  Elemente  jedes 
Paares  unter  sich,  ohne  dass  ein  Paar  getrennt  wird,  auf  alle  mög- 
lichen Arten  nur  so  vertauschen,  dass  acht  verschiedene  Sechsecke  zum 
Vorschein  kommen,  weil  von  den  sämmtlichen  48  hervorgehwiden 
Sechsecken  immer  6  identisch  werden;  diese  8  verschiedenen  Sechs- 
ecke lassen  sich  aber  in  vier  Paare  zertheilen,  welche,  wenn  wir  sie 
sammtlich  mit  1  begininen  lassen,  so  lauten: 


1234561123465 


143652 


143562 


1243651  24356 
134562134652  , 

9* 
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und  jedes  Paar  besteht,  wie  wir  sehen,  aus  zwei  Sechsecken,  deren 
PaseaVfiche  Linien  sich' in  einem  Steinet^ sehen  Punkte  treflFen.  Nenneu 
wir  der  Ordnung  gemäss  die  PoscaFschen  Linien  dieser  acht  Sechsecke": 


l 


'1        '"^        "•»        '"i ) 

so  dass  also  ih^i)  ih^'^t)  ih^a)  ih^^i)  ^i®'^  Steinet' ache  Punkte  sind, 
und  nehmen  wir  zuerst  nur  drei  Paare  PasmPscher  Linien  heraus: 


123456(^0 
143G5  2(Wi) 

dann  wird  identisob: 


1  2  3  4  G  5  (Zg) 
14  3  5  6  2  (»jj) 


1243  65  (ij) 
1  34562  («s), 


(IJ^)  =(23,56) 
{l,k)  -=(34,51) 
(^,»»0  =(12,36) 
(wj,mj)  =  (14,  56) 
(»»g»Mj)  =  (34,62) 
(m,Z,)   =(12,45). 

Diese  6  Punkte  lassen  sich  in  doppelter  Weise  als  die  Ecken  eines 
einfachen  Sechsecks  auffassen,  einmal  eines  solchen,  dessen  aufeinander- 
folgende Seiten  sind: 


^1     ^2     k 


m. 


m^    m 


"2 


'3  J 


zweitens  aber  auch  eines  solchen  Sechsecks,  dessen  aufeinanderfolgende 
Seiten  sind:  .  \ 

12    l,    56    fn^    34    l^,. 

Beide  Sechsecke  haben  drei  nicht  zusammenstossende  Seiten  gemein. 
Das  letztere  Sechseck  ist  nun  offenbar  ein  Pa5ca7sches,  d.  h.  einem 
Kegelschnitt  einbeschrieben,  denn  die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten: 

(12,  m,)      (34,    0     (56,  Z,) 
oder 

(12,  35)      (34,  61)     (56,  24) 

liegen  auf  einer  Geraden,  der  PascaV sehen  Linie  des  Sechsecks: 

124356; 

folglich  müssen  nach  der  oben  bewiesenen  ümkehrung  des  PaseaPschen 
Satzes  auch  die  3  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  des  ersten  Sechs- 
ecks, d.  h. 

(l,mi)  (/gWj  (Zg^Wg) 

auf  einer  Geraden  liegen.  In  ganz  gleicher  Weise  würde  zu  beweisen 
sein,  dass 

(l^m,)        (l^m^)      \km^) 
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P 


a. 


i. 


6\ 


'% 


Gj 


a. 


^ 


a. 


«2* 


«, 


A 


A 


8 


/3» 


yi 


y« 


y» 


» 


auf  einer  Geraden  liegen  müssen;  mithin  liegen  alle  vier  Steiner' »chtn 

Punkte: 

(Zj»»i)        {l^m^)        '{l^m^)        {l^m^) 

auf  derselben  Geraden,  welche  wir  Steiner' sehe  Gerade  nennen  wollen, 
und  da  sich  die  sechs  Punkte  nur  auf  15  Arten  in  drei  Paare  theilen 
lassen,  wie  leicht  einzusehen  ist,  so  folgt,  dass  die  20  Steiner' scJien 
lenkte  m  je  vier  auf  15  Geraden  liegen*). 

Die  60  Sechsecke  lassen  sich  nun  in  ein  Tableau  bringen,  aus 
welchem  die  Lt^e  der  20  /SfeiMer'schen  Punkte  zu  den  15  Sfetncr'schen 
Geraden  klar  hervortritt;  dies  ist  folgendes: 

123456 
143652 
163254 

132465 
142563 
152364 
142536 
152634 
1  6  2  4  3.5 
126453 
146352 
13  6254 

164352 

13  4  2  5  6 
124653. 
162534 
15243  6 

14  2  6  3  5 

162543 
152346 
132645 
163452 
143256 
123654 

Dieses  sind  sämmtliche  60  verschiedene  Sechsecke;  jedes  derselben 
liefert  eine  Poscof sehe  Linie.    Die  Punkte: 


123465 
143562 
153264 
( 1243  56 
134652 
164253 

12  4  3  6  5 
1  3  4-5  6  2 
154263 
153462 
143265 
123564 
152463 
14236  5 
132564 
162453 
142356 

13  2  6  5  4 


132456 

14  2  6  5  3 
162354 

132546 

15  2  6  4  3 
162345 
123546 
153642 
163245 
154362 
134265 
124563 
136452 
146253 
126354 

163542 
153246 
123645 


•)  Plüdcer,  über  ein  neuee  Princip  der  Geometrie,  Crelle's  Journ.     Bd.  V, 
S.  268  C 
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|)  Ä  öl  ag  03  61  6j  6»  Ci  Cg  C3  «i  ßi  y^  «^  /J,  yg  «3  /J,  yj 

sind  die  20  Sfeincr'schen  Punkte,  in  welchen  sich  die  PasmJ'schen 
Linien  zu  je  dreien  schneiden^'und  zwar  je  zwei  gleichnamige  aus 
dem  lateinischen  und  griechischen  Alphabet  Gegenpunkte ,  wie  z.  B. 
Cg  und  ^2  u*  ^*  ^* 

Fig.  39. 


Die  15  Sfofnar'schen  Geraden,  auf  welchen  diese  20  Punkte  zu  je 
vieren  liegen,  sind  folgende: 


pa^ 

«2  «8 

«  «1 

ßiYi 

P  \  h  h 

Ä  «2  /'2  ^2 

p  Cj  C^  C3 

»  «3  A  ^3 

«1  h  nrs 

Ö2  h  n  Vi 

^hhriy^ 

61  C,  «2  «3 

&2   Cg  «3  «i 

h    «3  «1  «2 

^1  «1  ft  ft 

^  «2  1 

l'a/'i 

Cg     ^3    /Jj    /Jg 

Die  15  Steiner^schen  Geraden  scJineiden  sich  also  m  je  drei  in  den  20 
Steiner* sehen  Punkten.  Diese  20  Punkte  und  15  Geraden  bilden  hiemach 
eine  solche  Figur  (Fig.  39),  wie  sie  bereits  in  §.  11  und  §.21  aufgetreten 
ist.*)  Dass  in  der  That  die  20  Steiner' sehen  Punkte  zu  je  vier  auf 
den  angegebenen  15  Sfein^'schen  Geraden  liegen,  erkennen  wir  aus 
dem  oben  zusammengestellten  Tableau  nach  dem  für  einen  Fall  durcli- 
geführten  Beweise,  wenn  wir  noch  berücksichtigen,  dass  dasselbe 
Sechseck,  immer  bei  dem  Punkte  1  angefangen,  in  'doppelter  Weise 
gelesen  werden  kann,  z.  B.  163254  und  145236;  dass  aber 'die  15 
Sfein^r^schen  Geraden  zu  je  dreien  sich  in  den  20  fi^feiw^schen  Punkten 

*)  Hesse,    „eine  Bemerkang   zum    PeMCoZ'schen   Theorem ",   Crelie's   Joamal 
Bd.  XLI,  S.  269. 
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ächneiden,  sehen  wir  aus  dem  letzten  Schema,  bei  weichem  je  vier  in 
derselben  Horizontalreihe  stehende  Punkte  immer  in  einer  Geraden 
liegen  und  jeder   der  20  Punkte  in  drei  Horizontalreihen  vorkommt. 

Die  Bildungsweise  des  obigen  Tableau  von  60  Sechsecken  ist 
leicht  ersichtlich.  Wir  gehen  aus  von  dem  Sechseck  123456  und 
bilden,  indem  wir  die  ungeradstelligen  Ecken  festhalten,  die  gerad- 
stelligen  aber  cyclisch  vertauschen,  die  drei  Sechsecke,  deren  Pascal! - 
sehe  Linien  sich  in  einem  Sfeiwcr'schen  Punkte  p  treffen.  Hieraus  er- 
halten wir  drei  andere  Gruppen  von  je  drei  Sechsecken,  welche  die 
*S7«n«r'schen  Punkte  a^a^a^  liefern,  indem  wir  die  sechs  Punkte  123456 
in  drei  Paare  12  34  56  theilen  und  sowohl  die  Paare  unter  einander, 
als  auch  die  Elemente  je  eines  Paares  unter  sich  vertauschen,  ohne 
aber  die  Paare  zu  trennen.  Zugleich  bilden  wir  nach  der  oben  an* 
gegebenen  Weise  die  Gegenpunkte  xa^c:^^' 

Eine  zweite  Gruppe  von  drei  Sfeincr'schen  Punkten  6162^3;  die 
mit  p  auf  derselben  Geraden  liegen,  erhalten  wir,  indem  wir  die  sechs 
ursprünglichen  Punkte  in  die  drei  Paare  14  25  36  theilen  und  mit 
denselben  die  eben  beschriebene  Operation  vornehmen;  die  in  bekann- 
ter Weise  zu  bildenden  Gegenpunkte  sind  ß^ß^ß^  .  Endlich  theilen 
wir  die  gegebenen  Punkte  in  die  drei  Paare  16  23  45  und  gelangen 
dadurch  zu  den  Punkten  c^^c^c^,  die  ebenfalls  mit  p  in  gerader  Linie 
liegen,  und  deren  Gegenpunkte  yiy^yy  sind.  Hierdurch  werden  sämmt- 
liche  60  Sechsecke  erschöpft,  und  wir  gelangen  zu  den  20  Steiner' achen 
Punkten,  von  denen  ersichtlich  wird,  dass  durch  jeden  drei  bestimmte 
Gerade  gehen,  während  jede  dieser  Geraden  4  Punkte  enthält,  wie 
oben  angegeben  ist.  Die  weiteren  Eigenschaften  dieser  Figur,  welche 
Kirkmcm,  Cayley  und  Salmon  hinzugefügt  haben,  übergehen  wir  hier 
(siehe  Aufgaben  und  Sätze);  auch  bedarf  die  gleichlaufende  Betrach- 
tung eines  dem  Kegelschnitt  umschriebenen  Sechsseits  und  die  Er- 
weiterung des  Brianchon'Bchen  Satzes  keiner  Ausführung,  weil  man 
unter  der  Bezeichnung  123456  ebenso  sechs  Tangenten  eines  Kegel- 
schnitts, wie  sechs  Punkte  desselben  verstehen  kann  und  hiemach  der 
Aasdruck  der  Eigenschaften  beider  Figuren  völlig  gleichlautend  wird. 

§.  29.  Auftreten  des  Punktsystems  und  Strahlsystems  beim  Kegelschnitt. 

Fassen  wir  den  Kegelschnitt  als  das  Erzeugniss  zweier  projecti- 
vischer Punktreihen  aBc. .  j  . .  und  öibiCi  • .  j^ . .,  deren  Träger  Ä  imd 
^  seien,  auf,  so  wissen  wir  (§.  21),  dass  für  irgend  zwei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  jji  und  ^^^  der  Schnittpunkt  (j^^,  i^t))  auf  der- 
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selben  festen  Geraden  liegt,  welche  durch  die  Berührungspunkte  der 

Fig.  40.  beiden  Träger  geht  (Fig. 

40).  Wir  können  aber 
auchupigekehrt  schliessen, 
dass,  wenn  wir  irgend 
einen  Punkt  P  dieser  Ge- 
raden mit  einem  Paar 
entsprechender  Punkte  j  j, 
verbinden,  diese  Strahlen 
die  Träger  Sl^Sl  in  zwei 
neuen  Punkten  t)^  und  t) 
treffen,  welche  entspre- 
chende sein  müssen.  Hal- 
ten wir  nun  den  Punkt  1^ 
fest  und  verändern  das 
erste  Paar  jji  gemäss  der  projectivischen  Beziehung  auf  den  beiden 
Trägern  2l2li,  so  erhalten  wir  in  P  zwei  auf  einander  liegende  pro- 
jectivische  Strahlbüschel,  beschrieben  von  den  Strahlen  Pj  und  Pj, : 
diese  beiden  projectivischen  Strahlbüschel  liegen  in  der  eigenthüm- 
lichen  Weise  auf  einander,  dass  dem  Strahl  Pj,  wenn  wir  ihn  als 
Pt)i  (einen  Strahl  des  andern  Strahlbüschels)  auffassen,  derjenige 
Strahl  P^  entspricht,  welcher  mit  Py^  coincidirt,  dass  also  die  ent- 
sprechenden gleichen  Winkel  jPt)  und  t)iPii  verkehrt  auf  einander 
fallen;  hieraus  erkennen  wir  (Seite  59),  dass  die  Strahlenpaare  Pj 
und  Pji  ein  Strahlsystem  bilden  oder,  was  dasselbe  sagt,  invoUUoriscli 
liegen.  Zugleich  wird  auf  jedem  der  beiden  Träger,  sowohl  auf  St 
durch  die  Punkte  J^,  als  auch  auf  Sl^  durch  die  Punkte  j^t),  ein 
Punktsystem  fixirt  und  zwar  erhalten  wir  zu  j  den  conjugirten  Punkt 
t),  indem  wir  den  entsprechenden  Punkt  j^  mit  ein  und  demselben  festen 
Punkte  P  der  Berührungssehne  beider  Träger  verbinden  und  den 
Schnittpunkt  dieser  Verbindungslinie  mit  ?l  aufsuchen.  Durch  Ver- 
änderung des  Punktes  P  auf  der  Berührungssehne  verändern  sich  das 
Strahlsystem  und  die  beiden  Punktsysteme  auf  den  Trägem. 

Es  ist  leicht  zu  erkennen,  wann  das  in  P  entstehende  Strahl- 
system ein  elliptisches  und  wann  es  ein  hyperbolisches  sein  wird. 
Seien  nämlich  c  und  f^  die  in  dem  Schnittpunkte  der  Träger  vereinig- 
ten und  Ci  und  f  ihre  entsprechenden  Punkte;  ist  also  fc^  die  Be- 
rührungssehne, so  wird  diese  unendlich  lange  Gerade  durch  die  Punkte 
f  tmd  Cj  in  zwei  Gebiete  getrennt;  das  eine  ist  die  endliche  Strecke 
zwischen  f  und  c^,  das  andere  besteht  aus  den  beiden  unendlichen 
Stücken  ausserhalb*der  Strecke  fc^,  von  f  bis  oo  und  von  oo  bis  c^. 
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Wenn  nun  irgend  ein  Projectionsstrahl  jj^  dia  Berührungssehne  inner- 
halb der  Strecke  fCj  triflPb,  so  entspricht  dem  endlichen  Stück  cf  des 
Tragers  9  das  im  Unendlichen  zusammenhängende  Stück  e^  cx)  fj  des 
Tragers  Sl^  und  dem  im  Uneudlichen  zusammenhängenden  Stück  f  oo  c 
des  ersten  Trägers  Ä  das  endliche  Stück  f^e^  des  Trägers  ^^^  hieraus 
folgt  aber  nach  der  Figur,  dass  sämmtliche  Projectionsstrahlen  die 
Berührungssehne  fc^  innerhalb  der  Strecke  fc,  treflFen  müssen  und  das 
andere  Gebiet  der  Berührungssehne  von  keinem  Projectionsstrahl  ge- 
troffen wird  (der  Kegelschnitt  ist  Hyperbel  nach  dem  auf  S.  117  ge- 
gebenen Kriterium).  Wenn  dagegen  irgend  ein  Projectionsstrahl  jjj 
die  Berührungssehne  fej  ausserhalb  der  Strecke  f  c^  trifft,  so  entsprechen 
sich  die  endlichen  Strecken  cf  und  Cif^  und  die  im  Unendlichen  zu- 
sammenhängenden Theile  c  oo  f  und  Cj  oo  f ^ ;  in  diesem  Falle  müssen 
sämmtliche  Projectionsstrahlen  die  Berührungssehne  fc,  ausserhalb  der 
Strecke  fc,  treffen,  und  das  endliche  Stück  fc,  wird  von  keinem  Pro- 
jectionsstrahl getroffen  (der  Kegelschnitt  ist  Ellipse  oder,  wenn  die 
Punktreihen  insbesondere  projectivisch-ähnlich  sind,  Parabel). 

Nehmen  wir  nun  den  ersten  Fall  an,  so  wird,  wenn  P  zwischen  f  c, 
Berührungssehne  liegt,  das  Strahlsystem  hyperbolisch  sein,  weil  auf  der 
Pf  und  Pf,  durch  Pj  und  Pf,  nicht  getrennt  werden  (S.  61),  dagegen, 
wenn  P  ausserhalb  der  Strecke  fc,  liegt,  wird  es  elliptisch  sein,  weil 
Pf  und  Pf,  durch  Pf  und  Pf,  getrennt  werden;  im  zweiten  Fall  ist 
es  gerade  umgekehrt;  liegt  P  zwischen  fc,,  so  ist  das  in  ihm  ent- 
stehende Strahlsystem  elliptisch,  liegt  P  dagegen  ausserhalb  der  Strecke 
fc,,  so  ist  das  Strahlsystem  hyperbolisch.  Wir  können  aber  beide 
Fälle  zusammenfassen,  wenn  wir  dasjenige  (unendliche)  Gebiet  der 
Ebene,  welches  von  sämmtlichen  Projectionsstrahlen  erfüllt  wird  (S.  91), 
als  ausserhalb  des  Kegelschnitts  bezeichnen  und  dasjenige  Gebiet  der 
Ebene,  welches  von  keinem  Projectionsstrahl  getroffen  wird,  als  innerhalb 
des  Kegelschnitts;  der  Kegelschnitt  selbst  ist  die  Grenze  zwischen 
beiden  Gebieten.  Mit  dieser  Bezeichnung  lassen  sich  beide  Fälle  so 
zusammenfassen:  Liegt  P  ausserhalb  des  Kegelschnitts y  so  ist  das  in  ihm 
entstehende  Strahlsystem  hyperbolisch,  liegt  P  innerhalb  des  Kegelschnitts^ 
so  ist  Sein  StraMsystem  elliptisch.  Liegt  endlich  P  auf  dem  Kegel- 
schnitt selbst,  d.  h.  in  einem  der  Punkte  f  oder  c,,  so  nimmt  sein 
Strahlsystem  den  einseitigen  Charakter  an,  dass  die  zu  sämmtlichen  con- 
jugirten  Strahlen  in  einen  einzigen  zusammenfallen.  Es  ist  dies  der  auf 
S.  52  erwähnte  Uebergangsfall  eines  parabolischen  Strahlsystems.  Wir 
bemerken  noch,  dass  der  Unterscheidung,  ob  ein  Punkt  ausserhalb 
oder  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegt,  die  Unterscheidung  zur  Seite 
steht,  ob  eine  Gerade  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punkten  trifft 
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oder  in  keinem.  Denn  wenn  eine  Gerade  den  Kegelschnitt  in  keinem 
Punkte  trifiFt^  so  fällt  sie  ganz  in  dasjenige  Gebiet  der  Ebene  ^  welches 
von  allen  Projectionsstrahlen  erfQllt  wird^  also  sämmtliehe  Punkte 
von  ihr  liegen  dann  ausserhalb  des  Kegelschnitts;  wenn  dagegen  eine 
Gerade  den  Kegelschnitt  ih  zwei  reellen  Punkten  trifft^  so  begrenzen 
diese  auf  ihr  eine  endliche  Strecke  und  zwei  unendliche;  die  letzteren 
liegen  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  weil  sie  in  das  von  den  Pro- 
jectionsstrahlen erfüllte  Gebiet  fallen,  die  endliche  Strecke  innerhalb 
des  Kegelschnitts. 

Wenn  der  Punkt  P  ausserhalb  des  Kegelschnitts  liegt,  also  sein 
Strahlsystem  ein  hyperbolisches  ist,  werden  die  beiden  Asymptoten 
desselben  offenbar  Projectionsstrahlen,  d.  h.  die  aus  P  an  den  Kegel- 
schnitt gelegten  Tangenten  sein,  weil  in  diesem  Falle  Pf^i  und  Pji^ 
zusammenfallen.  Das  Strahlsystem  ist  durch  die  beiden  Asymptoten 
vollständig  bestimmt,  und  jedes  Paar  conjugirter  Strahlen  ist  harmo- 
nisch zugeordnet  den  beiden  Asymptoten  (S.  60).  Da  nun  die  beiden 
aus  P  an  den  Kegelschnitt  gelegten  Tangenten  immer  dieselben  bleiben, 
auf  wie  verschiedene  Weise  wir  auch  den  Kegelschnitt  als  Erzeugniss 
zweier  projectivischer  Punktreihen  auffassen  mögen,  so  folgt,  dass  das 
in  dem  Punkte  P  entstehende  Strahlsystem,  welches  aus  der  Erzeugung 
des  Kegelschnitts  durch  zwei  projectivische  Punktreihen  abgeleitet 
wurde,  unabhängig  ist  von  der  besonderen  Art  dieser  Erzeugung, 
d.  h.  immer  dasselbe  bleibt,  welches  Paar  projectivischer  Punktreihen 
wir  auch  als  erzeugendes  ansehen  mögen.  Dies  ist  allerdings  nur  für 
den  Fall  erwiesen,  dass  P  ausserhalb  des  Kegelschnitts  liegt,  also  ein 
reelles  Tangentenpaar  durch  ihn  geht;  es  gilt  aber  auch  in  dem  andern 
Falle,  wenn  P  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegt,  und  kann,  wie  folgt, 
allgemein  nachgewiesen  werden. 

Denken  wir  uns  auf  den  Projectionsstrahlen  jji  und  ^^^  die  Be- 
rührungspunkte I  und  7}  ermittelt,  so  wissen  wir  (Seite  99),  dass  g 
und  fi  mit  P=  (jt)i,  i^t))  in  gerader  Linie  liegen  müssen,  dass  über- 
haupt (§.  23  und  27)  das  von  den  vier  Berührungspunkten  fCiJ«?  ge- 
bildete Viereck  und  das  von  den  vier  Tangenten  des  Kegelschnitts  in 
diesen  Punkten  (den  vier  Projectionsstrahlen)  gebildete  Vierseit  ein 
und  dasselbe  Diagonaldreieck  haben;  hieraus  folgt,  wenn  x  den  Schnitt- 
punkt der  beiden  Projectionsstrahlen  {jr^  und  ^^^  bezeichnet,  aus  den 
harmonischen  Eigenschaften  des  Vierecks  und  Vierseits  (S.  18),  dass 
die  beiden  Diagonalen  Pj  und  Pj^  harmonisch  zugeordnet  sind,  so- 
wohl mit  Pc  und  Pa;,  als  auch  mit  Pc^  und  P|;  also  sind  (S.  60) 
Pj  und  Pji  als  die  Asymptoten  eines  hyperbolischen  Strahlsystems 
aufzufassen,  von  welchem  Pc  und  Ppc  ein  Paar  und  Pe^  und  P|  ein 
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zweites  Paax  conjugirter  Strahlen '  sind;  aus  einem  früheren  Satze, 
welcher  dem  auf  Seite  67  (Anmerkung)  bewiesenen  analog  ist  und 
so  lautet:  ,,8ind  aa  und  hß  zwei  Paare  conjugirter  Strahlen  eines 
hyperbolischen  Strahlsystems,  dessen  Asymptoten  g  und  h  sind,  so 
bilden  allemal  die  drei  Strahlenpaare  a/3,  ha  \xnA  gh  drei  Paare  conju- 
girter Strahlen  eines  neuen  Strahlsystems",  folgt,  dass  die  drei  Strah- 

•  

lenpaare  Pc,  Pc^,  Pj,  Pji  und  PJ,  Fx  Involution  bilden  oder  drei 
Stralilenpaare  desselben  Strahlsystems  sind;  dieses  Strahlsystem  ist 
das  nach  der  ursprünglichen  Erzeugung  des  Kegelschnitts  dem  Punkt 
P  zugehörige,  weil  es  durch  die  beiden  Paare  conjugirter  Strahlen 
Pc  und  PCi,  Pe  und  Pj^  bestimmt  wird.  Fassen  wir  aber  statt  der 
beiden  ursprünglichen  Träger  2121/^Bie  beiden  Projectionsstrahlen  Efi 
und  t|^i  als  Träger  zweier  neuen  erzeugenden  Punktreihen  auf,  so  sind 
für  sie  5  und  ri  die  Berührungspunkte,  j  und  ^  ein  Paar  entsprechen- 
der Punkte  imd  j^  und  ^j  .  ein  zweites  Paar  entsprechender  Punkte, 
also  der  Schnittpmikt  (j^i,  Jj^)  =  P  derselbe  vorhin  so  bezeichnete 
Punktj  dessen  Strahlsystem  bei  der  neuen  Erzeugung  des  Kegelschnitts 
zunächst  das  Paar  conjugirter  Strahlen  Pj  und  P^  oder,  was  dasselbe 
ist,  Pj  und  Pjj  und  dann  Px  und  P|  als  ein  zweites  Paar  conjugirter 
Strahlen  hat.  Da  nun  die  drei  Strahlenpaare  Pc  Pc^,  Pj  Pji,  Fx  P| 
demselben  Strahlsystem  angehören,  welches  durch  zwei  von  ihnen 
schon  bestimmt  ist,  so  coincidiren  die  Strahlsysteme  in  P  bei  der 
einen  und  der  andern  Entstehungsweise  des  Kegelschnitts,  unabhängig 
davon,  ob  P  ausserhalb  oder  innerhalb  desselben  liegt.  Das  Resultat 
der  vorigen  Untersuchung  lässt  sich  also  folgendermassen  zusammen- 
fassen: 

Jeder  Funkt  F  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  ist  der  Mittdpmikt 
eines  bestimmten  dem  Kegelschnitt  ^(gehörigen  Strahlsystems ^  welches  da- 
durch erhalten  wird,  dass  man  eine  beliebige  Gerade  durch  F  meht,  welcJie 
in  den  Funkten  f  und  e^  den  Kegelschnitt  trifft,  die  Tangenten  in  f  und 
Ci  durch  die  sämmtlichen  'Tangenten  des  Kegelschnitts  in  zwei  prqjecti- 
vischen  Funktreihen  schneiden  lässt  und  immer  zicei  entsfprechende  Funkte 
dieser  beiden  FunktreiJien  j  und  Ji  mit  F  verbindet^  wobei  Pj  und  Pj^ 
zwei  conjugirte  Strahlen  des  Strahlsystems  in  F  werden.  Dieses  Strahl- 
System  ist  unabhängig  von  der  Loffe  der  Funkte  f  und  e^,  deren  Tangenten 
als  Träger  der  den  Kegelschnitt  erzeugenden  Funktreihen  aufgcfassst  iverden, 
wenn  nur  f  und  c,  mit  F  in  gerader  Linie  liegen.  Das  StraJdsystem  ist 
hyperbolisch  oder  elliptisch,  je  nachdem  der  Funkt  F  ausserhalb  oder 
innerhalb  des  Kegelschnitts  liegt;  falls  es  hyperbolisch  ist,  sind  seine 
Asymptoten  die  aus  dem  Funkte  F  an  deti  Kegelschnitt  zu  legenden  Tan- 
genten,  also  jedes  Faar  conjugirter  Strahlen  zu  ihnen  harmonisch-zugeordnct. 
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Die  der  vorigen  zur  Seite  stehende  Betrachtung,  welche  von  der 
Erzeugung  des  Kegelschnitts  durch  zwei  projectivische  Strahlbüschel 
ausgeht,  bedarf  keiner  weiteren  Ausführung,  da  sie  der  obigen  un- 
mittelbar nachgebildet  werden  kann;  es  genüge  daher  das  Resultat 
anzugeben: 

Jede  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  liegende  Gerade  ist  der  Träger 
eines  bestimmten  dem  Kegelschnitt  zugehörigen  Punktsystems,  weldies  da- 
durch erhalten  unrd,  dass  man  von  einem  ihrer  Punkte  das  Tangenten- 
paar  {f  und  e^)  an  den  Kegelschnitt  legt  und  die  Berührungspunkte  als 
die  Mittelpu/nkte  zweier  den  Kegelschnitt  erzeugender  prqjectivischer  Strahl- 
büschel  auffasst;  je  zwei  entsprechende  StroMen  dieser  beiden  projedivisdien 
StroMMscfiel  treffen  die  gegebene  Gerade  in  zwei  conjugirten  Punkten  des 
ihr  zugehörigen  Punktsystems.  Dasselbe  ist  unabhängig  von  der  Lage  des 
Tangentenpaares  (fe^),  wenn  nur  sein  Schnittpunkt  auf  der  Geraden  liegt; 
es  ist  hyperbolisch  oder  elliptisch,  je  nachdem  die  Gerade  den  Kegelschnitt 
in  zwei  redien  Punkten  trifft  oder  nicht;  falls  es  hyperbolisch  ist,  sind 
seine  Äsymptotenpunkte  die  beiden  Schnittpunkte  mit  dem  Kegelschnitt, 
also  jedes  Paar  conjugirter  Punkte  des  Punktsystems  zu  ihnen  harmonisch- 
zugeordnet 

Das  jedem  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  zugehörige 
Strahlsystem  steht  mit  dem  jeder  Geraden  zugehörigen  Punkteystem 
in  naher  Verbindung,  wie  sich  aus  folgender  Betrachtung  ergiebt: 

Sei  X  eine  beliebige  Gerade  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
und   a  einer  ihrer  Punkte,   von  welchem  sich  ein  Tangentenpaar  an 

Fig.  41. 


den  Kegelschnitt  legen  lasse,  welches  in  B  und  B^  denselben  berühre; 
wird  alsdann  ein  beliebiger  Punkt  P  des  Kegelschnitts  mit  B  und  B^ 
verbunden,  so  treffen  nach  dem  letzten  Satze  BP  und  B^P  die  Gerade 
X  in  einem  Paare  conjugirter  Punkte  p  und  it  desjenigen  Punktsystems, 
welches  der  Geraden  X  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört,  und 
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lassen  wir  den  Punkt  P  den  ganzen  Kegelschnitt  durchwandern,  so 
erhalten  wir  das  ganze  Punktsystem  auf  X;  insbesondere  ist  der  con- 
jugirte  Punkt  zu  a  derjenige  a,  in  welchem  die  Berührungssehne  BB^ 
die  Gerade  X  trifft;  bei  dieser  Bewegung  von  P  tritt  nun  jedes  Puukt- 
paar  des  der  Geraden  X  zugehörigen  Punktsystems  zweimal  auf; 
denn  treffen  BP  und  B^P  in  p  und  x  die  Gerade  X,  so  muss  auch, 
wenn  Btc  in  P^  dem  Kegelschnitt  zum  andern  Mal  begegnet,  B^P^  in 
demjenigen  Punkte  der  Geraden  X  begegnen,  welcher  der  zu  ä  con- 
jugirte  Punkt  des  Punktsystems  ist,  d.  h.  in  p]  also  dasselbe  Punkt- 
paar Äj)  wird  auch  durch  das  Strahlenpaar  BP^  und  B^P^  hervor- 
gerufen. Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  von  BB^  imd  PP^^  mit  x, 
so  ist  BPB^P^  ein  vollständiges  Viereck  im  Kegelschnitt,  dessen 
Diagonaldreieck  xpx  ist;  die  beiden  Tangenten  in  B  und  B^  sind  be- 
kannt; wollen  wir  zur  Vervollständigung  der  Figur  noch  die  .beiden 
Tangenten  in  P  und  P^  ermitteln,  so  verbinden  wir  die  Schnitt- 
punkte, in  welchen  die  Diagonale  px  die  Tangenten  Ba  und  B^a  trifft;, 
resp.  mit  P^  imd  P  und  erhalten  dadurch  die  gesuchten  Tangenten; 
zugleich  wissen  wir  aus  §.  27,  dass  die  Tangenten  in  P  imd  P^  sich  in 
demjenigen  Punkt  b  der  Geraden  X  treffen  müssen,  welcher  der  vierte 
harmonische  zu  pna  ist,  dem  a  zugeordnet;  und  dass  die  Verbindimgs- 
linie  PP^  in  demjenigen  Punkte  ß  der  Geraden  X  begegnet,  welcher 
der  vierte  harmonische  ist  zu  pna,  dem  a  zugeordnet;  folglich  ge- 
hören (nach  S.  67,  Anmerkung)  die  drei  Punktpaare  aa,  bß,  pn  dem- 
selben Punktsysteme  an,  welches  das  der  Geraden  X  zugehörige  ist. 
Suchen  wir  jetzt  das  dem  Punkte  x  zugehörige  Strahlsystem  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  und  betrachten  zu  diesem  Zwecke  die  in 
den  Endpunkten  der  durch  x  gehenden  Sehne  BB^  gezogenen  Tan- 
genten als  Träger  erzeugender  Punktreihen,  so  muss  nach  §.  27  die 
Tangente  in  P  die  letzteren  in  zwei  solchen  Punkten  treffen,  welche 
mit  X  verbunden  die  Strahlen  xp  und  xn  geben,  welche  ein  Paar  conju- 
girter  Strahlen  des  dem  x  zugehörigen  Strahlsystems  sein  müssen,  und 
da  andererseits  dem  Punkt  B  des  einen  Trägers  der  Schnittpunkt  a  des 
andern  entsprechend  ist,  so  sind  xB  imd  xa  oder,  was  dasselbe  ist, 
xa  und  xa  ein  zweites  Paar  conjugirter  Strahlen  des  Strahlsystems 
von  ic;  in  gleicher  Weise  sind  auch  xb  und  xß  ein  drittes  Paar.  Wir 
sehen  also,  dass  das  dem  Punkte  x  zugehörige  Stralüsystem  mit  dem  der 
Geraden  X  zugehörigen  Punktsystem  perspectivisch  liegt,  d.  h.  je  zwei 
conjugirte  Strahlen  des  Strahlsystems  durch  zwei  conjugirte  Punkte 
des  Punktsystems  gehen  und  umgekehrt.  Wenn  wir  nun  den  Punkt 
P  durch  den  ganzen  Kegelschnitt  bewegen,  so  wird  der  Punkt  x  dabei 
unverändert  bleiben,  weil  er  der  vierte  harmonische  zu  den  drei  festen 
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Punkten  BB^a  ist,  dem  a  zugeordnet.  Bei  dieser  Bewegung  durch- 
läuft das  Punktpaar  pn  das  ganze  der  Geraden  X.  zugehörige  Punkt- 
system und  das  Strahlenpaar  xp,  xn  das  ganze  dem  Punkt  x  zu- 
gehörige Strahlsystem.  Dieser  eigenthümliche  Zusammenhang  des 
Punktes  x  mit  der  Geraden  X,  wonach  das  Strahlsystem  des  einen 
und  das  Punktsystem  des  andern  in  perspectivischer  Lage  sich  be- 
enden, soll  im  folgenden  Paragraphen  weiter  ausgeführt  werden. 

§.  30.     Pol  und  Polare  des  Eegelschnitts.     Coigugirte  Punkte  und 
Strahlen  in  Besng  ^  den  Kegelschnitt.    Tripel  conjugirter  Punkte 

und  Strahlen. 

Die  in  dem  vorigen  Para^raplien  durchgeführte  Untersuchung 
giebt  eine  Menge  von  wichtigen  Eigenschaften  des  Eegelschnitts,  welche 
unter  .dem  Namen  der  Folareigenschaften  bekannt  sind.  Die  zuletzt 
besprochene  Bewegung  des  Punktes  P  auf  dem  Kegelschnitt,  bei 
welcher  der  Punkt  x  imverändert  bleibt,  zeigt  nämlich  zunächst,  dass, 
während  die  veränderliche  Sehne  PP^  sich  um  den  festen  Punkt  x 
dreht,  der  Schnittpunkt  der  Tangenten  in  P  und  P^  auf  der  festen 
Geraden  X  läuft,  sodann  folgt  aus  der  harmonischen  Eigenschaft  dos 
Vierecks,  dass  der  vierte  harmonische  Punkt  ß  zu  PPiX,  der  dem 
festen  Punkt  x  zugeordnet  ist,  auf  derselben  Geraden  X  sich  bewegen 
muss;  daher  gilt  der  Satz: 

Zieht  man  durdi  einen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
StraJden,  welche  denselben  in  je  zwei  Punkten  treffen^  so  ist  der  Ort  des 
vierten  harmonischen,  dem  ffegd>enen  zugeordneten  Punktes  auf  jedem 
StrM  (tmhrend  die  Schnittpunkte  das  andere  Paar  zugeordneter  Punkte 
bilden),  eine  gerade  Linie,  welche  den  Kegelschnitt  nicht  treffen  wird,  so- 
bald der  Punkt  innerJialb  des  Kegelschnitts  liegt,  dagegen  durch  die  beiden 
Berührungspunkte  der  von  dem  gegd)enen  Punkte  an  den  Kegelschnitt  zu 
Icgmden  Tangenten  geht,  sobald  der  Punkt  ausserJiaJb  des  Kegdsdinitts  liegt. 

Die  letzte  Bemerkung  geht  daraus  hervor,  dass,  wenn  durch  den 
gegebenen  Punkt  eine  Tangente  des  Eegelschnitts  geht,  auf  diesem 
Strahl  die  beiden  Schnittpunkte,  also  zwei  zugeordnete  von  vier  har- 
monischen Punkten  zusammenfallen,  folglich  auch  der  vierte  dem  festen 
Punkt  harmonisch-zugeordnete  in  jene  beiden  hineinfallen  muss  (S.  14) 
und  umgekehrt,  wenn  von  vier  harmonischen  Punkten  zwei  nicht  zu- 
geordnete zusammenfallen,  in  diesen  noth wendig  auch  einer  der  beiden 
übrigen  hineinfallen  muss.  Hieraus  ergiebt  sich  ein  bequemes  Mittel, 
durch  einen  gegebenen  Punkt  0  Tangenten  an  den  Kegelschnitt  zu 
ziehen,  welcher  gezeichnet  vorliegt:  Man  ziehe  durch  0  zwei  beliebige 
Strahlen  (oder  so  viele,  wie  man  will),  welche  in  a  und  cc,  b  und  ß 
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demselben  begegnen;  die  Schnittpunkte  (nß^  ba)  und  {ab,  aß)  mit 
einander  verbunden  geben  eine  Gerade,  die  den  Kegelschnitt  in  den- 
jenigen beiden  Punkten  triflPb,  deren  Verbindungslinien  mit  0  das  ge- 
suchte Tangentenpaar  sind;  denn  wegen  der  harmonischen  Eigenschaft 
des  Vierecks  geht  jene  Gerade  durch  die  vierten  harmonischen  Punkte 
auf  den  durch  0  gezogenen  Strahlen.  Trifft  die  so  ermittelte  Gerade 
den  Kegelschnitt  nicht,  so  giebt  es  keine  Tangenten  durch  0. 

Dieselbe  Gerade,  welche  oben  mit  X  bezeichnet  wurde,  ist  aber 
andererseits  auch  der  Ort  des  Punktes  6,  also  gilt  der  Satz:  Zieht 
man  durch  einefi  Funkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  Strahlen,  welche 
denselben  in  je  zwei  Funkten  treffen,  und  bestimmt  die  Tangenten  an 
letzteren,  so  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  eines  jeden  solchen  Tangenten- 
paares eine  gerade  Linie,  welche  mit  der  im  vorigen  Satze  erhaltenen  identisch  ist. 
Hiernach  gehört  zu  jedem  beliebigen  Punkt  x  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  eine  bestimmte  Gerade  X,  welche  immer  reell  vorhanden 
ist,  weil  es,  wo  auch  der  Punkt  x'  liegen  mag,  immer  Strahlen  durch 
ihn  giebt,  welche  dem  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punkten  begegnen. 
Diese  dem  Punkte  x  zugehörige  Gerade  X  heisst  die  Folare  des  Punktes 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt;  sie  kann  auf  die  eine  oder  andere 
angegebene  Art  construirt  werden  und  besitzt  nach  dem  Vorigen  die 
charakteristische  Eigenschaft,  dass  das  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
ihr  zugehörige  Punktsystem  mit  dem  dem  Punkte  zugehörigen  Strahl- 
system perspectivisch  liegt.  Ist  der  Punkt  ausserhalb  des  Kegelschnitts 
gelegen,  so  ist  seine  Polare  die  Berührungssehne  des  aus  ihm  an  den 
Kegelschnitt  zu  legenden  Tangentenpaars;  ist  der  Punkt  innerhalb  des 
Kegelschnitts  gelegen,  so  giebt  es  zwar  kein  Tangentenpaar  aus  ihm 
an  den  Kegelschnitt,  aber  die  Polare  hört  nicht  auf  zu  existiren,  son- 
dern ist  allemal  eine  bestimmte  in  der  angegebenen  Weise  zu  con- 
stroirende  Gerade,  welche  in  diesem  Falle  mit  dem  Kegelschnitt  keinen 
Punkt  gemein  hat;  ihr  Punktsystem  ist  elliptisch.  Liegt  endlich  der 
Punkt  auf  dem  Kegelschnitt  selbst,  so  erkennen  wir  aus  der  zweiten 
Gonstmction,  dass  seine  Polare  die  Tangente  des  Kegelschnitts  in 
diesem  Punkte  ist.  Die  Tangente  des  Kegelschnitts  erscheint  also  als 
besonderer  Fall  der  Polare  för  solche  Punkte,  welche  auf  dem  Kegel- 
schnitt selbst  liegen. 

Wir  schüessen  femer  aus  der  in  der  obigen  Figur  (Fig.  41)  vor- 
genommenen Bewegung,  indem  wir  den  Punkt  b  auf  der  Geraden  X 
fortlaufen  lassen  und  bemerken,  dass  die  Berührungssehne  des  Tangenten- 
paars aus  ihm  an  den  Kegelschnitt  durch  den  festen  Punkt  x  läuft, 
den  folgenden  Satz: 

Legt  man  aus  den  Funkten  einer  Geraden  in  der  Ebene  eines  Kegel- 


144  Zweiter  Abschnitt. 

Schnitts  die  Tanyentenpaare  an  denselben  ^  so  läuft  die  Verbindungslinie 
der  Berührungspunkte  durch  einen  festen  Funkt;  construirt  man  zu  jedem 
Tangentenpaare  und  der  gegebenen  Geraden  den  vierten  harnionischen  StraMj 
welcher  der  letzteren  zugeordnet  ist  (unihrend  das  Tangentenpaar  das  andere 
Paar  zugeordneter  Strahlen  ist),  so  läuft  dieser  vierte  harmonische  Strahl 
durch  denselben  eben  ermittelten  festen  Punkt.  Schneidet  die  gegebene 
Gerade  deti  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punkten,  so  ist  der  feste  Punkt 
der  Sclmittpunkt  der  beiden  Tangenten  in  den  letzteren,  liegt  also  ausser- 
halb des  Kegelschnitts.  Trifft  die  gegebene  Gerade  den  Kegelschnitt  nicht, 
so  ist  der  auf  die  eine  oder  andere  Weise  zu  ermittelnde  Punkt  inner- 
lialb  des  Kegelschnitts  gelegen. 

ffiernach  gehört  zu  jeder  beliebigen  Geraden  X  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnitts  ein  bestimmter  Punkt  a;,  welcher  immer  reell  vor- 
handen ist,  wie  auch  die  Gerade  in  der  Ebene  liegen  mag,  weil  es 
immer  Punkte  auf  ihr  giebt,  deren  Tangentenpaare  an  den  Kegel- 
schnitt reell  sind.  Dieser  Punkt  heisst  der  „PoV^  der  Geraden  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt.  Er  besitzt  die  charakteristische  Eigenschaft, 
dass  das  ihm  zugehörige  Strahlsystem  mit  dem  der  Geraden  zuge- 
hörigen Punktsystem  perspectivisch  liegt;  beide  sind  also  gleichzeitig 
elliptisch  oder  hyperbolisch.  Wenn  insbesondere  die  Gerade  eine 
Tangente  des  Kegelschnitts  ist,  so  wird  ihr  Pol  der  Berührungspunkt. 
Zu  dem  Pol  einer  gegebenen  Geraden  gelangen  wir,  indem  wir  aus 
zwei  solchen  Punkten  derselben,  welche  ausserhalb  des  Kegelschnitts 
liegen,  die  Tangentenpaare  an  denselben  legen  und  den  Schnittpunkt 
der  Berührungssehnen  aufsuchen,  oder  wenn  die  gegebene  Gerade  den 
Kegelschnitt  in  zwei  röellen  Punkten  schneidet,  indem  wir  den  Schnitt- 
punkt der  in  diesen  beiden  Punkten  gezogenen  Tangenten  aufsuchen. 

Es  geht  daraus,  dass  gleichzeitig  in  unserer  Figur  X  die  Polare 
von  X  imd  x  der  Pol  von  X  ist,  ein  inniger  Zusammenhang  zwischen 
Pol  und  Polare  hervor: 

Die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  hat  denselben  zu  ifirem  Pol,  und 
der  Pol  einer  beliebigen  Geraden  liat  zu  seine}'  Polare  diese  Gerade. 

Da  ferner  in  unserer  Figur  die  veränderliche  Sehne  PP^  die 
Polare  des  Punktes  b  ist,  so  folgt  der  Satz: 

Beivegt  sich  ein  Punkt  y  auf  einer  Geraden  X  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts,  so  läuft  seine  Polare  Y  durch  einen  festen  Punkt  x,  den 
Pol  jener  Geraden,  und  trifft  die  Gerade  X  in  demjenigen  Punkte,  wel- 
cher der  conjugirte  zu  y  ist  im  Punktsysteme,  das  der  Geraden  X  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört,  während  der  Verbindungsstrahl 
des  festen  Punktes  x  mit  detn  veränderlieJ^en  Punkte  y  der  conjugirte 
Strahl    zu    der    Polare    Y    in    demjenigen    Straiüsysteme    ist,    welches 
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dem  Punkt  x  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört.  Um  also  auf 
einer  beliebigen  Geraden  das  ihr  in  Bezug  auf  den  «Kegelschnitt  zuge- 
hörige Punktsystem  zu  erhalten^  haben  wir  zu  jedem  Punkte  x  den 
Schnittpunkt  |  seiner  Polare  mit  der  gegebenen  Geraden  zu  bestimmen; 
dann  sind  immer  x^  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  gesuchten  Punkt- 
systems; in  analoger  Weise  erhalten  wir  das  einem  gegebenen  Punkte 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehörige  Strahlsystem. 

Zugleich  gilt  der  gegenüberstehende  Satz: 

Dreht  sich  ein  StrcM  Y  um  einen  festen  Punkt  x  in  der  Ebene 
eines  Kegdschnitts ,  so  bewegt  sich  sein  Pol  y  auf  einer  Geraden  X,  der 
Polare  jenes  Punktes  x.     Der  Punkt  y  und  der  Schnittjnmkt  des  StrcJils 

Y  mit  der  Geraden  X  sind  conjugirte  Punkte  desjenigen  Punktsystems, 
welches  der  Geraden  X  in  Bezug  au(  den  Kegelschnitt  zugehört;  der  Strahl 

Y  und  der  Verbindungsstrahl  des  festen  Punktes  x  mit  dem  Pol  y  sind 
conjugirte  Strahlen  desjenigen  Strahlsystems,  welches  detn  Punkt  x  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugekört. 

Da  nun  Punktsystem  und  Strahlsystem  in  sich  projectiyische 
Doppelgebilde  sind  (§.  16  und  17),  so  folgt  der  bemerkenswerthe  Satz: 

Die  Polaren  sämmtlicher  Punkte  einer  geraden  Punktreihe  in  Bezug 
auf  einen  Kegelschnitt  bilden  ein  mit  der  Punktreihe  prqjectiviscJies  StraJd- 
Inischdy  und  die  Pole  sämmtlicher  Strahlen  eines  ebenen  StraJilbüschels 
in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  bilden  eine  mit  dem  Strahlbüschel  pv- 
jectivische  gerade  Punktreilie. 

Nehmen  wir  jetzt  zwei  beliebige'  projectivische  Punktreihen  Ä  und 
3(]  y  so  bilden  die  Polaren  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  zwei  mit 
jenen ^  also  unter  sich  projectivische  Strahlbüschel  B  und  B^]  die 
Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  sind  die  Pole  der  Projections- 
strahlen  der  Punktreiheu  %^i;  beide  Erzeugnisse  sind,  wie  wir  wissen, 
Kegelschnitte  und  die  Tangenten  des  einen  die  Polaren  der  Punkte  des 
andern,  ebenso  wie  die  Punkte  des  einen  die  Pole  der  Tangenten  des 
andern  sind;  daher  gilt  der  Satz: 

Wenn  man  von  sämmtlichen  Punkten  eines  Kegelschnitts  K^^  die 
Polaren  in  Bezug  auf  einen  belidngen  andern  Kegelschnitt  CP^  bestimmt, 
so  umhüllen  dieselben  einen  dritten  Kegelschnitt  ^^\  und  wenn  man  von 
sämmtlichen  Tangenten  des  Kegelschnitts  K^^  die  Pole  in  Bezug  a/uf  C^^^ 
ffestimmt,  so  erhält  man  die  Punkte  desselben  Kegelschnitts  ^^\  in  der 
Weise,  dass  jede  Tangente  (und  der  Berührungsptmkt)  des  einen  Kegel- 
Schnitts  einen  Punkt  (und  die  Tangente)  des  andern  Kegelschnitts  zum 
Pol  (und  zur  Polare)  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  C^^^ '  hat.  Hieraus 
folgt  zugleich^  dass,  wenn  man  von  irgend  einem  Punkt  P  die  Polare 
L  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K'^^  annimmt,  auch  der  Pol  5ß  von 
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L  und  die  Polare  2  von  V  rücksichtlich  des  Hülfskegel Schnitts  C^^'^  für 
den  neuen  Kegelschnitt  il^-^  Pol  und  Polare  sein  werden.  Dies  giebt 
ein  leichtes  Kriterium,  um  zu  erkennen,  ob  der  Polarkegelschnitt  Ü^"^ 
Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ist;  nämlich:  Liegt  der  Mittelpunkt  von 
r'^^  ausserhalb  von  K^^^,  so  ist  S^^^  Hyperbel;  liegt  er  auf  KS^^,  so  ist 
^T^^   Parabel,  liegt  er  innerhalb  K^''\  so  ist  Ä^^)  Ellipse. 

Dieser  Satz  gestattet  eine  directe  üebertragung  der  Eigenschaften 
des  Kegelschnitts  in  andere  (polare),  z.  B.  des  Poscw/'schen  Satzes  in 
den  T/nV/wc/Km'schen  Satz,  und  lässt  eine  vollkommene  Dualität  der 
Eigenschaften  des  Kegelschnitts  erkeimen,  wie  sie  ursprünglich  schon 
in  den  Grundelementen  enthalten  ist,  von  denen  wir  ausgegangen  sind. 
Allgemeiner  aufgefasst  ist  dies  gegenseitige  Entsprechen  der  Punkte 
einer  Eben^  und  d'^r  Geraden  in  derselben  mit  Hülfe  eines  festen 
Kegelschnitts  (Basis)  ein  fruchtbares  Princip  zur  Auffindung  neuer 
Wahrheiten  (Polarisation)  und  der  Ausgangspunkt  einer  umfangreichen 
Theorie  (Ou-orie  des  polaires  rccipoques)  geworden. 

Die  Grundeigenschaft  von  Pol  und  Polare,  welche  wir  oben  ge- 
funden haben,  dass  nämlich  die  Polare  X  irgend  eines  Punktes  ;r 
immer  durch  den  Pol  y  irgend  einer  durch  ,r  gezogenen  Geraden  Y 
geht  und  umgekehrt  der  Pol  ./;  einer  beliebigen  Geraden  X  auf  der 
Polare  }'  eines  beliebigen  in  X  liegenden  Punktes  y  sich  befindet, 
führt  uns  dahin,  zwei  solche  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
./  und  y,  für  welche  die  Polare  des  finen  durch  den  andern  geht, 
also  gleichzeitig  die  Polare  des  zweiten  durch  den  ersten,  zwei  conju- 
(firte  r^mktein  liczuif  auf  den  Kegelschnitt  und  in  gleicher  Weise  zwei 
solche  Strahlen  X  und  Y  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts,  für  welche 
der  Pol  des  einen  auf  dem  andern  liegt,  also  auch  gleichzeitig  der  Pol 
des  zweiten  auf  dem  ersten,  zivei  conjugirte  Strahlen  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  zu  nennen.  Mit  dieser  Bezeichnung  sind  nach  dem  Vorigen 
ein  Paar  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  immer  ein 
Paar  conjugirter  Punkte  desjenigen  Punktsystems,  welches  ihrer  Ver- 
bindungslinie in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört,  und  ein  Paar 
conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  nichts  anderes, 
als  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  desjenigen  Strahlsystems,  welches 
ihrem  Schnittpunkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört.  Dies 
lässt  sich  auch  so  aussprechen:  Sämmtliche  Paare  conjugirter  Punkte 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  welche  auf  derselben  Geraden  liegen, 
bilden  dasjenige  Punktsystem,  welches  dieser  Geraden  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  zugehört,  und  sämmtliche  Paare  conjugirter  Strahlen 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  welche  durch  denselben  Punkt  gehen, 
bilden   dasjenige   Strahlsystem,  welches   diesem   Punkte   in   Bezug   auf 
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den  Kegelschnitt  zugehört.  Hieraus  folgt  beiläufig,  dass  es  durch 
jeden  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  ein  Paar  und 
im  Allgemeinen  nur  ein  Paar  rechtwinkliger  conjugirter  Strahlen  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  giebt,  die  Axen  des  Strahlsystems,  welches 
ihm  zugehört;  es  sei  denn,  dass  das  Strahlsystem  ein  circulares 
wäre,  bei  dem  sämmtliche  Paare  conjugirter  Strahlen  zu  einander  recht- 
winklig sind.     Dieser  Fall  wird  uns  später  beschäftigen.     (§.  35.) 

Zu  einem  Punkte  x  gehören  unendlich  Viele  conjugirte  Punkte  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  die  alle  auf  der  Polare  X  liegen;  nehmen 
wir    einen   beliebigen  Punkt   y   derselben,   so   gehören   zu   ihm   auch 
unendlich   viele  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  die 
sämmtlich  auf  der  durch  x  gehenden  Polare  Y  liegen.   Die  beiden  Polaren 
X  und  Y  schneiden  sich  nun  in  einem  Punkte  0,  dessen  Polare  Z  nach 
dem  Vorigen  die  Verbindungslinie  xy  sein  muss.     Solche  drei  Punkte 
xyZy  von  denen  je  zwei  ein  Paar  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  deji 
Kegelschnitt  sind,  und  deren  Polaren  XYZ  die  (gegenüberliegenden) 
Seiten  dieses  Dreiecks  sind:  X  =  (j/^);  Y=^  (ß^)}  ^  =  (^2/);  nennt  man 
ein  Tripel  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  oder  ein  sich 
selbst  conjugirtes  Dreieck,  oder  kürzer  Folardreieck,  weil  seine  Seiten 
die  Polaren  seiner  Ecken  sind.     Zugleich  aber  nennt  man  auch  solche 
drei  Strahlen  XYZ,  von  denen  je  zwei  ein  Paar  conjugirter  Strahlen 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind,  und  deren  Pole  die  (gegenüber- 
liegenden)   Ecken    dieses  Dreiseits    sind:   a;  =  (F,  Z),   y  ==:  (Z,  X), 
s  =  (X,  r),  ein  Tnpel  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  den  KegeUdinitt 
oder  ein  sich  selbst  conjugirtes  Dreiseit  {Polardreiseit),  weil  seine  Ecken 
die  Pole  seiner  Seiten  sind.    Die  Seiten  eines  von  einem  Tripel  conjugirter 
I\inkte  gdnldeten  Dreiecks  sind  zugMcfi  ein  Tripel  conjugirter  StrMen 
und  die  Ecken   eines  von   einem    Tripel   conj^ugirter  Strahlen  gebildeten 
Dreiseits  ein  Tripel  conjugirter  Punkte,     Wir  bemerken  noch,  dass  aus 
der  angegebenen  Construction  von  Polare  und  Pol  unmittelbar  folgt: 
Das  Diagonaldreieck  eines  dem  Kegelschnitt  einbeschriebenen  vollständigen 
Vierecks  (xler  eines  demselben  umbesdiriebenen  vollständigen   Vierseits  ist 
immer  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  und  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
Hclmitt,  Diese  Tripel  spielen  eine  wichtige  Rolle  in  der  Theorie  der  Kegel- 
schnitte und  sind  in  dreifach  -  unendlicher  Mannigfaltigkeit  vorhanden. 
Ein  Punkt  x  von  drei  Punkten  eines  Tripels  kann  willkürlich  in  der 
ganzen  Ebene   angenommen  werden,   der   zweite   y  ist  dann  auf  die 
Polare  X  beschränkt  und  kann  auf  dieser  auch  noch  willkürlich  ge- 
wählt   werden,   der   dritte   z  ist   aber   durch    diese   beiden  bestimmt, 
nämlich  der  Schnittpunkt  der  Polaren  X,    F;   ebenso  verhält  es  sich 
mit  einem  Tripel  conjugirter  Strahlen. 
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Zu  einem  beliebigen  Punkte  x  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
giebt  es  unendlich  viele  Paare  yz,  welche  mit  ihm  zusammen  ein 
Tripel  bilden;  sie  liegen  sämnitlich  auf  der  Polare  X  des  Punktes  x 
und  bilden  dasjenige  Punktsystem,  welches  dieser  Geraden  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  zugehört.  Liegt  daher  der  Punkt  x  innerhalb 
des  Kegelschnitts,  so  ist  sein  Strahlsystem  elliptisch,  die  Pimktpa^re 
ys  bilden  daher  auch  ein  elliptisches  Punktsystem;  die  Polare  X  trifft 
den  Kegelschnitt  nicht;  liegt  aber  x  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  so 
ist  sein  Strahlsystem  hyperbolisch,  also  auch  das  Punktsystem  yz  auf 
der  Polare  X  hyperbolisch,  welche  in  diesem  Fall  den  Kegelschnitt 
trifft.  In  jedem  der  beiden  Schnittpunkte  fallt  mithin  ein  Paar  con- 
jugirter  Punkte  zusammen,  und  wir  haben  deji  besondern  Fall  eines 
Tripels,  dass  zwei  Punkte  yz  desselben  zusammenfallen;  es  muss  als- 
dann der  dritte  x  auf  der  Tangente  in  diesem  Punkte  liegen,  also  die 
drei  Punkte  xyz  liegen  in  gerader  Linie,  was  sonst  nie  der  Fall  sein 
kann.  In  diesem  Fall  ist  das  Tripel  unbestimmt;  jeder  Punkt  der 
Tangente  kann  als  dritter  Punkt  des  Tripels  angesehen  werden,  wäh- 
rend in  dem  Berührungspunkte  die  beiden  andern  zusammenfallen. 
Ein  analoger  specieller  Fall  kann  bei  einem  Tripel  conjugirter  Strahlen 
eintreten. 

Im  Allgemeinen  erkennen  wir  leicht,  dass  hei  einem  Tripel  con- 
jugirter Funlie  von  den  drei  ihnen  zugehörigen  Strahlsystemen  immer 
zwei  hyperbolisch  und  eines  elliptisch  ist  und  bei  einem  Tripel  conjugirter' 
StraJilen  von  den  drei  ihnen  zugehörigen  Fu/nktsystemen  immer  zwei  hyper- 
holisch  und  eitles  elliptisch  ist,  also,  dass  von  den  drei  Punkten  eines 
Tripels  immer  einer  imierhalb  und  die  beiden  andern  ausserhalb  des 
Kegelschnitts  liegen  und  von  den  drei  Strahlen  eines  Tripels  immer 
zwei  den  Kegelschnitt  in  je  zwei  reellen  Punkten  treffen,  während  der 
dritte  ihn  nicht  trifft.  Dies  lässt  sich  in  folgender  Weise  erkennen: 
Wenn  wir,  wie  früher,  die  beiden  Gebiete  der  Ebene,  in  welche  die- 
selbe durch  den  Kegelschnitt  zerfallt,  als  äusseres  und  inneres  von 
einander  unterscheiden,  indem  das  äussere  Gebiet  von  sämmtlichen 
Tangenten  des  Kegelschnitts  erfüllt,  das  innere  von  keiner  getroffen 
wird,  so  können  zwei  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
niemals  zugleich  in  dem  inneren  Gebiete  des  Kegelschnitts  liegen, 
sondern  entweder  beide  in  dem  äusseren  oder  einer  in  dem  inneren, 
der  andere  im  äusseren  Gebiet,  denn  ihre  Verbindungslinie  muss  ent- 
weder den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punkten  treffen,  die  dann  har- 
monisch getrennt  werden  durch  die  beiden  conjugirten  Punkte,  oder 
in  keinem  reellen  Punkte,  woraus  dann  folgt,  dass  beide  conjugirte» 
Punkte    im    äusseren  Gebiet   des   Kegelschnitts  liegen.      Nehmen    wir 
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nun  1)  einen  Tripelpunkt  in  dem  inneren  Gebiete  des  Kegelschnitts  an, 
so  sind  alle  seine  conjugirten  Punkte  in  dem  äusseren  Gebiete  desselben 
gelegen;  also  wenn  von  den  drei  Strahlsystemen  eines  Tripels  con- 
jugirter  Punkte  eines  elliptisch  ist,  so  sind  die  beiden  andern  hyper- 
bolisch. Nehmen  wir  aber  2)  einen  Tripelpunkt  in  dem  äusseren  Ge- 
biete des  Kegelschnitts  an,  so'  müssen  auf  der  Polare  desselben  je 
zwei  conjugirte  Punkte  harmonisch  getrennt  werden  durch  die  reellen 
Schnittpunkte  dieser  Polare  mit  dem  Kegelschnitt;  also  wenn  von 
den  3  Strahlsystemen  eines  Tripels  conjugirter  Punkte  eines  hyper- 
bolisch ist,  so  ist  nothwendig  von  den  andern  beiden  das  eine  elliptisch 
und  das  andere  hyperbolisch.  Es  sind  also  im  Tripel  immer  zwei 
hyperbolische  und  ein  elliptisches  System. 

§.  31.  Einige  Folgerungen  aus  den  ^olar-Eigenscliaften  des  Kegelschnitts. 

Aus  der  vorigen  Betrachtung  ^rgiebt  sich  eine  Menge  von  Be- 
ziehungen zwischen  conjugirten  Punkten  eines  Kegelschnitts;  von  denen 
einige  hier  hervorgehoben  werden  mögen: 

Verbindet  man  irgend  ein  Paar  conjugirter  Punkte  p%  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  mit  einem  beliebigen  Punkte  B  desselben,  so  treffen  Bp 
und  Bit  den  Kegelschnitt  in  zivei  Punkten  (P  und  P^),  deren  Ver- 
bindungslinie durch  den  Pol  der  Geraden  pn  geht     (Fig.  41.) 

Bezeichnen  wir  mit  x  den  Pol  der  Geraden  pn,  so  bilden  pitx 
ein  Tripel  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  und  die 
vorige  Eigenschaft  lässt  sich  auch  so  aussprechen: 

Ein  Tripel  conjugirter  Punkte  besitzt  immer  die  Eigenschuft,  dass 
CS  unendlich  viele  dem  Kegelschnitt  einbeschriebene  Dreiecke  gieht,  deren 
Seiten  durch  die  Punkte  des  Tripels  gelten.  Jeder  Punkt  des  Kegel- 
schnitts kann  eine  Ecke  eines  solchen  Dreiecks  sein;  wird  er  mit  zwei 
Tripelpunkten  verbunden,  so  treffen  die  beiden  Verbindungsstrahlen 
den  Kegelschnitt  in  den  beiden  andern  Ecken  dieses  Dreiecks;  ver- 
binden wir  ihn  mit  allen  drei  Tripelpunkten  und  merken  die  Schnitt- 
2)unkte  dieser  Yerbindungsstrahlen  mit  dem  Kegelschnitt,  so  haben 
wir  im  Kegelschnitt  ein  Viereck,  dessen  vier  Dreiecke  (die  viermal 
zu  je  dreien  combinirten  Ecken)  ebenfalls  die  angegebene  Eigenschaft 
besitzen;  das  Tripel  ist  das  Diagonaldreieck  dieses  vollständigen 
Vierecks  im  Kegelschnitt,  und  auch  umgekehrt;  dies  lässt  sich  so 
aussprechen:  Sind  aa  irgend  ein  Paar  conjugirter  Punkte  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt,  und  werden  dieselben  mit  einem  Peripheriepunkt 
o  durch  zwei  Strahlen  verbunden,  welche  den  Kegelschnitt  zum  andern 
Male  in  den  Punkten  p  und  q  treffen,   d.  h.  oa  trifft  in  p  und  oa  in 
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q,  dann  muss  auch  der  Schnittpunkt  {pn,  qa)  =  r  auf  dem  Kegel- 
schnitte liegen.  Hieraus  folgt  die  Lösung  der  Aufgabe:  Es  soU  ein 
Kegtlschnitt  construirt  werden  ^  der  durch  drei  gegebene  Funkte  PiP2lh 
geht  und  ein  gegebenes  Funlctsysteni  (a,  |)  auf  dem  Träger  21  zu  dem  ihm 
zugehörigen  Punktsysteme  hat  (S.  140).  Ist  das  gegebene  Punktsystem 
hyperbolisch,  ao  muss  der  Kegelschnitt  durch  die  beiden  Asymptoten- 
punkte desselben  gehen  und  ist  also  durch  diese  fiinf  Punkte  voll- 
ständig bestimmt;  wenn  es  aber  elliptisch  ist,  so  sind  die  Asymptoten- 
puukte  imaginär,  und  man  kann  folgendermassen  construiren:  Triö't 
die  Verbindungslinie  p^ih  ^^^^  Träger  9t  in  s^  und  ist  6i  der  zu  Sj 
conjugirte  Punkt  des  Punktsystems,  ferner  g^  der  vierte  harmonische 
zu  SiP2P^,  dem  s^  zugeordnet,  so  wird  q^ö^  die  Polare  von  s^  in  Bezug 
auf  den  gesuchten  Kegelschnitt  sein;  trifft  p.ypi  in  s^  den  Träger  9(, 
ist  02  ^®^  conjugirte  Punkt  zu  s^  und  q^  ^^i'  vierte  harmonische  Punkt 
zu  s^PiPii,  so  ist  (>2<^2  diß  Polare  von  s^]  der  Schnittpunkt  {Qi^i,  Q^<f^)  =  (i 
ist  der  Pol  von  2(  in  Bezug  auf  den  gesuchten  Kegelschnitt;  durch 
ihn  muss  auch  die  in  analoger  Weise  construirtc  dritte  Gerade  9.,ö:, 
gehen.  Die  Verbindungslinien  ji^a  und  ö^ii^  (oder  O^Pi)  treffen  sich 
in  7t.^  d.  h. 

die  drei  Punkte  ^rj^r^Ä.,  liegen  auf  dem  gesuchten  Kegelschnitt  und 
Pi^i)  P2^%7  P.i^:i  schneiden  sich  in  a.  Um  beliebig  viele  Punkte  des 
Kegelschnitts  zu  erhalten,  haben  wir  nur  den  veränderlichen  Schnitt- 
punkt (piXj  ^fil)  aufzusuchen. 

Hieran  knüpft  sich  die  Lösung  der  zweiten  Aufgabe:  Hs  soll  ein 
Kegelschnitt  construirt  werden,  der  durch  einen  gegebenen  Punkt  p  geht 
und  zwei  gegebene  Punktsysteme  (x*,  5)  «^*A  ^^''*  Träger  %  und  (y,  ri) 
auf  dem  Träger  ßzu  den  ihm  zugeluirigen  Punktsystemen  hat.  Sei  der 
Schnittpunkt  der  beiden  Träger  (9t,  95)  in  dem  ersten  Punktsystem 
mit  5,  in  dem  zweiten  mit  t  bezeichnet  und  die  conjugirten  zu  diesen 
0  und  r,  deren  Verbindungslinie  ß  heisse;  dann  ist  G  die  Polare  von 
s  (oder  t)  in  Bezug  auf  den  gesuchten  Kegelschnitt,  enthält  also  die 
Pole  sowohl  von  9t,  wie  von  95.  Wir  müssen  nun  durch  den  gegebenen 
Punkt  2^  ein  solches  Strahlenpaar  ziehen,  welches  sowohl  9t  als  auch 
95  in  einem  Paar  conjugirter  Punkte  trifft;  dasselbe  wird  S  in  den 
beiden  Punkten  des  gesuchten  Kegelschnitts  treffen,  nach  unserm 
obigen  Satze.  Ein  solches  Paar  ist  immer  reell  vorhanden,  sobald 
eines  oder  beide  gegebene  Punktsysteme  elliptisch  sind;  nur  wenn 
beide  hyperbolisch  wären,  braucht  es  nicht  reell   zu  sein;  in  diesem 
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Falle  aber  bestimmen  die  vier  Asymptotenpunkte  und  p  vollständig 
den  gesuchten  Kegelschnitt.  In  den  andern  Fällen  legen  wir  durch  p 
zwei  concentrische  Strahlsysteme  mit  den  gegeb.enen  Punktsystemen 
perspectivisch;  diese  haben  (S.  58)  ein  gemeinschaftliches  Paar  con- 
jugirter  Strahlen ^  welches  das  gesuchte  ist;  trifft  dasselbe  die  Gerade 
E  in  c  und  y,  so  liefert  der  veränderliche  Schnittpunkt  (cxy  yg)  alle 
Punkte  des  gesuchten  Kegelschnitts.^  Die  den  obigen  polar -ent- 
sprechenden Aufgaben  werden  in  analoger  Weise  gelöst. 

Kehren  wir  nunmehr  zu  dem  Ausgangspunkte  dieses  Paragraphen 
Zurück  und  halten  die  Verbindungslinie  pit  fest,  verändern  aber  das 
Punktpaar  pTC  auf  ihr,  indem  wir  an  seine  Stelle  alle  Paare  conju- 
girter  Punkte  des  ganzen  der  Geraden  jm  in.  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt zugehörigen  Punktsystems  setzen,  so  bleibt  der  Pol  fest;  die 
Durchbohrungssehne  läuft  also  durch  einen  festen  Punkt,  und  in  B 
entsteht  ein  Strahlsystem;  wir  schliessen  also: 

Dreht  man  um  einen  festen  Fimkt  in  der  Ebene  eitles  Ketjelschnitts 
einen  veränderlichen  Strahl,  welcJwr  den  Kegelsdmiti  in  je  ztvei  Funlcfcn 
P  und  Pi  trifft,  und  verbindet  einen  beliebigen  aber  festen  Punkt  B  des 
Kegelschnitts  mit  dem  veränderlichen  Punktpaare  PPi,  so  besdtreibt  dies 
Strahlcnpaar  BP^  BP^  ein  Strahlsystem.  Dieser  Satz  lässt  sich  auch 
unmittelbar  ohne  Hülfe  der  Polartheorie  so  erweisen: 

Seien  aa,  bß,  cy  drei  Sehnen  eines  Kegelschnitts,  die  sich  in 
demselben  Punkte  p  treffen,  dann  sind  die  beiden  Strahlbüschel  per- 
spectivisch: 

a{beya)  =  b{acyß), 

folglich  ist  auch  (S.  8): 

a{bcya)  =  b(ßyca), 

und  wenn  wir  irgend  einen  Punkt  B  des  Kegelschnitts  mit  diesen 
Punkten  verbinden,  so  ist  wegen  der  projeetivisclien  Grundeigenschaft 
der  den  Kegelschnitt  erzeugenden  Strahlbüschel: 

B(bcya)  =  B(ßyca') , 

folglich  haben  wir  in  B  ein  Strahlsystem  (S.  .60),  dessen  drei  Strali- 
lenpaare 

Bc,  By         Bb,  Bß  Ba,  Ba 

sind,  und  sämmtliche  durch  p  gezogene  Sehnen  des  Kegelschnitts  liefern 
sammtliche  Strahlenpaare  diesjes  Strahlsystems. 

Der  erhaltene  Satz  lässt  sich  auch  umkehren: 

Verlegt  man  in  einen  Punkt  des  Kegelschnitts  den  Mittelpunkt  eines 
beliebigen  Strahlsystems,  so  durchbohren  je  ztvei  conjugirte  Strahlen  des- 
bclbcn  d^  Kegelschnitt  immer  in  ztvei  neuen  Punkten,  deren  Verbindungs- 
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linie  durch  einen  festen  Punkt  läuft.  Dieser  wird  ausserhalb  oder  inner- 
halb des  Kegelschnitts  liegen^  je  nachdem  das  Strahlsystem  hyper- 
bolisch oder  elliptisch  ist.  Der  Beweis  ergiebt  sich  leicht;  denn  da 
zwei  Paare  conjugirter  Strahlen  das  Strahlsystem  vollständig  bestimmen 
und  die  beiden  Durchbohrungssehnen  derselben  sich  in  einem  Punkte 
X  treifen,  so  wird,  wenn  wir  alle  Sehnen  durch  x  ziehen,  nach  dem 
vorigen  Satze  in  B  ein  Strahls^stem  entstehen,  welches  mit  dem  ge- 
gebenen identisch  ist. 

Hieraus  erhalten  wir  als  besonderen  Fall,  wenn  wir  für  das  Strahl- 
system ein  circulares  nehmen,  folgenden  Satz: 

Dreht  man  den  in  der  Peripherie  eines  Kcgelsdmüts  befindlichen 
Scheitel  eines  rechten  Winlcels  beliebig  lierum^  so  dass  die  Schenkel  deti 
Kegelschnitt  immer  in  zwei  neuen  Punkten  treffen,  so  wird  die  Verbindungs- 
linie derselben  durdi  einen  festen  Punkt  gelien,  welcher  mit  dem  Scheitel 
verbunden  die  Normale  des  Kegelschnitts  liefert,  d,  h,  di^yenige  Gerade, 
tvelche  senkrecht  stellt  auf  der  Tangente  des  Kegelschnitts. 

Die  den  vorigen  analogen  Sätze,  welche  wir  entweder  durch  die 
gleichen  Schlüsse  aus  unserer  früheren  Betrachtung  (Fig.  41)  ableiten 
oder  aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  angedeuteten  Princip  der  Polari- 
sation direct  abschreiben  können,  lauten  folgendermassen: 

Legt  man  aus  den  Punkten  einer  beliebigen  Geraden  in  der  Ebene 
eines  Kegelsdmitts  Tangentenpaare  an  denselben,  so  treffen  sie  irgend  eine 
feste  Tangente  des  KegelscJmitts  in  Ptmktpaarett  eines  Punktsystems.  Und 
umgekehrt: 

i'ig.  48.  Nimmt  man  in  einer  Tan- 

gente des  Kegelschnitts  ein  be- 
liebiges Punktsystem  (x^)  an  und 
legt  aus  je  zwei  conjugirten  Punk- 
ten desselben  die  anderen  Tan- 
genten an  den  Kegelschnitt,  so 
ist  der  Ort  ihres  Sclmittpunktes 
eine  Gerade,  welche  den  Kegel- 
schnitt triflPb  oder  nicht  triflFt, 
je  nachdem  das  angenommene 
Punktsystem  hyperbolisch  oder 
elliptisch  war. 

Fassen  wir  jetzt  (Fig.  42) 
zwei  beliebige  Paare  conju- 
girter Punkte  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt:  a  und  (t,  b  und  ß,  die  nicht  auf  derselben  Geraden 
liegen,   ins  Auge;   sei  A  die  Polare  von  a,   welche  mithin  durch  a 
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gehen  muss^  B  die  Polare  von  6,  welche  durch  ß  geht,  und  s  der 
Schnittpunkt  von  Ä  und  B.  Ziehen  wir  die  Verbindungslinie  ab, 
welche  von  ^  in  a  und  von  B  in  h  getroffen  wird,  so  sind  aa  und  bh 
zwei  Punktpaare  desjenigen  Punktsystems,  welches  der  Geraden  ab  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört;  dieses  Punktsystem  wird  aber 
auch  bestimmt  durch  die  Schnittpunkte  der  Seitenpaare  eines  voll- 
ständigen Vierecks  mit  der  Transversale  ab  (§.  18).  Bezeichnen  wir 
den  Schnittpunkt  (.aß^  ba)  ^=  t,  so  hat  das  vollständige  Viereck  aßst^ 
ein  Seitenpaar  as  ^^^  A  und  ßt  ^=  ta,  ein  zweites  Seitenpaar  ßs  =  B 
und  at  =»  tb,  als  drittes  Seitenpaar  aber  aß  und  st]  da  die  ersten 
beiden  Seitenpaare  die  Transversale  aft  in  Paaren  conjiigirter  Punkte 
desjenigen  Punktsystems  treffen,  welches  derselben  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  zugehört,  und  dies  Punktsystem  schon  durch  zwei  Paare 
bestimmt  ist,  so  treffen  auch  aß  und  st  die  Gerade  ab  in  zwei  con- 
jugirten  Punkten  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  oder  der  Schnitt- 
punkt (a&,  aß)  hat  zu  seinem  conjugirten  auf  ab  den  Punkt  (ab,  st). 
Der  Punkt  s  ist  aber  der  Pol  von  ab,  weil  er  der  Schnittpunkt  der 
Polaren  A,  B  ist;  folglich  muss  st  die  Polare  des  Punktes  (ab,  aß) 
sein;  sie- geht  iiim  durch  den  Punkt  t  ==  (aß,  ba)\  folglich  sind  (a6,  aß) 
imd  (aß,  ab)  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  und 
wir  erhalten  den  folgenden  Satz:*) 

Hat  man  irgend  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  einen 
Kegelschnitt  aa  undbß,  so  sind  die  Schnittpunkte  (ab ,  aß)  und  (aß,  ab) 
aUemal  ein  drittes  Paar  conjugirter  Punkte.    Oder: 

Wenn  zwei  Paar  Gegenecken  eines  vollständigen  Vierseits  Paare 
conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  sind,  so  ist  es 
auch  das  dritte  Paar.  In  gleicher  Weise  wird  auch  der  polare  Neben- 
satz bewiesen: 

Sind  a,  a  und  b,  ß  irgend  zwei  Paare  conjugirter  Strahlen  in  Bezug 
auf  einen  Kegelschnitt,  so  sind  au<ih  die  Verbindungslinien  der  Schnitt- 
punkte (ab,  aß)  und  (aß,  ab)  ein  Paar  conjugirter  Stralden  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt. 

Wenn  wir  andererseits  anstatt  der  Polaren  A  und  B  von  a  und  b 
die  Polaren  A  und  B  von  a  und  ß  genommen  hätten,  deren  Schnitt- 
punkt 6  sei,  so  würde  in  derselben  Weise  at  als  die  Polare  von 
(ab,  aß)  gefunden  worden  sein;  folglich  müssen  söt  m  derselben 
Geraden  liegen.  Die  beiden  Polaren  A  und  A  schneiden  sich  aber  in 
«1,  dem  Pol  von  aa,  und  aaa^  bilden  daher  ein  Tripel  conjugirter 


*)  0.  Hesse:  „de  curvis  et  superficiebue  secandi  ordinis,"  Crelle'a  Journal  für 
Mathematik  Bd.  XX  Seite  301. 
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Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt;  ebenso  schneiden  sich  die 
Polaren  B  und  B  in  ^| ,  und  hßß^  bilden  ein  anderes  Tripel;  es  ist  nun 

{A,  B)  =  s  (A,  B)  =  ^ 

d.  h. 

(««1,  ßßC)  =  s  (««1,  hßy)  =  a 

und 

(aß,  ba)  =  t ; 

da  äst  in  gerader  Linie  liegen  und  als  die  Schnittpunkte  der  Gegen- 
seiten eines  Po^rnfschen  Sechsecks: 

aa^ahßi  ß 

aufgefasst  werden  können,  so  folgt  (S.  127),  dass  die  sechs  Punkte 
aaai  hßß^,  d.  h.  die  Ecken  zweier  Tripel  conjugirter  Punkte  auf 
einem  Kegelschnitt  liegen.  Wir  schliessen  also,  da  die  beiden  Tripel 
keiner  Beschränkung  unterworfen  sind: 

Zwei  Tripel  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  sind 
immer  sechs  Punkte  eines  neuen  Kegelschnitts,  und  zugleich  gilt  der 
analoge  Satz: 

Zwei  Tripel  cwijugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt 
sind  immer  sechs  Tangenten  eines  neuen  Kegelschnitts, 

Da  die  Seiten  eines  Dreiecks,  dessen  Ecken  ein  Tripel  conju- 
girter Punkte  sind,  zugleich  ein  Tripel  conjugirter  Strahlen  bilden,  so 
ergiebt  sich  beiläufig  der  auf  S.  129  direct  bewiesene  Satz:  dass,  wenn 
die  sechs  Ecken  zweier  Dreiecke  auf  einem  Kegelsdinitt  liegen,  die  sedts 
Seiten  derselben  einen  andern  Kegelschnitt  berühren  und  umgekehrt. 

Femer  folgt  hieraus:  Hat  man  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt 
K  zwei  Tripel  conjugirter  Punkte,  welche  in  einem  Kegelschnitt  Ki 
liegen,  während  die  Seiten  dieser  Tripeldreiecke  einen  Kegelschnitt  S,^ 
berühren,  so  sind  K^  und  ^i  reciproke  Polarfiguren  von  einander  in 
Bezug  auf  die  Basis  K,  denn  die  sechs  Seiten  sind  die  Polaren  der 
sechs  Ecken.  Nehmen  wir  also  irgend  einen  Punkt  p^  auf  K^,  so 
wird  seine  Polare  in  Bezug  auf  K^  eine  Tangente  von  St^  sein;  sei 
einer  ihrer  Schnittpunkte  mit  K^  der  Punkt  g^,  so  wird  auch  die 
Polare  von  q^  in  Bezug  auf  K  eine  Tangente  von  Sti  sein  müssen, 
und  da  sie  durch  2h  8®^*;  so  ist  sie  eine  der  beicien  von  p^  an  Ä^  zu 
legenden  Tangenten;  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Polare  von  p^  ist  der 
dritte  Tripelpunkt  r^  zu  p^  und  (/j,  d.  h.  der  Pol  von  PiQ^j  da  nun 
zwei  Tripel  immer  auf-  einem  Kegelschnitt  liegen  müssen,  so  wird 
auch  der  Kegelschnitt  K^,  welcher  schon  ein  Tripel  enthält  und  durch 
PiQi  g®l^*>  wodurch  er  unzweideutig  bestimmt  ist,  durch  r^  gehen 
müssen,  und  der  Kegelschnitt  Ä^,  welcher  bereits  die  Seiten  eines  der 
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anfänglichen  Tripeldreiecke  und  ausserdem  q^f\  und  p^r^  berührt,  wird 
auch  p^q^  berühren  müssen;  der  Kegelschnitt  K^  enthält  also  ein 
drittes  Tripel  p^iir^y  dessen  Seiten  ebenfalls  Tangenten  von  ß^  sind. 
Die  beiden  Kegelschnitte  K^  und  Ä^  liegen  also  so,  dass^es  unendlicft 
viele  Dreiecke  giehty  welche  gleichzeitig  dem  ersten  einbeschrieben  und  dein 
zweiten  umbeschrieben  sind  (S.  129^;  jedes  dieser  Dreieclce  bildet  ein  Tripel 
conjugirter  Punkte  und  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K  Dies 
lasst  sich  auch  so  aussprechen:  Jede  Tangente  des  Kegelschnitts  ^^ 
sehneidet  K^  in  zwei  Punkten,  welche  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf 
K  sind^  und  das  Tangentenpaai*  aus  jedem  Punkte  von  K^  an  Ä^  ist 
ein  Paar  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  K  Hieraus  folgt,  wenn 
wir  insbesondere  eine  gemeinschaftliche  Tangente  der  Kegelsclmittc 
K  und  Äi  aufifassen,  dass  K^  durch  die  beiden  Berührungspunkte  der- 
selben gehen  muss;  denn  zwei  conjugirte  Strahlen  in  Bezug  auf  einen 
Kegelschnitt  werden  immer  harmonisch  getrennt  durch  das  Tangenten- 
paar, welches  aus  ihrem  Schnittpunkte  an  den  Kegelschnitt  gelegt 
werden  kann.  Da  nun  das  Tangentenpaar  aus  jedem  Punkte  pi  des 
AT,  an  ft|  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  für  K  ist,  so  bilden  die 
Tangentenpaare  aus  p^  an  K  und  an  Äj  vier  harmonische  Strahlen; 
fallen  von  vier  harmonischen  Strahlen  irgend  zwei  zusammen,  so  muss 
auch  von  den  übrigen  einer  in  diese  beiden  hineinfallen ,  also  für  eine 
gemeinschaftliche  Tangente  von  K  und  Sfi  muss  dieser  Punkt  p^  ent- 
weder in  dem  einen  oder  dem  andern  Berührungspunkte  liegen.  Wir 
schliessen  also:  Der  Kegdsciinitt  K^  geht  durch  die  acht  Berührungs- 
punkte der  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kegelsclmittc  Si^  und 
K,  und  Hieraus  folgt:  Der  Kegelschnitt  S^  berührt  die  acht  Tangenten, 
welche  in  den  vier  Schnittpunkten  der  Kegelschnitte  K^  und  K  an  beiden 
gezogen  werden  können.  Dass  jene  acht  Punkte  auf  einem  Kegelschnitt 
liegen  und  diese  acht  Geraden  einen  Kegelschnitt  berühren,  haben  wir 
schon  früher  (S.  126)  gefunden  (vgl.  §.  5G). 

Das  Resultat  der  obigen  Betrachtung  lässt  sich  noch  anders  aus- 
.sprechen;  es  ist  nämlich  Ä  die  Polare  von  a,  B  die  Polare  von  b 
und  aß  die  Polare  von  (A,  B)  =  (T;  wir  haben  also  ein  Dreieck  ahö 
und  sein  Polar-Dreiseit,  gebildet  von  den  drei  Geraden  Ä,  J5,  ccß]  die 
gegenüberliegenden  Ecken  dieses  Dreiseits  sind  ß,  cc,  s  und  nach  dem 
Obigen  schneiden  sich  aß,  ha,  sö  in  einem  Punkte  t]  folglich  er- 
halten wir  den  Satz: 

Hin  beliebiges  Dreieck  und  sein  Polardreieck  liegen  immer  perspevtivisch, 
d.  h.  sind  abc  drei  beliebige  Punkte  und  ABC  resp.  ihre  Polaren  (die 
Seiten  des  ersten  Dreiecks:  bc  =  S(;  ca  =  95;  a6  =  ß  und  die  Ecken 
des  letzteren:  {B,  (7)  =  a,  (C,  -4)  =  b,  (-4,  5)'=  c),  so  schneiden  sich 
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Fig.  43. 


die  drei  Verbiudungsstrahleii  aa,  hh  und  cc  in  einem  Punkte,  und  die 
drei  Schnittpunkte  (A^  2()  (U,  95)  (C,  S)  liegen  auf  einer  Geraden, 
der  Polare  dieses  Punktes*). 

Verfolgen  wir  diese  von  den  Ecken  eines  beliebigen  Dreiecks  ahc 
und  deren  Polaren  ABC  gebildete  Figur  weiter,  so  ergiebt  sich  daraus 
die  Lösung  einer  interessanten  Aufgabe: 

Sind  nämlich  die  Ecken  des  Polardreiecks: 

(B,C)  =  a,    iC,Ä)  =  h,    {A,B)^t, 

80  schneiden  sich  nach  dem  vorigen  Satze  aa,  6b,  et  in  einem  Punkte  o; 

möge  oa  iu  a  die  Polare  A  treflFen, 
oh  m  ß  die  Polare  B^  oc  in  y  die 
Polare  C,  so  bilden  aßy  ein  neues 
Dreieck,  welches  mit  den  beiden  vori- 
gen perspectivisch  liegt  und  dessen 
Ecken  resp.  auf  den  Polaren  ABC 
liegen.  Nun  zeigt  aber  die  harmo- 
nische Eigenschaft  des  vollständigen 
Vierecks  a6a/J,  dessen  Seiten  «a,  /3b 
sich  in  o  treffen,  während  ah  =  A, 
ßa  =i  B  sich  in  c  treffen,  dass  die 
vier  Strahlen  aßy  ay,  «a  und  A  vier 
harmonische  Strahlen  sind,  aß  und  ay  zugeordnete,  «a  und  ^  zu- 
geordnete Strahlen;  es  sind  ferner  a  und  A  Pol  und  Polare  in  Bezug 

*)  Folgende  Bemerkung  verdanke  ich  einer  mündlichen  Mittheihmg  des 
Herrn  Bosanes:  Sind  abc  drei  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts, 
ABC  ihre  Polaren  in  Bezug  auf  denselben,  so  sagt  die  perspectiv ische  Lage  des 
Dreiecks  abc  mit  dem  Dreiseit  ^J5C  aus,  dass  bei  der  Bezeichnung: 

6c=-3(      (B,C)  =  a 

sowohl  aa,  bh,  et  sich  in  einem  Punkte  d  treffen,  als  auch  die  Schnittpunkte: 

(Ä,^)    {£,»)    (C,®) 
auf  einer  Geraden  D  liegen  und  dass  d  und  D  Pol  und  Polare  sind. 

Das  Punktquadrupel  ab  cd  ist  von  der  eigenthümlicfien  Art,  dass  jeder  der 
vier  Punkte  von  deyi  drei  übrigen  in  gleicher  Weise  abhängt.  Dasselbe  gilt  natür- 
lich auch  von  dem  Strahlenquadrupel  ABCD.  In  der  That,  denken  wir  uns  abd 
gegeben  undf  die  Polaren  ABD,  so  ist: 

{AB)^t  (AD)^(A^)  (BD)  =  (BSd) 
endlich  geht  de  durch  c;  die  Verbindungslinie  von  b  mit  (AD)  oder  (A?l)  ist  nun  9t 
selbst  oder  bc\  ebenso  ist  die  Verbindungslinie  von  a  mit  (BD)  oder  (BS)  die  Gerade 
56  selbst  oder  ac\  es  schneiden  gich  aber  dt,  bc  und  ac  in  dem  Punkte  c,  dem 
pcrspectivischen  Centrum  des  Dreiecks  abd  und  seines  Polardreiseits.  Es  hängt 
daher  der  Punkt  c  von  abd  in  ganz  derselben  Weise  ab  wie  d  von  abc  u.  s.  w. 


Der  Kegelschnitt  als  Erzengniss  projectiviscber  Gebilde.    §.  .Hl.  157 

auf  den  Kegelschnitt;  begegnet  daher  die  Gerade  aß  dem  Kegelschnitt 
in  zwei  Punkten  z  und  z^,  so  wird,  wenn  wir  za  ziehen,  der  andere 
Schnittpunkt  y  dieser  Verbindungslinie  mit  dem  Kegelschnitt  durch  a 
und  den  Schnittpimkt  mit  A  von  z  harmonisch  getrennt  werden,  d.  h. 
^z  liegen  harmonisch  zu  a  und  dem  Schnittpunkt  von  yz  mit  Ä\  folg- 
lich muss  der  andere  Schnittpunkt  y  auf  dem  vierten  harmonischen 
Strahl  zu  az^  A,  aa  liegen,  d.  h.   nach  dem  vorigen  auf  ay;  y  liegt 
also  auf  ay;   ziehen  wir  andererseits  z^a,  welches  in  y\dem   Kegel- 
^'fanitt  zum  andern  Male   begegnen  möge,   so   muss   auch  y^  auf  ay 
liegen,   oder  ay   trifft  den  Kegelschnitt   in  den  beiden  Punkten  yy^] 
also   die   beiden   Seiten  aß  und  ay   treffen   den  Kegelschnitt  in  zwei 
solchen  Punktpaaren  zz^  und  yy^,    dass  zy  und  z^y^  durch   a  gehen, 
daher  zy^  und  z^y  sich  in  a^  auf  der  Polare  A  schneiden;  in  gleicher 
Weise  treffen  die  beiden  Seiten  aß  und  ßy  den  Kegelschnitt  in  zwei 
solchen  Punktpaaren  zz^  und  xx^,  dass  zx  und  z^x^  sich  in  b  treffen, 
also  zx^   und   z^x   sich   in   b^    auf  der   Polare  B  schneiden;    endlich 
aber  treffen   die  beiden  Seiten  ßy  und  ay  den  Kegelschnitt  in  zwei 
solchen  Punktpaaren  xx^  und  yy^y  dass  von  den  beiden  Schnittpunkten 
i./y,  x^y^)  und  (xy^,  x^y)  der  eine  c  ist  und  der  andere   c^   auf  der 
Polare  C  liegt;  es  fragt  sich  nur  noch,  welcher  c  ist  und  welcher  c^'i 
Dies  ist  nicht  schwer  zu  entscheiden,  denn  die  sechs  Punkte  zz^,  yy^, 
ix^  auf  dem  Kegelschnitt  bilden  ein  Pa^mZ'sches  Sechseck: 

X  z  y  x^  z^  y^  j 

bei  dem  die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  auf  einer  Geraden  liegen; 
da  nun  (xz,  x^z^)  =  6  (yz,  y^z^)  =  a,  so  muss  der  dritte  {xy^,  -^^v) 
=  Ci  sein,  denn  die  willkürlich  angenommenen  Punkte  abc  liegen 
nicht  in  einer  Geraden;  folglich  ist  (xy,  x^y^)  =  c.  Das  dem  Kegel- 
schnitt einbeschriebene  Dreieck  xyz  hat  also  die  Eigenschaft,  dass 
seme  drei  Seiten  durch  die  gegebenen  Punkte  abc  gehen,  und  das 
andere  Dreieck  x^y^z^  hat  dieselbe  Eigenschaft.  Daraus  fliesst  die 
Auflosung  der  Aufgabe: 

Es  ist  ein  Kegelschnitt  gegeben  und  drei  bdiänge  Punkte  abc,  man 
Sfßll  ein  Dreieck  dem  Kegelschnitt  einbeschreiben ^  dessen  Seiten  durch  abc 
Hellen, 

Auflösung.  Man  construire  zu  abc  die  Polaren  ABC,  deren 
»Schnittpimkte  {B,  C)  =  a,  (C,  A)  =  b,  (A,  1?)  =  c  seien;  die  Ver- 
bindungslinie aa  trifft  A  in  a,  bb  trifft  B  in  ß,  cc  trifft  (/  in  y.  Die 
>^eiten  des  Dreiecks  aßy  treffen  den  Kegelschnitt  in  drei  Punktpaaren, 
welche  die  Ecken  zweier  der  Aufgabe  genügenden  Dreiecke  sind,  näm- 
lich aß  ia  z  und  z^,  ßy  in  x  imd  x^,  ya  in  y  und  y*  und  zwar,  wenn 
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man  die  Schnittpunkte  von  aß  mit  dem  Kegelschnitt  durch  z  und  js^ 
bezeichnet  hat,  so  trifift  za  in  y,  z^a  in  y^,  zh  in  x  und  z^h  in  j-^, 
ivy  und  x^j/^  schneiden  sich  in  c;  es  giebt  also  im  Allgemeinen  zwei 
Dreiecke  xyz  und  x^y^z^  von  der  gewünschten  Beschaffenheit,  so  dass 
die  Seiten  yz,  zx,  xy  resp.  durch  ahc  gehen  und  ebenso  y^z^,  z^x^^ 
x^y^.  Diese  beiden  Dreiecke  können  auch  imaginär  werden,  wenn 
nämlich  eine  Seite  des  Dreiecks  aßy  den  Kegelschnitt  nicht  trifft, 
woraus  dann  folgt,  dass  auch  die  andern  ihn  nicht  treffen  können; 
auch  könnten  beide  Dreiecke  zusammenfallen;  (welche  Bedingung 
müsste  alsdann  zwischen  den  gegebenen  Punkten  abc  obwalten ?j 
Sind  insbesondere  abc  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt,  so  giebt  es^  wie  wir  oben  gesehen  haben,  nicht  blos 
zwei  Auflösungen  der  Aufgabe,  sondern  unendlich  viele;  sie  ist  un- 
bestimmt, (üeber  die  Geschichte  dieses  Problems  vergleiche  CJuisles, 
Apercu  historique  Note  XL  Eine  elegante  Lösung  der  allgemeineren 
Aufgabe  hat  Göpel  in  dem  Aufsatze:  „Ueber  Projectivität  der  Kegel- 
schnitte als  krummer  Gebilde",  Crelld^  Journal  Bd.  XXXVI  Seite  317 
gegeben.) 

Aus  dem  oben  bewiesenen,  bei  vielen  geometrischen  Untersuchungen 
nützlichen  Satze,  dass  die  Durchbohrungssehnen  der  Strahlenpaare 
eines  Strahlsystems  mit  einem  Kegelschnitt,  welcher  durch  den  Mittel- 
punkt des  Strahlsystems  geht,  in  einen  Punkt  zusammenlaufen,  folgt 
zugleich  eine  andere  sehr  einfache  Lösung  der  auf  S.  58  besprochenen 
Aufgabe:  Das  gemeinschaftliche  Paar  conjugirter-  Strahlen  bei  zwei  cmi- 
•rentrisch  liegenden  StraJilsystemen  zu  finden^;  legen  wir  nämlich  durch 
den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  beider  Strahlsysteme  einen  belie- 
bigen Kegelschnitt  K,  so  bestimmen  die  Durchbohrungssehnen  des 
einen  Strahlsystems  einen  Punkt  P,  die  des  andern  einen  Punkt  P^, 
und  die  Sehne  PP^  trifft  den  Kegelschnitt  K  in  zwei  solchen  Punkten, 
nach  denen  das  gesuchte  gemeinschaftliche  Strahlenpaar  der  beiden 
Systeme  hingeht.  Diese  beiden  Schnittpunkte  sind  immer  reell,  sobald 
nur  einer  der  beiden  Punkte  P,  P^  innerhalb  des  Kegelschnitts  K 
liegt,  d.  h.  eines  der  beiden  Strahlsysteme  elliptisch  ist.  Sind  aber 
])eide  hyperbolisch,  so  braucht  die  Verbindungslinie  PP^  den  Kegel- 
schnitt K  nicht  zu  treffen,  weil  beide  Punkte  ausserhalb  desselben 
liegen.  In  diesem  Falle  gehen  reelle  Tangentenpaare  aus  P  und  P* 
an  den  Kegelschnitt  K,  und  die  Berührungspunkte,  mit  dem  gemein- 
schaftlichen Centrum  beider  Strahlsysteme  verbunden,  liefern  die 
Asymptoten  derselben;  die  Berührungssehnen  schneiden  sich  aber  in 
einem  Punkte  pj  dem  Pol  von  PP^,  innerhalb  Ä",  sobald  die  Ver- 
bindungslinie PP^  den  Kegelschnitt  K  in  keinem  reellen  Punkte  trifft, 
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dagegen  ausserhalb  K^  wenn  PP^  in  zwei  Punkten  dem  Kegelschnitt 
begegnet;  der  Punkt  p  inducirt  also  selbst  ein  neues  Strahlsystem  in 
dem  gemeinschaftlichen  Centrum,  dessen  zwei  Strahlenpaare  die 
Asymptoten  der  gegebenen  beiden  Strahlsysteme  sind.  Ist.  dieses 
nene  Strahlsystem  elliptisch,  so  haben  die  gegebenen  Strahlsysteme 
kein  gemeinschaftliches  Paar  conjugirter  Strahlen;  ist  es  dagegen 
hyperbolisch,  so  haben  sie  ein  gemeinschaftliches  Paar,  und  dieses 
bilden  die  Asymptoten  des  durch  die  beiden  Asymptotenpaare  der 
gegebenen  Strahlsysteme  bestimmten  neuen  Strahlsystems. 

Schliesslich  soll  noch  eine  Eigenschaft  der  S^wer 'sehen  Punkte 
beim  Hexagrammum  mysticum  (S.  131)  nachgewiesen  werden,  welche 
mit-  den  Polarbeziehungen  des  Kegelschnitts  zusammenhängt,  dass 
uämliph  ein  Steiner^ scher  Funkt  und  sein  Gegenpunkt  allemal  zwei  con- 
jugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind.*)  Hierzu  müssen 
wir  uns  die  Betrachtung  auf  Seite  130  vergegenwärtigen: 

Die  beiden  Sechsecke: 

123456  und  143652 

liefern   zwei  PascaVsche  Linien,   welche   durch  die  Punkte   bestimmt 

werden: 

(12,45)  =  q  (12,  36)  =  y, 

(23,  56)  =  c,  ''''''  (14,  56)  =  y, 

und  die  beiden  PascaVschen  Linien  qCg,  y^j^ä  schneiden  sich  in  dem 
>S7^*we»-'schen  Punkte  p. 

Die  Punkte  qCa,  yi^g  erscheinen  als  Diagonalpunkte  von  voll- 
stündigen  Vierecken,  die  dem  Kegelschnitt  einbeschrieben  sind  und 
<Ieren  übrige  Diagonalpunkte  sind: 

(14;  25)  =  «1     (25,  36)  =  o^     (16,  23)  =  a,     (16,  45)  =  «^ 
(15 ,  24)  ==  b,     (26 ,  35)  =  h,     (13 ,  26)  =  ft     (15 ,  46)  =  ß, 

so  dass  also  aih^c^,  CL^b^c^y  ^lA^i?  ^g/^g^g  j®  ®^^  Tripel  conjugirter 
l^lnkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind. 

Wir  sehen  unmittelbar:      12  =  Cj^i     56  =  c^y^y  also 

(12,  b6)  =  {c,y,,  c^y^) 

femer  IQ  =  a^a^     25  =  «iflg;  also 
(16,  25)  =  (aia2,  a^a^)  . 

Da  nun  die  Punkte  (12,  56)  und  (16,  25)  als  Diagonalpunkte  eines  dem 
Kegelschnitt  einbeschriebenen  Vierecks  conjugirt  sind  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt,  so  liegt 

*)  Hesse:    „üeber   das   geradlinige  Sechseck  auf  dem  Hyperboloid",    Crelle'a 
Journal  Bd.  XXiV  Seite  40. 
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* 

(«,«2,  «i^v)  auf  der  Polare  von  (^i^i,  c^y^)] 

diese  Polare  ist  die  Verbindungslinie  der  Punkte: 

(«jL&i,  ccißi)     («2^2)  ^ißi)  7     ®s  liegen  daher 

(«1^1 ;  «i/*i)     («2*i;  «2/^2)     i^i^h)  «i««)  auf  einer  Geraden, 

oder  die  beiden  Dreiecke: 

liegen  perspeetiviseh.  Hieraus  folgt,  dass  die  Schnittpunkte  entsprechen- 
der Seiten  d.  h.  die  Punkte: 

(«i«i,«2«2)     («1^»  «2*2)     («i/5i?  «2/^2) 
auf   einer   Geraden    liegen;    diese   Gerade,    welche   durch    die    beiden 
Punkte: 

{^A>  <Hh)     («i/Ji;  «2Ä) 
schon  bestimmt  wird,  ist  die  Polare  des  Schnittpunkts: 

(^1^2,  riY^) 

oder  des  Punktes  p. 

Der  Punkt  («1«!,  (i^^t)  ^^^  *^®^  ^^^  Schnittpunkt  der  Pr/^mZ'sclien 
Linien  für  die  beiden  Sechsecke: 

1432  5  6   und    163452 

oder  der  Punkt  ;r;  da  also  n  auf  der  Polare  von  p  liegt,  so  sind  p 
und  %  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  und  wir  er- 
halten den  Satz: 

Jedes  Faar  Steiner' sehet'  Gegenpunkte  ist  ein  Paar  conjugirter  PunA'fe 
in  Bemg  auf  den  Kegelschnitt,  Die  sämmtlichen  20  SfetVter'schen  Punkte 
zerfallen  also  in  10  Paare  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt 

[Aus  der  vorigen  Betrachtung  ergiebt  sich  zugleich,  weil  zu 

(12,  56)  =  (qy,,  e,Y,) 

(16,  25)  =  {a^a^y  a^a^) 

der  dritte  Tripelpunkt  (15,  26)  ==  (b^ß^^  b^ßi)  ist,  dass  die  vier  Punkte: 

{a,b,,  aj,)     (a^feg;  <^ißi)     («i«2;  ^i^i)     ihßiy  hßi) 
auf  einer  und  derselben  Geraden  liegen,  woraus  weiter  folgt,  dass  auch 

(hßi9  hßi)  ™<i  (^1^2;  «2^1) 
conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind  u.  s.  w.]*) 

*)  Vergleiche  auch  G.  Bauer:  üeber  das  PascaVsche  Theorem.    Abhdlgi].  d. 
Bair.  Acad.  d.  W.     II.  Cl.     Bd.  XI,  Abth.  III.     München  1874. 
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§.  32.    Dürclmiesser  und  Mittelpunkt,  das  Strahlsystem  der  conjogirten 

Durchmesser  und  die  Axen  des  Eegelschnitts. 

Besondere  Fälle  der  allgemeinen  Polaritätsbeziehungen  des  Kegel- 
schnitts führen  zu  denjenigen  Eigenschaften  desselben,  welche  am  bekann- 
testen sind  mid  meist  zum  Ausgangspunkt  für  die  Untersuchung  der 
Kegelschnitte  gewählt  werden.  Nehmen  wir  einen  Pimkt  im  Unendlichen 
der  Ebene  eines  Kegelschnitts,  so  wird  seine  Polare  erhalten  (S.  142),  indem 
wir  durch  ihn  Strahlen  ziehen,  d.  h.  Parallele,  welche  den  Kegelschnitt 
in  je  zwei  Punkten  treffen,  und  den  vierten  harmonischen,  dem  un- 
endlich-entfernten zugeordneten  Punkt  construiren;  dieser  ist  (S.  14) 
der  Mittelpunkt  zwischen  den  beiden  Schnittpunkten,  also:  Ziefit  man 
in  beliebiger  Richtung  eine  Beihe  paralleler  Sehnen  eines  Kegelschnitts  j  so 
liegen  die  Mitten  derselben  auf  einer  Geraden.  Eine  solche  Gerade 
heisst  Durchmesser  des  Kegelschnitts  und  ist  die  Polare  eines  unend- 
lich-entfernten Punktes  in  der  Ebene  desselben.  Die  Tangenten  in  den 
Schnittpunkten  eines  Durchmessers  laufen  parallel,  nämlich  durch  den  im 
Unendlichen  liegenden  Pol  des  Durchmessers.  Nehmen  wir  einen  zweiten 
Punkt  im  Unendlichen  und  ziehen  durch  ihn  ein  zweites  Parallelstrahlen- 
büschel;  so  liegen  die  Mitten  der  durch  den  Kegelschnitt  abgeschnittenen 
Stücke  auf  einem  zweiten  Durchmesser,  der  Polare  des  zweiten  unend- 
lich-entfernten Punktes;  der  Schnittpunkt  beider  Durchmesser  ist  der 
Pol  der  Verbindungslinie  beider  unendlich-entfernten  Punkte,  d.  h.  der 
unendlich-entfernten  Geraden  G^,  Auf  jedem  durch  diesen  Schnitt-, 
punkt  zweier  Durchmesser  gehenden  Strahl  werden  also  durch  den 
Kegelschnitt  zwei  Punkte  bestimmt,  deren  Mitte  jener  Punkt  ist,  oder 
jeder  solcher  Strahl  ist  die  Polare  eines  bestimmten  Punktes  im  Un- 
endlichen, d.  h. 

Sämmtliche  Durchmesser  des  Kegelschnitts  laufen  durdi  einen  festen 
Punkt,  welcher  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  heisst  und  der  Pol 
der  unendlich-entfernten  Geraden  G^  ist. 

Bei  der  Hyperbel  ist  der  Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  der  beiden 
Asymptoten  (S.  118),  weil  dies  die  Polaren  (Tangenten)  der  unendlich- 
entfernten  Punkte  des  Kegelschnitts  sind;  er  liegt  also  ausserhalb  der 
Hyperbel.  Bei  der  Ellipse  liegt  er  innerhalb  derselben;  bei  der  Para- 
bel tritt  die  Eigenthümlichkeit  ein,  dass  ihr  Mittelpunkt  auf  ihr  selbst 
liegt,  nämlich  ihr  unendlich-entfernter  Punkt  ist;  da  nämlich  die  un- 
endlich-entfernte Gerade  Tangente  der  Parabel  ist  (S.  114),  .so  ist  ihr 
Pol  der  Berührungspunkt;  also  der  unendlichrentfemte  Punkt  der  Parabel 
ist  zugleich  der  .Mittelpunkt  demselben,  und  sämmtliche  Durchmesser  der 

Steiner,  Yorlesangeu  II.    2.  Aafl.  II 
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Parabel    laufen   parallel   nach    dem    unendlich-entfernten    Punkte   der- 
selben hin. 

Wie  jedem  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  ein  bestimm- 
tes Strahlsystem  und  jeder  Geraden  ein  bestimmtes  Punktsystem  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört  (S.  140),  so  auch  der  unendlich- 
entfernten  Geraden  und  dem  Mittelpunkt;  sind  Punkt  und  Gerade  Pol 
und  Polare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  so  liegen  Strahlsystem 
und  Punktsystem  perspectivisch,  also  das  dem  Mittelpunkt  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  zugehörige  Strahlsystem  liegt  mit  dem  der  un- 
endlich-entfernten Geraden  zugehörigen  Punktsystem  perspectivisch. 
Wir  erhalten  daher  zwei  conjugirte  Strahlen  des  dem  Mittelpunkt  zu- 
gehörigen Strahlsystems,  indem  wir  einen  beliebigen  Durchmesser 
ziehen  und  den  Pol  desselben  mit, dem  Mittelpunkte  verbinden,  d.  h. 
den  Ort  der  Mitten  der  zu  ihm  parallelen  Sehnen  bestimmen;  zwei 
solche  Durchmesser  des  Kegelschnitts,  deren  einer  der  Ort  der  Mitten 
der  zu  dem  andern  parallelen  Sehnen  ist,  woraus  zugleich  folgt,  dass 
der  erste  der  Ort  der  Mitten  der  zu  dem  zweiten  parallelen  Sehnen 
ist,  oder  was  dasselbe  sagt,  zwei  solche  Durchmesser,  deren  jeder  seinen 
Pol  auf  dem  andern  hat,  heisaen  cofijiigirte  Durchmesser  des  Kegelschnitts; 
die  sämmtlichen  Paare  conjugirter  Durclmiessei'  des  Kegelschnitts  bilden  ein 
Strahlsysteni ,  von  ^leni  jedes  Paar  conjugirter  Strahlen  ein  Paar  conjugirter 
Durchmesser  ist.  Dieses  dem  Mittelpunkte  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt zugehörige  Strahlsystem  ist  elliptisch  bei  der  Ellipse,  hyper- 
bolisch bei  der  Hyperbel,  weil  das  mit  ihm  perspectivisch  liegende 
Punktsystem  der  unendlich- entfernten  Geraden  im  ersten  Falle  ellip- 
tisch, im  zweiten  Falle  hyperbolisch  ist.  Die  Asymptoten  des  hyper- 
bolischen Strahlsystems  der  conjugirten  Durchmesser  einer  Hyperbel 
sind  die  Asymptoten  der  Hyperbel;  je  zwei  conjugirte  Durchmesser 
der  Hyperbel  bilden  daher  mit  den  beiden  Asymptoten  vier  harmo- 
nische Strahlen  und  sind  einander  zugeordnet.  Insbesondere  stehen 
beim  Kreise  je  zwei  conjugirte  Durchmesser  auf  einander  senkrecht; 
das  Strahlsystem  für  den  Mittelpunkt  eines  Kreises  ist  also  ein  circu- 
lares  (S.  (54).  'Bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  bilden  je  zwei  conjugirte 
Durchmesser  mit  einer  Asymptote  gleiche  Winkel;  das  dem  Mittelpunkt 
der  gleichseitigen  Hyperbel  zugehörige  Strahlsystem  ist  ein  gleichseitig- 
hyperbolisches. Bei  der  Parabel,  deren  Mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt, 
nimmt  das  ihm  zugehörige  Strahlsystem  den  einseitigen  (parabolischen!^ 
Charakter  an,  dass  die  zu  allen  Durchmessern  conjugirten  in  einem  ein- 
zigen, der  unendlich-entfernten  Geraden,  vereinigt  sind  (S.  74).  Es  ver- 
steht sich  von  selbst,  dass  zwei  conjugirte  Durchmesser  des  Kegelschnitts 
zugleich  zwei  conjugirte  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  und  dass 
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zwei  conjugirte  Durchmesser  und  die  unendlieli-entfemte  Gerade  ein 
Tripel  conjugirter  Stralilen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind  oder 
ein  Polardreieck  bilden. 

Jedem  Durchmesser  des  Kegelschnitts  gehört  ein  bestimmtes  Punkt- 
system in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zu;  der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnitts ist  allemal  Mittelpunkt  dieses  Punktsystems,  die  beiden  Schnitt- 
punkte des  Durchmessers  mit  dem  Kegelschnitt  sind  die  Asymptotenpunkte 
des  Punktsystems  y  welche  bekanntlich  auf  entgegengesetzten  Seiten 
vom  Mittelpunkte  gleich  weit  abstehen.  Bei  der  Ellipse  nun  sind 
alle  diese  Punktsysteme  auf  den  Durchmessern  hyperbolisch,  d.  h. 
jeder  Durchmesser  der  Ellipse  schneidet  *  dieselbe  in  zwei  reellen 
Punkten,  welche  gleich  weit  vom  Mittelpunkte  nach  entgegengesetzten 
Seiten  hin  abstehen;  denn  da  die  unendlich-entfernte  Gerade  keinen 
Punkt  der  Ellipse  enthält,  so  liegt  sie  ganz  in  dem  von  den  Tangen- 
ten der  Ellipse  erfüllten  Gebiet  der  Ebene;  aus  jedem  ihrer  Punkte 
giebt^es  also  zwei  reelle  Tangenten  an  die  Ellipse  und  die  Verbin- 
dungslinie der  Berührungspunkte  ist  ein  Durchmesser;  also  jeder  Durch- 
Messer  der  Ellipse  schneidet  dieselbe  in  zwei  reellen  Funkten,  und  in  jeder 
beliebigen  Richtung  giebt  es  ztoei  parallele  Tangenten  der  Ellipse. 

Anders  verhält  es  sich  bei  der  Hyperbel;  hier  zerfallen  die  Durch- 
messer in  zwei  Gruppen;  die  Punktsysteme  auf  den  Durchmessern  der 
einen  Gruppe  sind  hyperbolisch,  die  andern  elliptisch,  und  beide 
Gruppen  werden  durch  die  Asymptoten  von  einander  getrennt,  so 
dass  also  zwei  conjugirte  Durchmesser  der  Hyperbel  immer  verschie- 
denen Gruppen  angehören..  Die  unendlich-entfernte  Gerade  enthält 
nämlich  zwei  Punkte  der  Hyperbel  und  zerfällt  durch  dieselben  in 
zwei  Gebiete,  deren  eines  die  Punkte  ausserhalb  der  Hyperbel,  das 
andecie  die  Punkte  innerhalb  der  Hyperbel  enthält;  für  die  ersteren 
ist  nun  das  zugehörige  Strahlsystem  hyperbolisch,  sie  liefern  also 
reelle  Tangentenpaare,  die  beiden  BerüKrungspunkte  sind  die  Schnitt- 
punkte eines  Durchmessers  der  Hyperbel,  welcher  in  diejenigen 
Asymptoten-Scheitelräume  hineinfällt,  in  denen  überhaupt  die  Hyper- 
bel enthalten  ist  (S.  119,  Fig.  36);  für  die  unendlich-entfernten  Punkte 
des  andern  Gebiets  ist  aber  das  zugehörige  Strahlsystem  elliptisch, 
also  auch  das  auf  der  Polare  befindliche  Punktsystem,  d.  h.  diese 
Durchmesser  haben  elliptische  Punktsysteme,  treflfen  die  Hyperbel 
*  nicht  und  liegen  in  den  beiden  andern  Asymptoten-Scheitelräumen,  in 
denen  kein  Punkt  der  Hyperbel  enthalten  ist.  Di^enigen  Durchmesser 
df-r  Hyperbel,  welche  in  das  eine  Paar  ßvlieitelräume  zunschen  den 
Asymptoten  hineinfallen,  treffen  dieselbe  in  je  zwei  reellen  Punkten,  die 
nach  entgegengesetzten  Seiten   hin  gleichweit  vom  Mittelpunkte  abstehen; 
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diejenigen  Durchmesser  aber,  welche  vi  das  andere  Panr  Scheitelräunte 
hineinfallen,  treffen  die  Hyperbel  nicht;  zwei  conjugirte  Durchmesser 
der  Hyperbel  können  nie  in  dieselben  Scheitelräume  hineinfallen,  weil 
sie  zugeordnet-harmonische  Strahlen  mit  den  Asymptoten  sini  Hieraus 
folgt,  dass  es  nicht  in  allen  Richtungen  parallele  Tangentenpaare  der 
Hyperbel  giebt,  sondern  nur  in  denjenigen  Richtungen ,  tvdche  in  die 
beiden  Scheitelräume  eivischen  den  Asymptoten  hineinfallen,  die  nicht  die 
Zweige  der  Hyperbel  enthalten.  Das  den  Asymptoten  selbst  zugehörige 
Punktsystem  nimmt  wieder  den  einseitigen  parabolischen  Charakter 
an.  Bei  der  Parabel  endlich  ist  das  jedem  Durchmesser  derselben 
(d.  h.  einem  durch  den  unendlich- entfernten  Punkt  der  Parabel  gehen- 
den Strahl)  zugehörige  Punktsystem,  weil  sein  Mittelpunkt  im  Unend- 
lichen liegt  (S.  52),  ein  gleichseitig-hyperbolisches,  von  dem  nur  ein 
Asymptotenpunkt  im  Endlichen  liegt.  Also  jeder  Durchmesser  der 
Farabel  trifft  dieselbe  nur  in  einem  endlichen  Punicte,  der  andere  ist 
der  unendlich-entfernte  Punkt  der  Parabel. 

Die  in  den  Schnittpunkten  zweier  conjugirten  Durchmesser  der 
Ellipse  gezogenen  Tangenten  bilden,  ein  der  Ellipse  umschriebenes 
Parallelogramm,  dessen  parallele  Seitenpaare  den  conjugirten  Durch- 
messern parallel  laufen;  die  Diagonalen  dieses  Parallelogramms  bilden 
ein  zweites  Paar  conjugirter  Durchmesser,  weil  sie  mit  der  unendlich- 
entfernten  Geraden  ein  Tripel  conjugirter  Strahlen  sind  als  Diagonal- 
dreieck eines  dem  Kegelschnitt  umschriebenen  Vierseits  (S.  147).  Diese 
beiden  Paare  bestimmen  das  ganze  Strahlsystem  der  conjugirten  Durch- 
messer. Wir  können  aus  demselben  Grunde  auch  allgemeiner  sagen: 
Die  Diagonalen  irgend  eifies  dem  Kegelschnitt  umbeschriebenen  Parallelo- 
gramms sind  alletnal  ein  Paar  conjugirten^  Durdimesser  desselben^  und  die 
Seitenpaare  eines  beliebigen  dein  Kegelsdmitt  einbeschriebenen  Parallelo- 
gramms laufen  allemal  parallel  zivei  conjugirten  Durchmessern  desselben. 
Bei  der  Hyperbel  triflFt  nur  einer  von  zwei  conjugirten  Durchmessern 
dieselbe  in  zwei  reellen  Punkten  P  und  P^;  die  Tangenten  in  den- 
selben   laufen   dem    andern    conjugirten   Durchmesser  •  parallel;    triflTt 

y.g  44  (Fig.  44)  die  Tangente  in  P  die  Asymp- 

^  toten  in  den  Punkten  a  und  b,  so  ist 
der  Berührungspunkt  P  die  Mitte  von 
ab  (S.  119);  trifft  die  Tangente  in  P' 
die  Asymptoten  in  a*  und  b^,  so  ist 
gleichfalls  P^  die  Mitte  von  a^b*;  da 
aber  die  Mitte  von  PP^  der  Mittel- 
punkt M  der  Hyperbel  ist,  so  sind  die  vier  Punkte  aba^b*  die 
Ecken  eines  Parallelogramms,  dessen  Seiteiipaare  den  beiden  conjugir- 
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teil  Durchmessern  der  Hyperbel  parallel  laufen,  indem  ah^  und  a^b 
mit  JPP^  parallel  sind.  Verändern  wir  den  durch  den  Mittelpunkt  M 
gezogenen  Durchmesser  PP^^  so  verändert  sich  dies  Parallelogramm, 
dessen  Seitenpaare  allemal  einem  Paar  conjugirter  Durchmesser  parallel 
laufen,  und  dessen  Flächeninhalt  constant  bleibt  (S.  119). 

Ebenso  wie  das  eine  Seitenpaar  ab,  a^b^  die  gegebene  Hy- 
perbel einhüllt,  wird  auch  das  andere  parallele  Seitenpaar  eine  neue 
Hyperbel  einhüllen;  denn  betrachten  wir  die  Asymptoten  als  die  er- 
zeugenden Punktreihen  der  gegebenen  Hyperbel,  so  sind  in  ihrem 
Schnittpunkte  die  besonderen  Punkte  r  und  q^  vereinigt  (S.  118),  und 
es  ist  also  2lf a  .  ilfb  =  const.  Nun  ist  aber  h^M=  Mi]  der  Punkt 
b*  durchläuft  also  eine  mit  der  vou  b  durchlaufenen  projectivisch- 
gleiche  Punktreihe;  also  sind  auch  die  von  a  und  b^  durchlaufenen 
l^unktreihen  projectivisch  und  haben  ebenfalls  ihre  besonderen  Punkte 
r  und  pi  in  Jtf  vereinigt;  dies  zweite  Seitenpaar  ab^  und  a^h  umhüllt 
alsQ  gleichfalls  eine  Hyperbel,  welche  dieselben  Asymptoten  hat,  wie  die 
erste  und  ganz  in  die  beiden  andern  Scheitelräume  zwischen  die  Asyrnj)- 
toten  hineinfallt;  diese  zweite  heisst  die  conjiigirte  Hyperhel  (oder  com- 
plementäre  Hyperbel)  (Fig.  45).  Die  Mittelpunkte  p.    ^^ 

QQ^  des  zweiteif  parallelen  Seitenpaars  unseres 
Parallelogramms  sind  die  Berührungspunkte 
der  conjugirten  Hyperbel;  QQ^  ist  also  ein 
Durchmesser  der  conjugirten  Hyperbel  und  hat 
zu  seinem  conjugirten  Durchmesser  PP^.  Das 
ganze  System  der  conjugirten  Durchmesser  ist 
daher  für  die  beiden  conjugirten  Hyperbeln  das- 
selbe und  sie  ergänzen  sich  in  der  Weise,  dass 
diejenigen  Durchmesser,  welche  die  leine  Hy- 
perbel in  zwei  reellen  Punkten  treflfen,  die  an-  //y 
der^  nicht  treffen  und  umgekehrt;  zwei  con-  ^ 
jugirte  Hyperbeln  haben  nicht  allein  dieselben  Asymptoten,  sondern 
auch  dieselbe  Potenz  (S.  119)  und  können  durch  dieselben  beiden  Punkt- 
reihen  erzeugt  werden,  wenn  man  in  ihrem  Schnittpunkte  die  beson- 
deren Punkte  r  und  q^  vereinigt;  die  zu  der  einen  conjugirte  Hyperbel 
erhält  man  alsdann  dadurch,  dass  man  den  einen  der  beiden  Träger 
um  den  festen  Schnittpunkt  herumbewegt  um  180^,  so  dass  jede  Hälfte 
des  Trägers  in  die  Lage  der  andern  Hälfte  kommt.  Wir  bemerken 
noch,  dass  bei  dem  Parallelogramm  aba^b*,  dessen  Seitenpaare  durch 
die  Punkte  P  und  P^,  Q  und  Q^  halbirt  werden,  ebenso  wie  P  und 
P^  die  Asymptotenpunkte  des  dem  Durchmesser  PMP^  zugehörigen 
Punktsystems  in  Bezug  auf  die  ursprüngliche  Hyperbel  sind,  die  Punkte 
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Q  und  Q^  ein  Paar  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  dieselbe  Hyper- 
bel sein  müssen;  denn  die  Polare  von  a  geht  durch  P  und  läuft 
parallel  aa^^  folglich  durch  Q\  und  ebenso  ist  die  Polare  von  b^  nichts 
anderes,  als  F^Q^,  mithin  ab^  die  Polare  von  (>*;  da  aber  die  Polare 
von  Q^  durch  Q  geht,  so  sind  Q  und  Q^  conjugirte  Punkte  in  Bezug 
auf  die  ursprüngliche  Hyperbel  und  zwar  dasjenige  Punktpaar  des 
dem  Durchmesser  QMQ^  in  Bezug  auf  die  ursprüngliche  Hyperbel  zu- 
gehörigen  Punktsystems,  welches  vom  Mittelpunkte  M  nach  beiden 
Seiten  hin  gleich  weit  absteht.  Auf  den  beiden  conjugirten  Durch- 
messern MP  und  MQ  repräsentiren  also  diese  beiden  Strecken,  welche 
den  Hälften  der  Seiten  des  Parallelogramms  aba^b^  gleich  sind,  zwei 
solche  Längen,  dass  die  Quadrate  derselben  den  Inhalt  der  constanteiL 
Rechtecke  liefern,  welche  dem  einen  und  dem  andern  Punktsystem 
auf  diesen  Durchmessern  in  Bezug  auf  die  Hyperbel  zugehören,  wobei 
aber  festzuhalten  ist,  dass  allemal  das  eine  Punktsystem  hyperbolisch, 
das  andere  elliptisch  ist. 

Das  dem  Mittelpunkte  des  Kegelschnitts  zugehörige  Strahlsystem 
der  conjugirten  Durchmesser  hat,  wie  jedes  Strahlsystem  (S.  60),  ein 
Paar  zu  einander  rechtwinkliger  conjugirter  Strahlen  und  nur  ein  ein- 
ziges Paar,  die  Axen  des  Strahlsystems,  wofern  niRht  das  Strahl- 
system ein  circulares  ist.     Also: 

Der  Kegelschnitt  hat  im  Allgemeinen  immer  ein  Paar  zu  einander 
reclUrnnJcliger  eonjugiiter  Durchmesser  und  nur  ein  einziges  Paar  (wenn 
er  nicht  Kreis  ist);  diese  heissen  die  Axen  des  Kegelschnitts,  Eine 
Ausnahme  hiervon  macht  der  Kreis,  welcher  unendlich  viele  Axen- 
paare  hat.  Um  die  Axen  des  Kegelschnitts  zu  finden,  hat  man  also 
die  Axen  desjenigen  Strahlsystems  aufzusuchen,  welches  dem  Mittel- 
punkt in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört  mid  welches  durch 
zwei  Paare  conjugirter  Strahlen  (Durchmesser)  bestimmt  wird.  Bei 
der  Hyperbel  sind  die  Axen  unmittelbar  zu  finden;  es  sind  nämlich 
die  Halbirungslinien  des  Winkels  zwischen  den  Asymptoten  und  seines 

Nebenwinkels,  wie  aus  den  Eigen- 
schaften des  hyperbolischen  Strahl- 
systems hervorgeht,  weil  jede  Asymptote 
ein  Paar  zusammenfallender  conjugirter 
Durchmesser  repräsentirt. 

Bei  der  Ellipse  sei  ein  beliebiges 
Paar  conjugirter  Durchmesser  und  die 
(stets  reellen)  Schnittpunkte  derselben 
mit  der  Ellipse  Ä  und  -4^,  B  und  JB* 
ermittelt  (Fig.  46),  womit  zugleich  zwei 
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Paare  conjagirter  Durchmesser  bekannt  sind;  denn  ziehen  wir  durch 
A  und  A^  zwei  Parallele  zu  BB^  und  durch  B  und  B^  zwei  Parallele 
zu  AA^y  so  erhalten  wir  ein  Parallelogramm  ccßyd,  welches  der 
Ellipse  umbeschrieben  ist^  und  dessen  Diagonalen  nach  dem  Obigen 
ein  zweites  Paar  conjugirter  Durchmesser  sind;  die  Axen  des  durch 
diese  zwei  Paare  conjugirter  Strahlen  vollständig  bestimmten  Strahl- 
systems lassen  sich  nun  in  elementarer  Weise  wie  folgt  construiren: 
Das  Strahlsystem  des  Mittelpunkts  M  trifft  die  Seite  aß,  deren  Mitte 
^-1  ist,  in  einem  Punktsystem,  von  welchem  A  der  Mittelpunkt  (dem 
unendlich-entfernten  entsprechend)  und  aß  ein  Paar  conjugirter  Punkte 
ist;  denken  wir  uns  über  aß  als  Durchmesser  einen  Ereis  geschlagen 
und  in  A  ein  Perpendikel  auf  aß  errichtet,  welches  den  Kreis  in  den 
Punkten  P  und  Q  treffen  möge,  so  wird  das  ganze  durch  P  und  Q 
gelegte  Kreisbüschel  die  Gerade  aß  in  dem  betrachteten  Punktsystem 
schneiden,  d.  h.  jeder  durch  PQ  gelegte  Kreis  in  zwei  conjugirten 
Punkten  dieses  Punktsystems.  Nun  giebt  es  aber  einen  Kreis,  welcher 
durch  PQ  und  M  geht;  dieser  schneidet  in  zwei  conjugirten  Punkten 
jenes  Punktsystems  ir|,  folglich  sind  Mx  und  M^  die  Richtungen 
zweier,  conjugirten  Durchmesser,  und  da  sie  auf  einander  senkrecht 
stehen,  weil  xj  ein  Durchmesser  dieses  Kreises  ist,  so  sind'  es  die 
gesuchten  Axen  der  Ellipse. 

Da  die  Axe  eines  Kegelschnitts  ein  solcher  Durchmesser  desselben 
ist,  dessen  conjugirter  auf  ihm  senkrecht  steht,  oder  für  den  die 
Tangente  in  einem  Schnittpunkt  zu  ihm  rechtwinklig  ist,  so  können 
wir  auch  für  die  Parabel  die  Axen  ermitteln.  Alle  nach  dem  unend- 
lich-entfernten Punkte  der  Parabel  (ihrem  Mittelpunkte)  gehenden 
Parallelstrahlen  sind  Durchmesser  derselben;  jeder  schneidet  sie  nur 
noch  in  einem  einzigen,  im  Endlichen  liegenden  Punkt,  und  es  ist  ein 
solcher  zu  suchen,  dessen  Tangente  senkrecht  auf  dieser  Richtung  ist, 
d.  h;  wir  haben  eine  Tangente  aus  demjenigen  unendlich-entfernten 
Punkte  an  die  Parabel  zu  legen,  welcher  in  der  zu  der  Richtung 
sämmtlicher  Durchmesser  senkrechten  Richtung  liegt.  Da  es  durch 
jeden  unendlich-entfernten  Punkt  (ausser  der  unendlich-entfernten  Ge- 
raden) nur  noch  eine  Tangente  an  die  Parabel  giebt,  so  giebt  es  auch 
nur  eine  bestimmte  zu  der  Richtung  nach  dem  unendlich-entfernten 
Punkt  der  Parabel  senkrechte  Tangente.  Der  Berührungspunkt,  welcher 
Scheitel  der  Parabel  heisst,  mit  dem  unendlich-entfernten  Punkt  der- 
selben verbunden  liefert  eine  Axe  der  Parabel;  die  andere  Axe  ist  die 
unendlich-entfernte  Gerade  selbst;  die  Parabel  hat  also  nur  eine  im 
Endlichen  liegende  Axe.  Die  Construction  derselben  Hesse  'sich  so 
bewerkstelligen : 
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Man  ziehe  zwei  beliebige  parallele  Sehnen  der  Parabel  und  ver- 
binde deren  Mitten;  zu  dieser  Verbindungslinie  ziehe  man  zwei  senk- 
rechte, also  mit  einander  parallele  neue  Sehnen  der  Parabel  und  ver- 
binde deren  Mitten.  Diese  Verbindungslinie  ist  die  gesuchte  Axe  der 
Parabel. 

§.  33.    Constmction  der  Axen  and  einige  daraus  hervorgehende 

metrische  Beziehungen. 

Die  Schnittpunkte  der  Axen  mit  dem  Kegelschnitt  heissen,  wie 
bei  der  Parabel,  auch  bei  Ellipse  und  Hyperbel  Scheitelpunkte,  und  die 
endliche  Strecke  auf  jeder  Axe  zwischen  den  beiden  Scheitelpunkten 
wird  im  engeren  Sinne  Axe  des  Kegelschnitts  genannt,  die  Hälfte 
dieser  Strecke  Halbaoce,  Suchen  wir  zunächst  bei  der  Ellipse  die 
Grösse  der  Axen  zu  bestimmen:  Die  im  vorigen  Paragraphen  ange- 
gebene Construction  ergab  nur  die  Richtung  derselben;  sie  führt 
aber  auch  leicht  zur  Bestimmung  ihrer  Grösse,  wemi  wir  berück- 
sichtigen,  dass  die  Scheitelpunkte  die  Asymptotenpunkte  desjenigen 
Punktsystems  auf  der  Axe  sind,  welches  ihr  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt zugehört;  M  ist  Mittelpunkt  dieses  Punktsystems;  der  Punkt 
X  (Fig.  47)  und  der  Schnittpunkt  seiner  Polare  bestimmen  ein  anderes 
Paar  conjugirter  Punkte;  die  Polare  von  x  muss  aber  durch  A  gehen, 
weil  A  der  Berührungspunkt  einer  aus  x  an  den  Kegelschnitt  gehen- 
den Tangente  ist,  sie  muss  femer  senkrecht  auf  Mx  stehen,  weil  sie 
durch  den  Pol  von  Mx,  d.  h.  den  unendlich-entfernten  Punkt  des 
conjugirten  Durchmessers  oder  der  anderen  Axe  gehen  muss  und  die 
beiden  Axen  auf  einander  senkrecht  stehen.  Die  Polare  von  x  ist 
also  das  aus  A  auf  Mx  gefällte  Perpendikel;  möge  es  in  x^  treffen, 
so  ist  Mx .  Mx^  das  conatante  Rechteck  für  das  auf  der  Axe  befind- 
liche Punktsystem;  sei: 

Mx  .  Mx^  =  a^ , 

wo  die  Grösse  a  durch  elementare  Construction  leicht  zu  ermitteln 
ist,  dann  sind  die  Scheitel  auf  dieser  Axe  der  Ellipse  die  Endpunkte 
der  nach  entgegengesetzten  Richtungen  von  M  aufgetragenen  Strecke 
a;  also  2a  die  Länge  der  einen  Axe;  treffe  gleicherweise  das  aus  A 
auf  M^  gefällte  Perpendikel  in  |^,  und  sei: 

Ml  .Ml'=^V , 

so  wird  die  nach  entgegengesetzten  Richtungen  von  M  aus  auf  die 
zweite  Axe  aufgetragene  Strecke  h  die  Schnittpunkte  der  zweiten  Axe 
bestimmen,  deren  Länge  2&  ist.  Die  Axen  der  Ellipse  sind  im  All- 
gemeinen verschieden,   die   grössere  bezeichnet   man   gewöhnlich  mit 
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2a,  die  kleinere  mit  2b  und  nennt  erstere  die  ,,gro0se  Axe^,  letztere 
die  ,,kleine  Axe^  der  Ellipse;  sind  sie  insbesondere  gleich^  so  ist  das 
durch  die  Parallelen  in  den  Scheiteln  gebildete^  der  Ellipse  umschrie- 
bene Rechteck  ein  Quadrat,  dessen  Diagonalen  also  auch  zu  einander 
rechtwinklig  sind;  das  dem  Mittelpunkte  zugehörige  Strahlsystem  hat 
daher  zwei  Paare  rechtwinkliger  conjugirter  Strahlen,  ist  also  (S.  64) 
ein  circulares,  und  die  Ellipse  wird  in  diesem  besonderen  Fall  ein 
Kreis. 

Aus  der  vorigen  Construction  ergeben  sich  einfache  metrische 
Beziehungen  zwischen  den  Axen  und  irgend  einem  Paare  conjugirter 
Durchmesser  des  Kegelschnitts.  Be- 
trachten wir  das  rechtwinklige  Drei- 
eck xMi  (Fig.  47),  in  dessen  Hypo- 
tenuse sich  der  Punkt  A  befindet,  und 
ziehen  die  Höhen  der  beiden  Dreiecke 
AMx  und  AMiy  welche  sich  zu  je 
dreien  in  einem  Punkte  schneiden;  die 
Fusspunkte  der  Höhen  des  ersten  Drei- 
ecks seien  p  r  x^y  die  des  zweiten  p  if%^y 
dann  ist: 

Mx.Mx^'^a'^MA.Mr',    Mi  .Mi^  =  V  =  MA.Mq  . 

Wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  Mq^  und  xrM  haben  wir: 

Mr  .  Mq  =  a;r  .  pI  =  {xA  sin  qp)  (-45  sin  qp) , 

wo  xA  .  Ai'^^  MB^  ist  und  qp  den  Winkel  zwischen  den  beiden  con- 
jugirten  Durchmessern  MA  und  MB  bedeutet:  qp  =  (-4,  B)\  werden 
MA  =»  A ,  MB  =  B  gesetzt,  so  folgt: 

I.        A  .  B  %mq>  ^^  ah  . 

Andererseits  ist  Mr  =  MA  •{-  Ar  ,  also  a*  =  MA^  -f  MA  .  Ar  = 
MA*  +  xA.  Ap ,  und  da  das  Dreieck  31  Ai  mit  dem  Höhenpunkt  h 
ähnlich  ist  dem  Dreieck  xHM  mit  dem  Höhenpunkt  A,  so  sind  alle 
ähnlich-liegenden  Stücke  proportional,  also 

ff  =*  :^  ==  S3  '^^  ''■  -^p  •  ■'^^  =  *^  •  ^^  =  ^* ' 

woraus  folgt 

o«  +  i»  =  MA*  +  xA  { Ap+iti ) 

=  MA*  +  xA.Al-~  MA*  +  MB* 

IL    A*  +  B* '^^  a* -\- V  . 

Die  Relation  I.  sagt  folgenden  Satz  aus: 

Bas  von  den  Tangenten  in  den  Endpunkten  eweier  conjugirter  Durch- 


( 


170  Zweiter  Abachnitt. 

niesser  der  EUipsi^  gebildete  Parallelogramm  Jiat  constanien  Inhalt,  der 
gleich  ist  dem  aus  den  Axen  der  Ellipse  gdjüdeten  Bechteck. 
Die  Relation  II.  lasst  sich  so  in.  Worten  ausdrücken: 
Die  Summe  der  Quadrate  zweier  conjugirter  Durchmesser  der  JEllipse 
ist  constant,  gleich  der  Summe  der  Quadrate  ihrer  Axen, 

Aus  diesen  metrischen  Beziehungen  zwischen  den  Paaren  conju- 
girter Durchmesser  der  Ellipse  geht  ein  ausgezeichnetes  Paar  hervor, 
die  gleichen  conjugirten  Durchnesser  der  EUipse,  welche  einer  gewissen 
Analogie  wegen,  die  sie  mit  den  Asymptoten  der  Hyperbel  haben, 
mitunter  in  Betracht  gezogen  werden;  es  giebt  nämlich  imter  den 
Paaren  conjugirter  Durchmesser  eines,  dessen  Längen  gleich  werden, 
und  welches  mithin  den  Bedingungen  genügen  muss: 

fi^  sin  d^  =  ab 

wo  fi  die  halbe  Länge  eines  der  beiden  gleichen  conjugirten  Durch- 
messer und  d'  den  Winkel  bedeutet,  welchen  dieselben  mit  einander 

bilden.  Die  Länge  (i  kann  hiemach  leicht  construirt  werden,  (i  =  - — ^^±=-  ; 

die  Lage  der  gleichen  conjugirten  Durchmesser  geht  aus  der  Relation 

sin  d"  =    ,   ■   ,  g  hervor,  welche  tg  ^  d'  =  -  ergiebt.     Denkt  man  sich 

also  das  der  Ellipse  umschriebene  Rechteck,  gebildet  von  den  vier 
Tangenten  in  den  Schnittpimkten  der  Axen,  so  wird  der  Winkel 
zwischen  den  Diagonalen  dieses  Rechtecks  =  -9"  sein,  und  da  die 
Diagonalen  selbst  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  sind  (S.  164),  so 
sind  sie  die  gesuchten  gleichen  conjugirten  Durchmesser  der  Ellipse 
ihrer  Lage  nach.  Die  Axen  der  Ellipse  haWiren  also  die  Winkel 
jsunsdien  den  gleichen  conj^igirten  Durchmessern  derselhm. 

Die  Ermittelung  der  Länge  der  Axen  2  a  und  2h  war  auf  die 
elementare  Aufgabe  zurückgeführt,  ein  gegebenes  Rechteck  in  ein 
Quadrat  zu  verwandeln:  Mx  ,  Mx^  =  a^  und  Mi, .  M^^  =  6^;  allein  die 
nähere  Betrachtung  der  vorigen  Figur  (Figur  47)  zeigt,  dass  wir  gar 
nicht  nöthig  haben,  diese  Aufgabe  besonders  zu  lösen,  sondern  dass 
die  Figur  selbst  auch  die  Länge  der  Axen  der  Ellipse  liefert  und  zu- 
gleich zu  einigen  interessanten  Eigenschaften  derselben  führt.  Sei, 
wie  im  vorigen  Paragraphen,  M  der  Mittelpunkt  der  Ellipse,  MA 
der  Halbmesser  A,  die  Tangente  in  A  und  die  darauf  Senkrechte 
(Normale)  gezogen,  auf  letzterer  die  Länge 

AP=AQ  =  MB  =  B 

des  halben  conjugirten  Durchmessers  zu  A  nach  beiden  Seiten  hin 
abgetragen,  durch  die  Punkte  PQM  ein   Kreis   gelegt,   welcher  in  x 
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imd  5   die  Tangente  in  Ä  trifft,   (also  Mx  und  Ml^  die  Richtungen 
der  Axen  der  Ellipse)  und  endlich  aus  A  auf  die  Katheten  des  recht- 
winkligen Dreiecks  xM^  die  Per-  Fig.  48. 
pendikel    Ax^    und    A^^    gefallt, 
dann     ist    Mx .  Mx^  =  a*     und 
M^  .  3f  g^  =  6*.     Ziehen   wir  nun 
noch    die    Linien    MP   und    MQ 
(Fig  48)  und  möge  das  Perpendikel 
Äx^  die  Linien  MP  und  MQ  in  a 


und  a\  das  Perpendikel  A^^  die- 
selben in  b  und  b^  treffen,  so  zeigt  ^ 
eine  einfache  Betrachtung,  dass 
Ma=Ma^=a  und  Jtfb=ilfb^=6 
wird,  also  die  Längen  der  Halb- 
axen  unmittelbar  aus  der  Figur  zu 
entnehmen  sind. 

In   der  That  zunächst  ist,    weil  die  Punkte  PQx^M  auf  einem 
Kreise  liegen: 

L  PMx  =  L  Pix  =  L  PiA  und  L  QMx  =  L  QIA, 

weil  aber  J[ die  Mitte  von PQ  undj4|  senkrecht  auf  P^,  ist  Z.  P|  ^  =  /. (>g-4, 

folglich  auch: 

L  PMx  =  L  QMx , 

rf.  A.  (?ic  ^;ien  haJbiren  die  Winkel  zwisclien  den  beiden  Strahlen  MP, 
MQ,  Folglich  hätten  wir  nach  der  Construction  der  Punkte  P  und 
y  nur  uöthig  gehabt,  den  Winkel  und  Nebenwinkel  zwischen  den 
Strahlen  MP  und  MQ  zu  halbiren,  um  die  Richtungen  der  Axen  der 
Ellipse  zu  erhalten,  ohne  den  Kreis  durch  PQM  zu  legen  und  die 
Schnittpunkte  x^  mit  der  Tangente  in  A  aufzusuchen.  Aus  der 
Gleichheit  der  Winkel  PMx  und  QMx  folgt,  dass  das  Perpendikel 
Ax^  auf  den  beiden  Strahlen  MP  und  MQ  zwei  gleiche  Strecken 
3/a  =  Ma^  abschneidet  imd  ebenso  das  Perpendikel  Al^^  zwei  gleiche 
Strecken  Mh  =  itfb*;  denken  wir  uns  durch  A  eine  Parallele  zu  MQ 
gezogen,  so  muss  dieselbe,  weil  AP=AQ  ist,  PM  in  m  halbiren, 
und  der.  Parallelität  wegen  ist  auch  mA  =  ma,  also  da  das  Dreieck 

aAb  bei  A  rechtwinklig  ist,  wa  =  mh  =  mA  =  -  MQ:  mithin a b  =^Jf^; 

andererseits,  wenn  wir  durch  A  eine  Parallele  zu  MP  ziehen,  so 
muss  dieselbe  MQ  in  m^  halbiren  und  m^i^  =  m^A  =  m^o}  sein,  also 
haben  wir: 

a  b  =  3IQ',  Ma  =  Ma'  =  Pb  =  Qh"^ 
a'h'  =  MP-,  jfeTb  =  Jfb^  =  Pa  =  (?a^ . 
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Ferner    haben    wir    wegen    der    Parallelität    von   Äx^    und    1^31 
L  hMi  =  L  Max^  und  wegen  des  Kreisvierecks  MPx^: 

LhMi'^^^LPxi^LI^PA,  folglich: 
A  Max^  -o  A  l^PÄ 

-TZ—  =  y^j  und  da  -rj^y—  =  -—  ,  so  folgt 
Ma         £P  Mx         Sä  '  ° 

Mx   Ja? 

Ma         |"P  ' 

aus  dem  Product  beider  Gleichungen  folgt: 

Mx  .  Jf  jc^  iÄ  .  ix  ^ 

Da  aber  Mx  .  Jfic*  =  a^,  so  folgt: 

Ma  =  a    und  ebenso     Mb  ==  & , 

d.  h.  auf  den  Strahlen  MP  und  MQ  tverden  von  M  aus  durdi  die  aus 
A  auf  die  Riehtungen  der  Axen  gefällten  Perpendikel  Strecken  abgeschnitten, 
wekiie  paarweise  gleich  sind  und  die  Längen  der  Ilalbaxen  a  und  h 
liefern. 

Ferner  ergibt  sich  aus  den  obigen  Relationen: 

MP^a—h 
MQ  =  a  +  hl 

Die  Abstände  des  Mittelpunhtes  M  von  den  leiden  Punkten  P  wul  Q 
sind  Summe  und  Differenz  der  beiden  HaJhaxen  der  Ellipse. 
Oder  auch: 

ab  =  a  +  & 

a^bi  =  a  -  &  , 

welche  Relationen  sich  ebenso  leicht  in  Worte  kleiden  lassen. 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  drei  symmetrischen  Vierecke:  l^PxQ, 
Maxa^  und  l^bMh^  ergeben  sich  andere  metrische  Beziehimgen  von 
geringerer  Wichtigkeit.  Wenn  wir  die  Schnittpunkte  der  Geraden  PQ, 
welche  die  Normale  -  der  Ellipse  im  Punkte  A  ist,  mit  den  beiden 
Axen  durch  21  und  S3  bezeichnen,  so  folgt  aus  der  Parallelität  (Fig.  48): 

AP~  hP~  a  '  QÄ        Qa'  b  ' 

Hieraus  ergiebt  sich: 


-I 


I 


1) 


Die  Normale  in  einem  beliebigen  Punkte  A  der  Ellipse  trifft  die 
Axen  derselben  in  zwei  solchen  Punkten  31  und  93,  rfass  dm  Verhältniss 
der  Abschnitte  A%:  AS&  constant  bleibt,  gleich  dem  Verhältniss  der  Quadrate 
der  Axen,  und 
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2)        ä^.äS8  =  B' 

Jas  Bechteck  aus  den  heiden  Abschnitten  auf  der  Normale  einer  Ellipse 
vom  Periplieriegunkte  A  bis  m  den  SchniHptinJcten  der  Normale  mit  den 
Axen  ist  gleich  dem  Qtuzdrate  de^enigen  Halhnessers  der  Ellipse,  weldier 
dem  nadi  dem  Punkte  A  hin  gehenden  conjughi  ist. 

Die  Betrachtung  der  obigen  Figur  fuhrt  auch  zu  einer  bekannten 
graphischen  Construction  der  Ellipse,  welche  sich  für  praktische  Zwecke 
empfiehlt;  lassen  wir  nämlich  den  Punkt  A  auf  der  Ellipse  sich  ver- 
ändern, so  beschreiben  die  Punkte  a  und  a^  einen  Kreis,  welcher  M 
znm  Mittelpunkt  und  die  Halbaxe  a  zum  Radius  hat;  ebenso  beschreiben 
die  Punkte  6  und  b^  einen  Kreis,  welcher  M  zum  Mittelpunkt  und  h 
zum  Radius  hat;  auch  die  Punkte  P  und  Q  beschreiben  mit  jenen 
eoncentrische  Kreise,  deren  Radien  a  —  b  und  a  +  &  sind.  Gehen 
wir  daher  umgekehrt  von  zwei  concentrischen  Kreisen  um  M  mit  den 
Radien  a  und  b  aus,  lassen  einen  beliebigen  Strahl  durch  M  gehen, 
welcher  in  a  und  «^  den  ersten,  in  ß  und  ß^  den  anderen  Kreis  treflFe, 
und  nehmen  durch  M  ein  rechtwinkliges  Axenkreuz  an,  welches  die 
Richtungen  der  beiden  Axen  der  Ellipse  enthält,  so  werden  die 
durch  a  auf  die  a-Axe,  durch  ß  auf  die  6-Axe  gefällten  Perpendikel 
sich  in  einem  Punkte  A  der  Ellipse  treffen  müssen  (siehe  Figur  49); 
die  Benutzung  der  andern  Schnittpunkte  a^ß^  bei  dieser  Construction 
liefert  zugleich  drei  andere  Punkte  der  Ellipse,  deren  einer  der  dia- 
metral gegenüberliegende  und  die  beiden  andern  die  zu  J.  in  Bezug 
auf  die  beiden  Axen  symmetrisch 
liegenden  Punkte  sind.  Die  Be- 
wegung des  durch  M  willkürlich 
gezogenen  Strahles  Maß  führt  suc- 
cessive  zu  sämmtlichen  Punkten  der 
Ellipse,  und  die  einfache  Construc- 
tion derselben  gestattet  die  leichte 
Entwerfung  eines  anschaulichen  Bil- 
des, wie  es  Fig.  49  darstellt.  Dieses 
Bild  der  Ellipse  lässt  die  Symmetrie 
rücksichtlich  der  beiden  Axen  er- 
kennen und  zeigt,  dass  die  beiden 
Kreise  die  Ellipse  in  ihren  Schei- 
teln berühren.  Weiterhin  führt  dieselbe  Betrachtung  zur  Construction 
der  Normale  und  mithin  auch  der  Tangente  in  dem  Ellipsenpunkte  A] 
denn  trägt  man  auf  den  Strahl  Mßa  nach  derselben  Richtung  hin 
die  Strecke  MQ  =  a  -f-  6  auf,  so  ist  QA  die  Normale  der  Ellipse 
im  Punkte  A'^  fasst  man  die  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  liegenden 


Fig.  4d. 
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Schnittpunkte  «  und  ß^  desselben  durch  M  gezogenen  Strahles  mit 
den  beiden  Kreisen  auf,  welche  denJPunkt  Ä^  liefern  und  trägt 
MF=a  —  b  auf  diesem  Strahle  ab,  so  istP^^  die  Normale  für  den 
Punkt  Ä^]  denken  wir  uns  überhaupt  zwei  neue  concentrische  Kreise 
mit  den  Radien  a  +  6  und  a  —  b  um  M  beschrieben,  die  Oerter  der 
Punkte  P  und  Q,  so  bieten  dieselben  nach  der  angegebenen  Con- 
struction  das  einfachste  Mittel  dar,  die  Normalen  und  also  auch  die 
Tangenten  der  Ellipse  unmittelbar  zu  zeichnen.  Wir  gehen  nicht  ein 
auf  weitere  Eigenschaften  der  Ellipse,  welche  sich  aus  Fig.  48  folgern 
lassen,  z.  B.:  Aus  der  Gleichheit  der  Winkel  folgt  die  Aehnliehkeit 
der  Dreiecke  JfPSl  und  MxQ,  und  daraus  fliesst  die  Relation: 

M%.Mx=^  MF  .MQ  =  a^  —  b^  =  const. , 

d.  h.  Tangente  und  Normale  eines  Punktes  der  Ellipse  schneiden  auf 
jeder  der  Aocen  vom  Mittelpunkt  aus  zum  Strecken  ab,  deren  Bechteck 
constant  ist;  die  Schnittpunkte  bilden  also  ein  Punktsystem^  welcJies  auf 
der  einen  Axe  hyperbolisch,  auf  der  andern  elliptisch  ist  u.  s.  w.  (Siehe 
§.  35.) 

Wir  wollen  nur  noch  .die  den  vorigen  analogen  Eigenschafton 
der  Hyperbel  kurz  ableiten.  Wir  wissen,  dass  nur  ein  Theil  der 
Durchmesser  einer  Hyperbel  dieselbe  in  reellen  Pimktpaaren  trifft,  und 
dass  immer  der  zu  einem  solchen  conjugirte  Durchmesser  der  Hyperbel 
nicht  begegnet;  es  giebt  also  auch  nur  eine  reelle  Axe  der  Hyperbel. 
Nehmen  wir  aber  die  conjugirte  Hyperbel  (S.  165)  zu  Hülfe,  so  werden 
auf  zwei  conjugirten  Durchmessern  von  der  ersten  und  von  der  con- 
jugirten  Hyperbel  Strecken  abgeschnitten,  welche,  als  die  Längen  zweier 
conjugirten  Durchmesser  der  Hyperbel  aufgefasst,  ganz  analoge  Eigen- 
schaften besitzen,  wie  die  Paare  conjugirter  Durchmesser  bei  der 
Ellipse.  In  der  That  haben  wir  schon  oben  gesehen  (Fig.  44),  dass 
das  Parallelogramm,  welches  von  den  Tangentenpaaren  in  den  Schnitt- 
punkten zweier  conjugirten  Durchmesser  mit  den  beiden  conjugirten 
Hyperbeln  gebildet  wird,  constanten  Inhalt  besitzt,  weil  seine  Ecken 
auf  den  Asymptoten  der  Hyperbel  liegen;  die  Seiten  dieses  Parallelo- 
gramms vertreten  die  Längen  zweier  conjugirter  Durchmesser  der 
Hyperbel,  und  wir  können  daher  auch  von  der  conjugirten  Hyperbel 
ganz  abstrahiren,  indem  wir  nur  die  Asymptoten  zu  Hülfe  nehmen; 
sei  A  ein  beliebiger  Punkt  der  Hyperbel,  treffe  die  Tangente  in  A 
die  beiden  Asymptoten  in  a  und  ß  (also  bekanntlich  aA  ==  Aß),  so 
ist  aß  die  Länge  desjenigen  Durchmessers,  welcher  dem  durch  A 
gehenden  conjugirt  ist,  und  bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  die  abso- 
luten Längen: 
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Fig.  50. 


den  Winkel  dieser  beiden  coujugirten  Richtungen  mit  9,  so  ist 

AB  .  sin  q>  =  cönst. 

wegen  der  constanten  Potenz  der  Hyperbel  (S.  119).  Wir  überzeugen 
uns  aber  auch  in  ganz  analoger  Weise,  wie  bei  der  Ellipse,  von  der 
Hichtigkeit  dieser  und  der  zweiten  Relation  zwischen  den  conjugirten 
Durchmessern  der  Hyperbel,  indem  wir  die  Axen  derselben  bestimmen; 
ihre  Richtungen  sind  geradezu  durch  die  Halbirungslinien  der  von 
den  Asjrmptoten  gebildeten  Winkel  gegeben;  mögen  sie  in  x  und  | 
die  Tangente  aß  trefifen,  so  ist,  weil  aßx^  vier  harmonische  Punkte 
sind  und  A  die  Mitte  von  aß  ist:  , 

Ax.Al  =  Aa^  =  Aß^  =  B^ . 

Um  die  Schnittpunkte  der  Axen  mit  der  Hyperbel  zu  finden, 
haben  wir  das  ihnen  zugehörige  Punktsystem  zu  ermitteln,  dessen 
Mittelpunkt  M  ist;  da  mm  di#  Polare 
von  :z;  durch  A  gehen  muss  und  durch 
den  Pol  von  MXy  so  ist  sie  die  Senk- 
rechte Ax^y  aus  A  auf  Mx  gefällt 
(Fig.  50)  und  xx^  ein  Paar  conju- 
girter  Punkte  des  gesuchten  Punkt- 
systems; dasselbe  ist  hyperl)olisch,  weil 
X  und  x^  auf  derselben  Seite  von  M 
liegen,  und  die  Länge  der  einen  Halb- 
axe  a  wird  gefunden  aus  der  Relation: 

Mx  .  Mx^  =  a* . 

Das  aus  A  auf  die  andere  Axe  Jf 5  gefällte  Perpendikel  trifft  die- 
selbe in  1^  und  ist  die  Polare  von  5;  die  Punkte  g  und  J^  liegen  aber 
nothwendig  nach  entgegengesetzten  Richtungen  von  Jf,  also  das  Punkt- 
system auf  der  zweiten  Axe  ist  elliptisch;  nach  der  obigen  Bemerkung 
IS.  166)  über  die  conjugirte  Hyperbel  ist  nun  das  constante  Rechteck 
des  dieser  zweiten  Axe  zugehörigen  Punktsystems  gleich  dem  Quadrat 
des  halben  conjugirten  Durchmessers,  also: 

Tragen  wir  die-  hieraus  zu  ermittelnde  Strecke  b  auf  Jf|  nach 
beiden  Seiten  hin  ab,  so  erhalten  wir  die  Durchschnittspunkte  der 
zweiten  Axe  mit  der  conjugirten  Hyperbel. 

Da  die  beiden  Dreiecke  AMx  und  ^Mx  die  gemeinschaftliche 
Seite  Mx  haben,  so  verhalten  sich  ihre  Flächen  wie  die  Höhen  auf 
diese  Seite  d.  h. 


176  Zweiter  Abschnitt. 

Da   aber   die   beiden  Dreiecke  AMl^^  und  AM^   dieselbe  Hohe    ^^^ 

haben,  so   verhalten  sich  ihre  Flächen  wie  die  Grundlinien  zu  dieser 
Höhe,  d.  h. 


folglich  wird 


oder 


/\AMx  ^/^ÄMj' 

m 

ÄM.Ax.täxKp  Mx^  .  M^^ 


Mx  ,  31^  AM. A^,  sin  (p 

oder 

MA^  .Ax.Ai.sm^(p  =  Mx.  Mx^ .  Ml .  JJfg^ , 
d.  h. 

I^  AB .  sin  9)  =  a^ 

Zweitens  ist  das  Quadrat  der  Entfernung: 

MA^  =  {Mx'f  +  (JfSO'; 
da  aber 

Mx^  _  £:4 .  ^^  _  ^A 
Mx   ~  {x  '  Mi         xi  ' 

so  wird 

MA^  =  Mx.MxK^^  +  Mi.MlK'l~y 

oder  wenn  wir  setzen: 

iHr  lA^lx  +  xA    und  für  a;^  =  xg  +  M 
MA^  =  a^  —  y'  +  Mx.  MxK^r^  +  Mi  .  MV  .  ^-f ,   woraus  folgt: 

M^»_(««_6*)=^.J|f^i.Jlf|.4.^.Jlfg..J|f^i==|f^'(a:S)* 

=  AI .  -4a;  =  J?*;         also 
n\  ^*  —  JB*  =  a»  —  fc^ 

Ziehen  wir  noch  die  Normale  in  dem  Hyperbelpunkte  Ay  welche 

die  Axen  respective  in  ^  und  S3  treffen  möge,  so  zeigt  die  Äehnlich- 

keit  der  Dreiecke: 

Aid       x'M 


^A~  ^x' 
«a:»        Ai'        4S»  4  3f 


und 

r 

also 


x'A        i'B        Ai'        xM^ 

«ar»         S^      j       or    1        ^M .  Mi' 
lüTi  =  ^i>    oder  nxV«=  ^ r^^ —  , 


folglich : 


Der  KegelscliDitt  als  Erzeugniss  projectivischer  Gebilde.    §.  33.  34.      177 


Ä^        Mx .  Mx^       a« 

UA        iM.  M^'       fe« 

1^ 

^93        a»                 . 

Da  aber  auch: 

flA        SHx'        ^M        ^A 

Ax         x^A        xM        ^A 

2\  ^A.Af8  =  BK 

Wir   übergehen   die  Erörterung   einiger   anderer   metrischer  Be- 
ziehungen, welche  die  Figur  liefert,  wie  z.  B. 

gjf  _ix Mx 

M^^       xA       xx^ 

m'Mi^  =  Mx.x^%  =  ¥ 
Mx  .  Mx^  =  a* 
Mx  ~3m  =a^  +  b^  =  const.  u.  s.  w.   (§.  35). 

Die  Gonstruction  der  Längen  a  und  b  ist  vermöge  der  beiden 
Relationen  Mx  .  Mx^  =  a*  und  |  Jf ,  M^^  =  &^  auf  die  elementare 
Aufgabe  zurückgeführt:  „ein  gegebenes  Rechteck  in  ein  Quadrat  zu 
verwandeln";  in  der  von  uns  betrachteten  Figur  (Fig.  50)  treten  diese 
Längen  selbst  nicht  so  unmittelbar  auf,  wie  bei  der  Ellipse  (Fig.  48), 
und  es  knüpft  sich  hieran  aucb  nicht  eine  so  einfache  Gonstruction 
der  Hyperbel  durch  Punkte,  wie  dort;  wir  können  dieselbe  aber  um 
so  eher  entbehren,  als  die  Tangenten  und  Punkte  der  Hyperbel  mit 
Hülfe  der  Asymptoten,  wie  wir  schon  früher  gesehen  haben,  in  der 
einfachsten  Weise  sich  ermitteln  lassen. 

§.  34.    Bestüomong  solcher  Pimkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts, 
für  welche  das  zugehörige  Strahlsystem  ein  gleichseitig- 

hyperbolisches  wird. 

Wir  haben  (Seite  139)  gesehen,  dass  jeder  Punkt  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnitts  ak  Mittelpunkt  eines  bestimmten  dem  Kegelschnitt 
zugehörigen  Strahlsystems  aufgefasst  werden  kann,  und  dass  dasselbe 
hyperbolisch  ist,  wenn  der  Punkt  ausserhalb  des  Kegelschnitts  liegt, 
indem  die  beiden  aus  ihm  an  den  Kegelschnitt  gelegten  Tangenten 
die  Asymptoten  dieses  Strahlsystems  sind ;  wir  wollen  jetzt  insbesondere 
solche  Punkte  in  der  Ebene  aufsuchen,  für  welche  das  zugehörige 
Strahlsystem  gleichseitig- hyperbolisch  wird.  Da  beim  gleichseitig- 
hyperbolischen Strahlsystem  die  Asymptoten  rechtwinklig  zu  einander 
sind,    so  kommt  die  vorliegende  Frage   darauf  hinaus,   den  Ort  des 
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Schnittpunktes  zweier  zu  einander  rechtwinkliger  Tangenten  des  Kegel- 
schnitts aufzusuchen.     Betrachten  wir  zuerst 

a)  die  Ellipse  und  fassen  irgend  zwei  parallele  Tangenten  auf, 
welche  in  den  Punkten  r  und  q^  berühren,  die  den  unendlich-entfernten 
entsprechen,  so  können  wir  diese  als  die  X^äger  zweier  die  Ellipse 
erzeugenden  Punktreihen  ansehen,  welche  (S.  116)  ungleichlaufend  sein 
müssen;  jede  Tangente  der  Ellipse  schneidet  also  die  entsprechenden 
Hälften  der  beiden  Träger  in  zwei  Punkten  j  und  j^  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  das  Rechteck: 

rj  .  q^ji  =  const. 

ist,  und  da  die  Punktreihen  ungleichlaufend  sind,  so  müssen  die 
Strecken  rj  und  q^Ji  gleich  gerichtet  sein;  werden  insbesondere  die 
beiden  Seiten  dieses  constanten  Rechtecks  gleich,  so  erhalten  wir  eine 
dem  Durchmesser  rq^  parallele  Tangente,  welche  mithin  auf  den 
Tangenten  in  r  und  q^  Stücke  abschneidet,  die  dem  halben  conju- 
girten  Durchmesser  zu  rqi  gleich  sind;  "bezeichnen  wir  diesen  mit  JB, 
während  rq,  =2A  ist  oder,  wenn  M  die  Mitte  von  rq^  ist,  Mx  =  Aj 
so  ist: 

rj.qiJi  =  j5^ 

\  Yig.  61.  Ziehen  wir  noch  durch  M 

\  \  /  eine  Parallele  zu  den  Tangenten 

\  \  A*  in  r  und  q^,  so  sind  die  beiden 

\  \/      vt^  '  durch  M  gehenden  Strahlen  zwei 

vr^^^^   x\  eonjugirte  Durchmesser  der  El- 

\ — 'C<\  \  ^\       ~       Hpse,  deren  Richtungen  Mp  und 

WJ       \  \    '\  Mn  sind  (Fig.  51). 

^^^    ^\        \  -\-H Hätten  wir  nun  zwei  recht- 

f/\  ^\        ^\         ^\l  winklige  Tangenten  der  Ellipse, 

\  \  \  so  müssten  die  zu  ihnen  paral- 

\  \  \  y       \  lelen  Tangenten  ebenfalls  recht- 

V  — '  \  winklig    sein,    also    diese    vier 

Tangenten  ein  der  Ellipse  um- 
schriebenes Rechteck  bilden;  die  Diagonalen  eines  Rechtecks  sind  aber 
gleich,  und  sie  sind  zugleich  (S.lß4)  die  Richtungen  eines  Paares  conjugirter  , 
Durchmesser.  Denken  wir  uns  das  vorhin  beliebig  angenommene  Paar  con- 
jugirter Durchmesser  Mp  und  Mx  als  die  Diagonalen  eines  solchen  der 
Ellipse  ui^schriebenen  Rechtecks,  so  müsste  eine  Seite  desselben  auf  den 
beiden  Durchmessern  Mp  uud  Mn  gleiche  Stücke  abschneiden,  d.  h. 
es  wäre  eine  Tangente  zu  suchen,  welche  die  beiden  coojugirten 
Durchmesser  in  zwei  solchen  Punkten  p  und  n  träfe,  dass  Mp  =  J/sr 
würde;    der  Punkt^/?    (und    ebenso  n)  würde   dann    der  «Schnittpunkt 


Der  Kegelscbnitt  als  Erzeugniss  projectivischer  Gebilde.    §.  34.  179 

zweier  rechtwinkligen  Tangenten  der  Ellipse  sein,  denn  der  Winkel 
zwischen  den  beiden  durch  p  den  conjugirten  Durchmessern  parallel 
gezogenen  Strahlen  würde  durch  die  eine  Tangente  halbirt,  und  da 
jene  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  des  dem  Punkte  p  zugehörigen 
Sirahlsystems  sind,  dessen  eine  Asymptote  die  gesuchte  Tangente  ist, 
so  halbirt  die  andere  Asymptote,  d.  h.  die  zweite  durch  p  gehende  • 
Tangente  den  Nebenwinkel,  steht  also  auf  der  ersten  senkrecht;  das 
dem  Pimkt  p  zugehörige  Strahlsystem  würde  also  ein  gleichseitig-hyper- 
boUsches  sein.  Um^  zu  finden,  haben  wir  Mp  =^  Mn  und  wegen  der 
Parallelität  r|?  =  t  J  ;  C|,2>  =  q,Ji,  also 

es  ist  aber: 

X  p  =  Mp  —  Ä 
(\iP  ^Mp  +A 

Mp^==A^    +B^. 

Da  aber  nach  dem  auf  Seite  169  II  bewiesenen  Satze: 

A^  +  B''  =  a^  +  ¥  =  const., 

so  ist  Mp  constant,  d.  h.  der  Ort  von  p  ein  Kreis,  dessen  Mittel- 
punkt mit  dem  Mittelpimkte  der  Ellipse  zusammenfallt;  wir  haben 
also  den  Satz: 

Der  Ort  des  Schnittpunktes  zweier  rechtwinkliger  Tangenten  der  Ellipse 
ist  ein  mit  derselben  concentrischer  Kreis,  dessen  Badius  =  "/a^  +  6^ 
i^y  und  welcher  dem  Bechteck  umschrieben  ist,  das  von  den  Tangenten  in 
den  Scheiteln  der  Ellipse  gebildet  tvird.  Jeder  Punkt  dieses  Ortskreises 
}iesitgt  die  Eigenschaft,  dass  das  in  Bezug  auf  die  Ellipse  ihm  zugehmige 
StraMsystem  gleichseitig-hyperbolisch  ist. 

b)  Bei  der  Hyperbel  muss  der  Beantwortung  der  Frage  die  Er- 
örterung vorangehen,  ob  es  überhaupt  rechtwinklige  Tangenten  der 
Hyperbel  giebt,  eine  Frage,  die  bei  der  Ellipse  übrig  war,  weil  es 
bei  ihr  in  jeder  Bichtung  ein  Paar  paralleler  Tangenten  giebt,  folglich 
auch  zu  jeder  Tangente  zwei  mit  ihr  rechtwinklige  Tangenten.  Wir  haben 
früher  (S.  119)  gesehen,  dass  es  nur  in  denjenigen  Richtungen  Tangenten 
an  der  Hyperbel  giebt,  welche  in  die  beiden  die  Hyperbelzweige  nicht 
enthaltenden  Scheitelräume  zwischen  den  Asymptoten  hineinfallen; 
bezeichnen  wir  denjenigen  Winkel,  in  dessen  Scheitelräumen  die  'Hy- 
perbel liegt,  durch  #   (also  (S.  166)  nach  der  vorigen  Defiinition  der 

Axen  der  Hyperbel:  tg  ^  -Ö*  ==  -  ] ,  den  Nebenwinkel  also  durch  180°  —  -ö", 

•     

und  nehmen  eine  beliebige  Tangente  der  Hyperbel  an,  deren  Bichtung 
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in  die  Nebenscheitelräume  hineinfällt,  so  wird  es,  wenn  die"  zu  ihr 
senkrechte  Richtung  auch  in  die  Nebenscheitelräume  hineinfallt,  noth- 
wendig  rechtwinklige  Tangenten  zu  der  angenommenen  geben;  hierzu 
ist  aber  erforderlich,  dass  180*^  —  -d-  >  90^,  d.  h.  -Ö-  <  90®  ist,  und 
umgekehrt  ist  ersichtlich,  dass  nur,  wenn  ^  <  90®  ist,  rechtwinklige 
Tangentenpaare  an  der  Hyperbel  existiren,  dagegen,  wenn  ^>90", 
keine  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Tangenten  der  Hyperbel  vor- 
handen sind.  Wenn  -9-  =  90®,  d.  h.  die  Hyperbel  eine  gleichseitige 
ist,  so  giebt  es  nur  ein  einziges  Paar  zu  einander  rechtwinkliger 
Tangenten,  nämlich  die  Asymptoten;  ihr  Schnittpunkt  ist  der  einzige 
Punkt  der  Ebene  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  das  ihm  zuge- 
hörige Strahlsystem  in  Bezug  auf  die  Hyperbel,  in  diesem  Falle  also 
das  System  der  conjugirten  Durchmesser,  gleichseitig-hyperbolisch  ist. 
Wenn  dagegen  -ö-  <  90®  oder  nach  dem  Obigen  5  <  a,  so  giebt  es 
eine  Menge  von  Rechtecken,  die  der  Hyperbel  umschrieben  sind,  und 
der  Ort  ihrer  Ecken  lässt  sich  ganz  analog,  wie  bei  der  Ellipse  ermitteln. 
Fassen  wir  nämlich  wieder  zwei  parallele  Tangenten,  die  in  den  End- 
punkten eines  Durchmessers  rq^  berühren,  als  Träger  der  die  Hyperbel 
erzeugenden  Punktreihen  auf,  so  müssen  diese  (S.  116)  gleichlaufend 
sein  oder,  wenn  jj^  irgend  ein  Paar  entsprechender  Punkte  derselben 
sind,  die  Strecken  rjc  imd  q^^^  entgegengesetzt  gerichtet  sein;  der  abso- 
lute Werth  des  Rechtecks  aus  diesen  beiden  Strecken  muss  constant 
sein;  eine   durch  den  Mittelpunkt  M  zwischen  rq^  gehende  Tangente, 

d.  h.  eine  Asymptote  der 
^^        Hyperbel,  schneidet  auf  den 
beiden     Trägem    gleiche, 
aber    entgegengesetzt  ge- 
richtete Strecken  ab,  und 
eine  solche  ist  nach  dem 
Vorigen  (S.  174)  die  Lange 
des    halben    dem    Durch- 
messer X(\i  conjugirten 
Durchmessers  der  Hyper- 
bel; .bezeichnen  wir  diesen 
mit  £  und  Mx  mit  A,  so 
ist  also: 
rE.j,q,  =  B»        (Fig.  52). 

Ziehen  wir  noch  durch  M  eine  Parallele  zu  den  Tangenten  in  r 
und  q^,  so  haben  .wir  in  M  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  der 
Hyperbel,  und  genau  ebenso,  wie  im  vorigen  Falle,  ist  eine  solche 
Tangente   der   Hyperbel   zu   suchen,   welche   auf  jenen   zwei   gleiche 


Fig.  62. 
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Strecken  Mp  «=  Mn  abschneidet;  triflft  dieselbe  in  j  und  J^  die  Träger 
der  beiden  Punktreihen;  so  ist  wegen  der  Parallelität: 

vp  =  Xi        und       jpqi=Jiqi 

X2J  =  xM  —  pM  2^qi  ^pM-^-  31c\i 

^A    —  pM  ^pM-\-A 

n>'P^i  =  rj  .  E^q,  =  JB^  =  ^*  -  {pUf 

Mp"  ^A^  —  B^  =  a^  —  V  =  const.       (S.  176,  \V\ 

folglich,  da  a>  b  angenommen  ist,  der  Ort  des  gesuchten  Punktes  p 
ein  mit  der  Hyperbel  concentrischer  Kreis.  Wir  schliessen  hieraus 
folgendes  Resultat: 

Der  Ort  des  Schnittpunktes  zweier  redittvinkliger  Tcmgenten  der  Uy- 
licrbel  isty  wenn  a  >  6,  ein  mit  der  Hyperbel  concentrischer  Kreis ^  dessen 
liadias 

=  ]/a«  -~fc^     ist. 

Jeder  Punkt  dieses  Kreises  besitzt  die  Eigensdiaft,  dass  das  in  Bezug 
auf  die  Hyper^l  ihm  zugehörige  Strahlsystem  ein  gleiehseitig-hyperbolisdies 
ist.  Wenn  a  =  b,  d.  A.  die  Hyperbel  eine  gleichseitige  ist,  so  zielit  sich 
dieser  Kreis  auf  einen  Punkt  zusammen  (hat  den  Badius  0),  den  Mittel- 
puM  der  gleichseitigen  Hyperbei;  tvenn  a  <b,  so  giebt  es  keine  zwei  zu 
einander  rechtwinklige  Tangenten  der  Hyperbel  (der  Ortskreis  wird  imaginär), 
dagegen  für  die  conjugirte  Hyperbel  ist  der  Ort  ihres  Schnittpunktes 
ebenfalls  ein  Kxeis  mit  dem  Mittelpunkt  M  und  dem  Radius  1/6*  -*-  a*. 
c)  Bei  der  Parabel  giebt  es  keine  zwei  parallele  Tangenten,  son- 
dern in  jeder  beliebigen -Richtung  eine  und  nur  eine  Tangente;  folglich 
existiren  keine  der  Parabel  .umschriebenen  Rechtecke,  wohl  aber  un- 
zählig viele  rechte  Winkel,  deren  Schenkel  die  Parabel  berühren;  um 
den  Ort  ihrer  Scheitel  zu  finden,  haben  wir  das  in  den  beiden  vorigen 
Fällen  angewendete  Mittel  nicht  zur  Verfügung,  weil  es  keine  zwei 
parallele  Tangenten  der  Parabel  giebt,  welche  als  Träger  der  sie 
erzeugenden  Punktreihen  aufgefasst  werden  könnten.  Die  Parabel  wird 
immer  von  zwei  projectivisch- ähnlichen  Punktreihen  erzeugt,  d.  h. 
wenn  i%^  und.  ^^^  ii^end  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  sind,  so 

ist  das  Verhältniss  ^-^  =  const.     Bezeichnen   wir   mit  c  und  f.    den 

Schnittpunkt  der  beiden  Träger  und  mit  t^  und  f  die  entsprechenden 
Berührungspunkte,  so  ist  also: 

und  wenn  j  zwischen  f  c  liegt,  so  liegt  J|  zwischen  fi  c^.  Wir  können 
nun,  um   die  Untersuchung  der  vorliegenden  Frage  zu  vereinfachen, 
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zwei  solche  Tangenten  der  Parabel  als  Träger  zweier  erzeugtoden 
Punktreihen  auswählen,  für  welche  die  projectivisch-ähnlichen  Punkt- 
reihen projectivisch-gleich  werden,  also  ff  =  f^  j^^  was  immer  der  Fall  ist, 
sobald  fc  =  fiCi  ist  Verbinden  wir  den  Schnittpunkt  zweier  Tangenten 
cfi  mit  der  Mitte  der  Berührungssehne  fe^,  so  ist  diese  Verbindungs- 
linie bekanntlich  allemal  ein  Durchmesser,  geht  also  bei  der  Parabel 
durch  den  unendlich -entfernten  Punkt  derselben;  soll  nun  fc  =  f^Cj 
sein,  so  muss  die  Berührungssehne  fe^  senkrecht  stehen  auf  dem  durch 
den  Schnittpunkt  cfj  gehenden  Durchmesser  der  Parabel,  also  die 
ganze  Schaar  der  zu  fe^  parallelen  Sehnen,  deren  Mitten  auf  dem 
Durchmesser  liegen,  insbesondere  auch  die  zu  fc^  parallele  Tangente, 
muss  senkrecht  stehen  auf  diesem  durch  ihren  Berührungspunkt  gehenden 
Durchmesser,  oder  wie  wir  oben  gesehen  haben,  dieser'  Durchmesser 
muss  die  Axe  der  Parabel  sein.  Zwei  solche  Tangenten  der  Parabel, 
welche  sich  auf  ihrer  Axe  treflFen,  sind  daher  als  die  Träger  zweier 
projectivisch-gleich  er  Punktreihen  aufzufassen,  die  die  Parabel  erzeugen. 
Das  dieser  Axe  zugehörige  Punktsystem  in  Bezug  auf  die  Parabel 
ist  natürlich  ein  gleichseitig-hyperbolisches,  weil  sein  Mittelpunkt  und 
ein  Asymptotenpunkt  im  unendlichen  liegen;  der  andere  endliche 
Asymptotenpunkt  ist  der  Sdieitel  der  Parabel.  Die  von  irgend  einem 
Punkte  der  Axe  ausserhalb  der  Parabel  an  dieselbe  gelegten  beiden 
Tangenten  bilden  gleiche  Winkel  mit  der  Axe  und  haben  ihre  Be- 
rührungspunkte in  gleichem  Abstände  von  dem  Schnittpunkte,  woraus 
denn  die  vollkommene  Symmetrie  der  Parabel  in  Bezug  auf  ihre  Axe 
erhellt.  Wir  wollen  aber  denjenigen  besonderen  Punkt  der  Axe  auf- 
suchen, für  welchen  das  Tangentenpaar  einen  rechten  Winkel  bildet, 
der  also  zu  dem  gesuchten  Orte  gehört.     Es  giebt  nur  einen  solchen; 

und  er  «wird  leicht  gefunden,  in- 
dem wir  die  zur  Axe  unter  45^  ge- 
neigten Tangenten  der  Parabel  auf- 
suchen, welche  sich  in  diesem  Punkte 
der  Axe  treflFen.  Diese  besonderen  bei- 
den Tangenten  sollen  als  Träger  der 
die  Parabel  erzeugenden  projectivisch- 
gleichen  Punktreihen  aufgefasst  werden, 
und  es  ist  einleuchtend,  dass  sie  ihrer 
eigenthümlichen  Beschaffenheit  wegen 
am  einfachsten  zur  Beantwortung  der 
vorliegenden  Frage  führen  werden.  In 
der  That,  sei  (Fig.  53)  cf^  ihr  Schnitt- 
^*  punkt,  und  seien  f  und  c^  ihre  Berührungs- 


Fig.  58. 
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puidcte,    also  cf«=Cifi  und  Z- fcc^  =  90®,  die  Mitte  der  Berührungs- 
Behne  fe^  sei  Fy  also  \^F  die  Axe  der  Parabel  und  ei^-=jFf,  weil 

/.fe-F— 45«  ist; 
tragen  wir  femer  eine  beliebige  Strecke  f  j  von  f  aus  auf  fc  ab  und 
die  gleiche  Strecke  f^Ji  von  f^  auf  fiCj,  so  ist  jj^  eine  Tangente  der 
Parabel.     Aus  dieser  Construction  geht  die  Congruenz   der  Dreiecke 
fji^  und  fiJiJP  hervor,  weil  sie  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen 
Winkel  (45«)  gleich^haben;  es  folgt  daher  eF=  j.Fund  L  iF^,  =  90«, 
also  jeder  der  beiden   andern  Winkel  des  Dreiecks  ^Fl^  beträgt  45«. 
Nun  treffen  die  Verlangerungen  von  Fl  und  F^i  die  Träger  der  er- 
zeugenden beiden  Punktreihen,  weil  F  auf  der  Berührungssehne  liegt, 
in  zwei  neuen  entsprechenden  Punkten  ^^^  (S.  93),  deren  Verbindungs- 
linie ebenfalls  eine  Tangente  der  Parabel  sein  muss  (was  auch  daraus 
unmittelbar   erhellt,   dass    sich  c^  =  c^^i   ergiebt).      Die  vier  Punkte 
Jji,  9^1  haben  eine  solche  Lage  in  der  Ebene,  dass  jeder  der  HöIien- 
punkt  des  von  den   drei  ai\ßem  gebildeten  Dreiecks  ist,   denn   in   dem 
Dreieck  {^^^    steht  Qi^^   auf  t)i  senkrecht  (in  e),   und  auch  \^i^  auf 
9i£  (in  F)^  also  ist  j:^   der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  £t)^i,  und  folg- 
lich  steht  auch  n^  auf  ^t)i  senkrecht,  d.  h.  wir  haben  zwei  neue  zu 
einander  senkrechte  Tangenten  der  Parabel  gefunden,  die  sich  in  P 
treffen.     Verändern   wir   die    willkürlich   angenommene  Tangente  jj^ 
der  Parabel,  so  erhalten  wir  sämmtliche  Paare  rechtwinkliger  Tangenten 
derselben  und  können  nun  leicht  den  Ort  ihrer  Schnittpunkte  P  er- 
mitteln.    Da  nämlich  r.   der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  j^^^  ist,  so 
li^en   die   vier  Punkte   J^iPc    auf  einem  Kreise,  und  es  ist  /.Pe^i 
=  Z- Pj^i  ==  45«,    also    liegt   P    auf    derjenigen   Halbirungslinie    des 
Winkels  zwischen  den  beiden  Trägem,  welche  senkrecht  auf  der  Parabel- 
axe  steht;  diese  gerade  Linie  bleibt  aber  fest,  während  wir  die  Tangente 
££1  verändern,  und  wir  erhalten  daher  folgendes  Resultat: 

Der  Ort  des  Scheitels  eines  rechten  Winkels,  dessen  Schenkel  Tangenten- 
paare  einer  Parabel  ^nrf,  ist  eine  gerade  Linie,  welche  senkrecht  stellt 
auf  der  Axe  der  Parabel  in  demjenigen  Punkte,  in  welchem  die  beiden 
unter  46^  zur  Axe  geneigtere  Tangenten  der  Parahel  sich  treffen.  Jeder 
Punkt  dieser  Geraden  besitzt  die  Eigensdtaft,  dass  das  in  Bezug  auf  die 
Parabel  ihm  zugehörige  StraJdsystem  ein  gleidiseitig-hyperbolisches  ist 

Wollen  wir  dieses  Resultat  mit  dem  für  Ellipse  und  Hyperbel 
gefundenen  in  Uebereinstimmuhg  bringen,  so  können  wir  die  gefundene 
Gerade  auch  'als  einen  Kreis  mit  unendlich-grossem  Radius  ansehen, 
was  denn  vollständig  mit  dem  Umstände  harmonirt,  dass  bei  der 
Parabel  die  Längen  der  Axen  unendlich  gross  sind,  weil  ihr  Mittel- 
punkt im  Unendlichen  liegt. 
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Wir  gehen  hier  nicht  auf  weitere  Eigenschaften  der  Parabel 'ein, 
welche  sich  aus  der  betrachteten  Figur  (Fig.  53)  in  ganz  elementarer 
Weise  ergeben,  auch  nicht  auf  die  Bedeutung  der  gefundenen  Geraden 
und  des  Punktes  F^  welche  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  die  Parabel 
sind  (Leitlinie  und  Brennpunkt  derselben),  weil  wir  hierauf  bald  von 
anderer  Seite  kommen  werden. 

Nur  eine  Eigenschaft  des  gefundenen  Ortskreises  wollen  wir  noch 
berühren:  Denken  wir  uns  nämlich  irgend  ein  Tripel  conjugirter  Punkte 

Fig.  54.  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt:  xyz 

(S.  147)  und  den  Mittelpunkt  M  des- 
^  selben,  ziehen  Mx  und  bezeichnen  den 
Schnittpunkt  (Ma:,  yjBr)=a^(Fig.54), 
so  ist  Mx.Mx^  das  constante  Recht- 
eck (die  Potenz)  des  diesem  Durch- 
iaesser  des  Kegelschnitts  zugehörigen 
Punktsystems,  also  =  A?  oder  — .^*,  je  nachdem  x  und  x^  auf  der- 
selben oder  entgegengesetzten  Seiten  von  M  liegen;  den  conjugirten 
Durchmesser  zu  Mx  erhalten  wir,  indem  wir  durch  M  eine  Parallele 
zu  yz  ziehen;  wird  diese  Parallele  von  xy  in  s  getroffen,  so  muss 
eine  durch  z  zu  Mx  gezogene  Parallele  dieselbe  in  dem  conjugirten 
Punkte  s^  treffen,  so  dass  Ms .  Ms^  das  constante  Rechteck  auf  dem 
conjugirten  Durchmesser  ist  für  das  Punktsystem,  welches  diesem 
Durchmesser  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört,  also  =  B^  oder 

—  JB*,  je  nachdem  der  Durchmesser  den  Kegelschnitt  trifft  oder  nicht. 
Für  die  Ellipse  gelten  die  Werthe  A}  und  JB*,  für  die  Hyperbel  J}  und 

—  B^  oder  B^  und  —  Ä^\  in  beiden  Fällen  aber  ist  die  Summe  con- 
stant  und  zwar,  wie  wir  gesehen  haben,  gleich  dem  Quadrate  des 
Radius  B  desjenigen  Kreises,  welcher  als  der  Ort  des  Schnittpunktes 
zweier  rechtwinkligen  Tangenten  des  Kegelschnitts  gefunden  wurde,  also: 

Mx  Mxi  +  Ms .  Msi  =  JB* . 

Nun  ist  wegen  der  Parallelität: 


also: 


Ms 
Mx 

x^x 

und 

* 

JtfSi  — 

XiZ, 

Ms  .  Ms^ 

x, 

;/  .  X, « 

Mx  x^x 


welcher  Ausdruck  sich  leicht  geometrisch  ausdrücken  lässt,  indem  wir 
durch  xyz  einen  Kreis  legen  und  den  andern  Schnittpunkt  6  der  Ge- 
raden x^x  mit  diesem  Kreise  bestimmen;  dann  wird:  ^ 
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— -jf — -  =  ^ii    oder    Ms  .  Ms^^^  Mx  .Xi^] 

es  ist  aber  allgemein: 

*Xii  =  M^  —  Mxi^ 
also: 

Ms .  Ms,  +  Mx .  Mx,  =  B*  =  Jtfx .  Jf  I 

und  da  Mx .  Ml^-  die  Potenz  des  Punktes  M  in  Bezug  auf  den  um  xyz 
beschriebenen  Kreis  bedeutet,  so  folgt:  Der  Mittelpunkt  eines  Kegel- 
schnitts hat  in  Bezug  auf  den  einem  beliebigen  Polardreieck  des  Kegel- 
schnitts fi(mschrid)enen  Kreis  immer  dieselbe  Potenz,  welche  gleich  ist 
dem  Quadrate  des  Radius  desjenigen  Ortskreises,  der  die  Schnitt- 
punkte der  rechtwinkligen  Tangenten  des  Kegelschnitts  enthält.  Oder 
auch:  Der  Ortskreis  des  Schnittpunktes  rechtunnMiger  Tangentenpaare  eines 
Kegelschnitts  schneidet  jeden,  einem  bdidngen  Polardreieck  umschridHmen 
Kreis  rechtwinklig. 

Für  die  Parabel  ergiebt  sich  dies  Resultat: 

Die    sämmÜicJien  Polardreieeken   in   Bezug  auf  eiJie  Parabel  um- 
schriebenen Kreise  halben  ihre  Mittelpunkte  auf  der  Leitlinie  der  Parabel. 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich: 

Mx  .  Mx, .  Ms  .  Ms,  sin*  q>  =  a^b^ , 

wo  (p  den  Winkel  der  beiden  conjugirten  Durchmesser  bezeichnet;  oder 
wemi  man  mit  PiP^)^  die  drei  Perpendikel  aus  M  auf  die  Seiten  des 
Polardreiecks  bezeichnet  und  bemerkt,  dass 

Mx,  sin  9  =  Pi 

•n/r  *  iC,X  1 

Mx  =«j,«-^-   .-    —  — 

"'*    XiZ    Bin  (xzy) 

Mx  sin  cp  =  p«  •  —  ist 

und  nach  dem  Obigen: 

Ms  .  3f «,  x^y  .  x^z 

Mx  x^x 

80  folgt: 

a^b^  =  p.pjp^  •    .   f^ — r 

=  2.p,p^p^.r, 

wo  r  den  Radius  des  dem  Polardreieck  umschriebenen  Kreises  be- 
deutet, da  bekanntlich  im  Dreieck  das  Yerhältniss  einer  Seite  zum 
Sinns  des  gegenüberliegenden  Winkels  gleich  dem  Durchmesser  des 
umschriebenen  Kreises  ist.     (Siehe  Aufgaben  und  Sätze.)*) 

*)  Diese  S&tze  sind  zuerst  von  Fau/re  in  den  Nouyelles  Annales  de  Math^- 
matiques  tome  XIX.  p.  284  und  tome  XX  p.  55.  ausgesprochen. 
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§.  35.    Bestimmung  solcher  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts, 
für  welche  das  zugehörige  Strahlsystem  ein  circulares  wird: 

Die  Brennpunkte  des  E^elschnitts. 

Da  jßdem  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  ein  bestimmtes 
Strahlsystem  in  Bezi^  auf  denselben  zugehört^  so  entsteht  insbesondere 
die  Frage  nach  solchen  Punkten,  deren  Strahlsystem  ein  circulares 
wird,  bei  welchem  bekanntlich  je  zwei  conjugirte  Strahlen  zu  einander 
rechtwinklig  sind.  Solche  Punkte  müssen  natürlich,  falls  sie  vorhanden 
sind,  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegen^  d.  h.  es  dürfen  keine  reellen 
Tangenten  durch  sie  gehen,  weil  das  circulare  Strahlsystem  ein  be- 
sonderer Fall  des  elliptischen  Strahlsystems  ist.  Wir  können  aber 
den  Ort,  wo  wir  sie  überhaupt  zu  suchen  haben,  noch  mehr  be- 
schränken, denn  es  ist  leicht  einzusehen,  dass  sie  nur  auf  den  Axen 
des  Kegelschnitts  liegen  können.  Wäre  P  irgend  ein  nicht  auf  einer 
A^e  des  Kegelschnitts  liegender  Punkt  und  M  der  Mittelpimkt  des 
Kegelschnitts,  so  würde  dem  Durchmesser  P^  ein  conjugirj;er  Durch- 
messer zugehören,  der  nicht  zu  ihm  rechtwinklig  wäre,  und  zögen 
wir  durch  P  zu  diesem  conjugirten  Durchmesser  eine  Parallele,  so 
hätten  wir  in  P  zwei  conjugirte  Strahlen  des  dem  Punkte  P  zuge- 
hörigen Strahlsystems;  diese  wären  also  nicht  zu  einander  recht- 
winklig, folglich  das  Strahlsystem  für  P  kein  circulares  Strahlsystem. 
Wir  haben  mithin  die  Punkte  von  der  verlangten  Eigenschaft  nur  auf 
deu  Axen  zu  suchen  und  zwar  nur  auf  denjenigen  Abschnitten  der 
Axen,  welche  von  keiner  Tangente  getroffen  werden  (innerhalb  des 
Kegelschnitts  liegen).  Sei  x  ein  beliebiger  Punkt  einer  Axe  des  Kegel- 
schnitts und  X  seine  Polare,  die  in  m  senkrecht  auf  der  Axe  steht, 
dann  wird  das  ganze  dem  Punkte  x  zugehörige  Strahlsystem  in  fol- 
gender Weise  erhalten:  Wir  ziehen  einen  beliebigen  Strahl  Z  durch 
x^  welcher  in  y  die  Polare  X  treffe,  und  bestimmen  den  Pol  z  von  Z, 
welcher  nothwendig  auf  X  liegt;  während  sich  Z  bewegt,  wird  sich 
auch  iCjS?  =  y  verändern,  und  (F,  Z)  sind  immer  ein  Paar  conjugirter 
Strahlen  des  dem  Punkte  x  zugehörigen  Strahlsystems  (S.  146)5  y  und 
z  sind  gleichzeitig  ein  Paar  conjugirter  Pimkte  des  der  Geraden  X 
zugehörigen  Punktsystems,  dessen  Mittelpunkt  offenbar  u  ist  (Fig.  55); 
der  Strahl  xu  und  die  auf  ihm  Senkrechte  durch  x  sind  die  Axen  des 
Strahlsystems  für  den  Punkt  x\  wenn  nun  die  beiden  conjugirten 
Strahlen  Y  und  Z  auch  zu  einander  rechtwinklig  wären,  so  hätte  das 
Strahlsystem  für  x  zwei  Paar  Axen  und  wäre  mithin  ein  circulares 
(Seite  64).  Dies  ist  aber  für  einen  beliebig  auf  der  Axe  angenomme- 
nen Punkt  X  nicht  der  Fall,  und  wir  werden  solche  besonderen  Punkte 
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aufzusuchen    haben^    welche    diese   Eigenschaft   besitzen.      Verfolgen 
wir  das  dem  Punkte  x  zugehörige  Strahlsystem  und  das  mit  ihm  per- 

Fig.  55. 


spectivisch  liegende,  der  Polare  X  zugehörige  Punktsystem  (j/,  z)^  so 
ist,  weil  w  der  Mittelpunkt  desselben  ist,  allemal: 

uy  ,uz  =^  const.  . 

In  dem  Dreieck  xyz  ist  X'u,  eine  Höhe,  die  beiden  andern  Höhen  \jo 
und  zw  schneiden  sich  daher  in  einem  Punkte  %  der  ersteren,  d.  h. 
der  Axe  des  Kegelschnitts,  und  wir  haben  wegen  der  Aehnlichkeit 
der  Dreiecke: 

y\i  .uz  =  u%  .ux^=^  const., 

folglich  wird,  wie  wir  auch  das  Punktpaar  y,  ;»  auf  der  Polare  ver- 
ändern, der  Höhenpunkt  %  des  Tripel-Dreiecks  xyz  unverändert  bleiben; 
also  haben  wir  den  Satz  gefunden: 

Irgend  ein  fester  Punkt  x  einer  Axe  des  Kegelschnitts  kann  als 'ein 
Eck^inkt  von  unendlich  vielen  Tripeln  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  an- 
gesehen werden,  dessen  beide  andern  Eckpunkte  yz  auf  der  Polare  X  von 
X  sich  verändern;  der  Hohenpunkt  dieser  sämmtlichen  Tripel-Dreiecke 
xyz  ist  ein  und  derselbe  feste  Punkt  |  und  liegt  ebenfalls  auf  der  Axe 
des  Kegelschnitts,  auf  weicher  x  angenommen  ist. 

Da  femer  die  Punkte  v  und  w,  die  Fusspunkte  der  beiden  aus  y 
und  z  gefällten  Höhen,  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  vx  und  vy,  ebenso 
wie  wx  und  wz,  conjugirte  Strahlen  sind,  und  zugleich  rechtwinklig 
auf  einander  stehen,  so  folgt,  dass  sie  die  Axen  der  den  Punkten  v 
und  w  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehörigen  Strahlsysteme  sind. 
Die  Punkte  x  und  ^  besitzen   also   die  Eigenschaft,   dass   für  jeden 
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Punkt  P  des  über  xl^  als  Durch^iesser  beschriebenen  Kreises  die 
Strahlen  Px  und  P|  die  Axen  des  dem  Punkte  P  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  zugehörigen  Strahlsystems  sind.  Geht  insbesondere  durch 
X  (oder  |)  eine  Tangente  des  Kegelschnitts,  deren  Pol  der  Berührungs- 
punkt Pq  ist,  so  muss  Pq|  (oder  P^x)  senkrecht  auf  der  Tangente 
stehen,  d.  h.  die  Normale  in  Pq  sein;  die  Punkte  x  und  g  besitzen 
also  auch  die  Eigenschaft^  dass  sie  die  Durchschnittspunkte  von  Tangente 
imd  Normale  eines  gewissen  Kegelschnittpunktes  mit  der  in  Betracht 
gezogenen  Axe  sind,  Natürlich  auch  des  zweiten  zu  der  Axe  symme- 
trisch liegenden  Kegelschnittpunktes. 

Verändern  wir  jetzt  den  Punkt  x  auf  der  Axe  des  Kegelschnitts, 
so  verändert  sich  mit  ihm  auch  |.  Wenn  aber  einmal  das  dem  Punkte 
X  zugehörige  Strahlsystem  ein  circulares  wäre,  so  müsste  das  Dreieck 
yx0  bei  x  rechtwinklig  werden,  oder  der  Höhenpunkt  6  müsste  mit 
dem  Eckpunkt  x  zusammenfallen,  und  umgekehrt,  wenn  der  Höhen- 
punkt eines  Dreiecks  mit  einem  Eckpunkte  zusammenfällt,  so  ist  das 
Dreieck  rechtwinklig.  Wir  werden  also  zunächst  zu  untersuchen  haben, 
wie  sich  der  Punkt  5  iJait  dem  Punkte  x  verändert,  und  dann  nach- 
sehen, ob  und  wie  oft  es  vorkommt,  dass  x  und  £  zusammenfallen; 
diejenigen  Punkte,  bei  denen  dies  eintritt,  sind  von  der  gesuchten  Be- 
sehaffenheit,  dass  das  ihnen  zugehörige  Strahlsystem  ein  circulares 
wird.  Um  zu  dem  Punkte  x  den  Punkt  |  zu  finden,  haben  wir  nur 
iiöthig,  einen  beliebigen  Strähl  Z  durch  x  zu  ziehen  und  aus  dem  Pol 
z  ein  Perpendikel  auf  Z  zu  fällen,  welches  die  Axe  in  |  triflFt.  Halten 
wir  der  Einfachheit  wegen,  indem  wir  x  fortrücken,  die  Richtung  von 
Z  fest,  d.  h.  lassen  es  beständig  sich  parallel  bleiben,  so  wird  der 
Pol  2  auf  dem  zu  dieser  Richtung  conjugirten  Durchmesser  Me  sich 
bewegen,  die  Senkrechte  zw  bleibt  auch  sich  parallel,  also  das  Ver- 

hältniss  j^  ==  const.      Die  Polare  X  von  x  bleibt  ebenso  beständig 

sich   parallel,   folglich   das   Verhältniss    ^     constant,    mithin    auch 

j^  =  const.     Es   sind   aber  x  und  u  conjugirte  Punkte  des  der  Axe 

zugehörigen  Punktsystems,  dessen  Mittelpunkt  M  ist,  daher: 

Mx  .  Mu  =  const.  (=  a*  oder  h^  ; 

es    ergiebt   sich  hieraus,  dass  auch   das  Rechteck  Mx  .  Ml^  constaut 
bleibt: 

Mx  .  M^  =  const. 

oder,  was  dasselbe  sagt,  dass  die  Punkte  x  und  6  conjugirte  Punkte 
eines  neum  auf  der  Axe  befindlichen  Punktsystems  sind,  dessen  Asymptoten- 
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punkte^  wenn  es  hyperbolisch  ist^  die  gesuchten  Punkte  sein,  werden; 
deren  dem  Kegelschnitt  zugehörige  Strahlsysteme  circulare  sind. 

Auch  ohne  diese  metrischen  Beziehungen  zur  Hülfe  zu  nehmen, 
kann  man  leicht  einsehen,  dass  bei  der  vorgeschriebenen  Bewegung 
das  Punktpaar  x^  ein  Punktsystem  beschreibt.  In  der  That,  da  x 
und  u  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind,  so 
durchlaufen  x  und  u  projectivische  Punktreihen;  da  uz  beständig  senk- 
recht steht  auf  der  Axe  Mx^  so  durchläuft  z  auf  der  festen  Geraden 
Mz  eine  mit  (u)  ähnliche  Punktreihe,  also  durchlaufen  auch  z  und  x 
projectivische  Punktreihen.  Da  femer  z^  sich  ebenfalls  beständig 
parallel  bleibt,  weil  es  auf  der  unveränderten  Richtung  von  Z  senk- 
recht steht,  so  durchlaufen  z  und  ^  ähnliche  Punktreihen;  also  müssen 
schliesslich  auch  x  und  |  projectivische  Punktreihen  durchlaufen;  dass 
dieselben  aber  auch  involutorisch  liegen,  erhellt  so:  Um  zu  einem 
Punkte,  x  den  zugehörigen  |  zu  finden,  ziehen  wir  durch  x  einen  be- 
liebigen Strahl  Z  und  fällen  aus  dem  Pole  desselben  z  ein  Perpen- 
dikel auf  Z,  welches  in  ^  die  Axe  trifft.  Da  zl^  durch  z  geht,  so 
muss  der  Pol  von  z^  auf  Z  liegen.  Um  nun  den  zu  |  zugehörigen  Punkt  zu 
erhalten,  zieht  man  durch  ^  den  Strahl  ^z.xmd  fällt  aus  seinem  Pol 
ein  Perpendikel  auf  l^Z]  dies  Perpendikel  kann  nichts  anderes  als  Z 
selbst  sein,  trifft  also  in  x  die  Axe,  und  es  folgt,  dass,  wenn  ^  der 
zu  x  zugehörige  Punkt  ist,  x  der  zu  §  zugehörige  Punkt  sein  muss. 
Die  beiden  von  x  und  5  beschriebenen  projectivischen  Punktreihen 
liegen  also  involutorisch,  d.  h.  sie  bilden  ein  Punktsystem,  und  die 
Asymptotenpunkte  desselben  sind  die  gesuchten.  (Dass  M  der  Mittel- 
punkt dieses  Punktsystems  ist,  zeigt  dieselbe  Construction,  weil  er 
dem  unendlich-entfernten  Punkte  entspricht.) 

Es  giebt  also  im  Allgemeinen  auf  jeder  der  beiden  Axen  zwei 
solche  Punkte,  und  es  bleibt  noch  zu  untersuchen,  ob  (dieselben  reell 
YorÜanden,  d.  h.  die  in  der  angegebenen  Weise  auf  den  Axen  des 
Kegelschnitts  construirten  beiden  neuen  Punktsysteme  hyperbolisch 
oder  elliptisch  sind.  Da  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  M  auch 
fär  diese  beiden  neuen  Punktsysteme  Mittelpunkt  ist,  so  ist  nur  zu 
untersuchen,  ob  ein  solches  auf  einer  der  Axen  befindliches  Punkt- 
paar (x,  I)  durch  M  getrennt  wird,  oder  nicht;  im  ersten  Falle  wird 
das  Punktsystem  elliptisch,  im  zweiten  hyperbolisch  sein.  Um  aber 
ein  Punktpaar  x,  |  zu  erhalten,  haben  wir  nach  dem  Vorigen  nur 
nothig,  in  irgend  einem  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  gewählten 
Punkte  P  die  Axen  des  Strahlsystems  zu  bestimmen,  welches  dem  P 
zugehört;    diese  Axen   treffen    eine  Kegelschnittaxe   in    zwei  Punkten 
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X,  I  des.  neuen  Punktsystems  auf  ihr;  denn  lassen  wir  umgekehrt  die 
Punkte  Xy  |  das  ganze  neue  Punktsystem  durchlaufen  und  beschreiben 
jedesmal  über  xi,  als  Durchmesser  einen  Kreis,  dessen  Punkte  P  die 
oben  hervorgehobene  Eigenschaft  besitzen,  so  erhalten  wir  ein  Kreis- 
biischel,  welches  die  ganze  Ebene  stetig  erfüllt,  und  durch  jeden  be- 
liebigen Punkt  P  der  Ebene  giebt  es  nur  einen  Kreis  des  Büschels. 
Wir  schliessen  hieraus  beiläufig  folgenden  Satz: 

Denkt  man  sich  in  sämmtlichen  Punkten  der  Ebene  die  Axen  der 
Urnen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugdiiörigen  StraJdsysteffw  emiittelty 
so  schneidet  jedes  Axenpaar  die  eine  (und  ebenso  die  andere)  Axe  des 
Kegelschnitts  in  zwei  Punkten  a;|,'  deren  G&iammtJieit  ein  Punktsystem 
auf  dieser  Axe  constituirt,  van  tvelcheni  x^  allemal  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  sind. 

Hieraus  folgt  nothwendig,  dass  die  in  dieser  Weise  auf  beiden 
Axen  erhaltenen  neuen  Punktsysteme  verschiedener  Natur  sein  müssen, 
nämlich  das  eine  hyperbolisch  und  das  andere  elliptisch.  Denn  wenn 
die  Schenkel  eines  rechten  Winkels  P  die  Schenkel  eines  andern 
rechten  Winkels  M  in  zwei  Punktpaaren  reg  und  ic^g^  durchbohren, 
so  können  nicht  auf  den  Schenkeln  des  letzteren  1)  gleichzeitig  xi, 
durch  ilf  getrennt  werden  und  auch  ic^f*;  ebenso  wenig  können  2)  gleich- 
zeitig X  und  5  auf  derselben  Seite  von  M  in  dem  einen  Schenkel 
liegen  und  auch  x^  und  |^  auf  derselben  Seite  von  M  in  dem  andern 
Schenkel,  sondern  es  müssen  3)  wenn  x^  durch  M  getrennt  werden, 
x^  und  S^  auf  derselben  Seite  von  M  liegen,  oder  4)  wenn  x  und  S 
auf  derselben  Seite  von  M  liegen,  x^  und  J^  durch  M  getrennt  werden. 
Dies  lehrt  die  unmittelbare  Anschauung;  folglich  muss  das  neue  Punkt- 
system auf  der  einen  Kegelschnittaxe  elliptisch,  auf  der  andern  hyper- 
bolisch sein.  Auch  ergiebt  sich  aus  der.  unmittelbar  ersichtlichen 
metrischen  Beziehung: 

Mx.Ml  +  Mx^  .Mi^^O, 
da  Mx  .  If  S  die  Potenz  des  einen  Punktsystems  {xi,)  und  Mx^ .  üfl* 
die  Potenz  des  andern  Punktsystems  (x^SO  ^s*>  ^^^^  die  beiden  Punkt- 
systeme entgegengesetzter  Natur  sein  müssen,  weil  ihre  Potenzen  ent- 
gegengesetzt sind  und  denselben  absoluten  Werth  haben.  Bei  dem 
letzteren  existiren  nun  zwei  reelle  Asymptotenpunkte,  und  wir  erhalten 
daher  als  Antwort  auf  die  vorgelegte  Frage  folgenden  Satz: 

Es  giebt  nur  zwei  redle  Punkte  in  der  Ebene  eines  KegdschniüSj 
für  weldie  das  zugehörige  Strahlsystem  ein  circulares  wird;  diese  liegen 
auf  einer  der  Imden  Axen  des  Kegelscimitts  und  stellen  vom  Mittelpunkte 
nach  beiden  Seiten  hin  gleich  weit  ab;  sie  lieissen  die  ,, Brennpunkte^' 
des  Kegehichniits, 
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Wir  gelangen  nach  dem  VorigeA  zu  den  Brennpunkten  auch  durch 
folgende  Construction:  ^ 

Tangente  und  Normale  in  sämmtlichen  Pirnkten  eines  Kegelschnitts 
treffen  sowohl  die  eine,  als  atich  die  andere  Axe  desselben  in  Punit- 
jwaren  a:g,  weiche  auf  jeder  ein  PunMsysteni  constituiren,  von  dem  x 
und  5  immer  ein  Paar  conjugirter  Punkte  sind,  und  tvelches  den  Mittel- 
imnkt  des  Kegelschnitts  zugleich  zu  seinem  Mittelpunkte  Jiat;  tJon  diesen 
iK'iden  Punktsystemen  ist  das  eine  elliptisch  ^  das  andere  hyx^erhölisch;  die 
Asymptotenpunkte  des  letzteren  sind  die  Brennpunkte  des  Kegelschnitts^ 
(L  k  die  einzigen  reellen  Punkte  in  der  Ebene  dessellnrny  weldw  die  Eigcfi- 
^ichaft  besitzen,  dass  das  Urnen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehörige 
StraMsysteni  ein  circulares  ist. 

Suchen  wir  bei  den  drei  Gattungen  von  Kegelschnitten  die  Lage 
der  Brennpunkte  näher  zu  ermitteln ,  so  zeigt  sich  zunächst  bei 
der  Parabel;  deren  Mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt;  das  äusserst 
einfache  Verhalten;  dass  das  Punktsystem  (a;|)  auf  der  Axe  der 
Parabel  ein  gleichseitig-hyperbolisches  wird,  also  der  eine  Asymptoten- 
pankt  desselben  mit  dem  Mittelpunkte  im  Unendlichen  liegt  und  nur 
der  andere  Asymptotenpunkt  im  Endlichen  bleibt;  d.  h.  die  Parabel 
hat  nur  einen  (endlichen)  Brennpunkt,  nämlich: 

Tangente  und  Normale  in  sämmtlichen  Punkten  der  Parabel  treffen 
die  Axe  derselben  in  je  zwei  Punkten  x^,  deren  Abstand  durch  einen  und 
denselben  festen  Punkt,  den  Brennpunkt  der  Parabel^  haJbirt  wird. 

Der  zweite  Brennpunkt  der  Parabel  liegt  im  Unendlichen  mit 
dem  Mittelpunkt  und  dem  unendlich-entfernten  Parabelpunkt  vereinigt; 
die  zweite  Axe  der  Parabel  ist  die  unendlich -entfernte  Gerade  selbst: 
das  auf  ihr  hervorgerufene  Punktsystem  {xi)  ist  elliptisch;  seine 
imaginären  Asymptotenpunkte  sind  die  unendlich-entfernten  imaginären 
Kreispunkte  (S.  78). 

Um  bei  Ellipse  und  Hyperbel  die  ^*«-  ^- 

Lage  der  Brennpunkte  zu  bestimmen;  ^ 

denken  wir  uns  in  irgend  einem  Kegel- 
^^chnittpunkte  A  die  Tangente  und  Nor- 
male; welche  die  eine  Eegelschnittaxe 
in  X  und   5?  <^i®  andere  in  x^  und  6^      />      j^j»   t' 
treffen  mögen  (Fig.  56).    Liegen  nun  ^h       i 

r  und  I  auf  derselben  Seite  von  M,  so  \ 

müssen  x^  und  6^  durch  M  getrennt  \* 

werden;  es  wird  also  das  Punktsystem  \ 

;/*5)  auf  der  Axe  Mx  hyperbolisch 
^in,  und  die  Asymptotenpimkte  desselben  F  und  J^^^  oder  die  Brenn- 


^^ 


p< 


\ 
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punkte  des  Kegelschnitts  werden  auf  dieser  Axe  liegen^  während  das 
PuD^ystem  (x^i^)  auf  der  andern  Axe  elliptisch  ist.  Bezeichnen 
wir  den  Abstand  der  beiden  Brennpunkte  FF^  =  2  c,  also  MF  =  r, 
so  ist: 

Mx  ,M^  ==  c*; 

2  c  heisst  die  ExcentricUät  des  Kegelschnitts  und  lässt  sich  leicht  aus- 
drücken durch  die  Längen  der  Axen  desselben.  Fällen  wir  nämlich 
von  A  die  Perpendikel  Äp  und  Ap^  auf  die  Axen,  so  sind  px  und 
2)^ x^  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  der  den  Axen  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  zugehörigen  Punktsysteme;  diese  sind  bei  der  Ellipse 
beide  hyperbolisch,  bei  der  Hyperbel  ist  eines  hyperbolisch,  das  andere 
elliptisch;  sei  das  hyperbolische  auf  der  Axe  Mx  befindlich,*  so  haben 
wir  sowohl  für  Ellipse,  als  auch  für  Hyperbel: 

Mp  .  Mx  =  a* , 

da  p  und  x  auf  derselben  Seite  von  M  liegen  müssen;  dagegen 

Mp"^ .  Mx'  ==  6^  für  die  Ellipse, 
und  Mp' .  Mx'  *=  —  b^  für  die  Hyperbel, 

weil  im  ersten  Falle  p'  und  x'  auf  derselben  Seite  von  M  liegen 
(wie  in  der  Figur  56,  die  also  den  Fall  der  Ellipse  voraussetzt),  im 
zweiten  Falle  dagegen  p'  und  x'  durch  M  getrennt  werden.  Nu« 
zeigt  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke: 


und 


Mp        p'x'    '         Mp        p'i'  * 

Mp^  =  V^p^  »p'x'y  woraus 
Mx.Ml  =  i'M,Mx'  =  (?    folgt. 


und  ferner: 


Mx  .  Mp  =  Mx' .  ^'p' 

=  Mx'  (i'M+Mp')    also 
Mx  .  Mp  —  Mx' .  Mp'  ==  c* . 

Wir  erhalten  also: 

c*  =  a*  —  t*    für  die  Ellipse 
und  c^  ==  a*  +  b^    für  die  Hyperbel. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Brennpunkte  der  Ellipse  auf  der 
grossen  Axe  der  Ellipse  liegen,  weil  a^  —  t*  =  c*  >  o,  also  a>h 
sein  muss,  und  dass  sie  erhalten  werden,  wenn  wir  um  einen  der 
Schnittpunkte  der  kleinen  Axe  und  der  Ellipse  mit  dem  Radius  a 
der  grossen  Halbaxe  einen  Kreis  schlagen,  welcher  die  grosse  Axe 
in  den  gesuchten  Brennpunkten  F  und  F^  treffen  wird,   während  ein 
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mit  dem  Radius  b  der  kleinen  Halbaxe  um  einen  der  Scheitel  der 
anderen  Axe  geschlagener  £j*eis  die  letztere  nicht  treffen  kann.  Für 
fl  =  6  wird  die  Ellipse  ein  Kreis,  und  die  beiden  Brennpunkte  jener 
fallen  mit  dem  Kreismittelpunkte  zusammen  (c  ==  o).  Zweitens  sehen 
wir,  dass  bei  der  Hyperbel  die  Brennpunkte  auf.  derjenigen  Axe  liegen, 
welche  dieselbe  in  zwei  reellen  Punkten,  ihren  Scheiteln,  trifft,  und 
dass  wir  sie  erhalten,  indem  wir  in  den  Scheiteln  die  Tangenten 
ziehen,  die  Schnittpunkte  derselben  mit  den  Asymptoten  der  Hyperbel 
bestimmen  und  mit  der  Entfernung  eines  dieser  Punkte .  von  M  um 
den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  einen  Kreis  schlagen,  welcher  die  erste 
Axe  in  den  gesuchten  Brennpunkten  F  und  jF\  trifft.  Dass  das  Punkt- 
system {x^  S^)  auf  derjenigen  Axe  der  Hyperbel,  welche  dieselbe 
nicht  trifft,  elliptisch  sein  muss,  geht  auch  a  priori  daraus  hervor, 
dass  diese  ganz  ausserhalb  der  Hyperbel  liegt,  daher  jedem  ihrer  Punkte 
ein  hyperbolisches  Strahlsystem  zugehört,  welches  also  kein  circulares 
sein  kann. 

Wir  haben  vorhin  eines  Kreises  erwähnt,  welcher  über  der  Strecke 
x|  als  Durchmesser  beschrieben  werden  kann;  da  nun  das  Punktpaar 
x^  ein  ganzes  Punktsystem  durchläuft,  so  bilden  alle  diese  Kreise  ein 
Kreisbüschel,  dessen  Centrale  eine  Kegelschnittaxe  ist.  Beschreiben 
wir  andererseits  auch  über  a?*|^  als  Durchmesser  einen  Kreis,  so  er- 
halten wir  ein  zweites  Kreisbüschel,  welches  die  andere  Kegelschnitt- 
axe zur  Centrale  hat;  diese  beiden  Kreisbüschel  sind  conjuffirte  Kreis- 
hüschdy  d.  h.  jeder  Kreis  des  einen  Büschels  schneidet  jeden  des  andern 
rechtwinklig,  denn  diejenigen  beiden  Kreise,  welche  (Fig.  55)  über  x\ 
und  x^i^  als  Durchmesser  beschrieben  werden,  haben  den  Punkt  A 
gemein,  und  die  von  den  Mittelpimkten  dieser  beiden  Kreise  nach  A 
hin  gehenden  Radien  stehen  offenbar  senkrecht  auf  einander.  Jedes 
dieser  beiden  Kreisbüschel  hat  die  Centrale  des  andern  zur  Potenz- 
linie*) (gemeinschaftlichen  Secante),  und  zwar  das  eine  als  ideelle,  das 
andere  als  reelle  gemeinschaftliche  Secante,  d.  h.  die  Kreise  des  einen 
Büschels  (fl?5)  treffen  die  Potenzlinie  nicht,  die  Kreise  des  andern 
Büschels  ipc^i^)  geh.en  sämmtlich  durch  dieselben  beiden  festen  Punkte 
F  und  jp\,  welche  die  „Grenzpunkte"  des  ersten  Kreisbüschels  sind, 
und  haben  also  FF^  zur  reellen  gemeinschaftlichen  Secante.  Hier- 
nach können  wir  den  Satz  aussprechen:  , 

Die   beiden  Sr^npunkte  eines  Kegelschnitts  und  die  Schnittpunite 
von  Tangente  und  Nmmale  in  irgend  einem  Kegekchnittpunkte  mit  der- 


•)  Siehe  Steiner:  Einige  geometrische  Betrachtnngeu ,  Grelle* q  Journal  für  reine 
und  angewandte  Mathematik,  Bd.  I.  S.  161  'ff. 
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jenigen  Axe^  auf  welcher  die  Brennpunkte  nickt  liegen^  befinden  sich  alle- 
mal  auf  einem  Kreise;  woraus  denn  auch  eine  Construction  der  Brenn- 
punkte sich  ergiebt.  Bei  der  Parabel  geht  das  eine  der  beiden  con- 
jugirten  Kreisbüschel  in  ein  Büschel  con^entrischer  Kreise  über  und 
das  andere  zerfallt. 

Wir  haben  in  der  obigen  Figur  (Fig.  55)  zwei  Bewegungen  mit  dem 
Tripel  xyz  vorgenommen:  Einmal  hielten  wir  x  fest  und  veränderten  yz 
auf  der  Polare  X;  dabei  blieb  der  Höhenpuokt  %  des  Dreiecks  xyz  fest^  und 
die  Fusspunkte  v  und  w  zweier  Höhen  beschrieben  einen  Kreis  über  a;£ 
als  Durchmesser.  Veränderten  wir  x  auf  der  Kegelschnittaxe,  so  erhielten 
wir  das  Kreisbüschel  {x^)  und  für  die  andere  Kegelschnittaxe  das  con- 
jugirte  Kreisbüschel  {^x^  |^ ).  Zweitens  bewegten  wir  aber  in  dem  Tripel  xyz 
den  Strahl  xy  =  Z  parallel  mit  sich  fort  und  fällten  aus  z  das  jedes- 
malige Perpendikel  auf  Z.  Der  Fusspunkt  w  desselben  beschreibt  bei 
dieser  Bewegung  eine  gleichseitige  Hyperbel,  welche  durch  die  beiden 
reellen  und  die  beiden  imaginären  Brennpunkte  des  Kegelschnitts  hin- 
durchgeht. Verändern  wir  dann  die  Richtung  von  Z,  so  erhalten  wir 
ein  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln,  welches  mit  den  beiden  conju- 
girten  Kreisbüscheln  in  engem  Zusammenhange  steht  (siehe  §.  51). 

Wir  können  in  gewissem  Sinne  von  drei  Axen  eines  Kegelschnitts 
sprechen,  indem  wir  zu  den  beiden  endlichen  Axen  die  unendlich- 
entfernte  Gerade  G^  hinzufügen  und  also  das  Tripel  conjugirter 
Strahlen,  deren  zwei  die  endlichen  Axen  des  Kegelschnitts  sind,  ver- 
vollständigen; dann  würde  also  der  Kegelschnitt  drei  Mittelpunkte 
haben,  von  denen  zwei  im  Unendlichen  liegen,  und  sechs  Brennpunkte, 
nämlich  die  Doppelpunkte  der  drei  Punktsysteme  (xl^)  auf  den  drei 
Axen;  von  diesen  Punkt^stemen,  welche  entstehen  durch  die  Schnitt- 
punkte (xl^)  sämmtlicher  Axenpaare  aller  dem  Kegelschnitt  zuge- 
hörigen Strahlsysteme  in  der  Ebene,  sind  aber  immer  zwei  elliptisch 
und  nur  eines  hyperbolisch,  also  von  den  sechs  Brennpunkten  nur 
zwei  reell.  Wir  erwähnen  diese  Auffassung,  weil  sie  bei  manchen 
geometrischen  Untersuchungen  zur  Aufklärung  von  Paradoxen  dient, 
die  sonst  nicht  erklärt  werden  können.  Beim  sphärischen  Kegelschnitt 
z.  B.  treten  diese  drei  Axen,  weil  das  Operationsfeld  der  Kugel  keine 
unendlich-entfernten  Pimkte  besitzt,  ganz  bestimmt  hervor.*) 

Wir  können  uns  auch  auf  der  unendlich-entfernten  Geraden  ein 
Punktsystem  denken*  welches  ihr  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zu- 
gehört; dies  wird  bestimmt  durch  das  dem  Mittelpunkte  des  Kegel- 
schnitts zugehörige  Strahlsystem  (der  conjugirten  Durchmesser)   und 


*)  Vergl.  Heinrich  Vogt:  Der  sphärische  Kegelschnitt,  Inaug.-Diss.  Breslau  1871. 
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ist  elliptisch;  wenn  der  Kegelschnitt  Ellipse,  hyperbolisch,  wenn  er 
Hyperbel  ist,  wo  dann  die  Asymptoten  des  Kegelschnitts  durch  die 
Asymptotenpunkte  jenes  Punktsystems  auf  G^  gehen.  Da  insbesondere 
beim  Kreise  das  System  der  conjugirten  Durchmesser  ein  circulares 
Strahlsystem  ist,  d.  h.  aus  lauter  Paareg  rechtwinkliger  Strahlen  be- 
steht, so  wird  far  jeden  Kreis  in  der  Ebene  auf  G^  dasselbe  Punkt- 
system bestimmt;  da  nun  die  Asymptotenpunkte  dieses  Punktsysteme 
immer  die  Schnittpunkte  der  G^  mit  dem  Kegelschnitt  sind,  so  können 
wir  in  gewissem  Sinne  sagen:  Alle  Kreise  der  Ebene  gehen  durch  die-, 
selben  beiden  imaginären  Punkte  der  unendlich-entfernten  Geraden,  d.  h. 
für  uns  nichts  anderes  als:  Das  der  unendlich-entfernten  Geraden  für 
alle  Kreise  der  Ebene  zugehörige  Punktsystem  ist  identisch  dasselbe, 
circulare.  Die  beiden  imaginären  Kreispunkte  auf  der»  unendlich-ent- 
fernten Geraden  sind  bereits  auf  S.  78  erwähnt  und  erklärt  worden. 
Nach  der  letzten  Bemerkung  sind  also  die  beiden  imaginären  Kreis- 
ptinläe  auf  der  unendlich-entfernten  Geraden  als  ein  Paar  imaginärer 
Brennpunkte  für  jeden  beliebigen  Kegelschnitt  in  der  Ebene  aufzu- 
fassen. 

§.  36.    Einige  Eigenschaften  der  Eegelsclmitte,  welche  sich  auf  ihre 

Brennpunkte  beziehen. 

Die  eigenthümliche  Beschaffenheit  der  Brennpunkte  führt  zu  sehr 
einfachen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte,  welche  zu  den  ältesten  und 
bekanntesten  gehören.  Wir  wollen  dieselben  hier  nur  kurz  aus  unserer 
Definition  der  Brennpunkte  ableiten.  Da  das  Punktsystem  (ajj), 
dessen  Asymptotenpunkte  die  Brennpunkte  FF^  des  Kegelschnitts 
sind,  durch  Tangente  und  Normale  sämmtlicher  Kegelschnittpunkte 
P  auf  der  Axe,  welche  die  Brennpunkte  enthält,  fixirt  wird,  so  bilden 
die  Tangente  und  Normale  irgend  eines  Punktes  P  des  Kegelschnitts 
und  die  beiden  Strahlen  PF,  PF^  nach  den  Brennpunkten  hin  vier 
harmonische  Strahlen,  und  da  Tangente  und  Normale  zugeordnete 
Strahlen  sind  und  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  halbiren  sie  (S.  16) 
die  Winkel  zwischen  den  Strahlen  PF  und  PF^y  also  erhalten  wir 
den  Satz: 

Die  Tangente  {und  Normale)  in  jedem  Punkte  des  Kegelschnitts 
bildet  gleiche  Winkel  mit  den  beiden  Strählen,  welche  von  diesem  PufJcte 
nn(h  den  Brennpunkten  des  Kegelschnitts  gehen. 

Hieraus  erklärt  sich  (wenigstens  für  Ellipse  und  Parabel)  der  Name 
Brennpunkte,  indem  nach  dem  bekannten  Reflexionsgesetz  die  von  einem 
Brennpunkte  des  Kegelschnitts  ausgehenden  (Licht-  oder  Wärme-)  Strahlen, 
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welche  an  der  Peripherie  des  Kegelschnitts  reflectirt  werden,  in  dem 
andern  sich  wieder  vereinigen.  Bei  der  Parabel  werden  alle  von  dem 
(endlichen)  Brennpunkte  ausgehenden  Strahlen  durch  dieselbe  parallel 
zur  Axe  reflectirt,  weil  der  zweite  Brennpunkt  im  Unendlichen  liegi. 
Ueberhaupt  gestalten  sich  dj^  Focaleigenschafteni  bei  der  Parabel  am 
einfachsten,  und  wir  wollen  sie  daher  zuerst  kurz  ableiten.  Das  dem 
Brennpunkte  zugehörige  Strahlsystem  der  Parabel  ist  ein  circulares; 
bestimmen  wir  die  Polare  des  Brennpunktes,  welche  Leitlinie  (Direc- 
trix)  der  Parabel  heisst  und  um  ein  gleiches  Stück,  wie  der  Brenn- 
punkt von  dem  Scheitel  der  Parabel  nach  entgegengesetzter  Seite  hin 
absteht  (weil  das  der  Axe  zugehörige  Punktsystem  auch  ein  gleich- 
seitig-hyperbolisches ist),  ausserdem  in  diesem  Punkte  senkrecht  auf 
der  Axe  steht)  so  wird  die  Verbindungslinie  irgend  eines  Punktes  H 
der  Leitlinie  mit  dem  Brennpunkt  F  senkrecht  stehen  auf  der  durch 
F  gehenden  Polare  von  i2;  diese  schneidet  aber  die  Parabel  in  zwei 
reellen  Punkten  P  und  P^,  weil  der  Brennpunkt  F  innerhalb  der  Pa- 
rabel liegt,  und  RP  und  RP^  sind  die  Tangenten  in  diesen  Parabel- 
punkten. Ziehen  wir  durch  P  eine  Parallele  zur  Axe,  und  schneidet 
dieselbe  die  Leitlinie  in   Q  (Fig.  57),    so  halbirt   nach   dem  Vorigen 

die  Tangente  PR  den  Winkel  FPQ ; 
PQ  steht  aber  senkrecht  auf  der  Leit- 
linie S,  folglich  sind  die  beiden  Drei- 
ecke RPQ  und  RPF,  weil  sie  alle 
Winkel  gleich  haben  und  eine  Seite 
RP  gemeinschaftlich,  congruent;  mit- 
hin ist  PF=PQ;  dasselbe  gilt  vom 
Punkte  P^  und  überhaupt  von  allen 
Punkten  der  Parabel,  wenn  wir  R  auf 
der  Leitlinie  fortrücken  lassen.  Hier- 
aus ergiebt  sich  die  bekannte  Ent- 
steh'ungs weise  der  Parabel: 

Alle  Punkte  der  Ebene  ^  welche  von 
einem  festen  Punkt  F  und  einer  festen 
Geraden  ß  gleich  weit  erstehen,  liegen 
auf  einer  Parabel,  welche  F  zum  Brennpunkt  nnd  S  mr  Leitlinie  hat. 
Da  femer  RF  =  RQ=Q^R  und  FQ  senkrecht  auf  RP  steht 
und  durch  diese  Gerade  halbirt  wird  in  jp,  wie  aus  der  Figur  hervor- 
geht, so  wird  bei  der  Bewegung  von  ü,  weil  Q  auf  der  festen  Geraden 
S  sich  bewegt  imd  immer  Fp  =  ^FQ  ist,  der  Punkt  P  sich  auf  einer 
mit  2  parallelen  Geraden,  welche  den  Abstand  des  Brennpunktes  F 
von  S  halbirt,  fortbewegen;  diese  Gerade  ist  die  Tangente  im  Scheitel 


Fig.  57. 


Der  Kegelschnitt  als  Erzeugnias  projectivischer  Gebilde.    §.  36.  197 

S  der  Parabel  und  p  der  Pusspunkt  eines  vom  Brennpunkte  auf  eine 
beliebige  Tangente  gefällten  Perpendikels^  also: 

Die  FiiSspunJcte  der  aus  dem  Brennpunkt  auf  sämmtliche  Tangenten 
der  Parabel  geßlUen  Perpendikel  liegen  auf  einer  Geraden ,  der  Tangente 
im  Scheitel y  oder: 

Wenn  ein  rechter  Winkel  sich  so  in  der  Ebene  bewegt,  dass  sein 
Scheitel  auf  einer  festen  Geraden  fortrückt  und  der  eine  Schenkel  durch 
einen  festen  Punkt  läuft ,  so  umhüllt  der  andere  SchenJcd  eine  Parabel. 

Hieraus  ergeben  sich  einfache  Gonstructionen  der  Punkte  und 
Tangenten  der  Parabel;  sobald  dieselbe  durch  Brennpunkt  und  Leit- 
linie gegeben  ist;  auf  deren  Ausführung  wir  hier  nicht  eingehen  wollen. 

Da  ferner  L  QRP  =  L  PRF  und  ebenso  L  Q^RP"^  =  L  P'RF 
und  QRQ^  in  gerader  Linie  liegen,  so  ist  L  PRP^  =  90^,  also  die 
Leitlinie  der  Parabel  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  aller  redttmnkligen 
Tangentenpaure  derselben  (S.  183). 

Die  Construction  des  Tangentenpaares  aus  einem  beliebigen 
Punkte  0  an  die  Parabel  ergiebt  sich  leicht  aus  dem  Vorigen,  indem 
irgend  ein  Punkt  einer  Tangente  gleich  weit  absteht  vom  Brennpunkte, 
wie  vom  Fusspunkte  des  aus  dem  Berührungspunkte  auf  die  Leitlinie 
herabgelassenen  Perpendikels;  ein  um  0  mit  der  Entfernung  OF  ge- 
schlagener Kreis  trifft  mithin  die  Leitlinie  im  Allgemeinen  in  zwei 
Punkten  Q  und  Q^,  und  die  beiden  Perpendikel  aus  0  auf  die  Geraden 
QF  und  Q^F  sind  also  die  Tangenten  aus  0  an  die  Parabel.  Die 
mannigfachen  Folgerungen  hieraus  und  die  Eigenschafteü  der  Parabel, 
welche  sich  aus  der  Gleichheit  der  in  der  Figur  auftretenden  Winkel 
ergeben,  wollen  wir  hier  gleichfalls  übergehen,  zumal  die  wesentlich- 
sten, bei  Ellipse  und  Hyperbel  ganz  gleichlautenden  dort  noch  kurz 
angeführt  werden  sollen;  es  liegt  überhaupt  nicht  in  unserer  Absicht, 
diesen  elementaren  Weg  für  die  Ableitung  der  Eigenschaften  der 
Kegelschnitte  weiter  zu  verfolgen,  sondern  nur  die  Brücke  herzu- 
stellen, welche  von  den  allgemeinsten  Eigenschaften  des  Kegelschnitts 
aus  zu  diesen  besonderen  hinüberführt.*) 

Seien  F  und  F^  die  beiden  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts 
(Ellipse  oder  Hyperbel)  imd  P  irgend  ein  Punkt  desselben,  so  müssen, 
wie  wir  gesehen  haben,  die  Tangente  und  Normale  in  P  die  Winkel 
zwischen  den  Radien- vectoren  nach  den  Brennpunkten  hin:  PF  und 
PF^  halbiren;    es   bleibt   aber   zweifelhaft,    welche   von   den   beiden 


*)  Die  Focaleigenschaften  der  Kegelschnitte  bilden  den  Ausgangspunkt  der 
Betrachtung  in  dorn  I.  Theile  der  jSfetner'schen  Vorlesungen:  Die  {Theorie  der 
Kegelschnitte  in  elementarer  Darstellung,  bearbeitet  von  (7,  F,  Geiser^  II.  Aufl. 
Leipzig  1876. 
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Flg.  58  a  (£Uipse). 


Halbirungslinien  Tangente  und  welche  Normale  ist.  Diese  beiden 
Halbirungslinien  unterscheiden  sich  wegen  der  bekannten  Eigenschaft 
von  vier  harmonischen  Strahlen  dadurch  von  einander ,  dass  sie  durch 
FF  und  PI\  getrennt  werden.  Fassen  wir  denjenigen  Halbirungs- 
strahl,  welcher  zwischen  F  und  F^  hindurchgelit^  als  Tangente  auf, 
den  andern  als  Normale,  so  ist  der  Kegelschnitt  nothwendig  Hyperbel, 
weil  jede  Tangente  der  Hyperbel  die  reelle  Axe  zwischen  ihren  beiden 
Scheiteln  trifft,  mithin  a  foHiori  auch  zwischen  den  Brennpunjkten;  im 
andern  Falle  ist  der  Kegelschnitt  nothwendig  Ellipse,  weil  jede  Tan- 
gente jderselben  die  Axe  ausserhalb' ihrer  beiden  Scheitel  trifft,  mithin 
a  fortiori  auch  ausserhalb  der  beiden  Brennpunkte.  In  dem  einen, 
wie  im  andern  Falle  ist  der  Kegelschnitt  vollständig  und  eindeutig 
bestimmt,  wie  wir  sogleich  sehen  werden;  also: 

Es  giebt  zwei  Kegelschnitte,  welche  durch  einen  gegd)enen  Punkt 
gehen  und  dieselben  gegebenen  Brennpunkte  Mben;  diese  beiden  Kegel- 
schnitte schneiden  sich  rechtwinklig  ih  dem  gegebenen  Punkte,  und  der 
eine  ist  Hyperbel,  der  andere  Ellipse  (oder  beide  Parabeln,  wenn  ein 
Brennpunkt  im  Unendlichen  liegt),  woraus  wir  allgemein  schliessen: 
Alle  KegeUchnitte ,  wdclie  dieselben  Brennpunkte  Imben  (confocal  sind), 

schneiden  sich  in  denjenigen  PufJcten, 
in  welchen  sie  sich  treffen,  rechtwinklig. 
Wir    wollen   nun   in   Fig.    58  a 
und  Fig.  58  b   die  beiden  Fälle  der 
»1  Ellipse  und  Hyperbel  von   einander 
trennen.     In    der    ersten   Figur    ist 
also  die  Halbirungslinie  des  Winkels 
FPF^y  welche   zwischen   FF^    hin- 
durchgeht, die  Normale,  die  Halbi- 
rungslinie    des     Nebenwinkels     die 
Tangente    der   Ellipse.     Fällen    wir 
von  F  ein  Perpendikel  FQ  auf  die 
Tangente,  welches  in  U  den  Strahl 
PJ\  trifft,  so  ist  FF  =  FB  wegen 
der  Congruenz    der   Dreiecke   FFQ 
und  FBQ\  jeder  Punkt  der  Tangente 
steht  gleich  weit  von  F  und  JR  ab. 
Nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt 
0  der  Tangente,   so   ist  die  andere 
durch   ihn   gehende  .  Tangente    voll- 
kommen  bestimmt,    denn    das    dem 
Punkte    0    zugehörige   Strahlsystem 


Fig.  58b  (Hyperbel). 
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in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  hat  zu  seinen  Asymptoten  das  Tangenten- 
paar aus  Oy  die  Axen  dieses  Strahlsjstems  sind  aber  die  Halbirungs- 
linien  der  Winkel  zwischen  den  Tangen t-en^  und  diese. Axen  treffen, 
wie  wir  allgemein  eingesehen  haben,  immer  in  einem  solchen  Pimkt- 
paar  (^£)  die  Kegelschnittaxe^  welches  mit  den  Brennpunkten  FF^ 
harmonisch  liegt;  folglich  sind  die  Axen  des  Strahlsystems  0  mit  den 
Strahlen  OF  und  OjF\  harmonisch  gelegen ^  und  da  jene  senkrecht 
auf  einander  steh^,  so  sind  es  die  Halbirungslinien  der  Winkel 
zwischen  den  Strahlen  OF  und  OF^,  also:  Die  HaJbinmgslinien  der 
Winkd  des  von  einem  beliebigen  Punkte  0  an  den  Kegelschnitt  gelegten 
Tangentenpaars  und  die  Halbirungslinien  der  Winkel  des  von  0  nach 
den  Brennpunkten  FF^  hingehenden  Strahlenpaares  fallen  zusammen, 
Stellen  wir  also  diese  Halbirungslinien  her^  so  ist  die  andere  durch 
O  gehende  Tangente  unzweideutig  bestimmt;  sie  bildet  denselben 
Winkel  mit  OjF\  wie  die  erste  mil  OF  und  liegt  natürlich  so,  dass 
sie  wieder  F  und  F^  auf  derselben  Seite  von  sich  hat;  um  den  Be- 
rührungspunkt P^  auf  ihr  zu  ermitteln,  haben  wir  einen  solchen  Punkt 
derselben  zu  suchen,  dass  F^F  und  F^F^  gleiche  Winkel  mit  ihr 
bilden,  d.  h.  wir  fällen  aus  F^  das  Perpendikel  F^  Q^  auf  die  Tan- 
gente, yerlängem  es  über  Q^  um  sich  selbst  bis  jR^,  ziehen  FR^  und 
suchen  den  Schnittpunkt  P^  der  letzten  Geraden  mit  der  Tangente 
auf,  so  ist  er  offenbar  der  gesuchte  Berührungspunkt.  Verändern  wir 
aber  den  willkürlichen  Punkt  0  auf  der  als  gegeben  angenommenen 
ersten  Tangente,  so  erhalten  wir  sämmÜiche  Tangenten  und  sämmtliche 
Berührungspunkte  derselben  durch  diese  Construction  unzweideutig  be- 
stimmt; also  der  Kegelscl$nitt  ist  vollständig  und  eindeutig  bestimmt  durch 
seine  beiden  Brennpunkte  und  eine  Tangente,  was  denn  auch  a  priori  vor- 
auszusehen war,  weil  jeder  Brennpunkt  die  Stelle  von  zwei  gegebenen 
Tangenten  vertritt  und  bekanntlich  fünf  Tangenten  den  Kegelschnitt 
eindeutig  bestimmen  (S.  85);  denn  das  einem  Brennpunkte  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  zugehörige  Strahlsystem  ist  ein  circulares,  also 
bekannt,  und  die  imaginären  Asymptoten  desselben  sind  als  ein  Tan- 
gentenpaar an  den  Kegelschnitt  aufzufassen. 

Halten  wir  die  erste  als  gegeben  angenommene  Tangente  fest 
und  verändern  den  Punkt  0  auf  ihr,  so  ergeben  sich  viele  bekannte 
Eigenschaften  des  Kegelschnitts;  zunächst  weil  OF^^OR  und  OjF\ 
=  0R\  femer  LROF^  =  LFOR\  sind  die  Dreiecke  ROF^  und 
FOR^  congruent,  also  E  J\  =  FR^,  d.  h.  weil  RP  —  FP  und  R^P^ 
=  FjP^  ist  (Fig.  58a),  haben  wir: 

FP  +  F^P^  JFF  +  F,P' ; 
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weim  wir  also  den  Punkt  0  auf  der  ersten  Tangente  Terändern^  so 
bleibt  die  Summe  der  Radien- vectoren  aller  Punkte  der  Ellipse  (-P*) 
nach  den  beiden  Brennpunkten  hin  constant;  diese  Summe  ist  nun, 
wenn  der  Ellipsenpunkt  insbesondere  einer  der  Scheitel  wird,  =  2a, 
der  grossen  Axe  der  Ellipse,  folglich  gilt  der  Satz: 

Der  Ort  aller  solcher  Punkte  in  der  Ebene^  für  welche  die  Sumfnc 

»  _ 

de7'  Abstände  van  zwei  festen  PunJcten  F  und  F^  denselben  Werth  hat^ 
ist  eine  Ellipse^  deren  beide  Brennpunkte  F  und  F^  sind  und  deren  grosse 
Axe  gleich  der  constanten  Summe  ist. 

Etwas  anders  gestaltet  sich  diese  Eigenschaft  bei  der  Hyperbel 
(Fig.  58b)  wegen  der  Lage  der  Tangenten,  welche  sämmtlich  zwischen 
F  und  Fl  hindurchgehen.  Auch  hier  sind  in  gleicher  Weise  die 
Dreiecke  ROF^  und  FOR^  congruent,  folglich  FR^^RF^,  d.  b. 
hier  PFi  —  FF=  P'F  —  P'F^ ,  ^Iso 

P'F—P^Fi  =  con9t 

Der  Ort  aller  derjenigen  Punkte  in  der  Ebene,  für  welclw  die  Diffe- 
renz der  Abstände  von.  zwei  festen  Punkten  F  und  F^  denselben  (absolu- 
ten) Werth  hat,  ist  eine  Hyperbel^  deren  beide  Brennpunkte  F  und  F^ 
sind,  und  deren  reelle  Axe  gleich  der  constanten  Differenz  ist.  Die  beideu 
Zweige  der  Hyperbel  unterscheiden  sich  dadurch  von  einander,  dass 
für  die  Punkte  des  einen  der  Werth  der  constanten  Differenz  entgegen- 
gesetzt ist  dem  für  die  Pimkte  des  andern  Zweiges. 

Die  constante  Summe  oder  Differenz  ist  durch  die  Länge  JtJF\ 
=  FR^  =  2a  gegeben;  da  Q  die  Mitte  vpji  RF  und  M  die  Mitte 
von  FF^ ,  so  ist  MQ  =  MQ\  =  a^  Q  und  Q^  sind  die  Fusspunkte  der 
aus  den  Brennpunkten  auf  die  Tangenten  herabgelassenen  Perpendikel; 
wir  erhalten  daher  den  für  Ellipse  und  Hyperbel  gleichlautenden  Satz : 

Die  Fusspunkte  der  au^  den  Brennpunkten  auf  die  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  herabgelassenen  Perpendikel  liegen  auf  einetn  Kreise,  welcJier 
die  grosse  Axe  der  Elli2)se  oder  die  reelle  Axe  der  Hyperbel  zu  seinetn 
Durchmesser  hat,  also  den  Kegelschnitt  in  zweien  seiner  Scheitel  berührt 

(Fusspunktskreis). 

Bei  der  Parabel  geht  der  Fusspunktskreis  in  die  Tangente  am 
Scheitel  über.  Bei  Ellipse  und  Hyperbel  liefert  diese  Eigenschaft  des 
Fusspunktskreises  ein  bequemes  Mittel  zur  Zeichnung  dieser  Curven, 
da  sie  sich  so  aussprechen  lässt: 

Bewegt  sich  der  Scheitel  eines  rechten  Winkels  auf  einem  Kreise,  und 
läuft  der  eine  Schenkel  desselben  durch  eifien  festen  Punkt,  so  uffdnillt 
der  andere  ScJienkel  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  der  feste 
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Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises  liegt,  und  dieser  PunJd  ist 
ein  Brennpunkt  des  Kegelschnitts. 

FäUen  wir  aus  JP\  ein  Perpendikel  auf  die  Tangente  in  P,  so 
liegt  sein  Fusspunkt^  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  auf  demselben  Kreise, 
und  das  Rechteck  aus  diesen  beiden  Perpendikeln  ist  constant,  weil 
es  der  Potenz  des  einen  (oder  andern)  Brennpunktes  in  Bezug  auf 
den  Fusspunktskreis  gleich  ist;  diese  Potenz  ist  für  die  Hyperbel 
=  c*  —  a*  =  6*  positiv,  weil  die  Brennpunkte  ausserhalb  des  Fuss- 
pnnktskreises  liegen,  für  die  Ellipse  c*  —  «*  =  —  6*  negativ,  weil  die 
Brennpunkte  innerhalb  des  Fusspunktskreises  liegen;  abgesehen  von 
der  Li^e  können  wir  den  Satz  so  aussprechen: 

Das  Rechteck  aus  den  Abständen  der  Brennpunkte  von  einer  Tan- 
ßente  des  Kegdßchnitts  ist  von  constanteni  Inhalt  für  alle  Lagen  der 
Tangente. 

Aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  BOJ^^  und  FOB^  folgt  auch 
die  Gleichheit  der  Winkel  OBF^  und  OFB^  oder  OFP  und  OFP\ 
d.  h. 

Von  einem  Brennpunkt  des  Kegelschnitts  aus  gesehen^  erscheinen  die 
Stücke  auf  zwei  Tangenten  von  ihrem  Schnittpunkt  bis  zu  den  Berührungs- 
punkten unter  gleichem  Winkel  (oder  Nebenwinkel),  oder  anders  aus- 
gesprochen: der  Strahl  von  einem  Brennpunkt  nach  dem  Schnittpunkt 
eines  Tangentenpaares  ist  immer  ein  Halbirungsstrahl  des  Winkels 
zwischen  den  beiden  von  demselben  Brennpunkte  nach  den  Berührungs- 
punkten hingehenden  Strahlen. 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  eine  dritte  veränderliche  Tangente  das 
feste  Tangentenpaar  durchschneiden  lassen  und  für  jeden  der  beiden 
Schnittpunkte  den  vorigen  Satz  in  Anwendung  bringen,  der  allgemei- 
nere Satz: 

JDas  von  zwei  festen  Tangenten  eines  Kegelschnitts  auf  einer  ver- 
änderlichen dritten  Tangente  abgeschnittene  Stück  erscheint,  von  einem 
Brennpunkt  aus  gesehen,  immer  unter  demselben  Winkel  (öder  Neben- 
winkel). Dieser  Winkel  ist.  insbesondere  gleich  demjenigen,  unter 
weichem  die  Stücke  auf  den  beiden  festen  Tangenten  vom  Schnitt- 
punkt bis  zu  den  Berührungspunkten,  aus  demselben  Brennpunkte  ge- 
sehen, erscheinen.  Denken  wir  uns  umgekehrt  die  beiden  festen  Tan- 
genten, den  Brennpunkt  und  die  Grosse  des  constanten  Winkels  ge- 
geben, so  ist  der  Kegelschnitt  vollständig  und  eindeutig  dadurch  be- 
stimmt, und  wir  können  den  vorigen  Satz  so  umkehren: 

Dreht  sich  ein  Winkel  von  unveränderlicher  Grösse  um  seinen  festen 
Scheitel  Fy  und  begegnen  die  Schenkel  xx^  ztoei  festen  Geraden  üü^  resp. 
in  den  Punkten  j  und  j^,  so  hüllt  die  Verbindungslinie  jj^  einen  Kegel- 
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schniU  ein,  weldier  die  beiden  Geraden  fiSj  berührt  und  den  Punkt  F  zu 
einem  seiner  Brennpunkte  hat. 

Wir  unterlassen  es,  auf  die  mannigfachen  Beziehungen  hier  ein- 
zugehen,  welche  aus  der  Gleichheit  der  Winkel  an  den  Brennpunkten 
gefolgert  werden  können,  und  wollen  nur  noch  eine  allgemeine  Eigen- 
schaft des  Kegelschnitts  angeben^  welche  aus  der  Grundeigenschaft 
der  Brennpunkte  hervorgeht  und  eine  analoge  Entstehungsweise  von 
Ellipse  und  Hyperbel  liefert,  wie  wir  sie  bei  der  Parabel  durch  Brenn; 
punkt  und  Leitlinie  gefunden  haben.  Construiren  wir  nämlich  auch 
hier  die  Polaren  der  beiden  Brennpunkte  und  nennen  dieselben  die  den 
Brennpunkten  zugehörigen  Z6^Y{^nien  des  Kegelschnitts,  so  stehen  dieselben, 
wenn  FFy^  die  Brennpunkte  und  M  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts 
ist,  in  deujenigen  beiden  Punkten   senkrecht  auf  der  Axe,  deren  Ab- 

stand  von  M  gleich  —  ist;    also   bei  der  EUipse   (a  >  c)  treflFen   sie 

die  Axe  ausserhalb  der  beiden  Brennpunkte,  bei  der  Hyperbel  (a  <  c) 
zwischen  den  beiden  Brennpunkten.  Nehmen  wir  im  Fall  der  Ellipse 
(Fig.  59  a)  einen  beliebigen  Punkt  P  derselben  und  ziehen  eine  Parallele 

Fig.  59  a.  zur  Axe  MF,  welche  die  dem 

Brennpunkt  F  zugehörige  Leit- 
linie S  in  ^  treffen  möge,  so 
wird,  weil  das  dem  Brennpunkt 
F  zugehörige  Strahlsystem  ein 
circulares  ist,  der  conjugirte 
Strahl  zu  FQ  senkrecht  auf 
diesem  stehen;  er  treffe  in  Q^  die  Parallele  TQ,  dann  sind  Q  und  Q^ 
conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt;  die  Gerade  PQ 
trifft  den  Kegelschnitt  noch  in  einem  zweiten  Punkte  P*,  welcher  offen- 
bar symmetrisch  zu  der  durch  M  gehenden  zweiten  Kegelschnittaxe 
liegt,  weil  PQ  parallel  der  ersten  läuft,  imd  die  vier  Punkte  PP^QQ^ 
sind  harmonisch,  weil  Q  und  Q^  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  sind.  Die  vier  von  F  nach  PP^QQ^  gehenden  Strahlen 
sind  also  auch  harmonisch,  und  da  zwei  zugeordnete  FQ  und  FQ^ 
auf  einander  senkrecht  stehen,  so  halbiren  sie  die  Winkel  zwischen 
den  Strahlen  FP  und  FP^]  folglich  gilt  nach  bekannten  elementaren 
Sätzen  im  Dreieck  PFP^  die  Beziehung: 

^.  -  Hi  =  |r|!  für  die  Ellipse  (Kg.  59a), 
=  f|-  =  |i^.  für  die  Hyperbel  (Fig.  59b), 
weil  im  ersten  Fall  FQ  den  Nebenwinkel  and  FQ^  den  eigentlichen 
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Winkel  FFP^  halbirt,  im  andern  Fall  aber  umgekehrt,  wie  sich  aus 
der  Lage  der  Leitlinie  zu  den  Eegelschnittpunkten  und  Brennpunkten 

Fig.  59  b. 


ergiebt.    Es  ist  aber  FF^  der  Symmetrie  wegen  gleich  JF\P,  also 


j7-p  =  ^-pi  für  die  Ellipse, 

und  da  FP+F^P=2a,  also 
FP+  F^P  _  QP+  QP^ 
FP        ~         QP 

QF+  QP"^  ist  gleich  dem  Ab- 
stand  der  beiden  Leitlinien  =  2  —  , 
also 

_  =  ^  =  const.  «  1). 


Y'p'^QP^   ^^^  ^^^  Hyperbel, 

Pi?;-Pi^=2a, 

PF,  -^  PF  _  QP'  —  PQ 
PF       '~         PQ 

QF^  —  FQ  ist  gleich  dem  Ab- 
stand  der  beiden  Leitlinien  =  2  — , 
also 

_  =  ^  =  const.  (>1). 


Für  alle  Punkte  des  Kegelschnitts  ist  also  das  Yerhiiltniss  ihrer 
Abstände  von  einem  Brennpunkt  und  der  zugehörigen  Leitlinie   con- 

stant(=  -),  und  zwar  für  die  Ellipse  <  1  und  für  die  Hyperbel  >  1, 

r 

fiir  die  Parabel,  wie  wir  vorhin  gesehen  haben,  =  1;  wir  können 
daher  folgende  allgemein  gültige  Eigenschaft  aller  drei  Kegelschnitts- 
gattungen aussprechen: 

Der  Ort  aller  derjenigen  Funkte  in  der  Ehene^  deren  Abstände  von 
einem  festen  Funkte  und  einer  festen  Geraden  in  einetn  gegebenen  unver- 
änderlichen Verhältnisse  zu  einander  stehen  y  ist  ein  Kegelschnitt  ^  welcher 
den  Funkt  zu  einem  Brennpunkt  und  die  Gerade  zu  der  ihm  zugehörigen 
Ijeitlinie  hat;  der  Kegelschnitt  ist  Hyperbel,  Farabd  oder  Ellipse,  je 
nachdem  der  Werth  des  gegebenen  Verhältnisses  >  1,  ^^  1  oder  <  1  ist. 

§.  37.    Das  Normalenproblem. 

Die  Aufgabe:  „Aus  einem  beliebten  Funkte  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnitts an  denselben  eine  Normale  zu  ziehen^^  ist  nicht  mehr  vom 
zweiten,  sondern  vom  vierten  Grade,   d.  h.  geometrisch   gesprochen: 
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sie  lässt  sich  nicht  zurückführen  auf  die  Fundamentalaufgabe:  ,,Die 
Doppelpunkte  eines  Punktsystems  zu  finden^^  sondern  nur  auf  die 
Fundamentalaufgabe:  ^,Die  Durchschnittspunkte  zweier  Kegelschnitte 
zu  finden^^  Diese  ZurückfÜhrung  selbst  aber^  oder  die  eigentliche 
Lösung  des  Normalenproblems  ergiebt  sich  aus  unserer  Erzeugung 
des  Kegelschnitts  mittelst  projectivischer  Gebilde  in  einfachster  Weise 
und  liefert  die  eleganten  von  Ghasles  gegebenen  Constructionen*), 
welche  wir  hier  einfügen. 

Ist  M  der  Mittelpunkt  eines  Kegelschnitts  (Ellipse  oder  Hyperbel) 
und  P  irgend  ein  Punkt  in  der  Ebene  desselben;  ist  T  eine  veränder- 
liche Tangente  des  Kegelschnitts,  t  ihr  Berührungspunkt,  und  wird 
durch  M  eine  Parallele  zu  T  gezogen  ilfr,  so  sind  Mt  und  Mt  ein 
Paar  conjugirter  Durchmesser  des  Kegelschnitts,  welche  bei  der  Be- 
wegung von  T  ein  Strahlsystem  beschreiben,  also  zwei  in  sich  pro- 
jectivische  Strahlbüschel.  Fällen  wir  aus  P  ein  Perpendikel  auf  die 
Tangente  T  oder  die  zu  ihr  Parallele  Mt,  und  schneidet  dies  Perpen- 
dikel Mt  in  x^  so  wird  bei  der  Bewegung  von  T  der  Punkt  x  einen 
Kegelschnitt  beschreiben,  denn  Px  durchläuft  ein  Strahlbüschel,  wel- 
ches mit  dem  von  Mr  beschriebenen  gleich,  also  mit  dem  von  Mt 
beschriebenen  projectivisch  ist.  Dieser  Kegelschnitli  ist  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  H^^^,  die  durch  P  und  M  geht,  und  deren  Asymptoten 
den  Axen  des  Kegelschnitts  parallel  laufen;  denn  werden  insbesondere 
31 1  und  Mt  die  Axen  des  Kegelschnitts,  so  rückt  x  ins  Unendliche, 
und  da  also  die  unendlich-entfernten  Punkte  dieses  Kegelschnitts  jEP^^ 
in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  so  ist  derselbe 
eine  gleichseitige  Hyperbel  H^^K  Dieselbe  wird  näher  noch  bestimmt 
durch  die  Tangenten  in  M  und»  P;  ziehen  wir  PM  und  den  conju- 
girten  Durchmesser  dazu,  so  ist  das  aus  P  auf  denselben  gefällte 
Perpendikel  die  Tangente  in  P;  errichten  wir  auf  MP  ein  Perpen- 
dikel in  M  und  ziehen  den  conjugirten  Durchmesser  dazu,  so  ist  der- 
selbe die  Tangente  in  M.  Wir  kennen  also  eigentlich  6  Punkte  der 
Hyperbel  J3^*^,  wodurch  sie  mehr  als  bestimmt  ist. 

Die  gleichseitige  Hyperbel  H^^^  schneidet  den  ursprünglichen  Kegel- 
schnitt £(*>  in  solchen  (vier)  Punkten,  welche  die  Lösung  der  Auf- 
gabe enthalten,  denn  ein  solcher  Schnittpunkt  x  besitzt  die  Eigen- 
schaft, dass  Px  senkrecht  steht  auf  dem  zu  Mx  conjugirten  Durch- 
messer; da  aber  x  auf  dem  gegebenen  Kegelschnitt  K^^^  selbst  liegt, 
so  steht  Px  senkrecht  auf  der  Tangente  in  x,  ist  also  eine  Normale 
.  aus  P  an  den  Kegelschnitt  K^^K    Die  Aufgabe,  die  gemeinschaftlichen 


*)  Chasles,  traite  des  Bections  coniques,  n*\  219. 
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Paukte  zweier  Kegelschnitte  zu  fiDden^  ist  ein  besonderes  Problem^ 
welches  im  Allgemeinen  vier  Lösungen  hat,  die  indessen  paarweise 
imaginär  sein  oder  zusammenfallen  können  (vergl.  §.  54).  Die  Dis- 
eussion  der  besonderen  Lage  der  Kegelschnitte  K^^^  und  W^^  zu  einander 
wird  über  die  Realität  der  Lösungen  des  Normalenproblems  entscheiden. 
Die  vorige  Lösung  bedarf  einer  geringen  Modification  für  den 
Fall,  dass  der  gegebene  Kegelschnitt  K^^^  eine  Parabel  ist.  Sei 
wiederum  T  eine  beliebige  Tangente  der  Parabel  und  t  ihr  Be- 
rührungspunkt; ziehen  wir  durch  den  gegebenen  Pimkt  P  eine  Par- 
allele zur  Leitlinie  der  Parabel,  welche  die  Tangente  T  in  5  schneide 
und  betrachten  das  Dreieck  Pts^  so  wird  dessen  Höhenpunkt  x  erhalten, 
indem  wir  aus  P  auf  T  und  aus  t  auf  die  Leitlinie  der  Parabel  je  ein 
Perpendikel  fällen  und  den  Schnittpunkt  ic  der  beiden  Perpendikel  be- 
stimmen. Wir  wollen  nun  den  Ort  des  Punktes  x  bei  der  Bewegung 
der  Tangente  T  ermitteln:  Die  Tangente  T  schneidet  die  unendlich- 
entfernte  Gerade  G^,  welche  selbst  Tangente  der- Parabel  ist,  längs 
einer  Punktreihe,  die  projectivisch  sein  muss  mit  dem  Parallelstrahlen-- 
Büschel,  welches  die  durch  den. veränderlichen  Berührungspunkt  t  zu 
der  Parabblaxe  gezogenen  Parallelen  bilden,  die  sämmtlich  durch  den 
unendlich- entfernten  Punkt  t^  der  Parabel  gehen  (S.  105);  dieselbe  Punkt- 
reihe auf  G^  ist  aber  auch  projectivisch  mit  dem  von  Px  beschriebenen 
Strahlbüschel,  weil  Px  auf  T  allemal  senkrecht  steht.  Polglich  ist  x 
der  Schnittpunkt  entsprechender  Strahlen  zweier  projectivischer  Strahl- 
büschel (P)  und  {t^)y  also  Punkt  einer  Hyperbel,  die  durch  den  un- 
endlich-entfernten Punkt  der  gegebenen  Parabel  geht.  £s  ist  leicht, 
die  Tangenten  dieser  Hyperbel  in  den  Punkten  P  und  t^  zu  bestimmen, 
nämlich  die  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  Pt^  in  beiderlei  Sinn 
entsprechenden  Strahlen;  wird  T  insbesondere  die  Scheiteltangente 
der  Parabel,  so  ist  das  Perpendikel  auf  dieselbe  Pt^,  folglich  die 
Parabelaxe  selbst  eine  Asymptote  der  Hyperbel,  die  Tangente  in  t^. 
TriflPb  ferner  Pt^  die  Parabel  in  ^o,  und  ist  T^  die  Tangente  der  Pa- 
rabel in  t^,  so  wird  das  Perpendikel  aus  P  auf  T^  die  Tangente  der 
Hyperbel  im  Punkte  P  sein.  Die  sämmtlichen  Perpendikel  aus  P  auf 
die  Tangenten  T  der  gegebenen  Parabel  können  auch  aufgefasst  werden 
als  die  Verbindungsstrahlen  von  P  mit  einer  Punktreihe  auf  (r^,  die 
aus  den  Punkten  gebildet  wird,  welche  conjugirt  sind  den  Schnitt- 
punkten (T,  G^)  in  dem  unendlich-entfernten  Punktsystem,  dessen 
Asymptotenpimkte  die  beiden  imaginären  Kreispunkie  im  Unendlichen 
sind  (S.  78);  wenn  daher  Tdie  unendlich-entfernte  Tangente  T^  oder  G^ 
wird,  so  wird  dieser  Schnittpunkt  der  Berührungspunkt  t^,  und  der 
conjugirte  Punkt  zu   ihm  ist  daher  der  unendlich-entfernte  Punkt  der 
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Leitlinie;  die  Verbindungslinie  tt^  wird  in  diesem  Falle  die  Tangente 
T^  oder  6?^;  der  Schnittpunkt  x  wird  also  der  unendlich-entfernte 
Punkt  der  Leitlinie.  Ziehen  wir  daher  durch  P  eine  Parallele  zur 
Leitlinie  der  Parabel ,  so  geht  diese  nach  dem  zweiten  unendlich-ent- 
fernten Punkt  der  Hyperbel  ^  woraus  folgt^  dass  dieselbe  eine  gleich- 
seitige  Hyperbel  sein  muss.  .  Diese  gleichseitige  Hyperbel  ist  nun  voll- 
ständig bestimmt  durch  eine  Asymptote  (die  Parabelaxe)  und  eine 
Tangente  mit  ihrem  Berührungspunkt  Pund  kann  leicht  construirt  werden. 

Das  vorhin  betrachtete  Dreieck  Pts,  f&r  welches  der  Ort  des 
Hohenpunktes  x  diese  gleichseitige  Hyperbel  IF^^  ist,  wird  bei  seiner 
Veränderung  ein  in  t  rechtwinkliges  werden,  sobald  die  Ecke  t  mit 
dem  Höhenpunkt  x  zusammenfällt.  Diejenigen  Punkte,  in  welchen 
die  ermittelte  gleichseitige  Hyperbel  IP^^  die  gegebene  Parabel  JP*^ 
schneidet,  sind  daher  die  Fusspunkte  der  aus  P  an  die  Parabel  ge- 
zogenen Normalen,  und  da  W^^  und  P<*>  den  unendlich-entfernten  Punkt 
t^  gemeinschaftlich  haben,  so  treffen  sie  sich  im  Allgemeinen  nur  noch 
in  drei  andern  Punkten,  von  denen  zwei  imaginär  sein  können;  es  giebt 
daher  höchstens  3  Normalen  aus  einem  Punkte  an  eine  Parabel. 

Das  vorgelegte  Problem  lässt  noch  eine  zweite  Lösung  zu,  die 
auf  folgender  Betrachtung  beruht: 

Dreht  maü  um  den  gegebenen  Punkt  P  einen  veränderlichen 
Strahl  l  und  bestimmt  dessen  Pol  p  in  Bezug  auf  den  gegebenen 
Kegelschnitt  K^^^,  so  beschreibt  p  bei  dieser  Bewegung  eine  gerade 
Punktreihe  auf  dem  Träger  S,  der  Polare  des  Punktes  p  in  Bezug  auf 
K^^K  Die  Punktreihe  (p)  und  das  Strahlbüschel  (l)  sind  projectivisch, 
wie  wir  wissen  (S.  145).  Fällt  mau  aus  dem  jedesmaligen |9  ein  Perpendikel 
auf  den  entsprechenden  Strahl  l,  so  wird  dasselbe  eine  Parabel  ^^*> 
umhüllen.  Denken  wir  uns  nämlich  das  Strahlbüschel  (l)  um  90^ 
gedreht,  so  fixirt  es  auf  G'^  eine  Punktreihe,  nach  welcher  jene  aus 
den  Pimkten  p  auf  l  herabgelassenen  Perpendikel  hinlaufen;  da  diese 
Punktreihe  mit  dem  Strahlbüschel  (Z),  also  auch  mit  der  Punktreihe 
(p)  projectivisch  ist,  so  haben  wir  auf  den  Trägem  S  und  G^  zwei 
projectivische  Punktreihen,  deren  Erzeugniss  ein  Kegelschnitt  und  zwar 
in  diesem  Fall  eine  Parabel  ist,  weil  der  eine  Träger  G^  Tangente  des- 
selben ist.  Diese  Parabel  wird  näher  bestimmt  dadurch,  dass  ersicht- 
licher Weise  die  Axen  des  Kegelschnitts  JS?*^  Tangenten  der  Parabel 
^^^^  sind,  weil  sie  entsprechende  Punkte  der  beiden  erzeugenden 
Punktreihen  verbinden;  anderseits  sind  auch  die  Axen  des  Strahlsystems, 
welches  dem  Punkte  P  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K}^^  zugehört, 

m 

Tangenten  der  Parabel,  und  da  sowohl  das  erste  als  auch  das  zweite 
Tangentenpaar  rechtwinklige  Strahlenpaare  sind,  so  sind  P  und  der 
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Mittelpunkt  M  des  Kegelschnitts  jBl<*>  Punkte  der  Leitlinie,  PM  also  ist 
die  Leitlinie  der  Parabel  ^^^^  Fällt  man  aus  Pdas  Perpendikel  auf  die 
Polare  £  und  bestimmt  den  Pol  desselben,  welche  auf  S  liegt,  so  erhält 
man  denjenigen  Punkt  t,  in  welchem  die  Gerade  S  die  Parabel  $^^^ 
berührt.  Jetzt  ist  es  Jeicht,  den  Brennpunkt  der  Parabel  zu  finden: 
man  falle  aus  t  auf  die  bekannte  Leitlinie  der  Parabel  FM  ein  Per- 
pendikel, vom  Fusspunkt  desselben  wiederum  ein  Perpendikel  auf  die 
Tangente  S  und  verlängere  letzteres  um  sich  selbst  bis  F^  dann  ist 
F  der  Brennpunkt  der  Parabel  ^^*>  und  diese  mithin  durch  Leitlinie 
und  Brennpunkt  völlig  bestimmt. 

Ist  insbesondere  eine  Tangente  der  so  construirten  Parabel  ^^^^  zu- 
gleich eine  Tangente  des  Kegelschnitts  K^^\  so  kommt  ihr  die  Eigen- 
schaft zu,  dass  das  aus  P  auf  sie  herabgelassene  Perpendikel  die 
Polare  eines  ihrer  Punkte  ist,  also  nothwendig  durch  den  Berührungs- 
punkt geht;  ein  solches  Perpendikel  ist  daher  eine  Normale  des 
Kegelschnitts  ES^\  die  durch  P  geht.  Es  giebt  also  so  viel  Normalen 
aus  P  an  den  Kegelschnitt  £^^),  als  die  beiden  Kegelschnitte  K^'^^  und 
^;ß(>)  gemeinschaftliche  Tangenten  haben  d.  h.  im  Allgemeinen  vier 
(§.  54).  Die  Berührungspunkte  dieser  gemeinschaftlichen  Tangenten 
mit  dem  Kegelschnitt  iP*>  sind  die  Fusspunkte  der  von  P  auf  den 
gegebenen  Kegelschnitt  K^^'^  herabzulassenden  Normalen. 

Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  ES^^  selbst  eine  Parabel,  so  fällt 
eine  von  den  vier  Losungen  des  allgemeinen  Falls  fort,  da  zwei  Pa- 
rabeln die  unendlich-entfernte  Gerade  G^  bereits  zu  einer  gemein- 
schaftlichen Tangente,  mithin  nur  noch  drei  andere  haben.  Es  gehen 
daher  durch  einen  Punkt  P  nur  drei  Normalen  einer  Parabel. 

Zwischen  den  beiden  im  Vorigen  enthaltenen  Lösungen  des  Nor- 
malenproblems durch  die  gleichseitige  Hyperbel  HS^^  und  die  Parabel 
^^^)  besteht  ein  naher  Zusammenhang,  der  aus  folgender  Bemerkung 
hervorgeht: 

Sind  Mt  und  Mx  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  des  Kegel- 
scimitts  KS^\  und  fällen  wir  aus  P  ein  Perpendikel  auf  JUTr,  welches 
Mt  in  X  trifft,  so  ist  der  Ort  von  x  die  gleichseitige  Hyperbel  ES^\ 
Construiren  wir  jetzt  die  Polare  X  von  x  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt ES^'^y  indem  wir  die  Pole  von  Px  und  Mx  ermitteln:  der  Pol 
von  Mx  oder  Mt  ist  der  unendlich-entfernte  Punkt  der  Geraden  Mxy 
also  ist  dje  Polare  von  x  parallel  zu  Mz  oder  senkrecht  zu  Fx\  der  Pol 
von  Px  liegt  auf  der  Polare  von  P;  die  Polare  von  x  ist  also  das- 
jenige Perpendikel  X,  welches  aus  dem  Pol  von  Px  oder  (i)  auf 
diesen  Strahl  Px  gefällt  werden  kann;  dies  Perpendikel  ist  nichts 
anderes,  als   eine  Tangente  der  oben  betrachteten  Parabel  $(^);  wäh- 
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rend  der  Punkt  x  die  gleichseitige  Hyperbel  JEP*^  durchläuft,  wird 
seine  Polare  X  die  Parabel  ^^^^  umhüllen^  d.  h.: 

Die  gleicfiseitige  Hyperbel  SP^^  und  die  Parabdf  ?ß(*>  sind  Folar- 
figuren  von  einander  in  Bezug  auf  den  gegei>enen  Kegelschnitt  E!<^'. 

Hieraus  tritt  nun  der  ganze  Zusammenhang  beider  Losungen  noch 
deutlicher  ans  Licht.  Da  die  gleichzeitige .  Hyperbel  HS^^  durch  den 
Mittelpunkt  der  Basis  ES^^  geht,  so  muss  ihre  Polarfigur  ^^  die 
unendlich-entfernte  Gerade  zur  Tangente  haben,  also  Parabel  sein. 
Die  Polaren  der  Schnittpunkte  von  H^^^  und  K^^^  sind  die  Tangenten 
in  diesen  Punkten  von  K^^  und  daher  gemeinschaftliche  Tangenten 
von  ^(2)  und  Ks^\ 

§.  38.    Der  Erümmangshalbniesser. 

Obwohl  die  Bestimmung  des  Erümmungshalbmessera  eigentlich 
nicht  in  das  Gebiet  von  Untersuchungen  descriptiver  Natur,  mit  denen 
wir  es  vorzugsweise  zu  thun  haben,  gehört,  so  glauben  wir  doch  eine 
von  Steiner  angegebene  Construction  des  Krümmungshalbmessers  für 
den  Kegelschnitt  nicht  unterdrücken  zu  dürfen,  weil  dieselbe  zu  de« 
einfachsten  und  elegantesten  gehört  und  wesentlich  auf  der  Ent- 
stehung des  Kegelschnitts  durch  projectivische  Gebilde,  insbesondere 
auf  der  Erzeugung  der  Parabel  durch  projectivisch-ähnliche  Punkt- 
reihen beruht. 

Unter  Krümmungshalbmesser  versteht  man  bekanntlich  diejenige 
Strecke  auf  der  Normale  einer  Curve,  welche  von  ihrem  Fusspunkte 
bis  zu  dem  Schnittpunkte  der  unendlich -nahen  Normale  reicht,  und 
die  Grenzlage  des  Schnittpunkts  zweier  unendlich  -  naher  Normalen 
heisst  der  Krümmungsmittelpimkt;  der  um  ihn  mit  dem  Krümmungs- 
halbmesser als  Radius  beschriebene  Kreis  der  Krümmungskreis;  er  ist 
unter  allen  Kreisen,  welche  in  dem  Pimkte  der  Curve  dieselbe  Tangente 
haben,  derjenige,  welcher  sich  ihr  am  nächsten  anschliesst,  sie  in 
diesem  Punkte  zugleich  berührt  und  schneidet  d.  h.  durch  drei  uneüd- 
lich-nahe  Punkte  der  Curve  geht.  Der  reciproke  Werth  des  Krümmungs- 
halbmessers heisst  die  Krümmung  der  Curve  und  dient  als  Maass  für 
dieselbe. 

Für  den  Kegelschnitt  sind  aus  dieser  allgemeinen  Definition  ver- 
schiedene Constructionen  des  Krümmimgshalbmessers  abgeleitet  worden; 
diejenige,  welche  hier  mitgetheilt  werden  soll,  gilt  für  Ellipse  und 
Hyperbel  in  gleicher  Weise  und  modificirt  sich  nur  wenig  für  den 
Fall  der  Parabel;  wir  fassen  zunächst  den  ersten  Fall  auf:  Nach 
S.  172  (1)  trifft  die  Normale  eines  Punktes  A  der  Ellipse  die  beiden 
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Axen  in  zwei  solchen  Punkten  8  und  33,   dass  das  Verhältniss   der 

Abschnitte  -^  =  -^   constant  ist  und  die  beiden  Schnittpunkte  ?t  und 

S  auf  derselben  Seite  von  Ä  liegen;  bei  der  Hyperbel  liegen  die 
beiden  Schnittpunkte  auf  entgegengesetzten  Seiten  vom  Hyperbelpunkte, 

und  das  Verhältniss  der  Abschnitte  tö*  =  -r   ist     ebenfalls    constant 

('S.  177, 1*).  Diese  Eigenschaft  der  Normale  zeigt  unmittelbar  in  dem  einen, 
wie  in  dem  andern  Fall,  dass,  wenn  wir  in  zwei  beliebigen  Punkten  A 
und  A^  die  Normalen  construiren,  welche  die  Axen  des  Kegelschnitts 

in  3133  und  St^33^  treffen,  allemal  -j^  =  -ttöti   sein   muss,   dass    also 

die  beiden  Normalen  durch  die  Sehne  AA^  und  die  Kegelschnittaxeu 
projectivisch-ähnlich  geschnitten  werden,  und  hieraus  folgt  (Seite  112): 

Die  Nomuüen  in  zwei'  beliebigen  Punkten  eines  Kegelschnitts ,  die 
Sehne  derselben  und  die  beiden  Axen  sind  alleynal  fünf  Tangenten  einer 
Parabel. 

Dies  ist  eine  Eigenschaft  der  Parabel,  welche  schon  durch  vier 
Tangenten  vollständig  bestimmt  wird;  die  unendlich-entfernte  Gerade 
nämlich,  welche  Tangente  jeder  Parabel  ist,  darf  als  fünfte  ein  fiir 
allemal  gegebene  Tangente  angesehen  werden,  und  fünf  Tangenten  be- 
stinunen  den  Kegelschnitt.  Wenn  wir  nun  den  einen  Kegelschnitt- 
punkt A  festhalten  und  den  andern  allmählich  in  den  ersten  hinein- 
rücken, so  wird  die  Sehne  AA^  in  die  Tangente"  für  A  übergehn,  und 
die  beiden  zusammenfallenden  Normalen  werden  zu  ihrem  Schnittpunkt 
den  Berührungspunkt  mit  derjenigen  Parabel  erhalten,  welche  Tan- 
gente und  Normale,  sowie  die  beiden  Kegelschnittaxen  berührt;  hier- 
aus ergiebt  sich  also  der  Satz: 

Hat  man  in  einem  Punkte  des  Kegelschnitts  Tangente  und  Normale 
construirt,  so  giebt  es  eine  bestimmte  Parabel,  ivelclie  dieselben  und  die 
hiden  Kegelschnittaaxn  berührt;  der  Berührungspunkt  mit  der  Normale 
ist  der  Krümmungsmittelpunkt  für  den  angenommenen  Pwnkt  des  Kegel- 
sdmitts. 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  sehr  einfache  Construction  des  Krtim- 
mungsmittelpunktes,  denn  Tangente  und  Normale  in  A  sind  ein 
Paar  rechtwinkliger  Tangenten  dieser  Parabel,  und  die  beiden  Kegel- 
schnittaxen, welche  sich  im  Mittelpunkte  M  schneiden,  sind  ebenfalls 
ein  Paar  rechtwinkliger  Tangenten,  folglich  ist  MA  die  Leitlinie  der 
Parabel  und  ihr  Pol  in  Bezug  auf  die  Parabel  der  Brennpunkt  derselben; 
da  aber  MA  eine  DiEigonale  des  von  den  vier  Tangenten  der  Parabel 
gebildeten  Vierseits  ist,  so  ist  ihr  Pol  bekanntlich  (S.  147)  der  Schnitt- 
punkt der  beiden  andern  Diagonalen,  d.  h.  (S133*,  ?l^33);  bezeichnen 
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Fig.  60. 
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wir  diesen  Schnittpunkt  mit  F,  so  ist  jetzt  der  Krümmungsmittel- 
punkt leicht  zu  finden,  da  die  Polare  von  A  durch  F  geht  und  senk- 
recht auf  AF  stehen  muss,  zugleich  aber  die  Normale  des  Kegel- 
schnitts in  dem  gesuchten  Krümmungsmittelpunkte  (dem  Berührungs- 
punkte der  Parabel)  trifffc;  wir  haben  hiemach  folgende  Construction: 
Treffen  Tangente  und  Normale  eines  Punktes  A  des  Kegdsdmitts 
die  eine  Axe  desselben  in  %  und  Sl^,  die  andere  in  S  und  J8^,  verbindet 
man  sodann  den  Schnittpunkt: 

(3193S  ^'^)  =  F 

mit  A  und  errichtet  in  F  eine  Se^ikrechte  auf  dieser  Verbindungslinie, 
so  trifft  dieselbe  die  Normale  des  Kegelschnitts  in  dem  Krümmungs- 
mittelpunkte*). 

Die  in  F  auf  FA  errichtete  Senk- 
rechte (Fig.  60)  triffi  ^«33  in  AT  und 
uia^JB*  in  Ä^;  liegen  «83  auf  der- 
selben Seite  von  A,  so  ist  der  Kegel- 
schnitt Ellipse  und  K  der  Krümmungs- 
mittelpunkt derselben  auf  der  in  A  er- 
richteten Normalen -4  ?[  83.  Liegen  da- 
gegen die  beiden  Schnittpunkte  der 
Normale  mit  den  Kegelschnittaxen  auf 
entgegengesetzten  Seiten  von  A,  wie 
hier  W^  und  93^,  so  ist  der  Kegel- 
schnitt Hyperbel  und  K}  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt derselben.  Zugleich 
folgt  hieraus  ein  einfacher  Ausdruck 
für  den  Werth  des  Krümmungshalb- 
messers; die  vier  Punkte  ?IS391^S3^  liegen  nämlich  so,  dass  jeder  der 
Höhenpunkt  des  von  den  drei  andern  bestimmten  Dreiecks  ist,  und 
die  drei  Punkt«?  AMF  sind  die  Fusspunkte  der  Höhen  oder  die  drei 
Diagonalpunkte  jenes  vollständigen  Vierecks;  aus  der  Gleichheit  der 
Winkel  folgt  daher  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  AF%  und  A^M, 
mithin 


Ä^       AM 


AF 


A^ 


oder     A'ä.A^  =  AM.AF. 


Nun    ist,   wenn   wir    den  Halbmesser  MA  =  A  setzen   und   die 
Länge  des  conjugirten  Halbmessers  mit  B  bezeichnen:  (S.  173) 

also: 


^)  Eine  andere  Construction  des  Krümmnngskreises  siehe  §.  48,  Ende. 
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A 

Da  aber  FK  senkrecht  auf  FA  steht  und  der  Winkel  AKF  gleich 
ist  dem  Winkel  zwischen  den  beiden  conjugirten  Halbmessern  A  und 
B,  welchen  ^r  mit  q>  bezeichnen  wollen,  so  folgt  der  Krümmungs- 
halbmesser r  im  Punkte  A: 

r  .  sm  g>  =  -^-  . 

Benutzed  wir  die  Relation  I.  auf  Seite  169  für  die  conjugirten  Durch- 
messer -4J5 .  sin  g>  =  a6,  so  können  wir  den  Krümmungshalbmesser 
auch  so  ausdrücken: 

5» 


r 


a.h^ 


und  hieraus  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

I}ie  Krümmungshalbmesser  für  zwei  söldie  Punkte  der  Ellipse,  welche 
Endpunkte  zu)eier  conjugirter  Durchmesser  sind,  vo^halten  sich  umgekehrt 
nie  die  Cuhen  der  diesen  Punkten  zugetwrigen  Durehmesser. 

Die  Werthe  für  die  Krümmungshalbmesser  in  den  Scheiteln  der 

Ellipse  sind,  da  y  =  90*^  wird,  —  und  -r-  . 

Die  Benutzung  der  zweiten  Relation  für  die  conjugirten  Durch- 
messer der  Ellipse  j1*  +  5^  =  a*  +  ^*  (S- 169)  führt  zu  einer  bepierkens- 
werthen  Eigenschaft  des  Krümmungshalbmessers.  Der  Winkel  9  ist 
derjenige,  welchen  der  Halbmesser  Jf^  mit  der  Tangente  in  ^  bildet; 
dieser  Halbmesser  bildet  mit  der  Normale  die  Winkel  90^  —  tp  und 
90^  -f-  q>  und  zwar  ersteren  mit  dem  Theil  der  Normale,  welcher  den 
Krümmungsmittelpunkt  enthält,  und  letzteren  mit  dem  nach  aussen 
verlängerten  Theil  der  Normale;  nun  ist: 

^^  -f  ^  .  r  sin  9  =  a^  +  6«  =  ^2  —  2^  .  ^  .  cos  (90«  -f  9?); 

denken    wir   uns  mithin  auf  das  nach   aussen   verlängerte  Stück   der 
Normale  eine  Strecke  A^  =  -  aufgetragen,  so  ist: 

J»V  -=  MA*  +  An^  —  2MA  .  An  .  cos  (90»  +  q>) ,    also 

r* 
M^^  —  T  "^  ^^  +  *"     ^^^^ 


3V  =  a^  +  &'  +  ~ 


Nach  S.  179  haben  wir  V«^  -|-  V  gleich  dem  Radius  desjenigen 
Kreises,  welcher  der  Ort  der  Scheitel  aller  der  Ellipse  umschriebenen 
rechten  Winkel   ist;    es  muss  daher  derjenige  Kreis,   welcher  um  ft 

H* 
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mit  dem  halben  Krümmungshalbmesser  als  Radius  beschrieben  wird, 
jenen  Ortskreis  um  M  rechtwinklig  schneiden,  weil  die  Summe  der 
Quadrate  ihrer  Radien  gleich  dem  Quadrate  des  Abstandes  ihrer  Mittel- 
punkte ist;  wir  erhalten  hiernach  folgende  Eigenschaft  des  Krüm- 
mungshalbmessers :  ^ 

Wenn  rtian  von  den  Krümmungsradien  eines  gegebenen  Kegelschnitts 
jeden  nach  mitgegengesetzter  Seite  hin  um  sich  selbst  verlängert  und  über 
den  Verlängerungen j  als  Durchmesser  ^  Kreise  beschreibt,  so  schneiden  alle 
diese  Kreise  jenen  Ortskreis  rechtmnldig,  welcher  die  ScJieitel  sämmÜichn' 
dem  Kegelschnitt  umschriebenen  reellsten   Winkel  entJiält*), 

Dass  diese  für  die  Ellipse  nachgewiesene  Eigenschaft  in  ganz 
gleicher  Weise  bei  der  Hyperbel  stattfindet,  braucht  nicht  erläutert 
zu  werden;   den  Fall  der  Parabel  behandeln  wir  nachträglich. 

Bezeichnen  wir  den  Ortskreis  der  Scheitel  aller  dem  Kegelschnitt 
umschriebenen  rechten  Winkel  mit  K^\  so  kommt  es  hiernach,  um 
den  Krümmungsradius  für  einen  gegebenen  Punkt  Ä  des  Kegelschnitts 
zu  finden,  nur  darauf  an,  einen  Kreis  zu  construiren,  welcher  den 
Kegelschnitt  in  A  berührt  und  den  Ortskreis  K^^  rechtwinklig  schneidet; 
der  Durchmesser  eines  solchen  Kreises  wird  gleich  dem  Krümmungs- 
halbmesser für  den  Punkt  A  sein,  und  wenn  man  den  Durchmesser 
dieses  Kreises  über  A  hinaus  um  sich  selbst  verlängert,  so  erhält 
man  den  Krümmungshalbmesser  seiner  Grösse  und  Lage  nach.  Diese 
Aufgabe  ist  aber  ganz  elementar;  bezeichnen  wir  mit  li  den  Radius 
des  Ortskreises  K^\  so  ist  nach  dem  Obigen: 

fällen  wir  aus  [i  ein  Perpendikel  auf  MA,  dessen  Fusspunkt  ft*  sei 
so  ist  auch: 

((i'My  -  {(i'Af  =  R^ ,     also 

also  ft^  die  Mitte  zwischen  dem  Punkte  A  und  dem  Fusspunkt  seiner 
Polare  in  Bezug  auf.  den  Kreis  K'^^-^  die  Polare  selbst  steht  senkrecht 
auf  MA  und  doppelt  so  weit  von  A  ab,  wie  /li*,  trifft  also  ^ft  in 
einem  Punkte  B^  für  welchen  AB  =  2A^,  d.  h.  der  Krümmungs- 
halbmesser ist.  Mithin  erhalten  wir  folgende  Construction  für  den 
Krümmungshalbmesser: 

In  dem  Punkte  A  des  Kegelschnitts  etTtchte  man  die  Normale,  con- 
struire  die  Polare  von  A  in  Bezug  auf  den  OrtsJcreis  K^\'  sie  treffe  dir 


*)  Steiner:    „üeber   eine  Eigenschaft   der  Krümmungshalbmesser   der  Kegol- 
schnitte'S  Crelle's  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik  Bd.  XXX  S.  271. 


Fig.  61. 
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Xormaie  in  B,  dann  ist  AB  gleich  der  Länge  des  Krümmungshalh- 
messers,  und  die  nach  der  entgegengesetzten^ Seite  hin  abgetragene  Strecke 
AK  =  AB  hat  zu  ihrem  Endpunkt  den  Krümmungsmittelpunkt, 

Wir  übergehen  die  geringe  Modification,  welche  eintritt^  wenn 
für  den  Fall  der  Hyperbel  der  Ortskreis  K^^  imaginär  ist  (wo  man 
sich  dann  des  Ortskreises  der  conjugirten  Hyperbel  zu  bedienen  und 
einen  Kreis  zu  suchen  hat,  welcher  von  diesem  im  Durchmesser  ge- 
schnitten wird),  und  wollen  nur  noch  für  die  Parabel  die  entsprechende 
Construction  des  Krümmungshalbmessers  ableiten.  Hier  lässt  uns  die 
Eigenschaft  der  Normale,  dass  das  Verhältniss  ihrer  Abschnitte  durch 
die  Axen  constant  bleibt,  im  Stich,  weil  eine  der  Axen  im  Unend- 
lichen liegt.  An  die  Stelle  tritt  aber  eine  andere  Eigenschaft  der 
Normale  einer  Parabel,  welche  unmittelbar  aus  der  Entstehimg  der- 
selben durch  Brennpunkt  und  Leitlinie  hervorgeht. 

Sei  P  ein  beliebiger  Punkt 
der  Parabel  (Fig.  61),  deren 
Brennpunkt  F  und  Leitlinie  S 
ist,  sei  Q  der  Fusspunkt  des 
aus  P  auf  die  Leitlinie  gefällten 
Perpendikels,  also:  ' 

PQ  =  PF,  I 

so   halbirt   die   Tangente    in   P 

die  Strecke  FQ  imd   steht   auf  ^ 

ihr  senkrecht;    folglich  wird  die 

Normale  in  P  parallel  FQ  sein; 

trifft   daher    diese    Normale   die     /  ^\.l'' 

Parabelaxe  in  r,  so  muss  Fr  =  ^P,     i  ß 

oder  wenn  wir  aus  P  das  Per-     I 

peudikel   Pp    auf   die   Axe    der 

Parabel   fallen   imd   mit   0   den   Pimkt   der   Leitlinie    bezeichnen,    in 

welchem  die  Axe  sie  trifft,   Op  =  Fr-^  hieraus  folgt,    wenn  wir   das 

Stück  pF  auf  beiden  Seiten  hinzufügen,  OF  =  pr  =  const.,  d.  h. 

Das  OMS  einem  Punkte  der  Parabel  auf  die  Axe  gefällte  Perpen- 
dikel und  die  Normale  dieses  Parabelpunktes  schneiden  auf  der  Axe 
eine  Strecke  von  constanter  Länge  aus,  welche  gleich  dem  Abstände  des 
Brennpunktes  von  der  Leitlinie  ist. 

Construiren  wir  für  einen  zweiten  Punkt  P^  der  Parabel  die  Nor- 
male PV*  und  das  Perpendikel  auf  die  Axe  P^p^,  so  ist  a\sopr^==p^r\ 
oder  pp^  =  rr^'^  triflFt  nun  die  Parabelsehne  PP^  die  Axe  in  S  und 
wir  denken   uns  um  das  Dreieck  PSr  einen  Kreis  beschrieben,   be- 
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stimmen  den  dem  Punkte  P  diametral  gegenüberliegenden  Pankt  S 
dieses  Kreises  ^  so  wird  das  aus  S  auf  die  Axe  gefällte  Perpendikel 
dieselbe  in  s  treffen,  so  dass  Sp  «=  sr  ist;  der  dem  P  diametral 
gegenüberliegende  Punkt  B  wird  aber  erhalten,  indem  wir  in  S  auf 
jSP  und  in  r  auf  rP  Perpendikel  errichten,  die  sich  in  B  schneiden, 
und  das  aus  B  auf  die  Axe  gefällte  Perpendikel  trifft  dieselbe  in  dem- 
jenigen Punkte  5,  für  welchen  sr  =  Sp  der  Grösse  und  Lage  nach 
wird.  Hieraus  schliessen  wir  umgekehrt,  dass,  wenn  wir  denjenigen 
Punkt  s  auf  der  Axe  bestimmen,  für  welchen  der  Grosse  und  Lage 
nach  sr  =  Sp  ist,  sodann  in  s  auf  der  Axe  und  in  S  auf  SP  ein 
Perpendikel  errichten,  der  Schnittpunkt  B  derselben  auch  in  dem- 
jenigen Perpendikel  liegen  muss,  welches  in  r  auf  rP  errichtet  wird. 
Da  nun  jpp^  =  rr^,  also  Sp^^^sr^,  so  folgt  aus  dem  Vorigen,  dass 
auch  das  in  r^  auf  r^P^  errichtete  Perpendikel  durch  denselben  Pankt 
B  gehen  muss.  Es  finden  sich  also  die  vier  Scheitel  von  rechten 
Winkeln  Ssrr^  in  einer  Geraden,  und  von  den  Schenkelpaaren  läuft 
je  einer  durch  den  festen  Punkt  B\  die  vier  andern  umhüllen  daher 
eine  Parabel  (S.  197),  welche  B  zum  Brennpunkte  und  die  Gerade  Ss 
zur  Tangente  im  Scheitel  s  hat;   wir  haben  demnach  folgenden  Satz: 

Bie  Normalen  in  zwei  beliebigen  Punkten  einer  Parabel,  die  Parabel- 
sehne zwischen  denselben  und  die  Parabelaxe  sind  vier  Tangenten  einer 
bestimmten  neuen  Parabel,  welche  die  Axe  der  ersten  zur  Scheiteltangente, 
ihren  unendlich-entfernten  Punkt  also  in  einer  rechtmnMigen  Richtung  su 
derjenigen  hat,  in  welcher  der  unendlich- entfernte  Punkt  der  gegebenen 
Parabel  liegt. 

Dieser  Satz  entspricht  vollständig  dem  oben  für  Ellipse  und  Hy- 
perbel aufgestellten;  aus  ihm  geht  die  Gonstruction  des  Krümmungs- 
halbmessers für  jeden  Punkt  der  Parabel  hervor,  wenn  wir  die  beiden 
Normalen  einander  unendlich -nahe,  rücken.  Die  Parabelsehne  geht 
dann  in  die  Tangente  über,  und  der  Schnittpunkt  der  beiden  unend- 
lich-nahen Normalen,  d.  h.  der  Berührungspunkt  mit  der  neuen  Parabel 
wird  der  Krümmungsmittelpunkt,  also: 

Hat  man  in  einem  Punkte  der  Parabel  Tangente  und  Normale  con- 
struirt,  so  giebt  es  eine  völlig  bestimmte  neue  Parabel,  welche  diese  beiden 
Geraden  berührt  und  die  Parabelaxe  zu  ihrer  Scheiteltangente  hat;  diese 
zweite  Parabel  berührt  die  Nortncde  im  Krümmungsmittelpunkt. 

Dass  die  Parabel  in  der  That  vollständig  und  eindeutig  bestimmt 
ist,  sobald  von  ihr  die  Scheiteltangente  und  zwei  beliebige 
andere  Tangenten  gegeben  sind,  die  Scheiteltangente  also  die  Stelle 
von  zwei  Tangenten  vertritt,  geht  daraus  hervor,  dass  durch 
die    Scheiteltangente     zugleich    der.  unendlich -entfernte    Punkt    der 
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Parabel  ^geben  und  dieser  der  Berührungspunkt  auf  der  unendlich- 
entfernten Geraden  ist;  es  geht  aber  auch  daraus  hervor^  dass  das 
in  dem  Schnittpunkte  jeder  Tangente  mit  der  Scheiteltangente  auf 
der  ersteren  errichtete  Perpendikel  durch  den  Brennpunkt  geht  und 
durch  zwei  solche  Perpendikel  der  Brennpunkt  bestimmt  wird.  Die 
Construction  des  Krümmungsradius  für  einen  Punkt  der  Parabel  ergiebt 
sich  aus  dem  letzten  Satze  sehr  einfach:  Da  nämlich  die  Tangente 
und  Normale  des  gegebenen  Parabelpunktes  Ä  ein  Paar  rechtwinklige 
Tangenten  der  Hülfsparabel  sind,  so  liegt  A  in  der  Leitlinie  der- 
selben,  und  da  die  in  den  Schnittpunkten  von  Tangente  und  Normale 
mit  der  Axe  der  gegebenen  Parabel  auf  jenen  errichteten  Perpendikel 
sich  in  dem  Brennpunkte  B  der  Hülfsparabel  schneiden,  so  wird  AB 
durch  die  Axe  der  gegebenen  Parabel  halbirt;  der  Halbirungspunkt 
ist  aber,  wie  leicht  zu  erkennen,  nichts  anderes,  als  der  Brennpunkt 
F  der  Parabel,  weil  er  auch  das  Stück  der  Axe  halbirt,  welches 
durch  Tangente  und  Normale  ausgeschnitten  wird;  das  in  B  auf  BA 
errichtete  Perpendikel  trifft  die  Normale  in  dem  gesuchten  Krüm- 
mimgsmittelpimkt,  dessisn  Construction  sich  also  folgendermassen  ge- 
staltet : 

Um  für  den  FunJct  A  einer  Parabel  den  Krümmungshalbmesser  zu 
finden  y  construire  man  die  Normale  in  A,  verbinde  A  mit  dem  Brenn- 
imnJit  F  und  verlängere  AF  über  F  hinaus  um  sich  selbst  bis  B,  errichte 
in  B  auf  AB  ein  Perpendikel,  welches  in  K  der  Normale  begegnet,  dann 
ist  K  der  KmmmuMgsmittdpunlct  und  AK  der  Krümmungshalbmesser  für 
den  Parabeljyunkt  A, 

Das  in  F  auf  AF  errichtete  Perpendikel  halbirt  offenbar  die 
Strecke  AK]  verlangem  wir  daher  die  Normale  bis  zum  Schnittpunkt 
mit  der  Leitlinie  und  berücksichtigen  die  Eigenschaft  der  Parabel, 
dass  AF  gleich  dem  Abstände  des  Parabelpunktes  A  von  der  Leit- 
linie ist,  sowie  die  Gleichheit  der  Winkel,  welche  die  Normale  mit 
dem  Strahl  nach  dem  Brennpunkte  AF  und  der  Parallelen  zur  Parabel- 
axe  bildet,  so  folgt: 

Der  Krümmungshalbmesser  für  einen  Punld  A  der  Parabel  ist  doppelt 
so  gross,  als  das  Stück,  welcJies  auf  der  Normale  von  A  aus  durch  die 
Leitlinie  abgeschnitten  unrd. 

Dies  steht  in  vollkommener  Uebereinstimmung  mit  der  oben  (S.  212) 
angegebenen  Eigenschaft  des  Krümmungshalbmessers  für  Ellipse  und 
Hyperbel;  der  dort  mit  K^^  bezeichnete  Ortskreis  geht  bei  der  Parabel 
in  die  Leitlinie  derselben  über;  der  Mittelpunkt  eines  Kreises,  welcher 
die  Parabel  in  A  berührt  und  zu  seinem  Radius  den  halben  Krüm- 


216  Aufgaben  und  Sätze. 

mungsradius  hat,  der  von  A  aus  auf  der  Normale  der  PaAbel  nach 
aussen  abgetragen  wird,  muss  in  der  Leitlinie  selbst  liegen.  Die 
Leitlinie  schneidet  daher  alle  solche  Kreise  rechtwinklig. 


Aufgaben  und  Sätze. 

1.  Es  sind  fünf  beliebige  Punkte  in  der  Ebene:  abcbc  und  fünf  durch 
einen  Punkt  o  gehende  Strahlen  eines  Strahlbüschels:  ahcde  be- 
ziehungsweise gegeben;  es  soll  ein  solcher  Punkt  p  construirt 
werden,  dass  die  fünf  Strahlen  ^(abcbc)  mit  den  fünf  Strahlen 
des  gegebenen  Strahlbüschels  o{abcde)  projectivisch  seien. 

2.  Es  sind  zwei  projectivische  Punktreihen  auf  den  Trägem  21  und  Sl^  ge- 
geben ;  werden  diese  in  der  Ebene  festgehalten,  die  Punktreihen  selbst 
aber  ohne  Aenderung  ihrer  projectivischen  Beziehung  auf  diesen 
Trägern  so  verschoben,  dass  in  dem  Schnittpunkte  beider  Träger  alle- 
mal zwei  entsprechende  Punkte  der  projectivischen  Punktreihen  ver- 
einigt werden,  alsojedes  Mal  perspectivische'Lage  eintritt,  welches  ist 
der  Ort  des  Projectionspunktes  für  alle  diese  perspectivischen  Lagen? 

3.  Dreht  man  zwei  gegebene  projectivische  Strahlbüschel  bei  fest- 
gehaltener projectivischer  Beziehung  um  ihre  fest  gedachten  Mittel- 
punkte so  herum,  dass  allemal  in  der  Verbindungslinie  der  Mittel- 
punkte je  ein  Paar  entsprechender  Strahlen  successive  vereinigt 
wird,  welchen  Ort  umhüllt  der  perspectivische  Durchschnitt  der 
beiden  jedesmal  in  perspectivischer  Lage  befindlichen  projecti- 
vischen Strahlbüschel? 

4.  Sind  zwei  projectivische  Punktreihen  auf  den  Trägern  21  und  Sl^ 
gegeben,  und  werden  durch  einen  festen  Punkt  P  der  Ebene 
Strahlen  l  gezogen,  so  schneidet  jeder  Strahl  l  die  Träger  im 
Allgemeinen  in  zwei  nicht  entsprechenden  Punkten  J  und  ^j,  deren 
entsprechende  j^  und  \)  seien;  construirt  man  auf  jedem  Strahl 
l  den  zu  dem  Schnittpunkt  (j^i,  h^y=p  zugeordneten  vierten 
harmonischen  Punkt  ä,  während  j^^  das  andere  Paar  zugeordnet- 
harmonischer  Punkte  ist,  dann  wird  bei  der  Bewegung  von  l 
der  Punkt  7t  eine  gerade  Linie  S  durchlaufen  und  auf  derselben 
als  Träger  eine  mit  dem  Strahlbüschel  (?)  projectivische  Punkt- 
reihe (tc)  beschreiben.  Das  Strahlbüschel  (Z)  und  die  Punktreihe 
(ä)  befinden  sich  in  involutorischer  Lage,  d.  h.  wenn  ä  auf  Zj 
liegt,  so  liegt  auch  tc^  auf  l.  (pc  und  l  sind  Pol  und  Polare  in 
Bezug  auf  den  von  den  beiden  gegebenen  projectivischen  Punkt- 
reihen erzeugten  Kegelschnitt,  ebenso  natürlich  auch  F  und  2.) 
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5.  Es  ist  oben  (Seite  132)  gefunden  worden,  dass  von  den  Durch- 
schnittspunkten der  15  Seiten  des  vollständigen  PascaVschen 
Sechsecks     123456    z.  B.  folgende  sechs: 

(12,  36)  (12,  45)  (34,  51)  (34,  62)  (56,  23)  (56,  14) 
auf  einem  Kegelschnitt  liegen  müssen.  Wie  viele  solcher  Sex- 
tupel  von  Durchschnittspunkten  lassen  sich  überhaupt  ermitteln? 
In  welcher  Beziehung  stehen  sie  und  die  dadurch  erhaltenen 
neuen  Kegelschnitte  zu  einander  und  zu  dem  ursprünglichen 
Kegelschnitt? 

6.  Wenn  man  aus  den  sechs  Punkten  123456  eines  Kegelschnitts 
ein  bestimmtes  von  den  60  Po^mPschen  Sechsecken  bildet,  so 
treten  von  den  sämmtlichen  15  Verbindungslinien  je  zweier  Punkte 
sechs  als  die  Seiten  des  gewählten  Sechsecks  heraus,  und  die  übrigen, 
neun  Verbindungslinien  lassen  sich  nur  auf  drei  verschiedene  Arten 
zu  drei  PascaVschen.  Sechsecken  zusammenfassen.  Die  PascdP sehen 
Linien  dieser  drei  Sechsecke  schneiden  sich  in  einem  neuen  Punkt 
(KirJcman' sehen  Punkt)  z.  B.  Sechseck    12  34  56  mit  den  Seiten 

12  23     34     45     56     61     lässt   die  9   Verbindungslinien   übrig 

13  •  14     15     24     25     26     35     36     46 ,     und   diese   liefern    die 

drei  Sechsecke: 

135264 

351426 

513642. 
Die  drei  Pascal'schen  Linien  dieser  Sechsecke  schneiden  sich  in 
einem  Kirkman'sehen  Punkt.  Auf  diese  Weise  kann  jedem  be- 
stimmten Pflfsmrschen  Sechseck,  also  auch  jeder  bestimmten  PascaX- 
schen  Linie  ein  bestimmter  KirJcm^n' scher  Punkt  zugecyrdnet  werden, 
deren  es  mithin  60  giebt.  Zwischen  denselben  findet  eine  eigen- 
thümliche  Beziehung  «statt,  welche  reciprok  ist  zu  derjenigen, 
die  früher  (S.  133)  zwischen  den  Pa^caV sehen  Linien  erkannt  wurde: 
Solchen  drei  PascaV sehen  Linien,*  welche  sich  in  einem  Steiner'- 
sehen  Punkte  treffen,  ordnen  sich  drei  Kirlcman^ sehe  Punkte  zu, 
welche  auf  einer  Geraden  liegen  {Caylej/sehe  Gerade).  Es  giebt 
mithin  20  Cayley'sehe  Gerade,  die  den  20  Steine/sehen  Punkten 
in  bestimmter  Weise  zugeordnet  sind.  Ebenso  wie  die  20  Steinet^- 
sehen  Punkte  in  10  Paare  conjugirter  Punkte  Verfallen,  theilen 
sich  auch  die  zugeordneten  20  Caylet/sehen  Geraden  in  10  Paare 
conjugirter  Gerader  und  es  findet  die  merkwürdige  Eigenthümlich- 
keit  statt,  dass  wenn  p  und  n:  ein  Paar  conjugirter  Steiner^ seher 
Punkte,  l  und  A  das  zugeordnete  Paar  conjugirter  Caylej/seher 
Geraden  ist,  sowohl  l  durch  «,  als  auch  A  durch  p  geht. 
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[l  und  X  sind  conjugirte  Strahlen  in  Bezug  auf  den  ursprüng- 
lichen Kegelschnitt.] 

Die  20  Caylei/schen  Geraden  laufen  zu  je  vieren  durch  15 
Punkte  (Salmoti' Hche  Punkte),  indem  allemal  solche  vier  Cktylei/ache 
Geraden,  welche  vier  in  einer  Geraden  liegenden  Steiner^schen 
Punkten  zugeordnet  sind,  durch  einen  Salman' 8chen  Punkt  laufen. 
Die  20  Cayley' ächen  Geraden  mid  15  Salnion' sehen  Punkte  bilden 
eine  Figur,  welche  reciprok  gegenübersteht  der  Hesse^Bchen  Figur 
der  20  Steitier^ sehen  Punkte  mit  ihren  15  Geraden,  wie  sie  oben 
mehrfach  beschrieben  ist  (Seite  ^134). 

Dieses  eigenthümliche  reciproke  Yerhältniss  der  beiden  gegen- 
überstehenden Figuren  ist  keineswegs  das  der  gewöhnlichen  Pola- 
rität in  Bezug  auf  den  gegebenen  Kegelschnitt;  ob  es  überhaupt 
eine  Polarbeziehung  ist  in  Bezug  auf  einen  noch  unbekannten 
Kegelschnitt  oder  eine  allgemeinere  Beciprocitätsbeziehung,  wird 
zu  untersuchen  sein*). 

7.  Wird  einem  Dreieck  ahc  gleichzeitig  ein  Kegelschnitt  umschrieben 
mid  ein  anderer  einbeschrieben,  so  bilden  die  Berührungspunkte 
des  letzteren  ein  neues  Dreieck  «iftiC^,  die  Tangenten  des-ersteren 
ein  Dreieck  «2^2^25  ^^^  beiden  Dreiecke  a^b^c^  und  a^h^c^  liegen 
allemal  perspectivisch.  Die  drei  Projectionscentra  der  paarweise 
perspectivisch  liegenden  Dreiecke  abc,  «i&iCi,  a^b^c^  bilden  ein  neues 
Dreieck;  in  welcher  Beziehung  steht  dasselbe  zu  dem  ursprünglichen? 

8.  Verbindet  man  die  Ecken  eines  Dreiecks  abc  mit  zwei  beliebigen 
Punkten  P  und  Pj  der  Ebene,  imd  treffen  diese  Verbindungslinien 
die  gegenüberliegenden  Seiten  des  Dreiecks  in  den  Punkten  abc 
^1^1  ^u  ^^  liegen  diese  sechs  Punkte  allemal  auf  einem  Kegelschnitt. 

9.  Werden  die  Ecken  eines  Dreiecks  abc  mit  einem  beliebigen  Punkte 
P  der  Ebene  verbunden,  so  treffen  diese  Verbindungslinien  die 
Gegenseiten  des  Dreiecks  allemal  in  drei  solchen  Punkten  abc, 
in  welchen  ein  bestimmter  Kegelschnitt  Ä^*^  die  Seiten  des  Dreiecks 
berührt;  es  soUeyi  diejenigen  Gebiete  der  Ebene  ermittelt  werden, 
in  welchen  der  Punkt  P  liegen  muss,  wenn  der  Kegelschnitt  ß^*> 
Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  werden  soll  (§.  44).  (Wie  lautet 
die  reciproke  Aufgabe  und  ihre  Lösung?) 

10.  Sind  A  und  B  irgend  ein  veränderliches  Paar  conjugirter  Durch- 
messer eines  Kegelschnitts  mit  einem  Mittelpunkt,  imd  ist  a  eine 
der  Axen  desselben,  so  ist: 


*)  Vergl.  Hesse  in  Borchardfs  Journal  Bd.  LXVIII,  S.  193  und  G,  Bauer: 
Ueher  das  Pascäl'sche  Theorem,  Abhdlgn.  d.  Bair.  Acad.  d.  W.  II.  Cl.  Bd.  XI., 
Abth.  III.    München  1874. 
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C08  (a,  Ä)  ,  cos  (a,  B) 


=  const. 


(=S) 


cos  (Äy  B) 

11«  Wenn  zur  Bestimmung  eines  Kegelschnitts  der  Mittelpunkt  m 
und  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  ahc  gegeben  sind,  so  findet 
man  die  Biclitungen  der  Axen  des  Kegelschnitts  durch  folgende 
Gonstruction: 

Man  construire  den  Höhenpuukt  h  des  Dreiecks  abc,  ziehe  mh 
und  bestimme  die  drei  zu  den  Dreiecksseiten  bc,  ca,  ab  symmetrisch 
liegenden  Geraden  in  Bezug  auf  m%;  diese  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  /*;  die  Halbirungslinien  der  Winkel  zwischen  den 
beiden  Strahlen  mh  und  mf  sind  die  Richtungen  der  Axen  des 
Kegelschnitts. 

12.  Wenn  zur  Bestimmung  eines  Kegelschnitts  der  Mittelpunkt  m 
und  drei  seiner  Punkte  abc  gegeben  sind,  so  findet  man  die  Rich- 
tungen der  Axen  des  Kegelschnitts  durch  folgende  Gonstruction: 

Man  bestimme  die  Mitten  aibiC^  der  Dreiecksseiten  bc,  ca,  ab, 
den  Höhenpunkt  h^  des  Dreiecks  a^b^c^,  ziehe  m\  und  ermittle 
die  drei  zu  den  Dreiecksseiten  b^c^^,  c^a^^  a^bi  symmetrisch  liegen- 
den Geraden  in  Bezug  auf  m/*^;  diese  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  /i;  die  Halbirungslinien  der  Winkel  zwischen  den  beiden 
Strahlen  7n\  und  mf^  sind  die  Richtungen  der  Axen  des  Kegel- 
schnitts. 

13.  Wenn  zur  Bestimmung  eines  Kegelschnitts  der  Mittelpunkt  m 
und  drei  seiner  Tangenten  H93@  gegeben  sind,  so  findet  man  die 
Richtungen  der  Axen  des  Kegelschnitts  durch  folgende  Gon- 
struction: 

Bilden  die  drei  gegebenen  Tangenten  ein  Dreieck  abc,  so 
ziehe  man  die  Strahlen  ma,  mb,  mc,  construire^  die  zu  ihnen 
harmonisch-zugeordneten  Strahlen  durch  jede  Dreiecksecke,  welche 
ein  neues  Dreieck  a^b^Cj^  bilden  und  bestimme  den  Höhenpunkt 
/*!  dieses  Dreiecks  a^bj^Cj^,  Bestimmt  man  zu  den  Dreiecksseiten 
biC^,  c^a^,  aj)^  die  symmetrisch  liegenden  Geraden  in  Bezug  auf 
m\ ,  so  schneiden  sich  dieselben  in  einem  Punkt  f^  und  die  Hal- 
birungslinien der  Winkel  zwischen  den  beiden  Strahlen  mh^  und 
mf^  sind  die  Richtungen  der  Axen  des  Kegelschnitts. 

14.  Ist  zur  Bestimmung  eines  Kegelschnitts  sein  Mittelpunkt  m  und 
ein  Tripel  conjugirter  Punkte  xyz  gegeben,  und  sind  Pa  und  Pö 
'die  Potenzen  der  auf  den  Axen  des  Kegelschnitts  befindlichen 
Punktsysteme  (Quadrate  der  Halbaxen),  so  ist: 


I.  Fa-]-Fö=-  Pst 


). 
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WO  Pft  die  Potenz  des  Mittelpunktes  m  in  Bezug  auf  den  dem 
Polardreieck  xyz  umschriebenen  Kreis,  PiihPs  ^^^  Perpendikel  von 
7n  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  xyz  und  r  den  Radius  des  dein 
Dreieck  xyz  umschriebenen  Kreises  bezeichnet.     (S.  185.) 

1 5.  Sind  zur  Bestimmung  eines  Kegelschnitts  sein  Mittelpunkt  w  und 

*  ^^  ^^  ^^ 

drei  Tangenten  desselben  gegeben,  und  sind  P«  und  Po  die  Po- 
tenzen der  auf  den  Kegelschnittaxen  befindlichen  Punktsysteme 
(Quadrate  der  Halbaxen),  so  ist: 

I.  Pa  +  Pö=  Pä 

IT.  PaPb        =  ^PiP2Pi  •  »■  ; 

WO  Pft  die  Potenz  des  Mittelpunktes  m  in  Bezug  auf  denjenigen 
Kreis  bedeutet,  welcher  den  Höhenpunkt  des  gegebenen  Dreiseits 
zu  seinem  Mittelpunkt  und  die  Ecken  desselben  zu  einem  Tripel 
conjugirter  Punkte  hat,  femer  PiP^p^  die  Perpendikel  von  m  auf 
die  Seiten  desjenigen  Dreiecks  bezeichnen,  welches  von  den  Mitten 
der  Seiten  des  gegebenen  Dreiseits  gebildet  wird,  und  endlich  r 
der  Radius  des  dem  gegebenen  Dreiseit  umschriebenen  Kreises  ist. 

16.  Sind  zur  Bestimmung  eines  Kegelschnitts  sein  Mittelpunkt  m  und 
drei  Punkte  desselben  gegeben,  und  sind  P«  und  Pi,  die  Potenzen 
der  auf  den  Kegelschnittaxen  befindlichen  Punktsysteme  (Qua- 
drate der  Halbaxen),  so  ist: 

n.  p,,p,     ==PMPl.r, 


«j  «2  «s 


WO  PiJXiJh  ^iö  ^rei  Perpendikel  von  m  auf  die  Seiten  des  ge- 
gebenen Dreiecks,  ^ÄgJTg  die  drei  Perpendikel  von  m  auf  die 
Seiten  de^  von  den  Mitten  der  Seiten  des  gegebenen  gebildeten 
Dreiecks,  r  den  Radius  des  dem  gegebenen  Dreieck  umschriebenen 
Kreises  und  P«  die  Potenz  des  Punktes  m  in  Bezug  auf  denjenigen 
Kreis  bezeichnet,  welcher  durch  die  Mitten  der  Seiten  des  ge- 
gebenen Dreiecks  geht. 
17.  Wenn  man  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  und  Strahlen  in  Bezug 
auf  einen  Kegelschnitt  hat,  so  sind  die  drei  Seiten  dieses  Dreiecks 
Träger  von  drei  dem  Kegelschnitt  zugehörigen  Punktsystemen 
(zwei  hyperbolischen  tmd  einem  elliptischen),  deren  Potenzen 
seien  P«  Pb  Pc  ]  die  drei  Ecken  desselben  sind  die  Mittelpunkte 
von  drei  Strahlsystemen,  deren  Potenzen  seien  PaPbPc'  Ver- 
ändert man  das  Tripel,  indem  man  eine  Ecke  Ä  und-  die  gegen- 
überliegende Seite  mit  ihrem  Punktsystem  P«  (die  Polare  von  Ä)  fest- 
hält, die  andern  beiden  Seiten  aber  das  ganze  Strahlsystem  durch- 
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laufen  lässig  welche  metrischen  Beziehungen  bestehen  dann  zwischen 
den  Potenzen  Pö  Pc  ?  Hat  man  zwei  beliebige  Tripel  conjugirter 
Strahlen  und  Punkte  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt,  welche 
metrischen  Beziehungen  finden  zwischen  den  Potenzen  der  ihnen 
zugehörigen  Punkt-  und  Strahlsysteme  statt? 

IK.  Die  vier  Schnittpunkte  zweier  demselben  Vierseit  einbeschrie- 
benen Kegelschnitte  liegen  mit  jedem  der  drei  Paar  Gegenecken 
des  Vierseits  zusammen  in  einem  Kegelschnitte. 

1(>.  Von  den  acht  Berührungspunkten  zweier  demselben  Vierseit  ein- 
beschriebenen Kegelschnitte  liegen  zwölfmal  vier  mit  je  zweien 
der  vier  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  zusammen  in  einem 
neuen  Kegelschnitte.  Die  dadurch  bestimmten  neuen  zwölf  Kegel- 
schnitte ordnen  sich  in  sechs  Paare,  welche  einander  doppelt  be- 
rühren; nämlich  durch  je  zwei  der  genannten  vier  Schnittpunkte 
gehen  zwei  neue  Kegelschnitte,   die   sich  in   denselben  berühren. 

20.  Werden  einem  Dreiseit  ABC  irgend  vier  Kegelschnitte  einbe- 
schrieben, so  haben  je  zwei  derselben  (ausser  den  drei  Seiten  des 
Dreiseits)  noch  eine  vierte  gemeinschaftliche  Tangente  jT,  was 
zusammen  ß  T  giebt.  Diöse  6  T  schneiden  jede  der  drei  Seiten 
ABC  in  sechs  Punkten  eines  Punktsystems  (Involution);  nämlich 
die  vierte  Tangente  je  zweier  Kegelschnitte  und  die  vierte  Tangente 
der  jedesmaligen  beiden  andern  schneiden  allemal  ein  Paar  con- 
jugirter Punkte  dieses  Punktsystems  aus. 

21.  Sind  zwei  Punkte  BQ  imd  ein  Dreiseit  gegeben,  so  giebt  es  im 
Allgemeinen  vier  Kegelschnitte,  welche  durch  B  und  Q  gehen  und 
die  Seiten  des  Dreiseits  berühren.  Diese  vier  Kegelschnitte  werden 
selbst  berührt  von  einem  und  demselben  Kegelschnitt,  welcher 
1)  durch  B  und  Q  geht  und  2)  durch  die  drei  vierten  harmonischen 
Punkte  auf  den  Seiten  des  Dreiseits,  welche  zu  den  Schnittpuükten 
mit  der  Verbindungslinie  BQ  zugeordnet  sind. 

22.  Wird  einem  Dreieck  xyz  ein  Kegelschnitt  S^^^  umschrieben,  und 
trifft  eine  beliebige  Gerade  2  die  Dreiecksseiten  yz,  zx,  xy  be- 
ziehlich  in  den  Punkten  S  ly  5;  legt  man  aus  S  ^  g  die  Tangenten- 
paare an  den  Kegelschnitt  Ä^^^,  welche  in  ««',  /Sj3',  yy  berühren, 
80  schneiden  sich  die  sechs  Verbindungslinien  xa,  xa ,  yß,  yß^y 
zyj  zy  zu  je  dreien  in  vier  Punkten  und  sind  die  sechs  Seiten 
eines  vollständigen  Vierecks,  dessen  drei  Diagonalpunkte  xyz  sind. 

Welches  ist  der  Ort  eines  Punktes  B  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnitts 1iS^\  wenn  die  Axen  des  dem  Punkte  B  in  Bezug  auf 
iC^*)   zugehörigen    Strahlsystems    (oder    die    Halbirungslinien    der 
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Winkel  zwischen  dem  aus  P  an  ^^^  zu  legenden  Tangentenpaar) 
zwei  gegebene  zu  einander  rechtwinklige  Richtungen  haben  sollen? 

24.  Nimmt  man  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  S}^^  drei  beliebige 
Punkte  ABC,  welche  ein  Dreieck  bilden^  und  legt  aus  jeder  Ecke 
das  Tangentenpaar  an  K^^^,  welches  die  gegenüberliegende  Dreiecks- 
seite in  zwei  Punkten  trifft,  dann  liegen  die  sechs  dadurch  er- 
haltenen Schnittpunkte  auf  einem  neuen  Kegelschnitt. 

25.  Die  Seiten  eines  YoUständigen  Vierseits  bilden  zu  je  dreien  zu- 
sammengefasst,  yier  Dreiseite;  legt  man  um  jedes  derselben  und 
durch  zwei  gegebene  feste  Punkte  F  und  Q  einen  Kegelschnitt, 
so  gehen  die  dadurch  erhaltenen  vier  Kegelschnitte  noch  durch 
einen  dritten  festen  Punkt  iJ. 

26.  Zieht  man  von  einem  beliebigen  Punkte  P  einer  Ellipse  an  den 
über  der  kleinen  Axe  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  eine 
Tangente,  so  ist  diese  gleich  der  reellen  Halbaxe  derjenigen  Hy- 
perbel, welche  durch  P  geht  imd  dieselben  Brennpunkte  mit  der 
Ellipse  hat. 

Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  einer  Ellipse  in 
dem  über  der  grossen  Axe  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise 
eine  kleinste  Halbsehne,  so  ist  diese  gleich  der  imaginären  Halb- 
axe  derjenigen  Hyperbel,  welche  durch  P  geht  und  dieselben 
Brennpunkte  mit  der  Ellipse  hat. 

27.  Theilt  man  acht  beliebige  Punkte  eines  Kegelschnitts  irgendwie 
in  zwei  Gruppen,  welche .  man  in  beliebiger  Weise  einander  zu- 
ordnet: 

ahcd    und     a^h^c^d^ , 

'    und  bestimmt  die  drei  Paare  von  Schnittpunkten: 

(«6,  aj)^)  =  X     (ac,  a^c^^)  =  y     (ad,  a^d^)  =  ^ 

so  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien  a:|,  yiy,  zt  in  einem 
Pimkte. 

28.  Verbindet  man  die  drei  Ecken  eines  Dreiecks  ahc  mit  einem  be- 
liebigen Punkte  A  und  bezeichnet  die  Schnittpunkte: 

(Aüy  bc)  =  a    (Ab,  ca)  =  ß    (Ac,  ab)  =  y 
Ißy,   bc)  =  a     (ya,  ca)  =  ^     {aß,  ab)  -=  /, 

so  liegen  cc'  ß' y  auf  einer  Geraden  S  und  es  giebt  einen  Kegel- 
schnitt ^^\  welcher  dem  Dreieck  abc  umschrieben  ist  und  die 
drei  Strahlen  aa  bß'  cy  zu  Tangenten  in  den  Ecken  hat.  Die 
beiden  (immer  imaginären)  Tangenten  aus  A  an  diesen  Kegel- 
schnitt Ä^2>  treffen  die  Gerade  £  in  einem  solchen  (immer  imagi- 
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nären)  Pimktpaar  BC,  dass  die  beiden  Dreiecke  ahc  und  ABC 
auf  alle  möglichen  sechs  verschiedenen  Arten  gleichzeitig  per- 
spectivisch  liegen.  Die  beiden  imaginären  Tangenten  aus  A  an 
9f^^  bilden  mit  den  drei  reellen  Strahlen  Aüy  Ab,  Ac  ein  äqui- 
anharmonisches  System.     (S.  63.) 

29.  In  der  Ebene  eines  gegebenen  vollständigen  Vierseits  eine  solche 
Transversale  zu  ziehen,  dass  das  durch  die  Seitenpaare  desselben 
auf  ihr  ausgeschnittene  Punktsystem  ein  gleichseitig-hyperbolisches 
wird.  Welchen  Ort  umhüllen  sämmtliche  derartige  Transversalen, 
und  welchen  Ort  erfüllen  die  Asymptotenpunkte  dieser  gleichseitig- 
hyperbolischen Punktsysteme? 

.30.  Gehen  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnitts drei  Strahlen,  welche  denselben  in  den  Punktpaaren  aa, 
fo/3,  cy  treffen  und  versteht  man  unter  dem  Doppelverhältniss 
von  vier  Kegelschnittpunkten  dasjenige  von  vier  Strahlen,  die  aus 
irgend  einem  Punkte  o  des  Kegelschnitts  nach  denselben  hingehen, 
so  besteht  für  die  Punkte  aa,  bß,  cy  folgende  Beziehung  zwischen 
den  Doppelverhältnissen: 

(aaby)  +  (ßbca)  +  (ycaß)  =  1 

und  ähnliche,  die  aus  dieser  durch  Vertauschung  der  Paare  und 
der  Elemente  je  eines  Paares  unter  sich  hervorgehen. 

31.  Durch  jeden  Punkt  P  eines  Kegelschnitts  gehen  drei  Krümmungs- 
kreise, die  nicht  in  P  osculiren;  die  drei  Osculationspunkte  der- 
selben liegen  mit  dem  Punkte  P  auf  einem  Kreise,  imd  der  Schwer- 
punkt jener  drei  Osculationspunkte  ist  der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnitts. 

32.  Ist  einem  vollständigen  Vierseit  ein  Kegelschnitt  einbeschrieben, 
und  man  zieht  von  jeder  der  sechs  Ecken  desselben  nach  den 
Berührungspunkten  der  beiden  andern  Tangenten,  die  sich  in  der 
Gegenecke  schneiden,  Strahlen,  so  erhält  man  im  Ganzen  zwölf 
Strahlen,  von  denen  dreimal  je  acht  von  einem  neuen  Kegel- 
schnitt berührt  werden.  Welche  weiteren  Beziehungen  walten 
zwischen  den  acht  Tangenten  dieses  neuen  Kegelschnitts  ob,  und 
in  welcher  Beziehung  stehen  die  drei  neuen  Kegelschnitte  zu 
einander? 

33.  Wie  lässt  sich  aus  der  Lage  von  fünf  gegebenen  Geraden  in  ein- 
facher Weise  erkennen,  ob  der  sie  berührende  Kegelschnitt  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel  ist?     (Die  polar-gegeuüberstehende  Frage.) 


Dritter  Abschnitt 

Kegelschnittbüschel  und  Kegelschnittschaar. 


§.  39.    Entstellung  des  Eegelsclmittbüschels  aus  dem  StraUbuscliel. 

Die  in  §.  23  ausgeführte  Untersuchung  der  Beziehung  zwischen 
einem  von  vier  Punkten  eines  Kegelschnitts  gebildeten  Viereck  und 
dem  von  den  vier  Tangenten  in  diesen  Punkten  gebildeten  Vierseit 
und  eine  weitere  Ausführung  dieses  Gegenstandes  in  §.  27  lassen  er- 
kennen, wenn  wir  die  vier  Punkte  festhalcen  und  die.  Tangenten,  von 
denen  eine  willkürlich  angenommen  werden  kann,  verändern,  dass 
durch  vier  Punkte  unendlich  viele  Kegelschnitte  gehen,  deren  Gesammt- 
heit  gleich  mächtig  ist  mit  den  sämmtlichen  Strahlen,  welche  durch 
einen  Punkt  gehen;  denn  jeder  durch  einen  der  vier  Punkte  gehende 
Strahl;  als  Tangente  des  Kegelschnitts  aufgefasst,  bestimmt  denselben 
vollständig  imd  eindeutig;  die  Tangenten  in  den  andern  drei  Punkten 
sind  dadurch  (§.  23)  mitbestimmt,  und  es  'giebt  daher  so  viel  Kegel- 
schnitte durch  vier  Punkte,  als  es  Strahlen  durch  einen  Punkt  giebt. 
Die  Gesammtheit  der  durch  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  soll 
ein  Kegelschnittbüschel  heissen  und  die  vier  Punkte  selbst  die  Grund- 
punlcte  (Mittelpunkte)  des  Büschels.  Das  Kegelschnittbüschel  ist  daher 
ein  Gebilde  von  einfacher  Unendlichkeit;  hiergegen  spricht  scheinbar, 
dass  durch  einen  in  der  Ebene  der  vier  Grundpunkte  willkürlich  ge- 
wählten Punkt  ein  Kegelschnitt  des  Büschels  vollständig  und  eindeutig 
bestimmt  wird  und  die  Ebene  selbst  eine  doppelt-imendliche  Mannig- 
faltigkeit von  Punkten  enthält.  Dieser  Einwurf  wird  aber  dadurch 
widerlegt,  dass  ein  solcher  durch  fünf  Punkte  bestimmter  Kegelschnitt 
zugleich  unendlich  viele  andere  Punkte  enthält  und  jeder  von  ihnen, 
anstatt  des  fünften  gewählt,  immer  wieder  denselben  Kegelschnitt  her- 
vorruft. Bei  der  Bewegung  des  fünften  Punktes  durch  das  ganze 
doppelt-unendliche  Gebiet  der  Ebene  tritt  also  jeder  Kegelschnitt  des 
Büschels  selbst  unendlich  oft  auf,  und  die  sämmtlichen  von  einander 
verschiedenen    Kegelschnitte    des    Büschels    umfassen    also    nur    eine 
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Mannigfaltigkeit  von  einfacher  Unendlichkeit.  Seien  AB  CD  die  vier 
Gnindpnnkte  des  Büschels  und  ein  beliebiger  durch  Ä  gehender  Strahl 
%  die  Tangente  eines  dem  Büschel  angehorigen  Kegelschnitts^  welcher 
dadurch  vollständig  bestimmt  ist^  so  erhalten  wir  (Seite  123)  die 
Tangenten  in  BCD,  indem  wir  die  Diagonalpunkte  des  vollständigen 
Vierecks  AB  CD  bestimmen: 

{ABy  CD)  =  X    {AC,  BD)  =  y    {AD,  BC)  =  z 

und  die  Seiten  dieses  Diagonaldreiecks: 

{y,e)'^X    (g,x)=Y   (x,y)=^Z 

und  bemerken,  dass  die  Tangenten  in  A  und  B  sich  auf  X  schneiden 
müssen;  die  Diagonale  X  tri£Ft  also  9  in  einem  Punkte,  dessen  Ver- 
bindungslinie mit  B  die  Tangente  in  B  ist;  ebenso  trifft  %  die  Ge- 
rade Y  in  einem  andern  Punkte,  dessen  Verbindungslinie  mit  C  die 
Tangente  in  C  ist,  und  endlich  giebt  die  Verbindungslinie  des  Schnitt- 
Punktes  von  %  und  Z  mit  D  die  Tangente  in  D.  Drehen  wir  also 
den  Strahl  %  um  A,  wodurch  wir  sämmtliche  Kegelschnitte  des 
Büschels  erhalten,  so  drehen  sich  auch  die  Tangenten  S3&2)  um  die 
resp-  Punkte  B,  C,  D  und  beschreiben  Strahlbüschel,  welche  per- 
spectivisch  liegen  mit  demjenigen,  welches  Sl  beschreibt;  die  per- 
spectivischen  Durchschnitte  sind  die  drei  Diagonalen  des  vollständigen 
Vierecks  der  vier  Grundpunkte  des  Büschels.  Wir  erhalten  hieraus 
folgenden  Satz: 

Die  Tangenten  an  einem  Kegdschniüe  des  Büschels  in  irgend  0weien 
der  vier  Grundpunkte  beschreiben ,  wenn  der  Kegelschnitt  das  ganze  Büschel 
durchläuft^  sswei  prqjecHvische  StrcMbüschd,  welcfie  perspectivisch  liegen 
und  SU  ihrem  perspecHvischen  Durchschnitt  eine  der  drei  Diagonalen  des 
vollständigen  Vierecks  der  vier  Grundpunkte  haben. 

Hierdurch  werden  wir  in  den  Stand  gesetzt,  das  Kegelschnittbüschel 
selbst  als  ein  neues  Gebilde  einfacher  Unendlichkeit  mit  irgend  einem  andern 
von  gleicher  Mächtigkeit,  z.  B.  einem  ebenen  Strahlbüschel,  einer  geraden 
Punktreihe  oder  einem  andern  Kegelschnittbüschel  in  projectivische  Be- 
ziehung zu  setzen,  so  dass  die  Elemente  der  beiden  Gebilde  sich  ein- 
deutig entsprechen,  indem  wir  zur  Herstellung  dieser  Beziehung  ein 
Strahlbüschel  verwenden,  welches  von  den  Tangenten  des  Kegelschnitt- 
büschels  in  irgend  einem  der  vier  Grundpunkte  gebildet  wird,  und  für 
jede  Tangente  dann  den  Kegelschnitt  des  Büschels  substituüren,  welcher 
durch  dieselbe  eindeutig  bestimmt  ist.  Wir  gelangen  durch  Einführung 
dieses  neuen  Gebildes  zu  der  projectivischen  Erzeugung  der  allgemeinen 

Curven  dritten  und  vierten  Grades   ebenso,   wie  wir  durch  die  pro- 
stein er,  Vorlesungen  11.    2.  Anfl.  15 
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jectiyische  Beziehung  zweier  Strahlbüschel  zum  Eegelsehnitt  gelangen. 
(Chdsles,  comptes  rendus  1853,  tome  XXXVI  et  XXX VII.) 

Die  gleiche  Mächtigkeit  des  Eegelschnittbüschels  und  des  Strahl- 
büschels deutet  darauf  hin^  dass  ersteres  aus  dem  letzteren  unmittel- 
bar heryorgehen  könnte^  und  in  der  That  fuhrt  dazu  folgende  ebenso 
sinnreiche^  wie  nützliche  Betrachtung  Steinet' s*). 

Denken  wir  uns  B  und  B^  als  die  Mittelpunkte  zweier  Strahl- 
büschel, welche  die  Gerade  %  zu  ihrem  perspectivischeu  Durchschnitt 
haben^  so  ist  die  projectivische  Beziehung  derselben  vollständig  be- 
stimmt durch  die  Lage  von  21;  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte 
BB<^  enthält  bei  dieser  Beziehung  zwei  zusammenfallende  entsprechende 
Strahlen  e  und  e^.  Verändern  wir  aber  die  Lage  des  perspectivischeu 
Durchschnitts  ?l,  indem  wir  denselben  um  einen  festen  Punkt  P  drehen, 
so  können  wir  uns  für  jede  neue  Lage  von  %  eine  neue  Beziehung 
zweier  Strahlbüschel  mit  denselben  Mittelpunkten  BB^  hergestellt 
denken^  und  es  haben  die  beiden  neuen  Strahlbüschel  alsdann  die 
Strahlen  e  und  %  ebenfalls  zu  entsprechenden;  das  Strahlenpaar,  wel- 
ches von  B  und  B^  nach  dem  unveränderten  Punkte  P  der  Geraden 
%  geht,  p  und  p^,  ist  für  die  alte  Beziehung  wie  für  die  neue  gleich- 
zeitig ein  Paar  entsprechender  Strahlen.  Bei  der  Bewegung  von  % 
beschreibt  diese  Gerade  selbst  ein  Strahlbüschel,  dessen  Strahlen,  nach 
einander  als  die  perspectivischeu  Durchschnitte  je  zweier  Strahlbüschel 
mit  den  festen  Mittelpunkten  B  und  B^  aufgefasst,  unendlich  viele 
Paare  von  projectivischen  Strahlbüscheln  hervorrufen,  die  wir  uns  in  B  und 
B^  über  einander  liegend  denken  können.  Werden  diese  projectivischen 
Beziehungen  festgehalten,  aber  die  perspectivische  Lage  aufgehoben 
etwa  dadurch,  dass  das  eine  oder  beide  Systeme  von  Strahlbüscheln 
um  ihre  Mittelpunkte  B  und  B^  beliebig  gedreht  oder  in  der  Ebene 
verschoben  und  gedreht  werden,  so  wird  aus  jeder  Geraden  Ä  und 
dem  Strahl  BB^  nunmehr  ein  Kegelschnitt,  den  die  beiden  nicht  mehr 
perspectivisch  liegenden  aber  projectivisch  bleibenden  Strahlbüschel 
erzeugen;  alle  diese  Kegelschnitte  haben  zunächst  die  Punkte  B  und 
B^  (die  Mittelpunkte  der  erzeugenden  Strahlbüschel)  gemein,  ferner 
einen  Punkt  e,  den  Schnittpunkt  der  beiden  Strahlen  e  und  e^  nach 
Aufhebung  der  perspectivischeu  Lage,  weil  diese  beiden  Strahlen  für 
jede  der  vorigen  Beziehungen  entsprechende  waren,  und  endlich  aus 
demselben  Grunde  den  Schnittpunkt  p  der  Strahlen  p  und  p^  nach 
Aufhebung  der  perspectivischeu  Lage. 

*)  Ueber  diese  unter  dem  Namen  „projectivischer  Drehung"  von  Steiner  häufig 
angewendete  Betrachtung  vergl.  F.  August  in  Borchardfs  Journal,  Bd.  LXYIII 
Seite  239. 
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Die  sämmtliclien  auf  diese  Weise  erzeugten  Eegelsclmitte  gehen 
also  durch  vier  feste  Punkte  jBJSiCp,  d.  h.  sie  bilden  ein  Kegelschnitt- 
büschel mit  Tier  Grundpunkten  ^  und  dieses  ist  unmittelbar  aus  dem 
von  ä  beschriebenen  Strahlbüschel  hervorgegangen,  indem  jeder  Strahl 
desselben  zu  einem  Kegelschnitt  des  Büschels  .wurde.  Beide  Gebilde 
sind  also  von  gleicher  Mächtigkeit. 

Wir  erkennen  ferner,  wenn  wir  die  Bedingung,  dass  der  per- 
spectivische  Durchschnitt  81  durch  einen  festen  Punkt  P  gehen  solle, 
aufheben  und  ihn  das  ganze  doppelt-unendliche  Gebiet  der  Ebene 
durchstreifen  lassen,  dass  aus  den  sämmtlichen  Geraden  der  Ebene 
nach  Aufhebung  der  perspectivischen  Lage  ebenso  viele  Kegelschnitte 
werden,  die  durch  drei  feste  Punkte  gehen,  dass  diese  also  ein  Ge- 
bilde von  doppelter  Unendlichkeit  (Büschel -Büschel)  ausmachen.  Es 
leuchtet  die  Nützlichkeit  dieser  Betrachtung  augenscheinlich  ein,  weil 
nun  umgekehrt  jedes  Kegelschnittbüschel  mit  vier  Grundpunkten  durch 
eine  passende  Drehung  in  ein  Strahlbüschel  verwandelt  werden  kann 
und  hierdurch  die  Untersuchung  der  Eigenschaften  des  Kegelschnitt- 
büschels wesentlich  vereinfacht  ^vird.  Suchen  wir  zunächst  zu  er- 
mitteln, wie  sich  die  verschiedenen  Gattungen  von  Kegelschnitten: 
Ellipsen,  Hyperbeln,  Parabeln  in  dem  Büschel  vertheilen. 

Um  die  BegrifiPe  zu  fisiren,  denken  wir  uns  die  Punkte  B  und 
B^  fest  bleibend,  aber  das  ganze  System  von  Strahlbüscheln  in  B  um 
einen  beliebigen  Winkel  8  und  das  ganze  System  von  Strahlbüscheln 
in  jBj  um  einen  Winkel  6^  gedreht,  wo  8  und  8^  ihrer.  Grösse  und 
Drehrichtung  nach  gegeben  sind;  alsdann  entsteht  durch  diese  beiden 
Drehungen  (von  denen  auch  eine  z.  B.  d^  «s  0  sein  könnte)  aus  BB^  und 
dem  von  81  beschriebenen  Strahlbüschel  (P)  ein  Kegelschnittbüschel  mit 
den  vier  Grundpunkten  BB^tp.  Es  ist . zuvörderst  ersichtlich,  dass 
in  dem  Kegelschnittbüschel  drei  Linienpaar^  (besondere  Hyperbeln) 
vorkommen;  denn  unter  den  durch  P  gehenden  Strahlen  81  befindet 
sich  einmal  auch  der  Strahl  PB\  die  beiden  perspectivischen  Strahl- 
büschel in  B  und  P^y  welche  ihn  zum  perspectivischen  Durchschnitt 
haben,  befinden  sich  in  der  eigenthümlichen  Lage,  'welche  wir  die 
parabolische  (S.  73)  genannt  haben,  indem  allen  Strahlen  des  Strahl- 
büschels in  B^  der  einzige  Strahl  PP  in  dem  Strahlbüschel  B  und 
allen  Strahlen  des  Strahlbüschels  B  der.  einzige  Strahl  B^B  des  Strahl- 
büschels B^  entspricht;  nach  der  Drehung  um  die  Winkel  8  und  8^ 
werden  diese  beiden  besonderen  Strahlbüschel  einen  Kegelschnitt  er- 
zeugen, dessen  Punkte  auf  den  beiden  Geraden  Pp  und  P^e  liegen, 
also  ein  Linienpaar;  in  gleicher  Weise  wird  aus  dem  besonderen  durch 

P^  gebenden  Strahl  8(  ein  Kegelschnitt,  welcher  sich  in  das  Linien- 

15* 
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paar  Jß^p  und  Bt  auflöst.  Wir  bemerken  endlich^  dass  vor  der  Drehung 
um  die  Winkel  d  und  d^  zwei  besondere  Strahlen ;  welche  mit  der 
Verbindungslinie  BB^  in  entgegengesetztem  Drehungssinne  die  resp. 
Winkel  S  und  d^  bildeten  und  sich  in  einem  Punkte  b  trafen^  nach 
der  Drehung  auf  einander  fallen  müssen;  wir  sehen  hieraus^  dass  aus  JS£]^ 
und  demjenigen  Strahl  Ä,  welcher  durch  s  geht,  also  Ps,  ein  Kegelschnitt 
wird,  der  wiederum  in  ein  Linienpaar  zerfällt,  weil  die  beiden  ihn  er- 
zeugenden projectivischen  Strahlbüschel  auch  nach  der  Drehung  per- 
spectivisch  werden;  folglich  enthält  das  Eegelschnittbüschel  noch  ein 
drittes  Linienpaar  JB^^  und  pt.  Aus  allen  übrigen  Geraden  %[  werden 
aber  allgemeine  Kegelschnitte,  und  wir  wollen  nachsehen,  wie  viel 
Hyperbeln,  Parabeln,  Ellipsen  unter  ihnen  vorkommen. 

Hierzu  müssen  wir  diejenigen  Punkte  in  der  Ebene  aufsuchen, 
welche  nach  der  Drehung  in  die  Unendlichkeit  fallen;  alle  Punkte  im 
Unendlichen  der  Ebene  liegen  auf  der  Geraden  G^  oder  sind  die  Durch- 
schnittspunkte entsprechender  Strahlen  zweier  projectivisch-gleicher  und 
gleichlaufender  Strahlbüschel,  welche  sich  in  perspectivischer  Lage 
befinden  (S.  77);  vor  der  Drehung  müssen  zwei  solche  in  B  und  B^ 
placirte  Strahlbüschel  einen  Kreis  erzeugen  (S.  106);  alle  Punkte  dieses 
Kreises  gehen  also  nach  der  Drehung  in  die  Unendlichkeit,  oder  viel- 
mehr die  beiden  diesen  Kreis  erzeugenden  Strahlbüschel  werden  nach 
der  Drehung  perspectivisch,  erzeugen  also  ein  Linienpaar,  dessen  einer 
Theil  BBi  und  dessen  anderer  Theil  G^  ist.  Dieser  Kreis,  welchen 
wir  kurzweg  den  „DrcMrcis"  nennen  wollen,  ist  leicht  zu  ermitteln; 
er  wird  offenbar  durch  die  drei  Punkte  BBj^  und  s  gehen  und  durch 
dieselben  bestimmt  sein;  e  ist  aber  derjenige  Punkt,  in  welchem  sich 
zwei  Strahlen  durch  B  und  B^  schneiden,  welche  nach  der  Drehung 
auf  BBj^  zusammenfallen,  die  also  um  die  Winkel  d  und  d^  zurück- 
gedreht erscheinen,  imd  c  ist  derjenige  Punkt,  in  welchem  sich  zwei 
Strahlen  durch  B  und  B^  nach  der  Drehung  treffen,  welche  vor  der 
Drehung  in  dem  Strahle  BBj^  vereinigt  waren;  daher  liegen  c  und  a 
symmetrisch  zu  der  Geraden  BB^,  Ist  der  Drehkreis  ermittelt,  so 
wird  aus  einem  solchen  Strahle  81,  welcher  ihn  in  zwei  reellen  Punkten 
schneidet,  eine  Hyperbel,  weil  die  beiden  Schnittpimkte  nach  der  Drehung 
in  die  Unendlichkeit  fallen,  aus  denjenigen  Strahlen  Ä,  welche  den 
Drehkreis  berühren,  je  eine  Parabel  und  aus  allen  Strahlen  Ä,  welche 
ihn  nicht  treffen,  Ellipsen;  femer  kommt  unter  den  Strahlen  Ä  ein 
einziger  vor,  der  durch  den  Mittelpunkt  des  Drehkreises  geht;  aus 
diesem  wird  eine  gleichseitige  Hyperbel,  weil  die  unendlich-entfernten 
Punkte  derselben  unter  einem  rechten  Winkel  erscheinen. 

Liegt  daher  der  Punkt  P  ausserhalb  des  Drehkreises,  so  güi>t  es 
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unter  dem  Büschel  von  Kegelschnitten  unendlich  viele  Ellipsen^  unendlich 
viele  Hyperhdn  und  nur  zwei  Parabeln,  weldie  diese  beiden  Gruppen  von 
einander  trennen;  unter  den  Hyperhein  kommt  nur  eine  einzige  gleich' 
seitige  vor.  Wir  bemerken  noch  einen  besondem  Fall:  Da  nämlich 
alle  Punkte,  die  im  Unendlichen  liegen ,  in  B  und  B^  zwei  gleiche 
und  gleichlaufende  projectivische  Strahlbüschel  hervorrufen,  also  nach 
der  Drehung  Pimkte  eines  bestimmten  Kreises  werden,  welcher  zu  dem 
Drehkreise  symmetrisch  liegt  in  Bezug  auf  die  Axe  BB^  so  folgt, 
dass,  wenn  P  im  Unendlichen  liegt,  allemal  die  vier  Gründpunkte  des 
Kegelschnittbüschels  auf  einem  Kreise  liegen  müssen;  wenn  aber  P 
im  Unendlichen  liegt,  so  sind  die  beiden  aus  ihm  an  den  Drehkreis 
zu  legenden  Tangenten  paraJlel,  ihre  Berührungssehne  erscheint  also 
von  B  (oder  B^j  aus  unter  einem  rechten  Winkel.  Aus  diesen  beiden 
Tangenten  werden  nach  der  Drehung  zwei  Parabeln,  deren  unendlich- 
entfernte  Punkte  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen, 
und  dies  Verhalten  findet  auch  umgekehrt  statt:  Wenn  die  Berührungs- 
punkte zweier  Tangenten  des  Drehkreises  unter  rechtem  Winkel  von 
B  (oder  B^  aus  erscheinen,  so  liegt  ihr  Schnittpunkt  im  Unendlichen. 
Wir  schliessen  also: 

Wenn  in  einetn  KegdschnittUischel  mit  vier  reellen  Crrundpunlcten 
zum  Parabeln  vorkommenj  deren  unendUch-entfemte  Punkte  in  zwei  zu 
einander  reditumkligen  Bichtungen  liegen,  so  liegen  allemal  die  vier  Grund- 
punkte  des  Büschels  auf  einem  Kreise.    Oder: 

Legt  man  durch  drei  Punkte  zwei  Parabeln^  deren  Axen  auf  einander 
senkrecht  stehen,  so  schneiden  sich  dieselben  noch  in  einem  vierten  Punkte, 
tcelcher  mit  den  drei  gegebenen  auf  einem  Kreise  liegt.    Oder: 

Ztvei  Parabeln,  deren  Axen  auf  einander  senkrecht  stellen,  treffen 
sich  im  Allgemeinen  in  iw  Punkten,  welche  auf  einem  Kreise  liegen. 

Liegt  andererseits  P  innerhalb  des  Drehkreises,  so  besteht  das  Büschel - 
aus  lauter  Hyperbeln,  unter  denen  sich  nur  eine  gleichseitige  findet]  weil  in 
diesem  Falle  alle  durch  P  gezogenen  Strahlen  Sl  den  Drehkreis  in  zwei 
reellen  Punkten  treffen.  Liegt  endlich  P  auf  dem  Drehkreise  selbst,  so 
kommt  in  dem  Büschel  nur  eine  einzige  Parabel  vor,  d.  h.  zwei  zusammen- 
fallende, alle  übrigen  Kegelschnitte  desselben  sind  Hyperbeln.  Ist  ins- 
besondere der  Punkt  P  gerade  der  Mittelpunkt  des  Drehkreises,  so 
werden  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  gleichseitige  Hyperbeln;  es 
giebt  also  ein  besonderes  Kegelschnittbüschd,  welches  aus  lauter  gleich- 
seitigen  Hyperbeln  besteht.  Suchen  wir  die  gewonnenen  Resultate  in 
der  Weise  umzugestalten,  dass  wir  von  dem  Drehkreise  abstrahiren 
können  und  nur  die  das  Kegelschnittbüschel  bestimmenden  vier  Grund- 
punkte  als   gegeben   annehmen.     Lassen   wir   zu   diesem  Behuf  den 
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Punkt  P  alle  möglichen  Lagen  innerhalb  des  Drehkreises  annelimen. 
Da  die  Kreisfläche  durch  das  Dreieck  BB^s  (Fig.  62)  in  vier  Stücke 


Fig.  68. 


zerschnitten  wird;  nämlich  das  Dreieck  tind  die  drei  Segmente  über 
den  Seiten  desselben,  so  wird  1)  wenn  P  innerhalb  der  Dreiecks- 
fläche BB^e  liegt,  nach  der  Drehung  der  Punkt  p  in  das  Dreieck 
BB^t  hineinfallen;  2)  wenn  P  in  dem  Kreissegmente  über  Be  liegt, 
so  wird  der  Punkt  p  nach  der  Drehung  in  demjenigen  Scheitelraume 
liegen,  welchen  die  Geraden  J?^JB  und  B^t  begrenzen  imd  der  ausser- 
halb des  Dreiecks  BBj^z  liegt;  denn  von  zwei  Strahlen  B^P  und  BP, 
welche  nach  einem  in  diesem  Kreissegmente  liegenden  Punkt  P  hin- 
gehen, fällt  nach  der  Drehung  der  erste  nothwendig  in  diesen  Winkel- 
raum, und  der  zweite  in  den  Winkelraum,  welchen  die  Geraden  BB^ 
und  die  Tangente  in  B  nach  der  Drehung  begrenzen;  die  letztere 
wird  aber  parallel  B^t]  beide  Winkelräume  haben  nun  gemeinsam 
denjenigen  Scheitelraum  des  Winkels  BB^t,  welcher  ausserhalb  des 
Dreiecks  liegt;  3)  wenn  P  in  dem  Kreissegmente  über  B^a  liegt,  so 
fällt  nach  der  Drehung  aus  gleichem  Grunde  p  in  denjenigen  Scheitel- 
raum des  Winkels  B^Bt,  welcher  ausserhalb  dieses  Dreiecks  liegt, 
und  endlich  4)  wenn  P  in  dem  Kreissegmente  über  BB^  angenommen 
wird,  so  muss  nach  der  Drehung  p  nothwendig  in  denjenigen  Scheitel- 
raum des  Winkels  BtB^  hineinfallen,  welcher  ausserhalb  dieses  Dreiecks 
liegt,  weil  die  Tangenten  in  B  \md  B^  nach  der  Drehung  mit  JS^c 
und  Bz  parallel  werden.  Liegt  daher  P  überhaupt  innerhalb  des 
Drehkreises,  so  muss  nach  der  Drehung  p  in  einen  der  vier  mit  (ä) 
in  der  Figur  bezeichneten  Bäume,  nämlich  die  Dreiecksfläche  BB^t 
und  die  drei  unendlichen  Winkelräume  an  den  Ecken  des  Dreiecks 
hineinfallen;  liegt  dagegen  P  ausserhalb  des  Drehkreises,  so  muss  p 
in  einen  der  drei  übrigen  mit  {e)  bezeichneten,  den  Dreiecksseiten  an- 
liegenden unendlichen  Bäume  hineinfallen;  die  ganze  unendliche  Ebene 
wird  nämlich  durch  die  Seiten  des  Dreiecks  BB^z  in  7  Bäume  zer- 
schnitten, von  denen  die  vier  mit  (Ä)  bezeichneten  die  hyperbolischen, 
die  drei  mit  (e)  bezeichneten  die  elliptischen  genannt  werden  können. 
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Befindet  sich  nun  der  vierte  Grundpunkt  p  des  Büschels  in  einem  der 
drei  elliptischen  Räume^  so  liegen  die  vier  Grundpunkte  so,  dass  jeder 
sich  ausserhalb  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  befindet, 
oder  sie  bilden  ein  convezes  Viereck;  liegt  dagegen  p  in  einem 
der  vier  hyperbolischen  Räume,  so  haben  die  vier  Grundpunkte  die 
charakteristische  Lage,  dass  einer  nothwendig  innerhalb  des  von  den 
drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  findet,  oder  sie  bilden  ein  con- 
caves  Viereck.     Wir  schliessen  hieraus  folgenden  Satz: 

Wenn  die  vier  Grundpunkte  eines  KegelschniUbüschels  so  liegen,  dass 
jeder  ausserhalb  des  von  den  drei  andern  gdnldeten  Dreiecks  sich  befindet 
(d.  h.  wenn  sie  ein  convexes  Viereck  bilden),  so  zerfallen  die  Kegelr 
schnitte  des  Büschels  in  eine  Gruppe  von  Ellipsen,  eine  Gruppe  von 
Hyperbeln  und  zwei  Parabeln,  u)elche  die  Uebergänge  von  der  einen 
Gruppe  zur  andern  bilden;  unter  den  Hyperbeln  kommt  nur  eine  einzige 
gleichseitige  und  drei  Linienpaare  vor.  Wenn  dagegen  die  vier  Grund- 
punkte  des  Kegelschnittbüschels  so  liegen,  dass  einer  innerlialb  des  von 
den  drei  andern  gebildetefi  Ih'eiecks  sich  befindet  (d.  h.  wenn  sie  ein  con- 
caves  Viereck  bilden),  so  bestdien  die  Kegelschnitte  des  Büschels  aus 
lauter  Hyperbeln  und  unter  diesen  kommen  im  Allgemeinen  nur  eine  ein- 
zige gleichseitige  Hyperbel  und  drei  Linienpaare  vor. 

Einer  der  beiden  vorigen  Fälle  muss,  wie  wir  gesehen  haben, 
immer  eintreten;  im  letzten  Falle  kann  insbesondere  nach  dem  Vorigen 
der  Punkt  p  so  liegen,  dass  alle  Hyperbeln  des  Büschels  gleichseitige 
werden,  wenn  nämlich  P  gerade  der  Mittelpunkt  des  Drehkreises  ist; 
es  ist  leicht  zu  erkennen,  welche  eigenthümliche  Lage  die  vier  Grund- 
punkte des  Büschels  zu  einander  haben  müssen,  damit  dieser  specielle 
Fall  eintrete.  Aus  der  Figur  geht  nämlich  hervor,  wenn  M  der  Mittel- 
punkt des  Drehkreises  ist,  welcher  nach  der  Drehung  in  die  Lage  m 
kommt  (Fig.  62),  dass: 
LBMB^  =  2d  +  2d^,  also  L  MBB^=  L  MB^B  =  9(fi  —  d  —  d'  ist, 

daher  wird  L  B^Bm  «=  90<^  —  d^  und   L  BB^m  =  90®  —  *,  also 

also  liegt  der  Punkt  m  auf  dem  Drehkreise. 
Nun  ist  aber: 

L  tBm  =  90«  —  *^  —  *     und 
L  cJBjfn  =  90®  —  *  —  «S 

folglich  steht  Bt  auf  B^m  senkrecht  und  B^t  auf  JBw,  d.  h.  c  ist 
der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  BB^m  oder,  was  dasselbe  sagt:  Die 
vier  Punkte  BB^tm  liegen  so,  dass  jeder  von  ihnen  der  Höhenpunkt 
des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  ist.     Dies  war  allerdings 


232  Dritter  Abaclmitt. 

auch  durch  folgendes  RaisonBement  vorherzusehen:  Aus  einem  durch 
Jkf,  den  Mittelpunkt  des  Drehkreises,  gehenden  Strahl  %  wird  noth- 
wendig  eine  gleichseitige  Hyperbel  nach  der  Drehung,  weil  diejenigen 
Punkte,  welche. ins  Unendliche  gehen,  unter  einem  rechten  Winkel 
von  B  oder  ^^-aus  erscheinen;  gehen  zwei  Strahlen  %  durch  Mj  so 
ist  der  Punkt  P  mit  M  identisch,  also  sämmtliche  81  gehen  durch  Jtf; 
mithin  werden  aus  sämmtlichen  Kegelschnitten  des  Büschels  gleich- 
seitige Hyperbeln,  insbesondere  auch  aus  den  drei  Linienpaaren  des 
Büschels,  welche  specielle  Hyperbeln  sind  und  daher  aus  je  zwei  zu 
einander  rechtwinkligen  Strahlen  bestehen  müssen;  wir  schliessen  also: 
„Wenn  zwei  Seitenpaare  eines  Tollständigen  Vierecks  zwei  Paare  recht- 
winkliger Strahlen  sind,  so  ist  auch  das  dritte  Seitenpaar  zu  einander 
rechtwinklig^,  was  nur  in  anderer  Form  der  bekannte  Elementarsatz 
ist:  „Die  drei  Höhen  eines  Dreiecks  schneiden  sich  in  einem  Punkte^, 
da  eine  Dreiecksseite  und  die  zugehörige  Höhe  ein  Seitenpaar  des* 
jenigen  vollständigen  Vierecks  sind,  welches  von  den  Dreiecksecken 
und  dem  Höhenpunkt  gebildet  wird.  Wir  können  also  folgenden  Satz 
aussprechen: 

Wenn  die  vier  GnmdpunJUe  eines  KegelschniUlüschels  so  liegen,  dass 
einer  (jeder)  der  Höhenpunkt  des  von  den  drei  andern  gdnldeten  Dreiecks 
ist,  so  bestehen  die  Kegelschnitte  des  Büschels  aus  lauter  gleichseitigen 
Hyperbeln,  von  denen  drei  besondere  die  drei  zu  einander  recMwinktigen 
Seitenpaare  dieses  vollständigen  Vierecks  sind. 

Oder  auch: 

Alle  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  demselben  Dreieck  umschriebeft 
sind,  gehen  gleichzeitig  durch  den  Höhenpunkt  dieses  Dreiecks. 

Hieraus  folgt  beiläufig  eine  Eigenschaft  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel, welche  eine  gewisse  Analogie  mit  der  bekannten  Grundeigen- 
schaft dQS>  Kreises  darbietet: 

Begegnet  von  zwei  zu  einander  rechtumMigen  Strahlen,  u)elche  sich 
in  0  schneiden^  der  eine  einer  gleichseitigen  Hyperbel  in  den  Punkten  a 
und  a^,  der  andere  in  b  und  ¥,  so  ist  immer 

oa  .  oa^  +  oft  .  o6*  =  0 , 

d.  h.  es  ist  das  Product  der  Abschnitte  auf  dem  einen  Schenkd  des  reckten 
Winkels  gleich  dem  Product  der  Abschnitte  aiuf  dem  andern;  aber  die 
Schnittpunkte  liegen  so,  dass  zwei  auf  derselben  Seite  von  o  sich  finden, 
und  die  beiden  andern  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  o\  derm  die  vier 
Punkte  aa^bb^  liegen  immer  so,  dass  jeder  der  Höhenparikt  des  von  den 
drei  andern  gdnldeten  Dreiecks  ist. 

Das  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln,  welche  einem  Dreieck  um- 
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schrieben  sind  und  zugleich  durch  den  Hohenpunkt  des  Dreiecks  gehen, 
besitzt  unter  andern  folgende  bemerkenswerthe  Eigenschaft,  welche, 
als  besonderer  Fall  einer  später  zu  erweisenden  allgemeinen  Eigen- 
schaft, schon  hier  vorausgeschickt  werden  mag: 

Das  von  den  drei  Ecken  des  Dreiecks  und  dem  Hohenpunkt  ge- 
bildete YoUstiLndige  Viereck  hat  zu  seinem  Diagonaldreiecke  xyZy  das 
von  den  drei  Fusspunkten  der  Höhen  gebildete  Dreieck,  weil  jede 
Seite  und  die  darauf  senkrecht  stehende  Höhe  ein  Seitenpaar  des  voll- 
ständigen Vierecks  bilden.  Dieses  Dreieck  xye  ist  aber  ein  Tripel  con- 
jugirter  Punkte  für  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  (S.  147)*,  denken 
wir  uns  um  dasselbe  einen  Ereis  gelegt,  so  muss  dieser  (S.  185)  alle 
Kreise  rechtwinklig  schneiden,  welche  die  Ortskreise  der  Scheitel  der 
den  Kegelschnitten  des  Büschels  umschriebenen  rechten  Winkel  sind; 
und  da  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  gleichseitige  Hyperbeln  sind, 
für  die  jener  Ortskreis  sich  immer  auf  einen  Punkt,  den  Mittelpunkt 
der  gleichseitigen  Hyperbel  reducirt,  so  muss  der  um  xya  gelegte 
Kreis  die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln  des  Büschels 
enthalten.  Er  geht  also  insbesondere  auch  durch  die  Mitten  der  sechs 
Seiten  unseres  vollständigen  Vierecks  d.  h.  durch  die  Mitten  der  Seiten 
des  Dreiecks  und  die  Mitten  der  oberen  Abschnitte  der  Höhen  (Ver- 
bindungslinien des  Höhenpunkts  mit  den  Ecken);  also: 

Die  Mittelpunkte  äUer  gleichseitigen  Hyperhdn,  welche  einem  Dreieck 
utmchrieben  werden  können,  liegen  auf  einem  Kreise,  der  dt^ch  die  Fttss- 
punkte  der  Hohen,  die  Mitten  der  Seiten  und  die  Mitten  der  drei  oberen 
Abschnitte  auf  den  Höhen  hindurchgeht  (Feuerbach' s  Kreis,  Neunpunkt- 
kreis). Die  Eigenschaft,  dass  die  genannten  neun  Punkte  auf  einem 
Ejreise  liegen,  ist  aus  den  Elementen  bekannt  und  leicht  auf  elemen- 
tarem Wege  zu  beweisen*). 

Der  schon  vorhin  erwähnte  Fall,  dass  P  auf  der  Peripherie  des 
Drehkreises  liegt,  führt  zu  einem  Büschel  von  lauter  Hyperbeln, 
welches  nur  eine  einzige  Parabel  enthält,  denn  in  diesem  Falle  geht 
der  Punkt  p,  einer  der  vier  Grundpunkte,  in  die  Unendlichkeit  und 
durch  vier  Punkte,  von  denen  einer  im  Unendlichen  liegt,  ist  nur  eine 
einzige  Parabel  möglich,  weil  die  unendlich-entfernte  Gerade  Tangente 
der  Parabel  ist;  alle  übrigen  Kegelschnitte  eines  solchen  Büschels 
sind  aber  offenbar  Hyperbeln  und  die  Gruppe  Ellipsen  verschwindet 
in  diesem  Falle. 


*)  Vergl.  J,  Steifier:  Die  geometrischen  Constructioneo,  ausgeführt  mittelst  der 
geraden  Linie  und  eines  festen  Kreises,  Berlin  1833,  S.  53;  und  Neumann*8  Math. 
Annalen,  Bd.  YII,  S.  517:  Der  Feuerbaeh^scht  Satz  von  den  Berührongskreisen  det« 
ebenen  Dreiecks  von  H.  Sdwöter. 
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§.  40.    Cliarakteristisclie  Eigenschaft  des  Eegelsclinittbüscliels  und 

einige  Folgerangen  ans  derselben. 

Die  in  dem  vorigen  Paragraphen  gegebene  Entstehungsweise  des 
Kegelschnittbüschels  führt  zu  einer  charakteristischen  Eigenschaft  des- 
selben^ welche  häufig  benutzt  wird;  denken  wir  uns  nämlich  eine  be- 
liebige gerade  Linie  (Transversale)  in  der  Ebene  des  Kegelschnitt- 
büschels ^  so  wird  dieselbe  von  jedem  Kegelschnitt  des  Büschels  im 
Allgemeinen  in  zwei  Punkten  x,  |  getroffen,  welche  ein  Punktsystem 
bilden.  In  der  That,  seien  BB^tp  die  vier  Grimdpunkte  des  Büschels 
und  2  die  gegebene  Transversale,  so  können  wir  uns  in  B  und  B^ 
zwei  perspectivische  Strahlbüschel  denken,  welche  2  zu  ihrem  per- 
spectivischen  Durchschnitt  haben  und  ausserdem  in  B  und  B^  die 
Mittelpunkte  je  zweier  projectivischer  Strahlbüschel,  welche  allemal 
einen  Kegelschnitt  des  Büschels  erzeugen.  Denken  wir  uns  dann  die 
ganze  Gruppe  von  Strahlbüschelpaaren  in  B  und  B^  so  um  die  Mittel- 
punkte BB^  herumgedreht,  dass  JBe  und  B^t  zusammenfallen,  so  wird 
aus  dem-  Kegelschnittbüschel  ein  einfaches  Strahlbüschel  (?l)  um  den 
Mittelpunkt  P  und  der  Strahl  BB^-^  aus  der  Geraden  2  wird  aber  ein 
Kegelschnitt  ^^\  da  die  beiden  vor  der  Drehung  perspectivischen  Strahl- 
büschel, welche  2  erzeugten,  jetzt  im  Allgemeinen  nicht  mehr  per- 
spectivisch  liegen  werden;  die  beiden  Schnittpunkte  x  und  |  irgend 
eines  Kegelschnitts  K^^^  des  Büschels  mit  der  Transversale  2  gehen 
daher  in  die  Schnittpunkte  x^^^  eines  Strahles  SI  mit  dem  Kegel- 
schnitt S<*>  über;  lässt  man  nun  31  das  ganze  Strahlbüschel  um  P  durch- 
laufen, so  werden  nach  einem  auf  Seite  151  bewiesenen  Satze  Bx^  und 
JBg^  (oder  auch  B^x^  und  Pi^^  ein  Strahlsystem  beschreiben,  welches 
also  auch  vor  der  Drehung  ein  Strahlsystem  gewesen  sein  muss;  die 
Punkte  X  und  g  bilden  daher  ein  Punktsystem,  und  wir  erhalten  den 
allgemeinen  Satz: 

Jede  Gerade  in  der  Ebene  eines  KegelschnitihüscIieU  mrd  von  den 
Kegelschnitten  desselben  in  Punktpaaren  getroffen,  iceldie  die  conjugirten 
Punkte  eines  Punktsystems  sind. 

Einen  speciellen  Fall  dieses  Satzes  haben  wir  bereits  auf  Seite  66 
bewiesen;  wir  erhalten  denselben,  wenn  wir  aus  dem  Kegelschnitt- 
büschel die  drei  Linienpaare  herausnehmen;  die  dort  aufgesuchte  Be- 
dingung, wann  das  Punktsystem  elliptisch  und  wann  es  hyperbolisch 
ist,  kommt  uns  hier  zu  Statten: 

Sobald  von  den  vier  Grundpunkten  des  Büsclids  eine  ungerade  An- 
zaJil  zu  beiden  Seiten  von  der  Transversäle  liegt^  ist  das  Punktsystem  auf 
derselben  elliptisch;  liegt  eine  gerade  Anzahl  zu  beiden  Seiten,  so  ist  das 
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Punktsystem  hyperbolisch^  falls  nämlich  die  vier  Grundpunkte  so  gelegen 
sind,  detss  jeder  ausserhalb  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks 
sich  befindet.  Liegen  dagegen  die  vier  Grundpunkte  so,  dass  einer  von 
ihnen  in  dem  von  den  drei  andern  "gebildeten  Dreieck  enthalten  ist,  so 
findet  das  Umgekehrte  statt:  Das  Punktsystem  auf  der  Transversale  ist 
hyperbolisch  y  wenn  eine  ungerade  Äneahl  von  den  vier  Grundpunkten  des 
JBiischelSy  dagegen  elliptisch,  wenn  eine  gerade  Anzahl  m  beiden  Seiten 
der  Transversale  liegt. 

Diese  Eigenschaft  des  Eegelschnittbüschels^  jede  Transversale  in 
einem  Pnnktsystem  zu  schneiden,  charakterisirt  dasselbe  nnd  nnter- 
scheidet  es  yon  andern  Gruppen  von  Kegelschnitten;  sie  lässt  sich 
auch  so  umkehren: 

Alle  Kegelschnitte,  welche  durch  drei  feste  Punkte  und  ausserdem 

■ 

durch  je  zwei  conjugirte  Punkte  eines  gegebenen  Punktsystems  gehen,  laufen 
noch  durch  einen  vierten  festen  Ptmkt  und  bilden  also  ein  Kegelschnitt- 
büschel. 

Denken  wir  uns  nämlich  diese  Kegelschnitte  durch  Paare  von 
Strahlbüscheln  erzeugt,  welche  in  zwei  von  den  drei  festen  Punkten 
BJBi  und  c,  nämlich  in  B  und  B^,  ihre  Mittelpunkte  haben,  und 
auch  die  Gerade  S,  welche  der  Träger  des  gegebenen  Punktsystems 
ist,  durch  zwei  perspectivische  Strahlbüschel  in  B  und  5^  hervor- 
gerufen, und  drehen  das  ganze  Gebilde  so,  dass  Bt  und  J^^e^  auf 
einander  fallen,  so  werden  aus  sämmtlichen  Kegelschnitten  Gerade 
und  aus  fi  ein  Kegelschnitt  ^^;  diese  Geraden  müssen  aber  sämmtlich 
durch  einen  festen  Punkt  laufen,  weil  die  Strahlenpaare  von  B  (oder 
B^)  nach  den  Schnittpunkten  jeder  solchen  Geraden  mit  dem  Kegel- 
schnitt ^^^  ein  Stra-hlsystem  bilden  (S.  151);  folglich  müssen  denn  auch, 
wenn  wir  wieder  zurück  drehen,  die  Kegelschnitte  durch  einen  vierten 
festen  Punkt  laufen. 

Die  obige  Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels  führt  uns  zur 
Losung  der  Aufgabe:  „Einen  Kegelschnitt  zu  construiren,  tcelcher  durch 
vier  gegebene  Punkte  geht  und  eine  geg^ene  Gerade  zur  Tangente  haV^; 
da  nämlich  alle  durch  die  vier  Punkte  gelegten  Kegelschnitte  auf  der 
Geraden  Paare  conjugirter  Punkte  eines  Punktsystems  bestimmen  und, 
falls  die  Gerade  Tangente  sein  soll,  die  beiden  Schnittpunkte  zusam- 
menfallen müssen,  so  werden  die  Asymptotenpunkte  dieses  Punkt- 
systems die  Berührungspunkte  zweier  Kegelschnitte  sein,  welche  den 
Bedingungen  der  Aufgabe  genügen.  Die  Aufgabe  lässt  also  im  All- 
gemeinen zwei  Lösungen  zu,  und  wir  sind  im  Stande,  nicht  allein 
ans  der  Lage  der  vier  Punkte  zu  der  Geraden  über  die  Realität  dieser 
Losungen  zu  entscheiden  (je  nachdem  eine  gerade  oder  ungerade  An- 
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zahl  von  Punkten  zu  beiden  Seiten  der  Geraden  liegt^  giebt  es  zwei 
reelle  Losungen  der  Aufgabe  oder  keine) ^  sondern  auch  die  beiden 
Kegelschnitte^  wenn  sie  reell  vorhanden  sind^  selbst  zu  constrairen, 
indem  wir  die  Asymptotenpunkte  eines  bekannten  Punktsystems  er- 
mitteln. 

Das  Punktsystem  wird  bestimmt  durch  die  Schnittpunkte  zweier 
Seitenpaare  des  von  den  vier  gegebenen  Punkten  gebildeten  vollstän- 
digen Vierecks.  Die  Asymptotenpunkte  zu  finden  kommt  dann  auf 
eine  (§.  14  und  15)  allgemein  gelöste  Aufgabe  hinaus. 

Hieran  knüpft  sich  die  aus  derselben  Eigenschaft  des  Kegelschnitt- 
büschels  herzuleitende  Lösung  der  Aufgabe:  ,j Einen  KegdschniU  zu 
constrtiiren,  welcher  durch  drei  gegebene  Punkte  geht  und  zwei  gegebene 
Gerade  zu  Tangenten  hat'';  lässt  man  nämlich  von  den  vier  Grund- 
punkten eines  Eegelschnittbüschels  zwei  zusammenfallen  und  die  beiden 
andern  auch  «usamenfallen ,  so  erhält  man  ein  Büschel^  dessen  Kegel- 
schnitte sich  alle  in  denselben  beiden  festen  Punkten  berühren;  die 
Tangenten  in  diesen  beiden  gemeinschaftlichen  Berührungspunkten 
nehmen  die  Stelle  eines  der  drei  Linienpaare  aus  dem  Büschel  ein, 
die  beiden  andern  Linienpaare  fallen  zusammen  in  die  gemeinschaft- 
liche Berührungssehne  sämmtlicher  Kegelschnitte  des  Büschels;  ein 
so  eigenthümlich  gestaltetes  Büschel  wird  nun  auch  von  einer  beliebi- 
gen Transversale  in  einem  Punktsystem  geschnitten,  und  dies  muss 
immer  ein  hyperbolisches  sein,  wie  aus  der  besonderen  Lage  der  vier 
Grundpunkte  hervorgeht;  wir  können  auch  sofort  einen  Asymptoten- 
punkt desselben  bestimmen;  ein  solcher  ist  nämlich  der  Schnittpunkt 
der  Transversale  mit  der  Berührungssehne,  weil  diese  als  ein  zu- 
sammengefallenes Linienpaar  anzusehen  ist  oder  als  ein  besonderer 
Kegelschnitt,  dessen  beide  Schnittpunkte  mit  der  Transversale  ver- 
einigt sind;  dies  ist  daher  ein  Asymptotenpunkt  des  Punktsystems; 
das  gemeinschaftliche  Tangentenpaar  trifft  ausserdem  die  Transversale 
in  zwei  conjugirten  Punkten  desselben  Punktsystems,  und  wir  schliessen 
hieraus  den  Satz:  Ein  beliebiges  Tangentenpaar  eines  Kegelschnitts 
und  die  Berührungssehne  desselben  treffen  irgend  eine  Transversale 
in  der  Ebene  in  einem  Punktpaar  aa  und  einem  Punkte  g;  die  Trans- 
versale trifft  den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  bß]  alsdann  ist  immer 
g  ein  Asymptotenpunkt  desjenigen  Punktsystems,  von  welchem  aa 
und  bß  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  sind.  Diese  allerdings  auch 
unmittelbar  aus  den  Polarbeziehungen  des  Kegelschnitts  hervorgehende 
Eigenschaft  löst  die  vorgelegte  Frage. 

Seien  nämlich  SS^  ^^^  beiden  gegebenen  Geraden,  welche  den  ge- 
suchten Kegelschnitt  berühren,  und  ABC  die  drei  Punkte,  durch  welche 
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er  gehen  soll,  so  ziehe  man  AB^  merke  die  Schnittpunkte  yy^  dieser  Ge- 
raden mit  den  gegebenen  SS^ ;  durch  die  Paare  AB  vjiAyyi  als  conjugirte 
Punkte  wird  ein  Punktsystem  bestimmt,  dessen  Asymptotenpunkte  er- 
mittelt werden  müssen;  sie  seien  g  und  h\  ebenso  ziehe  man  zweitens  ACy 
merke  die  Schnittpunkte  ßß^  dieser  Geraden  mit  den  beiden  gegeben^i  £2i  -, 
betrachte  AC  und  jS/J^  als  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  eines  Punkt- 
systems und  bestimme  dessen  Asymptotenpunkte  ghl .  Zieht  man  nun 
eine  Verbindungslinie  zweier  solcher  Asymptotenpunkte  aus  dem  einen 
und  dem  andern  Paar,  so  muss  dieselbe  jede  der  beiden  Geraden  S  und 
fi)  in  zwei  solchen  Punkten  treffen,  welche  die  Berührungspunkte 
eines  durch  ABC  gehenden  und  SS|  berührenden  Kegelschnitts  sind; 
da  aber  die  vier  Punkte  gh  und  gK  ausser  durch  die  beiden  Geraden 
AB  und  AC  auf  vier  Arten  verbunden  werden  können,  nämlich  durch 
die  Geraden  gg^y  hh',  gh\  hg  ^  so  giebt  es  im  Allgemeinen  vier  Kegel- 
sdmittey  welche  dwrch  drei  gegebene  Putikte  gehen  und  zwei  gegd>ene 
Gerade  berühren.  Zögen  wir  noch  J?C,  bestimmten  die  Schnittpunkte 
a«!  mit  den  Geraden  fiS|  und  ermittelten  die  Asymptotenpunkte  g'h'' 
des  durch  die  Punktpaare  BC  und  aa^  bestimmten  Punktsystems,  so 
müssten  dieselben  auf  den  vorhin  gefundenen  vier  Geraden  liegen, 
weil  der  gesuchte  Kegelschnitt  durch  jene  schon  vollkommen  bestimmt 
ist;  also  die  6  Punkte  ghg'h'g'h"  können  sich  nur  auf  vier  Geraden 
schneiden,  sind  daher  die  Ecken  eines  vollständigen  Yierseits:  es  muss 
also  g"  =  (gg'y  Aä'),  ä"  =  (gh\  hg)  sein  und  es  ist  A  ==  (gh,  g'h') 
B  =  {gh,  g'h'')  C  =  (gh'y  g'h''),  d.  h.  ABC  das  Diagonaldreieck  des 
vollständigen  Yierseits,  was  sich  auch  als  besonderer  Satz  aussprechen 
lässt.  Aus  der  im  Vorigen  erhaltenen  Lösung  geht  hervor,  dass  ent- 
weder alle  vier  Kegelschnitte,  welche  der  Aufgabe  genügen,  reell  vor- 
handen sind  oder  keiner,  dass  ersteres  nur  stattfindet,  wenn  von  den 
auf  ABy  AC,  BC  bestinlmten  Punktsystemen  zwei,  folglich  auch  das 
dritte  hyperbolisch  sind,  letzteres  dagegen,  wenn  eines  dieser  Punkt- 
systeme elliptisch  ist,  woraus  zugleich  hervorgeht,  dass  noch  ein 
zweites  elliptisch  sein  muss,  denn  wären  die  beiden  andern  hyperbo- 
lisch, so  müsste  auch  das  erstere  hyperbolisch  sein.  Die  Betrachtung 
aller  möglichen  Lagen  der  Punkte  ABC  za  den  beiden  Geraden  22^ 
zeigt,  dass  von  den  drei  Punktsystemen  auf  den  Geraden  AB,  AC, 
BC  entweder  alle  drei  hyperbolisch  oder  eines  hyperbolisch  und  zwei 
elliptisch  sein  müssen;  im  ersten  Falle  sind  die  vier  Kegelschnitte, 
welche  der  Aufgabe  genügen,  reell,  im  zweiten  imaginär. 

Die  beiden  noch  übrigen  Fälle,  wenn  zur  Construction  eines 
Kegelschnitts  gegeben  sind:  a)  drei  Tangenten  und  zwei  Punkte, 
b)   vier  Tangenten  und  ein  Punkt,  werden  durch  die  polare  Neben- 
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betrachtung  in  gleicher  Weise ^  wie  die  beiden  oben  behandelten,  ge- 
löst, und  es  finden  sich  .im  Allgemeinen   bei   a)   vier  Losungen,  bei 
b)  zwei  Lösungen  der  Aufgabe;  die  nähere  Ausführung  darf  füglich 
unterbleiben,  weil  sie  der  obigen  ohne  jede  Schwierigkeit  nachgebildet 
werden  kann.     Auch  die  Lösung  der  mitxmter  sich  darbietenden  Auf- 
gabe: „  Wenn  von  zwei  in  der  Ebene  gegebenen  Kegelschnitten  drei  ge- 
meinschaftliche Funkte  bekannt  sind,  den  vierten  jsu  finden^,  ergiebt  sich 
leicht  aus  dem  Vorigen;    seien  abe  die  drei  bekannten  gemeinschaft- 
lichen Punkte  und  ausserdem  de  zwei  Punkte  des  einen  Kegelschnitts 
K,  welche  denselben  bestimmen,  d^e^  zwei  Punkte  des  andern  Kegel- 
schnitts Kl,  so  ziehe  man  die  Verbindungslinie  dd^  und  bestimme  auf 
ihr  die  beiden  übrigen  Schnittpunkte  äd^  der  gegebenen  Kegelschnitte 
KK^  vermittelst  des  PciscaPschen  Satzes;  die  Paare  (2,  d;  c^,  d^  bestimmen 
ein  Punktsystem,  welches  von  sänuntlichen  Kegelschnitten  desjenigen 
Büschels,  dem  K  und  K^  angehören,  auf  diesem  Träger  ausgeschnitten 
wird;  also  auch  die  Linienpaare  dieses  Büschels  treffen  in  conjugirten 
Punkten  jenes  Punktsystems;  trifft  also  bc  die  Verbindungslinie   dd^ 
in  S  und  ist  der   conjugirte   Punkt   von  |  in  dem  bekannten  Punkt- 
system  Xy   SO   ist   ax   eine   gemeinschaftliche   Secante   beider  Kegel- 
schnitte; trifft  ca  die  Gerade  dd^  in  rj  und  ist  der  conjugirte  Punkt 
des  Punktsystems  y,   so  ist  auch  by  eine  gemeinschaftliche  Secante, 
folglich  der  Schnittpunkt  (aXy  by)  der  gesuchte  vierte  gemeinschaft- 
liche Punkt  beider  Kegelschnitte;  dieser  könnte  auch  dadurch  gefunden 
werden,   dass   wir   den  andern  Schnittpunkt  eines  der   beiden  Kegel- 
schnitte K  (oder  K^)  mit  der  Geraden  ax  bestimmen;  suchen  wir  noch 
den  Schnittpunkt  i  von  ab  und  dd^  und  seinen  conjugirten  0,  so  geht 
auch  cz  durch  den  gesuchten  vierten  gemeinschaftlichen  Punkt  beider 
Kegelschnitte,  worin  ein  Satz  enthalten  ist.     (Sind  von  den  Punkten 
abc  zwei   imaginär,  so  tritt  eine  Modification  in  die  Auflösung  der 
Aufgabe,  welche  nach  der  auf  S.  146  gemachten  Bemerkung  leicht  zu 
finden  isi) 

Auf  derselben  charakteristischen  Eigenschaft  des  Kegelschnitt- 
büschels beruht  die  Lösung  der  Aufgabe:  Wenn  von  ztm  in  der  Ebene 
gegebenen  Kegelschnitten  zwei  gemeinschaftliche  Punkte  bekannt  sind,  die 
beiden  übrigen  zu  finden.  Seien  ab  die  bekannten  gemeinschaftlichen 
Punkte  der  beiden  Kegelschnitte  KKj^  und  ausserdem  vom  ersten  drei 
Punkte  cde,  vom  andern  Cj^d^e^  zu  seiner  Bestimmung  gegeben;  dann 
ziehe  man  cc^,  bestimme  die  Schnittpunkte  yy^  der  Kegelschnitte  KK^ 
mit  der  Geraden  C(^;  die  Punktpaare  c,y]  c^yy^  bestimmen  das  Punkt- 
system des  Büschels  (JT,  K^)]  in  gleicher  Weise  ziehe  man  dd^  und 
bestimme  die  übrigen  Schnittpunkte  dd^  mit  den  Kegelschnitten  KK^] 
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die  Paare  d,  d;  d^,  d|  bestimmen  ein  zweites  Punktsystem  auf  dd^^ 
trifft  nun  die  Gerade  ab  die  cq  in  $  und  dd^  in  i],  und  sind  x  und  y 
die  conjugirten  Punkte  in  den  bekannten  Punktsystemen^  so  ist  xy 
eine  gemeinschaftliclie  Secante  der  Kegelschnitte  KK^^  und  ihre  Schnitt- 
punkte mit  einem  derselben  sind  mithin  die  gesuchten  gemeinschaft- 
lichen Punkte  beider  Kegelschnitte. 

Dieselbe  Betrachtung,  welche  im  Anfange  dieses  Paragraphen  zu 
der  charakteristischen  Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels,  Yon  jeder 
Transversale  in  einem  Punktsystem  geschnitten  zu  werden,  geführt 
hat,  lässt  sich  noch  erweitem;  denken  wir  uns  nämlich  eiaen  Kegel- 
schnitt ^  und  zwei  Punkte  B  und  JB^^  als  die  Mittelpunkte  zweier  ihn 
erzeugenden  projectivischen  Strahlbüschel:  ausserdem  ein  beliebiges 
Strahlbüschel  (P)  in  der  Ebene,  dessen  Strahlen  $(  den  Kegeschnitt  ^ 
in  je  zwei  Punkten  treffen,  welche  mit  B  verbunden  ein  Strahlsystem 
in  dem  Punkte  B  liefern  (S.  151);  fassen  wir  endlich  den  Strahl  $( 
als  den  perspectivischen  Durchschnitt  zweier  projectivischen  Strahl- 
büschel mit  den  Mittelpunkten  B  und  B^  auf  imd  drehen  nun  das 
ganze  System  von  Strahlbüschelpaaren  in  B  und  'B^  um  beliebige 
Drehwinkel,  so  wird  aus  dem  Strahlbüschel  (P)  ein  Kegelschnitt- 
büschel von  vier  Punkten  BB^tp,  aus  dem  Kegelschnitt  Ä  ein  ge- 
wisser anderer  Kegelschnitt  ^^  (vorhin  drehten  wir  dergestalt,  dass 
ft^  in  ein  Linienpaar  zerfiel);  jeder  Kegelschnitt  K  des  Büschels  wird 
von  ^^  in  zwei  Punkten  geschnitten,  welche  vor  der  Drehung  die 
Schnittpunkte  des  Strahles  Sl  mit  dem  Kegelschnitt  ^  waren;  da  diese 
mit  B  verbunden  zwei  Strahlen  gaben,  welche  ein  Strahlsystem  bilden, 
so  wird  dasselbe  auch  nach  der  Drehung  stattfinden  müssen;  der  Kegel- 
schnitt $^  geht  nun  selbst  durch  den  Punkt  B  (und  B^)]  das  Strahl- 
system in  B  trifft  ihn  daher  in  Punktpaaren,  deren  Verbindungslinien 
durch  einen  festen  Punkt  laufen  müssen  (S.  151);  wir  erhalten  also 
folgenden  Satz: 

Legt  man  durch  zwei  von  den  vier  Grundpankten  eines  KegelschniU- 
büschels  einen  beliebigen  Kegelschnitt,  so  hat  derselbe  mit  jedem  Kegel- 
schnitte des  Büschels  im  Allgemeinen  noch  zwei  Punkte  gemein,  deren 
Verbindungslinie  durch  einen  festen  Funkt  läuft;  dieser  feste  Punkt  liegt 
auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  übrigen  Grundpunkte  des  Büschels. 

Ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes  verdient  noch  bemerkt  zu 
werden;  wenn  nämlich  der  Kegelschnitt,  welcher  durch  zwei  Grund- 
punkte  des  Büschels  gelegt  wird,  insbesondere  ein  Linienpaar  ist 
(was  jederzeit  eintritt,  sobald  der  Kegelschnitt  ß  aus  zwei  Geraden 
besteht,  deren  eine  durch  B,  die  andere  durch  B^^  geht,  wo  dann  die 
beiden  diesen  Kegelschnitt  erzeugenden  Strahlbüschel  in  dem  sogenannten 


240  Dritter  AbBchnitt. 

parabolischen  Fall  projectivischer  Beziehung  sich  befinden^  Seite  73)^ 
so  wird  die  eine  durch  JB  gehende  Gerade  das  Kegelschnittbüschel  in 
einer  Punktreihe  treffen,  welche  projectivisch  ist  mit  derjenigen  Punkt- 
reihe, in  welcher  die  andere  durch  B^  gehende  Gerade  von  dem 
Eegelschnittbüschel  getroffen  wird,  und  diese  beiden  Punktreihen 
müssen  perspectivisch  liegen.  Also:  Jede  Gerade,  iveldie  durch  einen 
der  vier  Grundpufücte  eines  KegdschniUbüschels  hindurchgeht^  wird  von 
den  Kegelschnitten  des  Büschels  (ausserdem)  in  einer  Punktreihe  getroffen; 
irgend  zwei  saldier  Punhtreihen  sind  allemal  projectivisch  rüdcsidhUich 
derjenigen  Schnittjmnhte,  welche  derselbe  Kegelschnitt  auf  ihnen  bestimmt, 
und  sie  liegen  perspectimsdh,  wenn  die  Träger  derselben  durch  verschiedene 
Grundpunkte  des  Büschels  laufen.  Alle  diese  Punktreihen  sind  projec- 
tivisch mit  demjenigen  Strahlbüschel  (P),  aus  welchem  das  Kegel- 
schnittbüschel entstanden  gedacht  werden  kann,  und  auch  projectivisch 
mit  jedem  der  vier  Strahlbüschel,  welche  von  den  Tangenten  der 
Kegelschnitte  des  Büschels  in  einem  der  vier  Grundpunkte  gebildet 
werden;  denn  letztere  sind,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  mit  dem  Strahl- 
büschel (P)  projectivisch  (indem  wir  berücksichtigen,  dass  die  Tan- 
genten in  B  diejenigen  Strahlen  sind,  welche  dem  gemeinsamen  Strahl 
B^B  für  alle  Beziehungen  entsprechen). 

Gehen  dagegen  zwei  Gerade  durch  denselben  Grundpunkt  B  des 
Büschels,  so  sind  die  durch  die  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  des 
Büschels  auf  ihnen  fixirten  Punktreihen  offenbar  auch  projectivisch,  liegen 
aber  nicht  mehr  perspectivisch,  weil  ein  Kegelschnitt  des  Büschels,  welcher 
die  erste  Gerade  in  B  berührt,  nicht  gleichzeitig  die  andere  berühren 
kann,  also  in  dem  Schnittpunkte  der  beiden  Geraden  nicht  zwei  ent- 
sprechende Punkte  vereinigt  sind.  Die  Verbindungsstrahlen  aller  ent- 
sprechenden Punkte  werden  daher  einen  Kegelschnitt  umhüllen,  welcher 
ausser  den  Trägem  der  beiden  Punktreihen,  wie  leicht  einzusehen  ist^ 
die  drei  Seiten  desjenigen  Dreiecks  zu  Tangenten  haben  muss,  welches 
von  den  drei  übrigen  Grundpunkten  des  Büschels  gebildet  wird;  mit- 
hin haben  wir  den  Satz: 

Zieht  man  durch  einen  der  vier  Grundpunkte  des  Büschels  irgend 
0wei  Gerade,  so  treffen  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  dieselben  in  je 
zwei  Punkten,  deren  Verbindungslinie  einen  Kegelschnitt  umhüllt.  Dieser 
Kegelschnitt  berührt  die  beiden  angenommenen  Geraden  selbst  und  ist 
ausserdem  dem  Dreiecke  einbeschrieben,  welches  von  den  drei  übrigen 
Grundpwnkten  des  Büschels  gebildet  wird. 

Dieser  Satz  ist  nur  ein  besonderer  Fall  eines  allgemeineren,  zu 
welchem  wir  gelangen,  wenn  wir  durch  einen  der  vier  Grundpunkte 
des  Büschels   einen   beliebigen   Kegelschnitt   Ä^*>    anstatt   des   Linien- 
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paares  hindurchlegen.  Obgleich  dieser  Satz  später  aus  allgemeineren 
Betrachtungen  unmittelbar  hervortritt^  so  lässt  er  sich  auch  hier  in 
folgender  Art  ableiten: 

Seien  P ABC  die  vier  Grundpunkte  des  Kegelschnittbüschels  und  sei 
durch  einen  derselben  P  ein  beliebiger  aber  fester  Kegelschnitt  Ä^^^  ge- 
legt; möge  irgend  ein  Kegelschnitt  K^^^  des  Büschels  den  Ä^^^  in  den  vier 
Punkten  Pxyz  treflPen,  so  kann  ich  Pxyz  als  die  vier  Grundpunkte 
eines  neuen  Büschels  auffassen^  von  welchem  K^^^  und  Ä^*)  zwei  Indivi- 
duen sind.  Die  Verbindungslinie  AB  wird,  von  diesem  neuen  Büschel 
in  einem  Punktsystem  geschnitten;  von  welchem  AB  ein  Paar  con- 
jugirter  Punkte,  die  beiden  Schnittpunkte  cy  der  Geraden  AB  mit 
dem  festen  Kegelschnitt  Ä^*>  ein  zweites  Paar  conjugirter  Punkte  sind, 
und  *da  durch  diese  beiden  Paare  das  ganze  Punktsystem  bestimmt 
ist,  so  bleibt  es  unverändert  dasselbe,  wenn  wir  den  Kegelschnitt  K^^^ 
des  gegebenen  Büschels  verändern;  ein  drittes  Punktpaar  ist  nun  das- 
jenige Paar  Schnittpunkte,  welches  von  den  Geraden  Px  und  yz  auf 
AB  ausgeschnitten  wird.  Verändern  wir  aber  den  Kegelschnitt  K^^^  in 
dem  g^ebenen  Büschel,  so  verändert  sich  dies  dritte  Paar  und  durch- 
läuft mithin  sämmtliche  Paare  conjugirter  Punkte  eines  festen  Punkt- 
systems auf  AB,  Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  (Px,  AB)  =  x^ 
und  {ygy  AB)  =  ^j,  so  sind  x^^^  ein  Paar  conjugirter  Punkte  eines 
bekannten  Punktsystems  und  durchlaufen  also  bei  der  Veränderung 
von  K^*^  zwei  zu  einander  projectivische  Punktreihen  (S.  52)  auf  der- 
selben Geraden  AB.  Nehmen  wir  andererseits  die  Gerade  AC,  so 
gilt  für  sie  ganz  dieselbe  Betrachtung;  wird  also  der  Schnittpunkt 
(Pic,  AC)'^x^  und  {yZy  AC)  =  i^  bezeichnet,  so  durchlaufen  auch 
x^  und  Ig  zwei  projectivische  Punktreihen  auf  dem  Träger  AC^  weil 
sie  conjugirte  Punkte  eines  bestimmten  festen  Punktsystems  sind;  da 
aber  die  Punktreihen  x^  und  x^  perspectivisch  liegen  in  dem  von  Px 
beschriebenen  Strahlbüschel,  so  müssen  die  von  ^^  und  l^  durchlaufe- 
nen Punktreihen  projectivisch  sein,  also  ihre  Verbindungslinie,  d.  h. 
yz  muss  einen  Kegelschnitt  umhüllen,  welcher  zugleich  die  Geraden  AB 
und  AC  berührt;  derselbe  Kegelschnitt  wird  zugleich  von  den  Ver- 
bindungslinien xz  und  xy  umhüllt,  denn  die  Strahlen  Py  und  xz 
treffen  ^jB  in  zwei  conjugirten  Punkten  desselben  oben  ermittelten 
Punktsystems  auf  AB  und  auch  AG  in  zwei  conjugirten  Punkten  des 
zweiten  auf  AC  festen  Punktsystems;  es  trifPt  also  auch  xz  ^e  Träger 
AB  und  AC  m  zwei  entsprechenden  Punkten  der  beiden  auf  ihnen 
befindlichen  Punktreihen  S^  und  Ig,  und  dasselbe  gilt  von  xy.  Die 
Seiten  des  mit  dem  Kegelschnitt  K^'^  veränderlichen  Dreiecks  xyz  um- 
hüllen daher  einen  und  denselben  Kegelschnitt,  welcher,  wie  unmittel- 
ste ine  r,  Vorleenngen  TL    8.  Aufl.  16 
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bar  einleuchtet,  nicht  nur  AB  und  AG ^  sondern  auch  BC  berührt 
(weil  die  sechs  Seiten  zweier  einem  Kegelschnitt  einbeschriebenen 
Dreiecke  selbst  einen  andern  Kegelschnitt  berühren,  S.  129).  Wir 
haben  hiemach  folgenden  Satz: 

Wenn  man  dm'ch  einen  der  vier  Grundpunkte  eines  Kegelschnitt- 
büschels  einen  beliebigen  (festen)  Kegelschnitt  hindurchlegt,  so  hat  der- 
selbe mit  jedem  Kegelschnitte  des  Büschels  im  Allgemeinen  noch  drei 
andere  PiwJcte  gemein,  welche  ein  Dreieck  bilden;  die  Seiten  dieser  sämmt- 
lichen  Dreiecke  umMllen  einen  und  denselben  neuen  Kegelsöhnitt,  weicher 
mgleich  demjenigen  Dreieck  einbeschrieben  ist,  das  von  den  drei  übrigen 
Grundpunkten  des  Büschels  gdnldet  wird. 

Dieser  Satz,  welcher  in  dem  besonderen  Fall,  dass  der  durch 
einen  der  vier  Grundpunkte  gelegte  Kegelschnitt  in  ein  Linienpaar 
zerfällt,  auf  den  vorhin  bewiesenen  zurückkommt,  lässt  sich  auch  in 
etwas  anderer  Form  so  aussprechen: 

Wenn  drei  Kegelschnitte  einen  PunJct  gemein  haben,  so  haben  je 
zwei  derselben  im  Allgemeinen  noch  drei  andere  Punkte  gemein,  welche 
ein  Dreieck  bilden;  die  neun  Seiten  der  hierdurch  erhaltenen  drei  Drei- 
ecke  berühren  einen  ilnd  denselben  Kegelschnitt.    Oder  umgekehrt: 

Wenn  einem  Kegelschnitt  drei  Dreiecke  umschriSen  werden,  so  liegen 
die  sechs  Ecken  je  zweier  derselben  allemal  a/uf  einem  neuen  Kegelschnitt 
(S.  129);  die  auf  diese  Weise  erhaltenen  drei  neuen  Kegelschnitte  laufen 
durch  einen  und  denselben  Punkt. 

Die  Richtigkeit  dieser  Umkehrung  ist  ohne  Schwierigkeit  einzu- 
sehen. Der  allgemeinste  Satz,  welcher  aus  der  Verbindung  eines 
Kegelschnittbüschels  mit  einem  beliebig  liegenden  Kegelschnitt  herYor- 
geht,  kann  erst  später  aufgesucht  werden  (§.  63). 

Anmerkung.  Es  ist  in  den  vorigen  Sätzen  stillschweigend 
vorausgesetzt  worden,  dass  zwei  Kegelschnitte  vier  gemeinschaftliche 
Schnittpunkte  haben;  es  ist  nun  zwar  umgekehrt  nachgewiesen,  dass 
durch  vier  Punkte  der  Ebene  zwei  Kegelschnitte  (und  zugleich  ein 
ganzes  Büschel)  gehen;  auch  ist  es  an  sich  klar,  dass  zwei  Kegel- 
schnitte nicht  mehr  als  vier  gemeinschaftliche  Punkte  haben  können, 
denn  hätten  sie  fünf  Punkte  gemein,  so  würden  sie  identisch  zusammen- 
fallen, weil  fünf  Punkte  den  Kegelschnitt  vollständig  und  eindeutig 
bestimmen  (S.  99);  es  ist  aber  unentschieden,  ob  zwei  Kegelschnitte 
immer  vier  reelle  Schnittpunkte  haben?  Diese  Frage  wird  im  Folgen- 
den erledigt  werden,  wo  es  sich  zeigen  wird,  dass  zwei  Kegelschnitte 
entweder  vier  oder  zwei  oder  keine  reellen  Schnittpunkte  haben;  trotzdem 
sagen  wir,  zwei  Kegelschnitte  haben  im  Allgemeinen  vier  Schnittpunkte, 
von  denen  zwei  oder  auch  alle  vier  imaginär  sein  können  (§.  54  und  62). 
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§.  41.    Andere  Entstehirngsart  des  Xegelsclmittbüschels. 

Denken  wir  uns  Yon  einem  Eegelschnittbüschel  mit  den  vier  Grund- 
punkten AB  CD  ein  beliebiges  Individuum  K^^^  durch  zwei  Strahlbüschel 
erzeugt^  deren  eines  seinen  Mittelpunkt  in  JB  und  das  andere  seinen  Mittel- 
punkt in  einem  beliebigen  Punkte  X  des  Kegelschnitts  K^^^  hat;  so 
haben  wir  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  dieser  bei4en  erzeugenden 
Strahlbüschel:  BC  und  XC,  BD  und  XD,  BA  und  XA,  Halten  wir  nun 
die  Geirade  XA  fest,  verändern  aber  X  auf  ihr,  so  entstehen  successive 
sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels,  und  von  den  beiden  projecti- 
vischen  Strahlbüscheln,  welche  jeden  solchen  Kegelschnitt  erzeugen, 
ist  das  eine  B  absolut  unverändert,  das  andere  verändert  seinen  Mittel- 
punkt auf  einer  festen  Geraden  AX,  geht  aber  beständig  durch  eine 
feste  Punktreihe  auf  der  Geraden  CDy  welche  mit  dem  Strahlbüschel 
in  B  projectivisch  ist;  die  drei  oben  angegebenen  Strahlenpaare  be- 
stimmen nämlich  die  projectivische  Beziehung  jenes  Strahlbüschels 
mit  dieser  Punktreihe,  und  diese  drei  Paare  entsprechender  Elemente 
bleiben  bei  der  Bewegung  von  X  unverändert.  Wir  können  also  imi- 
gekehrt  folgende  neue  Entstehungsweise  des  Kegelschnittbüschels  aus- 
sprechen: 

In  der  Ebene  ist  ein  festes  Strahlbüschd 

B  (ahc. .  X  . .) 

und  eine  Gerade  %  als  Träger  einer  festen  mit  dem  StrdMbikckel  pro- 
jectitrischen  Punktreihe  (abc.j..)  gegeben  und  es  bewegt  sich  ein  ver- 
änderlicher Punkt  X  auf  einer  gegebenen  Geraden  ,®  als  Mittelpunkt 
eines  mit  der  PuMreihe  perspectivischen  StraMbüschels  X  (abcb  ..  j  ..); 
dann  wird  jedesmal  von  den  beiden  projectivischen  StraMbüschdn  (B) 
und  (X)  ein  Kegelschnitt  erzeugt;  alle  diese  Kegelschnitte  gehen  durdi 
vier  feste  Punkte  und  bilden  also  ein  KegdschniUbüschd. 

Die  Richtigkeit  hiervon  erhellt  unmittelbar  aus  der  Umkehrung  der 
vorigen  Betrachtung,  denn  die  in  der  angegebenen  Weise  construirteu 
Kegelschnitte  gehen  zunächst  sämmtlich  durch  den  festen  Punkt  B, 
sodann  durch  die  beiden  Doppelpunkte  C  und  D  derjenigen  beiden 
auf  dem  Träger  SC  befindlichen  projectivischen  Punktreihen,  deren 
eine  die  gegebene  (aBc..;..)  ist,  und  deren  andere  durch  das  feste 
Strahlbüschel  B  {abc  ..x ..)  auf  31  ausgeschnitten  wird,  endlich  noch 
.durch  einen  vierten  festen  Punkt  A,  denjenigen  nämlich,  in  welchem 
die  Gerade  &  von  einem  Strahle  des  Strahlbüschels  (B)  getro£Fen 
wird,  welcher  entsprechend  ist  dem  einzigen  Punkte  der  Punktreihe 
auf  9,  der  zugleich  auf  ®  liegt.  Diese  reelle  Construction  der  sämmt- 
lichen  Kegelschnitte  eines  Büschels  liefert  nicht  nur  das  Kegelschnitt- 
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• 
büschel  mit  vier  reellen  Grundpunkten,  wie  die  frühere  (§.  39),  son- 
dern auch  ein  Eegelschnittbüschel,  von  dem  nur  zwei  Grundpunkte 
reell  und  die  beiden  andern  imaginär  sind.  Die  Grundpunkte  Ä  und 
B  sind  nämlich  der  Natur  der  Constru^tion  zufolge  immer  reell  vor- 
handen; die  Punkte  C  und  D  sind  aber  die  Doppelpunkte  zweier  auf 
einander  liegender  projectivischer  Punktreihen  auf  dem  Träger  81, 
deren  eine  die  gegebene  (aBc..£..)  ist  und  die  andere  durch  das 
gegebene  Strahlbüschel  B  (abc .  ,x .  ,)  auf  %  ausgeschnitten  wird. 
Ob  diese  beiden  zusammenliegenden  projectivischen  Punktreihen  reelle 
Doppelpunkte  Tiaben  oder  nicht,  hängt  von  der  Natur  ihrer  projecti- 
vischen Beziehimg  ab  (S.  42).  Wir  können  d(ie  das  Eegelschnitt- 
büschel  bestimmenden  Gebilde  offenbar  so  annehmen,  dass  einmal  die 
Doppelpunkte  reell  werden,  das  andere  Mal  nicht,  und  beide  Gruppen 
von  Kegelschnitten  werden  denselben  Namen  des  Eegelschnittbüschels 
beanspruchen  können,  denn  alle  Eigenschaften,  welche  der  einen  zu- 
kommen, müssen  unter  der  Modalität,  dass  gewisse  Elemente  imagi- 
när werden)  in  gleicher  Weise  auch  der  andern  zukommen. 

Wir  begnügen  uns  hier  damit,  aus  der  neuen  Entstehungsart 
des  Kegelschnittbüschels,  welche  auch  zu  einem  Büschel  mit  ztvei 
reellen  und  zwei  imaginären  Grundpunkten  führt,  die  charakteristische 
Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels  herzuleiten,  dass  jede  Transver- 
sale der  Ebene  durch  dasselbe  in  einem  Punktsysteme  geschnitten  t^ird. 
Denken  wir  uns  nämlich  eine  beliebige  Transversale  X  in  der  Ebene, 
und  werde  dieselbe  von  dem  Strahlbüschel  B  (aic , .  x , .)  in  einer 
Punktreihe  a^b^Ci . . .  ^^ . .  geschnitten,  so  sind  die  beiden  Punktreihen 
auf  %  und  Sl  projectivisch  und  die  Verbindungslinie  jj^  wird  daher 
einen  Kegelschnitt  Ä^*^  umhüllen,  welcher  selbst  %  und  Ä  berührt.  Um 
die  Schnittpunkte  eines  beliebigen  Kegelschnitts  K^^^  des  Büschels  mit 
der  Transversale  %  zu  ermitteln,  haben  wir  solche  zwei  Strahlen  X^ 
und  X  zu  ermitteln,  welche  sich  auf  %  schneiden,  d.  h.  wir  haben  aus 
X  an  den  eben  ermittelten  Kegelschnitt  ^^^^  das  Tangentenpaar  zu 
legen;  die  Schnittpunkte  dieser  beiden  Tangenten  mit  der  Transversale 
%  werden  zugleich  die  Schnittpunkte  derselben  mit  dem  Kegelschnitt 
K^^^  sein;  nun  ist  aber  %  selbst  eine  Tcgigente  des  Kegelschnitts  ^^^ 
und  es  gilt  der  Satz  (S.  152),  dass,  wenn  man  aus  den  Punkten  X 
einer  Geraden  @  die  Tangentenpaare  an  einen  Kegelschnitt  ^^^^  legt^ 
irgend  eine  feste  Tangente  %  desselben  allemal  in  den  Punktpaaren 
eines  Punktsystems  von  jenen  Tangentenpaaren  getroffen  wird;  folg- 
lich wird  die  beliebige  Transversale  %  von  den  Kegelschnitten  K^^^ 
des  Büschels  in  Punktpaaren  getroffen,  welche  Paare  conjugirter  Punkte 
eines  Punktsystems  sind,  w.  z.  b.  w.     Diese  Eigenschaft  findet  jetzt 
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also   ganz   unabhängig   davon   statt^   ob  das  Eegelschnittbüscbel  vier 
reelle  Grandpunkte  bat  oder  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre. 

Sobald  das  Kegelschnittbüschel  vier  reelle  Grundpunkte  hat; 
kommen^  wie  wir  bereits  von  anderer  Seite  her  wissen,  drei  Linien- 
paare unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  vor;  dajsselbe  zeigt  sich 
aach  hier;  denn  seien  C  und  D  die  beiden  reellen  Doppelpunkte  der 
in  %  auf  einander  liegenden  projecti vischen  Punktreihen ,  so  leuchtet 
ein,  dass  für  einen  solchen  Punkt  X^  auf  6r,  welcher  in  der  Linie 
BG  sich  befindet,  die  beiden  den  Kegelschnitt  des  Büschels  erzeugen- 
den Strahlbüschel  perspectivisch  werden,  der  Kegelschnitt  selbst  also 
in  ein  Linienpaar  zerfallt;  dasselbe  gilt  für  denjenigen  Punkt  X^ ,  in 
welchem  £2)  die  Gerade  @  trifPt.  Diese  beiden  Linienpaare  existiren 
aber  nicht,  wenn  die  Doppelpunkte  C  und  D  der  beiden  in  %  zu- 
sammenliegenden projectivischen.  Punktreihen  imaginär  sind.  Es 
kommt  aber  noch  ein  drittes  Linienpaar  vor,  welches  der  Lage 
Xq"  des  Schnittpunktes  von  ®  mit  Sl  entspricht.  In  diesem  Falle 
tritt  die  schon  oft;  gefundene  parabolische  Lage  ein  und  der  Kegel- 
schnitt löst  sich  in  die  beiden  Geraden  BA  und  %  auf. 
Dieses  Linienpaar  bleibt  bestehen,  auch  wenn  die  Doppelpunkte  auf 
dem  Träger  8t  nicht  reell  sind.  Wir  schliessen  hieraus:  In  einem 
Kegelschnittbüschel  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  Grund- 
punkten giebt  es  nur  ein  reelles  Linienpaar,  und  dasselbe  besteht  aus 
der  Verbindungslinie  der  beiden  reellen  Grundpunkte  und  einer  be- 
stimmten anderen  Geraden  Sl,  welche  als  die  Verbindungslinie  der 
beiden  imaginären  Grundpunkte  aufgefasst  werden  kann  und  ideelle 
gemeinschaftlicJie  Secante  genannt  wird» 

Nimmt  man  irgend  zwei  E^egelschnitte  K  und  K^  des  Büschels 
als  gegeben  an,  und  haben  dieselben  die  beiden  reeUen  Punkte  A  und 
B  gemein,  so  sind  wir  im  Stande,  die  andere  gemeinschaftliche  Se- 
cante, d.  h.  den  andern  Theil  des  Linienpaares,  dessen  einer  die  reelle 
gemeinschaftliche  Secante  AB  ist,  zu  construiren,  unabhängig  da- 
von, ob  diese  eine  reelle  oder  ideelle  gemeinschaftliche  Secante  ist; 
denn  wegen  der  charakteristischen  Eigenschaft  des  Büschels  haben 
wir  nur  nöthig,  auf  einer  beliebigen  Transversale  %  die  Schnitt- 
punktpaave  a  und  a,  a^  und  a^  der  Kegelschnitte  K  und  E}  zu 
merken  und  in  dem  Punktsystem,  welches  durch  die  beiden  Paare 
conjugirter  Pimkte  aa  und  a^a^  bestimmt  wird,  denjenigen  Punkt  6 
zu  bestinmien,  welcher  dem  Schnittpunkte  s  der  Geraden  AB  mit  % 
conjugirt  ist;  alle  Punkte  6,  welche  wir  auf  diese  Weise  construiren, 
müssen  auf  einer  bestimmten  Geraden  %  liegen,  welche  die  gesuchte 
ist;   die    Construction   eines   Pimktes   6  geht  aus  §.  16  unzweideutig 
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hervor  entweder  yermittelst  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  oder 
der  bekannten  Relationen  für  die  Involution  von  sechs  Punkten. 

Diese  Construction  kann  linear  so  ausgeführt  virerden: 

Sind  von  dem  Kegelschnitt  K  die  Punkte  ÄBpqr  und  von  dem 
Kegelschnitt  JS?^  die  Punkte  ABp^q^r^  gegeben^  so  ziehe  man  pp^ 
und  ermittele  die  andern  Schnittpunkte  jcn^  mit  den  Kegelschnitten 
KK^*^  trifft  pp^  die  Gerade  AB  in  Sy  und  ist  c  der  conji:^irte  Punkt 
zu  5  in  demjenigen  Punktsystem^  welches  durch  die  beiden  Paare  con- 
jugirter  Punkte  p%  und  p^n}  bestimmt  wird,  so  liegt  a  auf  der  ge- 
suchten Geraden.  Verfährt  man  also  mit  der  Geraden  qq^  ebenso  wie 
mit  pp^j  so  erhält  man  einen  zweiten  Punkt  derselben^  und  sie  ist 
durch  diese  beiden  Punkte  schon  bestimmt;  aber  man  kann  natürlich 
auch  mehr  Punkte  von  ihr  finden  und  erhält  dadurch  neue  Sätze. 

Wir  können  uns  auch  anstatt  der  Transversale  %  eines  be- 
liebigen Kegelschnitts  bedienen^  welcher  nur  durch  A  und  B  geht. 
Sei  ^  ein  solcher  Kegelschnitt^  welcher  durch  A  und  B  geht;  übrigens 
aber  ganz  willkürlich  ist;  möge  er  den  Kegelschnitt  K  in  zwei  Punkten 
trejBFen,  deren  Verbindungslinie  83  sei,  und  E}  in  zwei  Punkten ;  deren 
Verbindungslinie  95^  sei,  so  wird  der  Schnittpunkt  (93,  83*)  auf  der 
Geraden  %  liegen;  denn  bezeichnen  wir  ihn  mit  6  und  ziehen  durch 
ö  eine  Transversale  %,  welche  £"  in  a  und  a^  E}  in  a^  und  «^  trifft, 
und  die  Gerade  AB  in  s,  endlich  den  Kegelschnitt  ^  in  6  und  /),  so 
sind  erstens  aa,  iß  und  sff  drei  Punktpaare  eines  Punktsystems, 
zweitens  auch  a^a*,  bß  und  sö]  beide  Punktsysteme  müssen  identisch 
sein,  weil  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  dieselben  sind:  bß  und  $ö; 
folglich  sind  auch  aa^  a^a^  und  $0  drei  Paare  conjugirter  Punkte  dieses 
Punktsystems;  also  liegt  ü  auf  der  andern  gemeinschaftlichen  Secante 
9(  der  beiden  Kegelschnitte  K  und  J^;  wir  können  mithin  folgenden 
Satz  aussprechen: 

Haben  irgend  drei  KegdschniUe  zwei  reelle  Punkte  gemeinsduißlicl^ 
oder  eine  reelle  genteinschafüiche  Secante^  so  haben  je  zwei  derselben  alle- 
mal noeh  eine  zweite  (reelle  oder  ideelle)  gemeinschafllicl^  Secante  (die 
Verbindungslinie  der  beiden  übrigen  Schnitt^mnkte);  die  auf  diese  Weise 
erhaltenen  drei  geraden  Linien  laufen  durch  einen  PunJcL 

Hierdurch  ist  ein  einfaches  Mittel  gegeben,  die  ideelle  gemein- 
schaftliche Secante  zweier  Kegelschnitte,  welche  nur  zwei  reelle  Schnitt- 
punkte haben,  zu  construiren;  sind  nämlich  K  und  JS?  die  beiden 
gegebenen  Kegelschnitte,  welche  die  reellen  Schnittpunkte  A  und  B 
haben,  so  lege  man  durch  A  und  B  einen  beliebigen  Kegelschnitt  S, 
der  K  in  zwei  andern  Punkten  trifft  und  E}  ebenfalls;  die  beiden  Ver- 
bindungslinien dieser  je  zwei  Punkte  treffen  sich  in  einem  Punkte  6 
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derjenigen  Geraden  9C,  welche  die  gesuchte  (ideelle)  gemeinschaftliche 
Secante  der  gegebenen  Kegelschnitte  K  und  K^  ist;  es  reicht  also 
hin-,  einen  zweiten  Punkt  <f  vermittelst  eines  andern  Kegelschnitts  ^ 
zu  construiren,  um  die  Gerade  %  zu  erhalten.  ^  Halten  wir  den  Kegel- 
schnitt ^  fest  und  verändem  Ky  indem  wir  ihn  sämmtliche  Kegel- 
schnitte des  Büschels  durchlaufen  lassen ,  so  bleibt  der  Punkt  0  fest 
und  wir  erkennen  hieraus  die  Gültigkeit  eines  in  §.  40  für  den  Fall 
eines  Kegelschnittbüschels  mit  vier  reellen  Grundpunkten  bewiesenen 
Satzes  auch  in  dem  Falle,  dass  nur  zwei  Grundpunkte  reell  und  die 
beiden  andern  imaginär  sind  (S.  239). 

Die  Bestimmung  der  Gattung  der  einzelnen  Kegelschnitte,  welche 
in  dem  Büschel  vorkommen,  ist  bei  der  hier  zu  Grunde  gelegten  Ent- 
stehungsart nicht  schwieriger,  wie  bei  -der  in  §.  39  gegebenen.  Um 
zu  entscheiden,  ob  ein  Kegelschnitt  des  Büschels  Ellipse,  Hyperbel 
oder  Parabel  ist,  haben  wir  nur  nachzusehen,  wie  oft  in  den  beiden 
projecti vischen  Strahlbüscheln,  welche  ihn  erzeugen,  zwei  entsprechende 
Strahlen  parallel  laufen;  denken  wir  uns  daher  zu  jedem  Strahl  x  des 
festen  Strahlbüschels  {B)  eine  Parallele  durch  den  entsprechenden 
Punkt  £  der  gegebenen  Punktreihe  {%)  gezogen,  so  wird  diese  Parallele 
die  Gerade  @  in  einem  solchen  Punkte  X  treffen,  dass  Xj:  und  x 
zwei  entsprechende  parallele  Strahlen  sind,  also  der  Kegelschnitt,  wel- 
cher dieser  Lage  von  X  entspricht,  einen  unendlich-entfernten  Punkt 
hat.  Nun  umhüUen  aber  alle  diese  Parallelen,  welche  durch  die 
Punkte  £  den  Strahlen  x  parallel  gezogen  werden,  eine  bestimmte 
Parabel  P^'^,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  denn  die  Strahlen  x  des 
Btrahlbüschels  (J?)  treffen  die  unendlich-entfernte  Gerade  ®^  in  einer 
Punktreihe,  welche  mit  der  vom  Punkte  j  beschriebenen  projecti visch 
istj  die  durch  j:  parallel  dem  Strahle  x  gezogene  Gerade  verbindet 
mithin  entsprechende  Punkte  zweier  projectivischer  Punktreihen  und 
umhüllt  daher  einen  Kegelschnitt,  welcher  @^  zur  Tangente  hat, 
folglich  eine  Parabel  ist.  Es  ist  auch  auf  andere  Weise  leicht  einzu- 
sehen, dass  die  durdi  die  Punkte  einer  Punktreihe  zu  den  entsprec^ienden 
Strahlen  eines  mit  ihr  projectivisdien  Strahlbüscheis  gezogenen  Parallden 
eine  Parabel  umhüllen ,  indem  man  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhält- 
nisse vermittelst  der  durch  den  Parallelismus-  gegebenen  Proportionen 
nachweist,  dass  der  gesuchte  Ort  das  Erzeugniss  zweier  projectivisch- 
ähnlicher  Punktreihen  ist.  Denken  wir  uns  diese  Parabel  P^^  her- 
gestellt, JBO  können  zwei  Fälle  eintreten:  1)  Die  Gerade  @  schneidet 
die  Parabel  P^'>  nicht;  alsdann  sind  sämmtliche  Kegelschnitte  des 
Büschels  Hyperbeln,  weil  durch  jeden  Punkt  X  der  Geraden  &  ein 
Tangentenpaar  an  die  Parabel  geht,  also  der  dem  Punkte  X  zugehörige 
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Kegelschnitt  des  Büschels  zwei  unendlich-entfernte  Punkte  hat;  oder 
2)  die  Gerade  ®  schneidet  die  Parabel  P^^>  in  zwei  reellen  Punkten; 
alsdann  giebt  es  in  dem  Eegelschnittbüschel  eine  Gruppe  von  Hyperbeln 
und  eine  Gruppe  von  Ellipsen,  welche  durch  zwei  Parabeln  von 
einander  getrennt  werden;  die  letzteren  gehören  denjenigen  beiden 
Punkten  X  der  Geraden  ®  zu,  in  welchen  dieselbe  von  der  Parabel 
P^^^  geschnitten  wird;  die  zwischen  den  beiden  Schnittpunkten  liegenden 
Punkte  X  können  nur  Ellipsen  hervorrufen,  da  durch  sie  keine 
Tangenten  der  Parabel  P^^  gehen ;  die  ausserhalb  jener  beiden  Schnitt- 
punkte, d.  h.  ausserhalb  der  Parabel  P^^  liegenden  Punkte  X  der 
Geraden  @  liefern  nur  Hyperbeln.  Im  ersten  wie  im  zweiten  Falle 
giebt  es  nur  eine  gleichseitige  Hyperbel  in  dem  Eegelschnittbüschel; 
diese  entspricht  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  ®  mit  der  Leitlinie 
der  Parabel  I^^\  weil  die  Leitlinie  der  Ort  aller  rechtwinkligen  Tangenten- 
paare an  die  Parabel  ist;  in  dem  besonderen  Falle,  dass  die  Gerade 
@  die  Leitlinie  selbst  ist,  besteht  das  Büschel  aus  lauter  gleich- 
seitigen Hyperbeln,  und  in  dem  besonderen  Falle,  dass  die  Gerade  @ 
die  Parabel  P^^'  berührt,  findet  sich  in  dem  Büschel,  welches  aus 
lauter  Hyperbeln  besteht,  nur  eine  einzige  Parabel  vor,  und  die  Gruppe 
von  Ellipsen  geht  vollständig  fort.  Die  Parabel  P^^  entscheidet  auch 
darüber,  ob  das  Eegelschnittbüschel  vier  reelle  oder  nur  zwei  reelle 
imd  zwei  imaginäre  Grundpunkte  hat,  denn  das  aus  B  an  diese  Parabel 
gelegte  Tangentenpaar  trifft  die  Gerade  Sl  offenbar  in  den  beiden  festen 
Punkten  C  und  Z),  durch  welche  sämmtliche  Eegelschnitte  des  Büschels 
gehen;  liegt  also  der  Punkt  B  ausserhalb  der  Parabel  P*^,  so  hat 
das  Büschel  vier  reelle  Grundpunkte,  liegt  B  innerhalb  der  Parabel, 
so  hat  es  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Grundpunkte.  Wir  könnten 
endlich  für  den  Fall  von  von  vier  reellen  Grundpunkten  auch  aus  der 
neuen  Entstehungsweise  das  Eriterium  herleiten,  welches  wir  in  §.  39 
gefunden  haben,  und  wonach  aus  der  relativen  Lage  der  vier  Grund- 
punkte sofort  zu  entscheiden  ist,  welcher  der  beiden  Fälle  1)  oder  2), 
die  nach  dem  Obigen  eintreten  können,  wirklich  stattfindet.  Doch 
überlassen  wir  dies  dem  Leser,  da  das  Eriterium  aus  dem  Früheren 
bekannt  ist.  Wenn  dagegen  das  Büschel  zwei  reelle  und  zwei  ima- 
ginäre Grundpunkte  hat,  so  zeigt  es  sich,  dass  der  Fall  1)  eintritt, 
sobald  die  Gerade  §t,  auf  welcher  die  beiden  imaginären  Grundpunkte 
liegen,  die  beiden  reellen  Grundpunkte  von  einander  trennt,  d.  h.  zu 
beiden  Seiten  von  sich  hat,  der  Fall  2)  aber,  sobald  die  Gerade  % 
die  beiden  reellen  Grundpunkte  auf  derselben  Seite  von  sich  hat 
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§.  42.  Erzeugung  des  KegelschnittbüsclLels  vermittelst  zweier 

« 

Punktsysteme. 

Wir  haben  im  Vorigen  zwei  Kegelschnittbüschel  kennen  gelernt^ 
die  in  ihren  charakteristischen  Eigenschaften  übereinstimmen^  aber 
in  den  sie  bestimmenden  Elementen  verschieden  sind,  nämlich  das 
Kegelschnittbüschel  mit  vier  reellen  Grundpunkten  und  das  Kegel- 
schnittbüschel mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  Grundpunkten. 
Die  sämmtlichen  Kegelschnitte  des  einen,  wie  des  anderen  Büschels 
haben  wir  auf  reellem  Wege  construiren  gele];^rt  und  uns  aus  diesen 
Constructionen  von  der  Uebereinstimmung  der  *  wesentlichen  Eigen- 
schaften beider  Büschel  überzeugt;  es  giebt  noch  ein  drittes  Kegelschnitt- 
lüschel  mit  vier  imaginären  Grundpunkten  ^  und  es  kommt  darauf  an, 
auch  f&r  diesen  Fall  sämmtliche  Kegelschnitte  eines  solchen  Büschels 
auf  reellem  Wege  zu  construiren.  Diese  Construction  muss  auch  die 
beiden  vorigen  Fälle  umfassen  und  wir  gelangen  zu  ihr  am  kürzesten, 
indem  wir  von  dem  Fall,  dass  die  vier  Grundpunkte  des  Büschels 
reell  sind,  ausgehen.  Seien  g'  h'  g"  ä"  vier  beliebige  Punkte  in  der 
Ebene  als  Grundpunkte  eines  Kegelschnittbüschels  (Fig.  63)  gewählt, 

Fig.  68. 


;^ 


und  mögen  sich  die  Seitenpaare  g  g"  und  ä'ä"  in  g,  gli'  und  )ig"  in 
li  treffen,  so  wird  die  Gerade  g%  von  sämmtlichen  Kegelschnitten  des 
Büschels,  dessen  vier  Grundpunkte  g'Jig'h"  sind,  in  den  conjugirten 
Punktpaaren  aa  eines  Punktsystems  getroffen,  dessen  Asymptoten- 
punkte ^  und  A  sind,  so  dass  also  immer  aa  zugeordnet -harmonische 
Punkte  zu  g  und  h  sind;  insbesondere  trifft  auch  das  Linienpaar  gh' 
imd  g'K'  in  zwei  conjugirten  Punkten  p  und  %  desselben  Punktsystems. 
Wir  können  also  irgend  zwei  conjugirte  Punkte  aa  dieses  Punktsystems 
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als  die  Mittelpunkte  zweier  projectivischen  Strahlbüschel  anneliinen^ 
welche  einen  bestimmten  Kegelschnitt  des  Büschels  erzeugen,  und  die 
projectiyische  Beziehung  dieser  beiden  Strahlbüschel  ist  vollständig 
bestimmt,  da  der  Kegelschnitt  durch  die  vier  gemeinschaftlichen  Grund- 
punkte gKg'h!'  gehen  soll.  Diese  beiden  den  Kegelschnitt  erzeugenden 
projectivischen  Strahlbüschel  mit  den  Mittelpunkten  a  und  a  treffen 
die  Gerade  gh'  in  zwei  projectivischen  Punktreihen,  deren  Doppel- 
punkte g  und  K  sind;  die  beiden  sich  entsprechenden  Strahlen  ag" 
und  ag'  treffen  in  h  und  ß  die  Gerade  gK^  und  die  Punkte  hß  sind 
zugeordnet  -  harmoniscl^  zu  gh' j  weil  aa  zu  gh  harmonisch  liegen. 
Hierdurch  sind  schon  drei  Paare  entsprechender  Punkte  der  beiden 
projectivischen  Punktreihen  auf  gh'  bekannt,  nämlich  der  Doppel- 
punkt g  y  der  Doppelpunkt  h'  und  das  Punktpaar  &/},  also  die  ganze 
projectivische  Beziehung  ist  vollständig  bestimmt.  Sämmtliche  Paare 
entsprechender  Punkte  dieser  beiden  aufeinander  liegenden  projectivischen 
Punktreihen  bilden,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  ein  Punktsystem,  dessen 
Asymptotenpunkte  gK  sind;  denn  umgekehrt  besteht  ein  solches  Punkt- 
system aus  zwei  auf  einander  liegenden  projectivischen  Punktreihen, 
deren  Doppelpunkte  die  Asymptotenpunkte  gK  sind,  und  von  denen 
zwei  entsprechende  Punkte  hß  zugeordnet -harmonisch  liegen  zu  gV. 
Dieses  durch  die  beiden  festen  Grundpunkte  gJi  unveränderlich  ge- 
gebene Punktsystem  auf  g'K  bestimmt  also  die  projectivische  Be- 
ziehung zweier  Strahlbüschel,  die  ihre  Mittelpunkte  in  a  und  a  haben 
und  einen  Kegelschnitt  des  Büschels  erzeugen;  verändern  wir  das 
Punktpaar  aa  in  dem  ersten  Punktsysteme,  dessen  Asymptotenpunkte 
gh  sind,  so  erhalten  wir  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels,  und 
wir  gelangen  daher  zu  folgender  neuen  Construction  derselben,  welche, 
allgemein  aufgefasst,  unabhängig  davon  ist,  ob  die  Grundpunkte  des 
Büschels  reell  oder  imaginär  sind: 

Sind  auf  zwei  geraden  Trägem  %  und  85  zwei  Punktsysteme  (a,  a) 
und  (by  ß)  beliebig  gegeben,  und  nimmt  man  irgend  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  aa  des  ersten  Punktsystems  zu  Mittelpunkten  zweier  Btruhlbüschelf 
deren  entsprechende  Strahlen  nach  allen  Paaren  conjugirter  Punkte  bß 
des  andern  Punktsystems  hingehen,  so  erzeugen  diese  beiden  StrcMbüschd 
einen  Kegelschnitt  K^^\  den  Ort  des  Schnittpunktes  (ab,  aß)  oder  micJ^ 
(aß,  ab).  Verändert  man  das  Punktpaar  aa  auf  dem  ersten  Träger  Ä, 
so  gehören  sämmtliche  Kegelschnitte  K^^  einem  Kegelschnittbäsdid  an. 

In  der  That,  da  zwei  conjugirte  Punkte  eines  Punktsystems  immer 
zwei  entsprechende  Punkte  zweier  auf  einander  liegender  projectivischer 
Punktreihen  sind,  so  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  (ab,  aß)  das  Er- 
zeugniss   zweier   projectivischer  Strahlbüschel  (a)  und  (a),   also  ein 
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Kegelschnitt  K^"^^]  weil  aber  beim  Punktsystem  alle  Paare  entsprechende! 
gleicher  Strecken  verkehrt  auf  einander  fallen  (S.  49),  so  ist  der  Ort 
des  Schnittpunktes  {aß,  ab)  derselbe  Kegelschnitt  K^^\  Dieser  geht 
offenbar  dunsh  die  beiden  Asymptotenpunkte  g'h'  des  auf  dem  Träger 
95  gegebenen  Punktsystems,  wenn  dasselbe  hyperbolisch  ist,  und  alle 
Kegelschnitte  K^^\  die  wir  bei  der  Veränderung  von  aa  erhalten,  gehen 
durch  dieselben  beiden  festen  Punkte  g'h',  welche,  reell  vorhanden  sind, 
sobald  das  gegebene  Punktsystem  auf  S3  hyperbolisch,  dagegen  imaginär 
sind,  sobald  dasselbe  elliptisch  ist.  Sei  femer  in  dem  Schnittpunkte 
der  beiden  Träger  (?l,  85)  ein  Punkt  p  des  ersten  Punktsystems  auf 
S[  und  ein  Punkt  ä  des  andern  Punktsystems  auf  95  vereinigt,  und 
seien  die  zu  diesem  conjugirten  Punkte  in  dem  einen  und  andern  Punkt- 
system X  und  0,  so  ziehen  wir  osr  =  ®,  eine  Gerade,  die  natürlich 
immer  reell  vorhanden  sein  muss.  Nehmen  wir  jetzt  irgend  ein  Punkt- 
paar aa  des  ersten  und  ein  beliebiges  Punktpaar  bß  des  zweiten 
Punktsystems  heraus,  und  möge  die  Gerade  S  von  ab  in  c  und  von 
aß  in  y  getroffen  werden  (Fig.  64),  so  werben,  wenn  wir  zunächst  a 
und  a  festhalten,   aber  bß  be-  Fig.  q^ 

wegen,  die  Punkte  c  und  y 
zwei  auf  einander  liegende  pro- 
jectivische  Punktreihen  durch- 
laufen und  überdies  ein  Punkt- 
system bilden,  denn  ebenso  wie 
dem  Punkt  c  der  ersten  Punkt- 
reihe der  Punkt  y  der  zweiten 
entspricht,  muss  auch  dem  Punkt 
y  der  ersten  Punktreihe  der 
Punkt  c  der  zweiten  entsprechen ; 
ziehen  wir  nämlich  ay  und  ac, 
so  treffen  dieselben  die  Gerade 
85  in  den  Punkten  6'/3'  eines 
Paares  conjugirter  Punkte  des 
auf  85  gegebenen  Punktsystems, 
weil   die   drei   Seitenpaare    des 

Vierecks  aacy  die  Transversale  85  in  drei  Punktpaaren  eines  Punkt- 
systems treffen  müssen,  welche  sind  bß,  oäy  V ß!.  Wir  sehen  also, 
dass  bei  den  von  c  und  y  beschriebenen  projecti  vischen  Punktreihen 
zwei  entsprechende  gleiche  Strecken  verkehrt  auf  einander  fallen, 
mithin  cy  die  conjugirten  Punkte  eines  Punktsystems  sind;  diesem 
Punktsystem  gehört  auch  o  imd  %  als  ein  Paar  conjugirter  Punkte 
und  ebenso  diejenigen  Punkte  cy   an,  in  welchen  S  von  aß  und  ba 
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getroffen  wird.  Wenn  daher  irgend  ein  auf  die  oben  angegebene 
Weise  construirter  Kegelschnitt  K^^^  als  das  Erzeugniss  zweier  pro- 
jectivischer  Strahlbüschel  aufgefasst  wird;  welche  in  einem  Paare  aa 
ihre  Mittelpunkte  haben  ^  so  treffen  zwei  entsprechende  Strahlen  die 
Gerade  S  immer  in  zwei  conjugirten  Punkten  cy  eines  Punktsystems; 
es  zeigt  sich  femer,  dass  dieses  Punktsystem  für  alle  Kegelschnitte  K^^^ 
dasselbe  bleibt.  Denken  lyir  uns  nämlich  für  den  Augenblick  ein  Paar 
bß  fest  und  verändern  aa  auf  dem  Träger  ^,  so  werden  ba  und  ßa 
in  zwei  conjugirten  Punkten  c  und  y  eines  Punktsystems  die  Gerade 
6  treffen,  weil  ®  durch  den  Punkt  Jt  geht,  der  dem  im  Schnittpunkte 
(93,  ?l)  liegenden  p  conjugirt  ist;  also  werden  auch  iy  und  ßc  in 
einem  Paar  conjugirter  Punkte  aa  die  Gerade  81  treffen  müssen;  es 
folgt  daraus,  dass  dieses  neue  Punktsystem  (c,  y),  welches,  wir  bei 
Festhaltung  von  b  und  ß  auf  S  erhalten,  mit  dem  vorigen  identisch 
ist,  weil  ein  Paar  cy  und  das  Paar  on,  welche  zur  Bestimmung  aus- 
reichen, coincidiren.  Nehmen  wir  nun  irgend  zwei  Paare  conjugirter 
Punkte  x^  und  yr^  der  beiden  auf  91  und  93  gegebenen  Punktsysteme 
willkürlich  heraus,  so  werden,  weil  ba  und  ßa  ia  einem  Paare  con- 
jugirter  Punkte  cy  des  eben  bestimmten  Punktsystems  die  Gerade  S 
treffen,  auch  bx  und  /3|  in  einem  andern  Paare  desselben  treffen ,  und 
weil  xb  und  S/3  in  einem  solchen  Paare  treffen,  auch  xy  und  |iy  in 
einem  neuen  Paare  conjugirter  Pimkte.  Wir  erhalten  mithin  auf  der 
Geraden  6  ein  festes  durch  die  beiden  auf  8t  und  93  gegebenen  Punkt- 
systeme mitbestimmtes  Punktsystem  (c,  y)  und  sehen,  dass,  wenn  die 
Verbindungslinie  irgend  zweier  Punkte  x  und  y  auf  den  Geraden  Ä 
und  93  die  dritte  (S.  in  0  trifft,  die  Verbindungslinie  der  beiden  zu  x 
lind  y  conjugirten  Punkte  |  und  iy  die  Gerade  ®  in  dem  zu  js  conju- 
girten Punkte  g  trifft,  so  dass  z  und  g  ein  Punktpaar  deä  dritten 
Punktsystems  sind. 

Die  drei  Punktsysteme  (Xy  |)  (y,  rj)  {0,  t)  auf  den  Trägem 
ä,  83,  S  stehen  noch  in  der  allgemeineren  Beziehung  zu  einander, 
dasSf  wenn  fnan  aus  jedem  derselben  ein  beliebiges  Paar  conjugirter  Punkte 
herausnimmt,  diese  drei  Punktpaare  a;|,  yij,  z%  immer  sechs  Punkte  eines 
Kegelscimitts  s^ind,  wovon  die  vorige  Eigenschaft,  dass,  wenn  xyz  in  einer 
Geraden  liegen,  auch  die  drei  conjugirten  |iyS  üi  einer  Geraden  liegen 
müssen,  nur  ein  specieller  Fall  ist.  Der  allgemeine  Fall  lässt  sich 
aber  so  erweisen:  Seien  x,  %\  y,  ri\  z,  i  die  drei  willkürlich  gewählten 
Paare  conjugirter  Punkte  auf  31,  93,  S^  so  treffen  xy  und  iy|  die  Ge- 
rade ®  in  zwei  conjugirten  Punkten  des  auf  (£  bekannten  Punktsystems; 
ein  zweites  Paar  conjugirter  Punkte  sind  die  Schnittpunkte  von  xli 
und  r^y  mit  S,   ein  drittes  Paar  endlich  z  und  g,   folglich  gilt  die 
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Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse  der  Strahlbüschel: 

und  da  nach  S.  8  identisch: 

^(hH)  =  v(iy^i)7    ist? 

so  liegen  die  sechs  Punkte  x%yrizi  auf  einem  Kegelschnitt  (S.  126). 

Hieraus  folgt  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung^ 
dass  das  Punktsystem  cy  für  alle  Kegelschnitte  K^^"^  dasselbe  bleibt.    Ist 
daher   dies   Punktsystem    auf  @   ein  hyperbolisches^   mit   den  beiden 
Asymptotenpunkten  g'h'\  so  müssen  sämmtliche  Kegelschnitte  K^^^  durch 
diese  beiden  festen  Punkte  g'h"  und  ausserdem  durch  die  beiden  vorhin 
ermittelten  Punkte  gli,  also  durch  vier  feste  Punkte  gehen;  sie  bilden 
mithin  ein  Kegelschnittbüschel.     Da  das  Punktsystem  auf  (£  von  den 
beiden   gegebenen  Punktsystemen   auf  $(   imd  S3   abhängt^    so    bleibt 
noch   zu  untersuchen^   unter  welchen  Bedingungen  es  elliptisch  oder 
hyperbolisch  wird;  um  zu  erkennen;  wann  die  beiden  festen  Grund- 
punkte /'Ä"   des  Büschels   reell   und   wann  sie  imaginär  sind.     Das 
immer  reell  vorhandene,  von  den  drei  Geraden  21S5®  gebildete  Drei- 
seit  bestimmt  für  jedes  der  drei  Punktsysteme  ein  Paar  conjugirter 
Punkte,  nämlich  die  beiden  Schnittpunkte  j^er  der  drei  Geraden  mit 
den  beiden  andern;  sind  also  die  Ecken  dieses  Dreiseits  (Fig.  64)  o,  % 
und  p  (oder  (3),  und  wir  nehmen  irgend  zwei  Punkte  a  und  h  inner- 
halb der  Dreiecksseiten  ^93,  so  wird  nach  dem  bekannten  Kriterium 
(S.  56)   das  Punktsystem  auf  Ä  elliptisch  oder  hyperbolisch   sein,  je 
nachdem  der  conjugirte  Punkt  a  auf  der  Verlängerung  der  Dreiecks- 
seite %  oder  zwischen  np  liegt,  und  dasselbe  gilt  für  das  Punktsystem 
auf  93.   Die  Verbindungslinie  ah  trifpfc  nun  die  dritte  Dreiecksseite  (£  in  c, 
welches  ausserhalb  on  liegt,  die  Verbindungslinie  aß  dagegen  in  dem 
zu  c  conjugirten  Punkte  y]  wenn  daher  a  zwischen  np  und  ß  zwischen 
oä  liegt,  so  trifft  aß  die  (S  ausserhalb  07C\  dasselbe  findet  auch  statt, 
wenn  a  ausserhalb  np  und  gleichzeitig  ß  ausserhalb  ocS  liegt;   sind 
also   die   beiden  Punktsysteme   auf  St  und  99  gleichartig^   d.  h.  beide 
elliptisch    oder   beide   hyperbolisch,    so    ist   das   Punktsystem    auf  @ 
hyperbolisch;  sind  sie  dagegen  ungleichartigj  d.  h.  eines  elliptisch  und 
das  andere  hyperbolisch,  so  ist  das  dritte  Punktsystem  auf  &  elliptisch. 
Wir  sehen  hieraus,  dass  von  den  drei  Punktsystemen  auf  S193S  noth- 
wendig  entweder  alle  drei  hyperbolisch  oder  eines  hyperbolisch  und 
die  beiden  andern  elliptisch  sein  müssen.    Wir  können  hiemach  folgende 
vier  Fälle  unterscheiden: 
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Punktsystem 
auf  «: 


Punktsystem 
auf  83: 


Das  Kegelschnittbüschel  hat: 


I.  hyperbolisch  hyperbolisch 

IL  hyperbolisch  elliptisch 

III.  elliptisch  hyperbolisch 

IV.  elliptisch  elliptisch 

und  in  diesen  vier  Fällen  ist: 


fr  t  rr 


vier  reelle  Grundpunkte  g'K  g'li 
vier  imaginäre  Grundpunkte 
zwei  reelle  Grundpunkte  g  li 
zwei  reelle  Grundpunkte  g'h 


tt  T  ff 


das  Punktsystem  auf  @: 


I. 

hyperbolisch 

IL 

elliptisch 

III. 

elliptisch 

IV. 

hyperbolisch. 

Wir  sehen  hieraus ,  dass  nur  in  dem  Falle  I  drei  reelle  Linien- 
paare  unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  auftreten^  dass  aber  in 
jedem  der  drei  übrigen  Fälle  nur  ein  und  immer  ein  Linienpaar  93;  S 
in  dem  Büschel  vorkommt.  Dieses  Linienpaar  geht  nämlich  hervor^ 
wenn  das  besondere  Punktpaar  pit  zu  Mittelpunkten  zweier  erzeugenden 
Strahlbüschel  gewählt  wird,  wobei  dann  wieder  der  parabolische  Fall 
projectivischer  Beziehung  eintritt  (S.  73);  sonst  kann  der  Kegelschnitt 
JT^^)  auf  keine  andere  W^ise  in  ein  Linienpaar  zerfallen,  als  wenn  die 
Mittelpunkte  der  ihn  erzeugenden  Strahlbüschel  a  und  a  zusammen- 
fallen, also  das  Punktsystem  auf  S[  hyperbolisch  ist,  und  auch  dann 
wird  ein  solches  Linienpaar  nur  reell  vorhanden  sein,  wenn  gleich- 
zeitig das  Punktsystem  auf  S3  hyperbolisch  ist,  also  im  Falle  (I),  wie 
leicht  zu  erkennen.  Zugleich  sehen  wir,  dass  in  diesem  vollständig 
reellen  Falle  die  sechs  Asymptotenpunkte  zu  je  dreien  auf  vier  Ge- 
raden liegen,  also  ein  vollständiges  Yierseit  bilden,  dessen  drei  Dia- 
gonalen die  Geraden  $(93@  sind.  Hieraus  ergiebt  sich  beiläufig  der 
elementare  Satz:  Sind  die  drei  Paare  Gegenecken  eines  vollständigen  Vierseits 
ghy  g'h\  g'h"  und  trifft  irgend  eine  Gerade  in  der  Ebene  diese  drei 
Diagonalen  gh,  g'Ji ,  g"h"  bezielUich  in  den  Punkten  ss's",  so  liegen  die 
zugeordneten  vierten  Juirmonischen 'Punkte  a</ö"  eu  jenen,  indem  jedes 
Paar  Gegenecken  das  andere  Paar  mgeordnet 'harmonischer  Punkte  isty 
allenial  in  einer  neum  Geraden.*) 

Das  vorhin  gefundene  Resultat,  dass  die  Kegelschnitte  K^^^  des 
Büschels  sänmitlich  durch  die  Asymptotenpunkte  der  auf  den  Trägem 
83  und  S  befindlichen  Punktsysteme  (6,  ß)  und  (c,  y)  hindurchgehen, 
falls  diese  Punktsysteme  oder  eines  von  ihnen  hyperbolisch  sind,  lässt 

*)  Siehe:  J,  Steiner,  Aufgaben  a.  Lehrsätze  in  Creüe'B  Journal,  Bd.  III.  S.  212. 
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sich  anders  aussprechen  und  wird  dadurch  unabhängig  von  der  Natur 
der  beiden  Punktsysteme.  Es  ist  ersichtlich^  dass  die  beiden  festen 
Punktsysteme  auf  S3  und  @  in  Bezug  auf  jeden  Kegelschnitt  K^^^  des 
Büschels  diejenigen  sind;  welche  diesem  Kegelschnitt  zugehören  (S.  140), 
d.  h.  für  alle  Kegelschnitte  K^^^  sind  b  und  ß  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  (S.  146),  oder  die  Polare  von  b  geht  durch  ß,  und  ebenso  ist 
es  mit  c,  y\  denn  nehmen  wir  irgend  ein  Paar  Punkte  aa  auf  %  als 
Mittelpunkte  der  den  Kegelschnitt  K^^^  erzeugenden  Strahlbüschel;  so 
sind  die  Schnittpunkte  {ab,  aß)  und  {aß,  ab)  zwei  Punkte  dieses  Kegel- 
schnittS;  der  auch  durch  a  und  a  geht,  und  das  Viereck  im  Kegel- 
schnitt hat  b  und  ß  zu  zwei  Diagonalpunkten;  folglich  sind  diese  conju- 
girte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  (S.  147).  Also  ßir  sämmt- 
liehe  Kegdschnüte  K^^^  des  Büschels  ist  das  a/uf  3)  befindliche  Punktsystem 
(6,  ß)  und  ebenfails  das  auf  S  befindliche  Punktsystem  (c,  y)  dasjenige, 
tveiches  jedem  Kegelschnitt  zugekört  Diese  Eigenschaft  involvirt  die 
obige ;  dasS;  wenn  eines  oder  beide  Punktsysteme  hyperbolisch  sind; 
sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  durch  die  Asymptotenpunkte 
gehen  müssen;  sie  bleibt  aber  auch  bestehen;  wenn  eines  oder  beide 
Punktsysteme  elliptisch  sind;  und  ist.  überhaupt  unabhängig  von  der 
besonderen  Natur  dieser  Punktsysteme;  sie  wirft  auch  ein  klareres 
Licht  auf  die  hier  betrachtete  Entstehungsart  des  Kegelschnittbüschels, 
denn  anstatt  von  den  beiden  willkürlich  angenommenen  Punktsystemen 
(a,  a)  und  (6,  ß)  auf  den  Trägem  St  und  85  auszugehen;  können  wir 
die  beiden  festen  Punktsysteme  {b,  ß)  und  (c,  y)  auf  den  Trägem  S5 
und  (S  als  gegeben  ansehen;  dadurch  ist  das  Punktsystem  (a,  a)  auf 
%  vollständig  mitbestimmt,  wie  aus  der  vorigen  Betrachtung  hervor- 
geht; und  beliebig  viele  Paare  conjugirter  Punkte  sind  leicht  zu  con- 
struiren.  Wir  können  also  folgendes  Ergebniss  aussprechen:  Sind  zwei 
feste  Pimktsysteme  (b^  ß)  u/nd  (c ,  y)  auf  den  geraden  Trägem  85  und  E 
gegeben,  so  bilden  sämmtliche  Kegelschnitte  in  der  Ebene,  für  welche  diese 
Punktsysteme  die  ihnen  zugehörigen  sind  (d.  h.  jedes  Paar  conjugirter 
Punkte  eines  Punktsystems  ein  Paar  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  ist);  ein  KegelschnitiMschel,  und  zwar  hat  dasselbe  vier 
reeUe  GrundpurJcte,  die  Äsymptotenpunkte  der  beiden  Pimktsy stemme,  sobald 
dieselben  hyperbolisch  sind,  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Grundpunkte, 
sobald  eines  der  beiden  gegd>enen  Punktsysteme  hyperbolisch,  das  andere 
elliptisch  ist,  und  vier  imaginäre  GrundpwMe,  wenn  beide  Punktsysteme 
eUipHsah  sind.  Di^enige  Gerade  ^,  welche  die  conjugirten  Punkte  zu 
den  in  dem  Schnittpu/nkte  (85,  (S)  ==  o  vereinigten  Punkten  verbindet,  ist 
die  Polare  von  o  für  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels;  irgend  zwei 
Verbindungslinien  bc  und  ßy  treffen  %  beziehUch  in  zwei  Punkten  a  und 
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Fig.  65. 


Uj  welche  conjugirte  Punkte  eines  und  desselben  festen  Punktsystems  (a,  a) 
auf  %  sind,  und  zwar  desjenigen,  in  welchem  das  Kegdscknitthüschd  die 
Gerade  %  schneidet;  hiemadk  lassen  sich  sämmtliche  Kegelschnitte  des 
Büschels  auf  reelle  Weise  construiren,  wie  oben  angegeben  ist,  mögen  die 
Grund^punkte  des  Büschels  reell  oder  imaginär  sein.  Die  Träger  83,  ® 
selbst  bilden  ein  Linienpaar,  welches  ein  besonderer  Kegelschnitt  des 
Büschels  ist. 

Die  charakteristische  Eigenschaft  des  Eegelschnittbüschels,  dass 
eine  beliebige  Transversale  in  der  Ebene  desselben  von  jedem  Kegel- 
schnitte des  Büschels  in  je  zwei  conjugirten  Punkten  eines  Punktsystems 
getroffen  wird,  lässt  sich  nun  auch  aus  dieser  neuen  Gonstruction  des 
Büschels  nachweisen  und  bleibt  bestehen,  ob  die  Grundpunkte 
des  Büschels  alle  vier  reell  oder  hur  zwei  oder  keiner  reell  vorhanden 
ist.      Treffe    (Fig.    65)    eine    beliebige    gerade    Transversale    %    die 

drei  Geraden  SIS3($  in  den  resp. 
Punkten  abc,  und  seien  aßy  die 
zu  diesen  conjugirten  Punkte  in 
den  drei  auf  9S3(S  befindlichen 
Punktsystemen,  so  liegen  nach 
dem  Vorigen  aßy  in  einer  neuen 
Geraden  %^,  und  der  Schnittpunkt 
der  Geraden  X  und  %^  sei  s.  Neh- 
men wir  nun  ein  beliebiges  Punkt- 
paar a^a^  des  auf  Ä  gegebenen 
.Punktsystems     zu    Mittelpunkten 

zweier   projectivischen    Strahl- 
büschel, welche  einen  Kegelschnitt 
K^^'^  des  Büschels  erzeugen,  so  wer- 
den leicht  vier  Paare  entsprechen- 
der Strahlen  dieser  beiden  Strahlbüschel  anzugeben  sein,  nämlich  die 

folgenden: 

a\bßcy)     und     a^(ßbyc). 

Die  Doppelverhältnisse  dieser  beiden  Strahlbüschel  von  je  vier 
Strahlen  sind  also  gleich  und  weil  identisch: 

a\ßbyc)  =  a\bßcy)     ist     (Seite  7), 

so  folgt: 

a\bßcy)  =  a\bßcy), 

d.  h.  die  sechs  Punkte  a^a^bßcy  liegen  auf  einem  Kegelschnitt  Ä^*^  (der 
offenbar  nicht  zum  Büschel  gehört).  Passen  wir  aber  die  vier  Punkte 
a^a}ßy  dieses  Kegelschnitts  Ä^^^  auf,  so  lassen  sich  durch  dieselben  drei 
Linienpaare    legen.      Der    Kegelschnitt    ^^^^    selbst    und    diese    drei 
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Linienpaare  bestimmen  auf  der  Transversale  Z  vier  Paare  conjugirter 
Punkte  eines  gewissen  Punktsystems  (S.  234)  ^  nämlich  das  Paar  ic, 
das  Paar  as  und  die  Schnittpunkte  der  %  mit  den  Linienpaaren  a^ß, 
a}y  und  a*y,  a*/J,  welche  wir  nicht  besonders  bezeichnen  wollen. 
Diese  beiden  letzten  Punktpaare  ^  welche  das  Punktsystem  vollständig 
bestimmen ;  liegen  gleichzeitig  mit  denjenigen  beiden  Punkten  xy  in 
Involution^  in  denen  der  Kegelschnitt  K^^^  die  Transversale  %  trifft,  denn 
wegen  der  Projectivität  der  beiden  den  Kegelschnitt  K^^  erzeugenden 
Strahlbüschel  müssen  die  Doppelverhältnisse  gleich  sein: 

a}{byxy)  =  a^(ßcxy)     oder 
=  a\cßyx) 

Die  vier  Strahlen  ä^(byxy)  treffen  also  %  in  vier  Punkten,  deren 
Doppelverhältniss  gleich  demjenigen  zwischen  den  vier  Punkten  ist, 
in  welchen  die  andern  vier  Strahlen  a^{cßyx)  dieselbe  treffen,  und 
da  zwei  entsprechende  gleiche  Strecken  (xy  und  yx)  verkehrt  auf 
einander  fallen,  so  erhalten  wir  auf  %  ein  Punktsystem,  von  welchem  ein 
Paar  conjugirter  Punkte  xy,  ein  zweites  Paar  bc  und  ein  drittes  Paar 
die  Schnittpunkte  des  Linienpaares  ä^y,  a}ß  sind.  Dieses  Punktsystem 
ist  identisch  mit  dem  vorhin  ermittelten,  weil  zwei  Punktpaare  die- 
selben sind;  in  ähnlicher  Weise  können  wir  aus  der  Gleichheit  der 
Doppelverhältnisse : 

a\ßcxy)  «=  a\byxy)  =  a^(ybyx) 
schliessen,  dass  bc,  xy  und  die  Schnittpunkte  des  Linienpaares  a^ß, 
a}y  mit  %  sechs  Punkte  in  Involution  sind,  was  übrigens  nicht  mehr 
nothig  ist.  Wir  sehen  also,  dass  die  sechs  Punkte  bc,  as,  xy  Invo- 
lution bilden,  und  verändern  wir  das  Punktpaar  a^a},  also  den  Kegel- 
schnitt K^^,  so  erkennen  wir,  weil  bc  und  aä  unverändert  bleiben,  dass 
sänunüiche  Kegelschnitte  K^^^  des  Büschels  die  Transversale  %  in  Paaren 
conjugirter  Punkte  eines  Punktsystems  schneiden,  w.  z.  b.  w.  Die 
Schnittpunkte  bc  entsprechen  dem  besonderen  Kegelschnitt  K^\  welcher 
in  das  Linienpaar  S3@  degenerirt,  und  die  Schnittpunkte  as  demjenigen 
Kegelschnitt  K^^'^,  welcher  als  das  Erzeugniss  zweier  projectivischer 
Strahlbüschel  aufbitt,  deren  Mittelpunkte  a  und  a  sind. 

Aus  der  hierdurch  nachgewiesenen  Haupteigenschaft  des  Kegel- 
schnittbüschels  ergiebt  sich  nun  auch  unabhängig  davon,  ob  dasselbe 
reelle  oder  paarweise  imaginäre  Grundpunkte  hat,  die  Folgerung,  dass 
dwch  jeden  bdiebigen  Punkt  der  Ebene  ein  tmd  nur  ein  einziger  reeller 
Kegelschnitt  geht,  welcher  dem  Büschel  angehört]  denn  ziehen  wir  durch 
einen  beliebigen  Punkt  P  der  Ebene  eine  Transversale,  so  fixiren  die 
Kegelschnitte  des  Büschels  auf  ihr  ein  Punktsystem,  welches  schon 
durch  irgend  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  bestimmt  wird.     Der  dem 

stelner,  Vorlesongeirll.    8.  Aufl.  17 
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Punkte  P  conjugirte  Punkt  des  Punktsystems  auf  dieser  Transversale 
gehört  dem  einzigen  Kegelschnitt  des  Büschels  an,  welcher  durch  P 
geht,  und  drehen  wir  die  Transversale  um  P,  so  erhalten  wir  als 
Aufeinanderfolge  der  conjugirten  Punkte  den  ganzen  reell  vorhandenen 
Kegelschnitt.  Es  können  aber  durch  P  keine  zwei  verschiedenen  Kegel- 
schnitte des  Büschels  gehen,  denn  sonst  müsste  es  in  einem  Punkt- 
system zu  irgend  einem  Punkte  mehr  als  einen  conjugirten  Punkt 
geben,  was  der  Natur  des  Punktsystems  widerspricht. 

Es  folgt  femer,  dass  das  KegelschniUbüschel  durch  zwei  'bdiebig  in 
der  Ebene  anzunehmende  Kegelschnitte  vollständig  bestimmt  ist,  weil  die- 
selben auf  jeder  Transversale  das  Punktsystem  durch  zwei  Paare 
conjugirter  Punkte  bestimmen.  Aber  eine  solche  Transversale  %  in 
der  Ebene  braucht  nicht  von  jedem  Kegelschnitte  des  Büschels  ge- 
troffen zu  werden,  d.  h.  es  kann  auch  imaginäre  Punktpaare  eines 
Punktsystems  geben.  Um  dieses  Verhalten  klarer  zu  übersehen,  denken 
wir  uns  die  beiden  Schnittpunkte  der  Transversale  %  mit  einem  Kegel- 
schnitte des  Büschels  als  die  Asymptotenpunkte  desjenigen  Punkt- 
systems, welches  der  Geraden  %  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K^^^ 
zugehört  (S.  140);  ist  dieses  Punktsystem  hyperbolisch,  so  sind  die 
Schnittpunkte  reell,  ist  es  elliptisch,  so  sind  sie  imaginär.  Für  jeden 
Kegelschnitt  K^'*^  erhalten  wir  also  auf  der  Transversale  2^  ein  anderes 
Punktsystem,  und  alle  ^iese  unendlich  vielen  Punktsysteme  auf  %  stehen 
in  dem  Zusammenhange  mit  einander,  dass  ihre  Asymptotenpunkte 
selbst  ein  Punktsystem  {x,  S)  bilden,  welches  von  dem  Kegelschnitt- 
büschel auf  S^  ausgeschnitten  wird.  Nehmen  wir  nun  einen  beliebigen  Hülfe- 
kegelschnitt S(^>  in  der  Ebene  an,  und  verlegen  nskich  irgend  einem  Punkt 
B  desselben  die  Mittelpunkte  von  Strahlsystemen,  welche  mit  den  auf 
%  befindlichen  unendlich  vielen  Punktsystemen  perspectivisch  liegen, 
so  wird,  wenn  wir  ein  Strahlsystem  der  Art  bilden,  jedes  Paar  con- 
jugirter Strahlen  eine  Sehne  auf  Ä^*>  ausschneiden,  die  durch  einen 
festen  Pimkt  P  läuft  (S.  151),  und  wir  verwandeln  also  ein  jedes  Punkt- 
system auf  %  in  einen  Punkt  P  oder  ein  einfaches  Strahlbüschel  (P). 
Ist  das  betrachtete  Punktsystem  auf  %  hyperbolisch,  so  muss  P  ausser- 
halb des  Hülfskegelschnittes  S(^>  liegen,  nämlich  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Tangenten  sein  in  denjenigen  Punkten,  in  welchen  die  Asymptoten 
des  in  JB  befindlichen  mit  jenem  Punktsystem  perspectivischen  Strahl- 
Systems  den  Ä^^^  treffen.  P  ist  also  jedesmal  der  Pol  derjenigen  Ge- 
raden, welche  die  beiden  Schnittpunkte  des  Hülfskegelschnitts  mit  den 
Strahlen,  welche  von  B  nach  den  beiden  Asymptotenpunkten  eines 
auf  %  befindlichen  Punktsystems  hinlaufen,  verbindet  Da  nun  diese 
Asymptotenpunkte  selbst  ein  Punktsystem  (x,  6)  bilden,  welches  dorcli 
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das  Eegelschnittbüschel  ausgeschnitten  wird^  so  laufen  die  Seimen 
alle  durch  einen  festen  Punkt  0,  und  der  Punkt  P  bewegt  sich  also 
auf  einer  festen  Geraden  S,  der  Polare  von  0  in  Bezug  auf  den  Hülfs- 
kegelschnitt  ^<^.  Alle  Punktsysteme  auf  %  sind  also  in  die  sämmt- 
lichen  Punkte  P  einer  bestimmten  Geraden  S  verwandelt;  der  Art, 
dass,  wenn  wir  nunmehr  von  irgend  einem  Punkte  P  der  Geraden  S 
die  Polare  construiren  und  ihre  Schnittpunkte  auf  S^^^  mit  B  verbinden, 
dieses  Strahlenpaar  die  Transversale  %  in  einem  Punktpaar  {Xy  |)  tri£Pt. 
Hieraus  zeigt  sich,  dass,  wenn  das  Punktsystem  (a?;  |)  auf  %  elliptisch 
ist,  der  Punkt  0  innerhalb  des  Hülfskegelschnitts  ^^^  liegen  muss ,  also 
die  Gerade  S  denselben  gar  nicht  trifft,  mithin  alle  unendlich  vielen 
Punktsysteme  auf  %  hyperbolisch  sind,  oder  was  dasselbe  sagt:  Alle 
Kegelschnitte  des  Büschels  treffen  eine  Transversale  %  in  reellen  Punkte 
paaren,  sobald  das  PunJctsystem  a/uf  %  elliptisch  ist,  welches  die  Schnitt- 
punkte je  eines  Kegelschnitts  des  Büschels  m  einem  Paare  conjugirter 
Punkte  hat.  Wenn  dagegen  das  Punktsystem  (x,  6)  auf  %  hyper- 
bolisch ist,  so  liegt  0  ausserhajb  des  Hülfskegelschnitts  ^^\  die  Gerade 
S  schneidet  ihn  daher  in  zwei  reellen  Punkten,  welche  die  beiden  Ge- 
biete auf  S  abgrenzen,  innerhalb  deren  solche  Punkte  P  liegen,  die 
reelle  Tangentenpaare  an  £^^>  zulassen,  und  solche  P,  durch  welche 
keine  Tangente  geht.  Von  den  unendlich  vielen  Punktsystemen  auf  % 
ist  also  eine  Gruppe  hyperbolisch  und  die  andere  elliptisch.  Den  üeber- 
gang  bilden  zwei  parabolische  Punktsysteme,  welche  den  Asymptoten- 
punkten des  Punktsystems  {x,  |)  zugehören,  d.  h.  es  giebt  zwei  Kegel- 
schnitte des  Büschels,  welche  die  Transversale  Z  berühren,  wie  be- 
reits bekannt  ist.  7^  also  das  Punktsystem  {x,  |),  welches  von  den 
Kegelschnitten  eines  Büschels  auf  einer  Transversale  %  ausgeschnitten 
unrd,  hyperbolisch,  so  treffen  nicht  alle  Kegelschnitte  desselben  die  %  in 
reeUen  Punklpaaren,  Das  hyperbolische  Punktsystem  hat  also  auch  imagi- 
näre Paare  conjugirter  Punkte,  was  beim  elliptischen  Punktsystem  nicht 
der  Fall  ist. 

Ist  das  Punktsystem  (x,  |)  auf  der  Transversale  %  hyperbolisch, 
und  sind  p  und  q  die  Asymptotenpunkte  desselben,  so  muss  jedes 
reelle  Schnittpunktpaar  eines  Kegelschnitts  des  Büschels  mit  %  ein 
Paar  zugeordnet-harmonischer  Punkte  mit  p  und  j  sein;  diese  Eigen- 
schaft hört '  aber  auf,  wenn  das  Schnittpunktpaar  imaginär  ist;  wir 
können  an  ihre  Stelle  eine  allgemeinere  Eigenschaft  setzen,  welche 
jene  nicht  nur  ersetzt,  sondern  auch  von  der  Realität  der  Schnitt- 
punkte unabhängig  ist,  nämlich  folgende:  Die  Asymptotenpunkte  pq 
des  auf  der  Transversale  %  durch  das  KegelschniUbüschel  ausgeschnittenen 
Punktsystems  sind  ein  Paa/r  conjugirter  Punkte  in-Bemg  auf  sämmtliche 
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Kegelschnitte  des  Büschels.  Hieraus  folgt,  wenn  wir  irgend  zwei  Kegel- 
schnitte  des  Büschels  auffassen,  von  denen  jeder  auf  der  Transversale  % 
ein  bestimmtes  ihm  zugehöriges  Punktsystem  inducirt,  dass  diese 
beiden  Punktsysteme  ein  gemeinschaftliches  Paar  conjugirter  Punkte 
haben,  die  Asymptotenpunkte  des  auf  X  durch  das  Kegelschnittbüschel 
ausgeschnittenen  Punktsystems  (Xy  5),  und  umgekehrt,  sobald  zwei 
das  Kegelschnittbüschel  bestimmende  Kegelschnitte  gegeben  sind  und 
eine  Transversale  %y  von  welcher  nicht  erforderlich  ist,  dass  sie  die 
beiden  Kegelschnitte  in  reellen  Punkten  trefife,  so  wird  das  Punkt- 
system (Xy  I)  auf  %  dadurch  gefunden  werden  können,  dass  wir  das 
gemeinschaftliche  Paar  conjugirter  Punkte  der  beiden  auf  %  durch  die 
beiden  gegebenen  Kegelschnitte  inducirten  Punktsysteme  aufsuchen 
(S.  58);  ist  dieses  pq  gefunden,  so  werden  pq  die  Asymptotenpunkte 
des  Punktsystems  {x,  S)  sein,  welches  dadurch  vollständig  bestimmt 
ist.  Das  Kegelschnittbüschel  besitzt  also  folgende  Eigenschaft:  Alle 
Punktsysteme,  welche  auf  einer  beliebigen  Transversale  als  den  ver- 
schiedenen Kegelschnitten  des  Büschels  zugßhörig  indudrt  werden,  haben 
ein  gemeinschaftliches  Paar  conjugirter  Punkte,  nämlich  die  Asymptotenpunkte 
des  auf  der  Transversale  durch  die  Kegelschnitte  des  Büschels  ausgeschnittenen 
Punktsystems  {x,  |).  Diese  Eigenschaft  wird  später  bei  den  Polaritäts-Be- 
ziehungen.  des  Kegelschnittbüschels  noch  näher  erörtert  werden  (§.  47). 
Es  drängt  sich  hiernach  die  unabweisbare  Frage  auf,  ob  aus 
der  in  diesem  Paragraphen  angegebenen  Erzeugungsweise  des  Kegel- 
schnittbüschels in  allen  vi^r  oben  unterschiedenen  Fällen  sämmt- 
liche  Kegelschnitte  hervorgehen,  die  in  dem  Büschel  enthalten  sind. 
Dies  ist  nach  dem  Vorigen  evident  in  den  Fällen  IH  und  IV,  wo  das 
erzeugende  Punktsystem  auf  %  elliptisch  ist;  in  den  Fällen  I  und  11 
aber,  wo  es  hyperbolisch  ist,  fragt  es  sich,  ob  für  jeden  Punkt  s  der 
Ebene  der  durch  s  gehende  einzige  Kegelschnitt,  welcher  zum  Büschel 
gehört,  durch  zwei  projectivische  Strahlbüschel  erzeugt  werden  kann, 
welche  ihre  Mittelpunkte  in  einem  Paare  conjugirter  Punkte  a  und  a 
des  auf  %  gegebenen  Punktsystems  haben,  d.  h.  ob  durch  jeden  Punkt 
s  zwei  solche  Strahlen  ai  und,a/3  gehen,  deren  Schnittpunkte  mit  % 
und  93,  uämlich  aa  und  hß,  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  der  beiden 
auf  %  und  93  gegebenen  Punktsysteme  sind.  Legen  wir  durch  s 
zwei  Strahlsysteme  perspectivisch  mit  (a,  a)  und  (6,  ß),  so  haben 
dieselben  (Seite  158)  ein  gemeinschaftliches  Paar  conjugirter  Strahlen, 
sobald  eines  der  beiden  Strahlsysteme  elliptisch  ist,  also  immer  in 
den  Fällen  11,  III,  IV;  sind  dagegen  beide  hyperbolisch,  also  im  Falle 
I,  so  haben  sie  nur  dann  ein  gemeinsames  Paar,  wenn  die  Asymptoten 
des   einen   durch   die   des  andern  nicht  getrennt  werden,   im   andern 
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Falle  keins.     Mithin  werden  in  der  That  durch  unsere  Construetion 
in  dem  Falle  I  nicht  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  erhalten; 
dies  ist  aber  gerade  der  bequemste  Fall  von  vier  reellen  Grundpunkten, 
welcher  am  einfachsten  durch  die  in  §.  39  ausgefiihrte  Betrachtung 
erledigt  wird.     In  dem  Falle  II  eines  Eegelschnittbüschels  mit  vier 
imaginären   Grundpunkten,   ffir  den   die  in  diesem  Paragraphen  mit- 
getheilte  Construetion  die  einzige  war,  zeigt  sich  also,  dass  dieselbe 
sämmtliche  (reellen)  Kegelschnitte  des  Büschels  liefert;  denn  es  giebt 
durch  irgend  einen  reellen  Punkt  s  der  Ebene  nur  einen  Kegekchnitt 
des  Büschels;   dieser   ist   unter   den   von   uns   construirten    enthalten, 
weil  durch  $  ein  Paar  reelle  Strahlen  sab  und  saß  gehen,  wenn  (im 
Falle  n)  das  Punktsystem  auf  Sl  hyperbolisch,  auf  93  elliptisch  ist; 
die  Strahlbüschel  (a)  (a)  erzeugen  aber  diesen  Kegelschnitt.    Mithin  darf 
ein  Kegelschnitt  des  Büschels,  dessen  Schnittpunkte  mit  %  imaginär  wären, 
überhaupt  keinen  reellen  Punkt  s  haben,  muss  also  ganz  imaginär  sein. 
Diese   eigenthümliche  Erscheinung,   dass  durch  die  oben  mitge- 
tbeilte   reelle  Construetion   des  Kegelschnittbüschels   mit   vier  imagi- 
nären  Grundpunkten   sämmtliche   reellen   Kegelschnitte   des   Büschels 
erhalten  werden,   obwohl  das  erzeugende  Punktsystem  auf  8t  hyper- 
bolisch ist,  hat  ihren  Grund  in  der  besonderen  Beziehung,  welche  die 
Gerade  9  zu  dem  Kegelschnittbüschel  hat.     In  diesem  Kegelschnitt- 
büschel mit  vier  imaginären  Grundpunkten  kommt  nämlich  ein  reelles 
Linienpaar  83,  (S,  dessen  Schnittpunkt  o  ist,  und  zwei  imaginäre  Linien- 
paare vor,  deren  jedes  einen  reellen  (Doppel-)  Punkt  hat;  die  letzteren 
sind  die  Asymptotenpunkte  g  und  h  des  auf  %  gegebenen  hyperbolischen 
Punktsystems;  jeder  dieser  beiden  Punkte  ist  als  ein  Kegelschnitt  (NuM- 
Kegelschnitt,  analog  den  Null-Kreisen  oder  Grenzpunkten  eines  Kreis- 
büschels mit  ideeller  gemeinschaftlicher  Secante),  der  sich  auf  einen  Punkt 
zusammengezogen  hat,  oder  als  Schnittpunkt  eines  imaginären  Linien- 
paares (S.  112)  anzusehen,  weil  da.s  Strahlsystem  ^(6 ^ /3)  elliptisch  ist, 
ebenso  A(&,  /)).     Die  Gerade  Sl  hat  also  die  eigenthümliche  Beziehung 
zum  Kegelschnittbüschel,  dass  sie  die  beiden  Nullkegelschnitte  enthält. 
Sie  ist  zugleich  die  Polare  des  if^unktes  o  für  sämmtliche  Kegelschnitte 
des  Büschels,  weil,  wie  leicht  aus  der  angegebenen  Construetion  zu 
sehen  ist,   die   beiden  Tangenten  in  a  und  a  für  einen  Kegelschnitt 
des  Büschels  durch  o  gehen.    Ist  das  Punktsystem  (a,  a)  auf  %  hyper- 
bolisch, was  in  den  Fällen  (I)  und  (11),  d.  h,  bei  einem  Kegelschnitt- 
büschel mit  vier  reellen,  und  bei  einem  Kegelschnittbüschel  mit  vier 
imaginären  Grundpunkten   eintritt,   so   sind   die   beiden   Asymptoten- 
punkte g  und  h  harmonisch  zugeordnet  zu  jedem  Schnittpunktpaar  aa^ 
also  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  jeden  Kegelschnitt  des  Büschels; 
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da  nun  St  die  Polare  von  o  ist;  so  bilden  die  drei  Punkte  og  h  ein  Tripel 
■  conjugirter  Punkte  oder  ein  Polardreieck  für  alle  Eegelsclinitte  des 
Büschels;  also  ebenso  wie  bei  dem  Kegelschnittbüschel  mit  vier  reellen 
Grundpunkten  die  drei  Diagonalpunkte  des  von  jenen  gebildeten  voll- 
ständigen Vierecks  oder  die  Doppelpunkte  der  drei  reellen  in  dem  Kegel- 
schnittbüschel enthaltenen  Linienpaare  ein  gemeinschaftliches  Tripel  con- 
jugirter Punkte  für  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  sind,  giebt  es  auch 
bei  dem  Kegelschnittbüschel  mit  vier  imaginären  Grundpunkten  ein 
reelles  gemeinschaftliches  Polardreieck  {o,  g,  h)  für  alle  Kegelschnitte 
des  Büschels;  der  eine  Tripelpunkt  ist  dei^  Durchschnittspunkt  des 
einzigen  reellen  Linienpaares ;  welches  in  dem  Büschel  enthalten  ist; 
von  den  beiden  andern  Tripelpunkten  ist  jeder  als  der  Durchschnittspunkt 
eines  imaginären  Linienpaares  anzusehen.  Bei  dem  Kegelschnittbüschel 
mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  Grundpunkten  ist  von  dem  ge- 
meinschaftlichen Tripel  nur  ein  Punkt  {o)y  der  Doppelpunkt  des  einzigen 
im  Büschel  enthaltenen  Linienpaars^  und  die  Polare  von  ihm  (St)  reell^ 
die  beiden  andern  Tripelpunkte  auf  ihr  (g  und  h)  sind  imaginär. 

§.  43.    üeber  die  besondere  Natur  der  in  einem  Büschel  enthaltenen 

Kegelschnitte. 

Die  Frage^  ob  gleichzeitig  Hyperbeln,  Parabeln,  Ellipsen  in  einem 
Kegelschnittbüschel  vorkommen,  ist  zwar  schon  in  §§.  39  und  41  für 
den  Fall,  dass  dasselbe  vier  oder  wenigstens  zwei  reelle  Grundpunkte 
besitzt,  beantwortet  worden,  soll  aber  hier  noch  einmal  unabhängig 
davon,  ob  die  Grundpunkte  reell  oder  paarweise  imaginär  sind,  all- 
gemeiner und  umfassender  erörtert  werden,  indem  wir  nur  die  charakte- 
ristische Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels  voraussetzen,  dass  jede 
geradlinige  Transversale  von  demselben  in  einem  Punktsystem  geschnitten 
wird,  was  oben  für  alle  Fälle  erwiesen  ist.  Nehmen  wir  nämlich  statt 
einer  solchen  willkürlichen  Transversale  die  unendlich -entfernte  Ge- 
rade 6r^,  so  wird  auch  auf  ihr  durch  das  Büschel  ein  bestimmtes 
Punktsystem  (a;,  5)  fixirt.  Dieses  ist  durch  zwei  Paare  conjugirter 
Punkte  vollständig  bestimmt;  setzen  wir  die  Entstehungsart  des  Kegel- 
schnittbüschels im  vorigen  Paragraphen  voraus,  so  können  wir  zwei 
reelle  Paare  conjugirter  Punkte  des  Punktsystems  (x,  i)  auf  G^  da- 
durch erhalten,  dass  wir  einmal  die  beiden  unendlich-entfernten  Punkte 
des  einen  immer  reellen  Linienpaars  (S3,  ^)  als  ein  Paar  nehmen  und 
zweitens  den  unendlich-entfernten  Punkt  des  Trägers  %  und  den  un- 
endlich-entfernten Punkt  derjenigen  Geraden  3Sl  als  zweites  Paar 
wählen,  welche  die  Mittelpunkte  der  drei  Punktsysteme  auf  9193  S 
enthält;  der  Mittelpunkt  des  Punktsystems  (a,  a)  und  sein  conjugirter, 
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der  unendlich -entfernte  auf  Sl,  sind  nämlich  die  Mittelpunkte  zweier 
eine  Hyperbel  erzeugenden  projectivischen  Strahlbüschel  und  der  andere 
unendlich -entfernte  Punkt  dieser  Hyperbel  liegt  im  Unendlichen  der 
Geraden  3R;  welche  die  Mittelpunkte  der  gegebenen  Punktsysteme  auf 
Ä  und  85   verbindet  ^  Ist   das   Punktsystem   (x,  |)   auf  G^  bekannt^ 
welches  von  dem  Eegelschnittbüschel  ausgeschnitten  wird;  so  können 
wir   unmittelbar   daraus  auf  die  Natur   der  Kegelschnitte  schliessen^ 
welche  in  dem  Büschel  enthalten  sind;  jede  Hyperbel   des  Büschels 
schneidet  nämlich  6r^  in  zwei  reellen  conjugirten  Punkten  dieses  Punkt- 
systems^ jede  Ellipse  in  zwei  imaginären  und  eine  Parabel  in  zwei 
zusammenfallenden.    Es  giebt  also  in  dem  Eegelschnittbüschel  allemal 
jstvei  Parabeln,   sobald   das  Punktsystem  {x,  5)  auf  G^   hyperbolisch 
ist;  die  Asymptotenpunkte  desselben  sind  die  Berührungspunkte  dieser 
Parabeln^  sie  bestimmen  die  Richtungen  ihrer  Axen;  es  giebt  dagegen 
keine  Paräbd  in  dem  Büschel,  sobald  das  Punktsystem  {x,  |)  auf  G^ 
elliptisch  ist;  ist  es  insbesondere  parabolisch,  d.  h.  fallen  die  beiden 
Asymptotenpunkte  zusammen  (S.  52),  so  ist  dieser  Punkt  einer  der  vier 
Grundpunkte  des  Büschels  selbst,  welches  dann  nur  eine  Parabel  enthält 
Wir  haben  noch  ein  bequemeres  Mittel,  um  zu  erfahren,  wann 
das  Punktsystem  {x,  g)  auf  G^  elliptisch  und  wann  es  hyperbolisch 
ist;  da  nämlich  die  Geraden  93.  und  @  ein  Paar  conjugirter  Richtungen 
und  die  Geraden  %  und  9R  ein  zweites  Paar  conjugirter  Richtungen, 
für  das  Punktsystem  {x,  $)  auf  G^  bestimmen,  so  ist  nachzusehen, 
ob  die  ersten  beiden  Richtungen   durch   die   andern   beiden   getrennt 
werden  oder  nicht;  im   ersten  Falle  wird  das  Punktsystem  elliptisch, 
im    zweiten*  Falle    hyperbolisch    sein;    wir    haben    also    durch    den 
Schnittpunkt  (83,  (S)  eine  Parallele  zu  ä)t  zu  ziehen  und  nachzusehen, 
ob  dieselbe  zwischen  den  Punkten  p  und  ic  (Fig.  65)  durchgeht  oder 
nicht;  im  ersten  Falle  ist  das  zu  untersuchende  Punktsystem  elliptisch, 
im  andern  hyperbolisch.    Wir  werden  nun   alle  vier  (S.  254)  imter- 
schiedenen  Fälle  ins  Auge  zu  fassen  haben,  um  die  Lage  der  Geraden 
SR  zu  bestimmen.     Fassen  wir  das  von  den  drei  Geraden  ^93@  ge- 
bildete Dreiseit  auf,   dessen  Ecken    paarweise   conjugirte   Punkte   für 
jedes  der  drei  Punktsysteme  auf  SIS3®  sind,  und  bezeichnen  demgemäss 
diese  Ecken   doppelt   mit  p  und  i3,   %  und  r,   q  und  o,   so  dass  die 
Paare  p  und  n  auf  ?t,   o  und  c5  auf  85,   r  und  q  auf  6  conjugirte 
Punkte   sind   (Fig.  65);   bezeichnen   wir  femer  die  drei  Mittelpunkte 
der  Punktsysteme,  welche  in  der  Geraden  3K  liegen,  beziehlich  mit 
uifl,  ntj,  Ute,  so  wird,  wenn  das  Punktsystem  auf  Sl  hyperbolisch  ist, 
ntfl  ausserhalb  p%  liegen,  wenn  es  elliptisch  ist,  zwischen  pn,  und  ebenso 
bei  den  beiden  andern;  von  den  Asymptotenpunkten  liegt  aber  immer 
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einer  zwischen  jedem  Paare  conjngirter  Punkte  und  der  andere  ausser- 
halb^ endlich  wird  jede  Seite  des  Dreiecks  durch  die  beiden  in  ihr 
befindlichen  Ecken  in  ein  endliches  Stück  und  zwei  unendliche  zerlegt, 
z.  B.  %  in  die  drei  Strecken  p  hia  ooy  jc  bis  cx>  und  *p  bis  x.  Dies 
festgehalten ;  haben  wir  jetzt: 

I.  Das  Punktsystem  auf  Ä  hyperbolisch^  83  hyperbolisch,  C  hy- 
perbolisch-, das  Eegelschnittbüschel  hat  yier  reelle  Grundpunkte,  die 
Asymptotenpunkte  auf  93  und  S.  Die  Mittelpunktslinie  Tt  muss  alle 
drei  Dreiecksseiten  in  ihren  Verlängerungen  treffen,  d.  h.  3Jt  trifft  ent- 
weder: 

1)  S3  in  der  Strecke  von  ä  bis  oo  und  (S  von  q  bis  oo 

oder     2)85--  -  -o-oo-6-r-cx) 

3)i8--  -         -(3-cx>-6-r-oo 

4)  85--  -  -o-(x>-6-p-cx); 

in  den  beiden  Fällen  1)  und  2)  wird  eine  mit  9)t  parallel  durch  o  ge- 
legte Gerade  zwischen  pn  durchgehen,  in  den  Fällen  3)  und  4)  ausser- 
halb; also  in  1)  und  2)  ist  das  zu  untersuchende  Punktsystem  ellip- 
tisch, in  3)  und  4)  hyperbolisch.  Die  beiden  ersten  Falle  unterschei- 
den sich  aber  yon  den  beiden  letzten  rücksichtlich  der  Lage  der  vier 
Asymptotenpunkte  (der  Grundpunkte  des  Eegelschnittbüschels)  folgen- 
dermassen:  In  den  beiden  ersten  Fällen  trennt  die  Verbindungslinie 
zweier  die  beiden  andern,  wogegen  die  Verbindungslinie  der  letzteren 
die  beiden  ersteren  nicht  trennt;  in  den  Fällen  3)  und  4)  trennt  die 
Verbindungslinie  zweier  die  beiden  andern  nicht  und  auch  die  Ver- 
bindungslinie der  letzteren  die  beiden  ersteren  nicht,  oder  es  trennt 
gleichzeitig  die  Verbindungslinie  zweier  die  beiden  andern  und  die 
Verbindungslinien  der  letzteren  die  beiden  ersten.  Dies  lässt  sich 
auch  «o  aussprechen:  In  den  Fällen  1)  und  2)  liegen  die  vier  Asymptoten- 
punkte  auf  85  und  &  (Grundpunkte  des  Eegelschnittbüschels)  so,  dass 
einer  innerhalb  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  be- 
findet, und  das  Punktsystem  {x,  |)  auf  G^  ist  dann  elliptisch;  in  den 
Fällen  3)  und  4)  liegen  die  vier  Punkte  so,  dass  jeder  ausserhalb  des 
von  den  drei  anderen  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet,  und  das  Punkt- 
system {Xy  S)  ist  dann  hyperbolisch.  Dies  stimmt  mit  unserem  früher 
(§.  39)  gefundenen  Eriterium  überein. 

n.  Punktsystem  auf  S[  hyperbolisch,  83  elliptisch,  (S  elliptisch; 
das  Eegelschnittbüschel  hat  vier  imaginäre  Grundpunkte;  die  Gerade 
3SI  muss  die  Dreiecksseiten  83  und  (S^  in  Punkten  treffen,  die  zwischen 
den  Ecken  des  Dreiecks  liegen;  sie  selbst ,  daher  auch  die  durch  o  zu 
ihr  gezogene  Parallele,  wird  noth wendig  die  dritte  Dreiecksseite  91 
ausserhalb  pn  treffen,   also   das  zu   untersuchende   Punktsystem    ist 
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« 

hyperbolisch:  Ein  Kegdsdirntthüschd  mü  vier  imaginären  Grundpunkten 
schneidet  auf  der  unendlicJhentfemten  Geraden  ein  Punktsystem  aus^ 
welches  aüemal  hyperbolisch  ist 

III.  Punktsystem  auf  %  elliptisch,  03  hyperbolisch;  (S  elliptisch; 
das  Kegelschnittbüschel  hat  zwei  reelle  Grundpunkte,  die  Asymptoten- 
punkte  auf  33,  und  zwei  imaginäre  auf  S,  der  ideellen  gemeinschaft- 
lichen Secante  oder  dem  zweiten  Theil  des  reellen  Linienpaars ,  dessen 
einer  Theil  die  reelle  gemeinschaftliche  Secante  S3  ist.  Die  Gerade  Wt 
tri£Pt  2L  und  (&  zwischen  den  Dreicksecken  und  83  ausserhalb;  es  sind 
hier  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  nämlich  3R  trifft  entweder 

1)  83  in  der  Strecke  von  o  bis  oo 
oder    2)83--  -  -i5-cx); 

im  ersten  Falle  wird  die  durch  o  zu  99t  gezogene  Parallele  die  Gerade 
%  zwischen  p  und  sr  treffen,  im  zweiten  Falle  ausserhalb  pjt,  also  im 
ersten  Falle  ist  das  zu  untersuchende  Punktsystem  elliptisch,  im  zweiten 
hyperbolisch;  wir  sehen  aber  zugleich,  dass  im  ersten  Falle  die  ideelle 
gemeinschaftliche  Secante  zwischen  den  beiden  reellen  Grundpunkten 
durchgeht,  im  andern  Falle  nicht;  also: 

Ein  Kegelschnittbüschel  mit  0wei  reellen  und  atvei  imaginären  Grund- 
punkten  (auf  der  ideellen  gemeinschaftlichen  Secanta)  schneidet  auf  der 
unendlichrentfemten  Geraden  ein  elliptisches  Punktsystem  aus,  wenn  die 
ideelle  gemeinschaftliche  Secante  eunschen  den  beiden  reellen  Grundpunkten 
hindurchgeht,  dagegen  ein  hyperbolisches  Punktsystem^  wenn  dies  nicht  der 
FaU  ist.    (S.  248.) 

IV.  Punktsystem  auf  %  elliptisch,  83  elliptisch,  (S  hyperbolisch; 
das  Kegelschnittbüschel  hat  zwei  reelle  Grundpunkte,  die  Asymptoten- 
punkte  auf  S,  und  zwei  imaginäre  auf  83.  In  ganz  gleicher  Weise, 
wie  im  Falle  III.  stellt  sich  hier  dasselbe  Kriterium  heraus. 

Die  Schnittpunkte  eines  Kegelschnitts  und  einer  Geraden  können 
wir,  ganz  abgesehen  davon,  ob  sie  reell  oder  imaginär  sind,  durch 
ein  immer  reelles  Gebilde  vertreten  lassen,  nämlich  das  Punktsystem, 
welches  der  Geraden  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört  (S.  140); 
ist  dieses  hyperbolisch,  so  sind  die  Asymptotenpunkte  desselben  die 
reellen  Schnitipunkte;  ist  es  elliptisch,  so  sind  die  Schnittpunkte  ima- 
ginär; ist  es  parabolisch,  so  berührt  die  Gerade  den  Kegelschnitt. 
Der  G^  gehört  nun  in  Bezug  auf  eineji  Kegelschnitt  dasjenige  Punkt- 
system zu,  in  welchem  das  System  der  conjugirten  Durchmesser  des 
Kegelschnitts  (S.  162)  dieselbe  trifft;  letzteres  liegt  im  Endlichen, 
während  die  unendlich-entfernte  Gerade  sich  der  Anschauung  entzieht; 
wir  fassen  daher  zweckmässiger  die  Strahlsysteme  der  conjugirten 
Durchmesser  für  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  ins  Auge  und 
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• 

ziehen  durch  irgend  einen  Punkt  B  der  Ebene  Parallele  zu  den  Paaren 
conjugirter  Strahlen  dieser  sämmtlichen  Strahls jsteme  oder  yerschieben 
dieselben  parallel  ^  ohne  sie  zu  drehen  ^  nach  irgend  einem  gemein- 
schaftlichen Centrum  B.  Dadurch  erhalten  wir  in  B  unendlich  yiele 
auf  einander  liegende  Strahlsysteme^  welche  die  G^  in  denjenigen 
Punktsystemen  treffen ,  die  ihr  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels  zugehoren.  Diese  Strahlsysteme  in  B  haben  einen  leicht 
zu  ermittehiden  Zusammenhang  mit  einander.  Legen  wir  nämlich 
durch  B  einen  beliebigen  Hülfskegelschnitt  0^>  und  fassen  eines  jener 
Strahlsysteme  ins  Auge^  so  schneidet  jedes  Paar  conjugirter  Strahlen 
desselben  eine  Sehne  in  ^^^^  aus^  welche  durch  einen  festen  Punkt 
P  geht  und  umgekehrt  bestimmt  der  Punkt  P  das  ganze  Strahl- 
System  in  B,  indem  jede  durch  P  gehende  Transversale  den  Kegel- 
schnitt ^<*>  in  zwei  solchen  Punkten  trifft,  dass  ihre  Verbindungslinien 
mit  B  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  dieses  Strahlsystems  sind;  das 
aus  P  an  den  Kegelschnitt  ^^)  gelegte  Tangentenpaar  liefert  also,  wenn 
man  die  Berührungspunkte  mit  B  yerbindet,  die  Asymptoten  des 
Strahlsystems.  Jedes  von  den  nach  B  verlegten  Strahlsystemen  liefert 
also  einen  bestimmten  Punkt  P,  und  der  Ort  der  Punkte  P  für  sämmt- 
liehe  Strahlsysteme  in  B  kann  dadurch  bestimmt  werden,  dass  wir 
P  als  den  Pol  derjenigen  Sehne  des  Kegelschnitts  ^^  auffassen,  welche 
die  beiden  Asymptoten  eines  jener  Strahlsysteme  ausschneiden.  Diese 
Asymptoten  bilden  aber  selbst  ein  eigenes  Strahlsystem,  welches  nach 
dem  Punktsystem  (:f,  g)  auf  G^  hingeht.  Jene  Sehnen  laufen  daher 
durch  einen  festen  Punkt  0,  und  der  Ort  des  Punktes  P  ist  die  Polare 
von  0  in  Bezug  auf  den  Hülfskegelschnitt  ^^>,  also  eine  Gerade.  Wir 
haben  hiemach  zunächst  folgenden  Satz: 

Verschiebt  man  äUe  Strahlsysteme  der  conjtuffirten  Durchmesser  sämml- 
licher  Kegelschnitte  eines  Büschels  mit  BeibehaUung  der  ursprünglicJim  Sich- 
tung ihrer  StrahJenpaare  nach  irgend  einem  Punkte  B  der  Peripherie  eines 
'beliebigen  Kegelschnitts  Sif^  und  macht  sie  dadurch  concentrisdh,  so  bestimmen 
die  conjugirten  Strahlenpaare  jedes  StrcMsystems  für  sich  solche  Sdmen 
auf  S^^\  die  durch  einen  Punkt  P  laufen^  und  alle  solche  Pmkte  P,  die 
den  gesammten  StrcMsystemen  entsprechen^  liegen  auf  einer  und  dersdben 
Geraden  2  (und  erfüllen  dieselbe). 

Schneidet  die  Gerade  £  dqn  Hülfskegelschnitt  ^)  nicht,  so  besteht 
das  Kegdschnittbüschel  aus  lauter  Hyperbeln;  jedes  aus  einem  Punkte 
P  der  Geraden  2  an  fi^*^  gelegte  Tangentenpaar  berührt  in  zwei  Punkten, 
welche  mit  B  verbunden  die  Richtungen  der  Asymptoten  dieser  Hy- 
perbeln liefern;  da  der  Pol  der  Geraden  S  in  Bezug  auf  ffi^*^  in  diesem 
Fall  innerhalb  des  Kegelschnitts  ^^^  liegt,  so  ist  das  Punktsystem  {x^  g) 
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auf  G^  elKptisch,  oder  die  c^trch  den  Punkt  B  den  Asymptoten  sämmt- 
licher  Hyperbeln  des  Büschels  parallel  gezogenen  StraMenpaare  bilden 
selbst  ein  eUiptisches  StrcMsystem.  Berührt  die  Gerade  £  den  Kegel- 
schnitt ^^);  SO  zeigt  dies  an^  dass  alle  Eegelschnitte  des  Büschels  einen 
unendlich-entfemten  Punkt  gemein  haben ;  also  einer  der  vier  Grund- 
punkte  des  Büschels  im  Unendlichen  liegt*,  das  KegdschniMbiischd  ent- 
halt in  diesem  Fall  eine  einzige  Parabel  tmd  la/wter  Hyperbeln;  das 
Punktsystem  {x,  %)  auf  G^  ist  parabolisch. 

Schneidet  die  Gerade  S  den  Kegelschnitt  Sf^^  in  zwei  reellen 
Punkten^  so  besteht  das  Kegelschnittbüschel  aus  einer  Gruppe  Hyperbeln, 
einer  Gruppe  Ellipsen  und  zwei  Pardbeln,  welche  jene  beiden  Gruppen 
von  einander  trennen;  denjenigen  Pimkten  P  nämlich^  welche  auf  der 
Geraden  S  ausserhalb  des  Kegelschnitts  ^^>  liegen^  entsprechen  die 
Hyperbebi  des  Büschels^  denjenigen  Punkten  P,  welche  innerhalb  ^^^^ 
liegen^  die  Ellipsen  und  den  beiden  Schnittpunkten  der  Geraden  S 
mit  ^^>  die  beiden  Parabeln.  In  der  That^  sobald  das  nach  B  parallel 
verlegte  System  der  conjugirten  Durchmesser  hyperbolisch  ist;  ist 
auch  der  zugehörige  Kegelschnitt  eine  Hyperbel,  und  sobald  es  ellip- 
tisch ist,  eine  Ellipse;  der  Funkt  Perzeugt  aber,  wenn  er  ausserhalb 
S(2>  liegt,  in  £  ein  hyperbolisches  Strahlsystem,  und  wenn  er  inner- 
halb ^^>  liegt,  ein  elliptisches,  daher  ist  der  ihm  zugehörige  Kegel- 
schnitt des  Büschels  im  ersten  Falle  Hyperbel,  im  zweiten  Ellipse. 
Liegt  P  in  einem  der  beiden  Schnittpunkte  der  Geraden  S  mit  ^^>,  so 
wird  das  Strahlsystem  in  B  parabolisch,  weil  die  beiden  Asymptoten 
zusammenfallen,  und  der  zugehörige  Kegelschnitt  des  Büschels  aus 
demselben  Grunde  Parabel,  weü  seine  beiden  Schnittpunkte  mit  G^ 
zusammenfallen;  es  giebt  also  zwei  Parabeln  in  dem  Büschel.  Das 
Punktsystem  (x,i)  auf  G^  ist  hyperbolisch,  und  die  beiden  Asymptoten- 
punkte desselben  geben  die  Richtungen  der  Axen  der  beiden  zum 
Büschel  gehörigen  Parabeln  an. 

Da  jeder  Punkt  P  der  Geraden  S  dasjenige  Strahlsystem  in  B 
hervorruft,  welches  dem  conjugirten  Durchmesser-Systeme  eines  Kegel- 
schnitts des  Büschels  parallel  läuft,  welcher  P  entspricht,  und  da 
alle  Punkte  P  in  derselben  Geraden  2  liegen,  so  haben  alle  Strahl- 
systeme in  B  ein  gemeinschaftliches  Paar  conjugirter  Strahlen,  die 
nach  den  Schnittpunkten  der  Geraden  S  mit  dem  Kegelschnitte  ^^^  hin- 
gehen, denn  durch  jeden  Punkt  P  geht  eben  auch  die  Gerade  S  selbst, 
welche  dies  Paar  bestimmt,  also: 

Sämmtliche  KegelschniUe  eines  Büschels  haben  je  ein  besonderes  Paar 
conjugirter  Durchmesser,  welches  dieselben  zwei  festen  Richtungen  hat; 
diese  Bichtungen  sind  die  der  Axen  derjenigen  beiden  Parabeln,  welche 
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in  dem  Büschel  vorkommen;  sie  sind  ako  mit  diesen  selbst  reeU  oder 
imaginär.  Hieraus  lassen  sich  die  beiden  Pserabeln  eines  Büschels 
finden ;  sobald  dasselbe  durch  irgend  zwei  Kegelschnitte  gegeben  ist 
Man  verlege  in  einen  beliebigen  Punkt  B  der  Ebene  zwei  Strahlsysteme, 
welche  beziehungsweise  parallel  laufen  den  Systemen  der  conjugirten 
Durchmesser  der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte;  und  bestimme  das  ge- 
meinschaftliche Paar  conjugirter  Strahlen  dieser  beiden  concentrischen 
Systeme  (S.  158);  dasselbe  ist  immer  reell ,  sobald  nur  einer  der  beiden 
Kegelschnitte  Ellipse  ist^  oder  falls  beide  Hyperbeln  sind,  sobald  die 
beiden  Asymptoten  der  einen  ihrer  Richtung  nach  in  denselben  Winkel- 
raum  zwischen  die  Asymptoten  der  andern  hineinfallen;  nur  wenn 
die  Asymptoten  der  einen  durch  die  der  andern  getrennt  werden, 
giebt   es   kein   reelles   gemeinschaftliches    Paar    conjugirter   Strahlen, 

also  auch  keine  Parabel. 

« 

Es  ist  von  besonderem  Interesse,  die  vorige  Betrachtung  in  der  Weise 
zu  specialisiren,  dass  man  für  den  Hülfskegelschnitt  einen  Kreis  annimmt; 
dann  wird  ein  solcher  durch  den  veränderlichen  Punkt  P  gehender  Strahl, 
welcher  Durchmesser  des  Kreises  Ä<*>  ist,  denselben  in  zwei  Punkten  treffen, 
welche  mit  B  verbunden  die  Axen  des  zugehörigen  Strahlsystems 
geben;  das  Tangentenpaar  aus  P  an  den  Kreis  9S^^  (falls  P  ausserhalb 
liegt)  liefert  zwei  Berührungspunkte,  die  mit  B  verbunden  die  Asym- 
ptoten des  Strahlsystems  geben.  Der  Asymptotenwinkel  einer  Hyper- 
bel -Ö"  wird  aber  durch  das  Verhältniss  der  Axen  bestimmt  (S.  179) 

tg  i  -ö*  =  — ;  der  Winkel  des  aus  P  an  den  Hülfskreis  gelegten  Tan- 
gentenpaars ist  aber  180^  —  2^ ;  nehmen  wir  an,  die  Gerade  2  (der 
Ort  des  Punktes  P)  treffe  den  Hülfskreis  5t ^^^  nicht,  also  das  ganze 
Kegelschnittbüschel  bestehe  aus  Hyperbeln,  so  verändert  sich  der 
Winkel  180^  —  2^,  oder  sein  Nebenwinkel  2^,  indem  er  von  0  (für 
den  unendlich  -  entfernten  Punkt)  bis  zu  einem  gewissen  grossten 
Werthe  wächst,  welcher  demjenigen  Pimkte  ut  der  Geraden  ß  ent- 
spricht, der  dem  Kreise  am  nächsten  liegt,  also  dem  Fusspunkt  des 
aus  dem  Kreismittelpunkte  auf  die  Gerade  S  geföUten  Perpendikels, 
und  ebenso  wieder  von  diesem  Maximumswerthe  bis  0  abnimmt,  wo- 
bei fttr  zwei  gleichweit  von  itt  abstehende  Punkte  der  Winkel  2^, 
also    auch  d"   denselben   Werth    annimmt.      Zwei    Kegelschnitte,    fär 

welche  das  Verhältniss  der  Axen  (— j  denselben    Werth    hat    (oder 

deren  Asymptoten  denselben  Winkel  bilden),  heissen  ähnlich.  Wir 
schliessen  also: 

Besteht  das  Kegdschnittbüschd  aas  lauter  Hyperbeln^  so  kommt  unter 
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ihnen  eine  und  (im  Allgemeinen)  nur  eine  gleichseitige  Hyperbel  vor  (sie 
entspricht  dem  unendlich-entfernten  Punkte  der  Geraden  S),  femer 
eine  Hyperbel,  u^dche  von  der  gleichseitigen  am  meisten  abweicht  (sie  ent- 
spricht dem  Fusspunkte  nt  des  aus  dem  Kreismittelpunkte  auf  S  herab- 
gelassenen Perpendikels),  d.  h.  eine  solche,  für  welche  das  Verhältniss 
der  Axen  einen  Maximumswerth  hat;  ausserdem  besteht  das  Büschel  aus 
Hyperbeln,  welche  paa/noeise  ähnlich  sind  (indem  je  zwei  Punkte ^  welche 
von  m  gleichweit  abstehen,  zweien  Hyperbeln  entsprechen,  deren 
Asymptoten  denselben  Winkel  mit  einander  bilden).  Ereignet  es  sich 
insbesondere,  dass  die  Gerade  S  gane  im  Unendlichen  liegt,  mit  G^  eur 
sammenfällt,  so  besteht  das  ganze  Büschd  oms  gleichseitigen  Hyperbeln: 
die  Linienpaare,  welche  in  dem  Büschel  vorkommen  (eines  oder  drei), 
müssen  je  ein  Paar  rechtwinkliger  Strahlen  sein;  also  wenn  die  vier 
Grundpunkte  reell  sind,  müssen  sie  so  liegen,  dass  jeder  der  Höhen- 
punkt des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  ist  (S.  232). 

Nehmen  wir  andererseits  an,  die  Gerade  S  treffe  den  Kreis  ^^'>  in 
zwei  reellen  Punkten,  so  besteht  das  Kegelschnittbüschel  aus  Hyper- 
beln, Ellipsen  und  zwei  Parabeln.  Einem  Punkte  P  innerhalb  des 
Kreises  entspricht  eine  Ellipse;  derjenige  Durchmesser  des  Kreises, 
welcher  durch  P  geht,  schneidet  in  zwei  Punkten,  die  mit  B  ver- 
bunden die  Axen  des  Strahlsystems  geben,  welche  den  Axen  des 
Kegelschnitts  parallel  laufen;  die  durch  den  Punkt  P  (innerhalb  des 
Kreises)  gehende  kleinste  Sehne  des  Kreises,  welche  auf  dem  Durch- 
messer senkrecht  steht,  schneidet  in  zwei  Punkten,  die  mit  B  ver- 
bunden Strahlen  geben,  welche  den  gleichen  conjugirten  Durch- 
messern der  Ellipse  parallel  laufen  (S.  170),  denn  die  Winkel  zwischen 
^  den  gleichen  conjugirten  Durchmessern  werden  halbirt  durch  die 
Axen  imd  der  Winkel  ^  zwischen  den  gleichen  conjugirten  Durch- 
messern wird  bestimmt  durch  das  Verhältniss  der  Axen  ( tg  ^  -ö*  =  —  j. 

Zwei  Ellipsen,  bei  denen  das  Paar  gleicher  conjugirter  Durchmesser 
denselben  Winkel  einschliesst,  heissen  daher  ahnlich,  weil  das  Ver- 
hältniss der  Axen  dasselbe  ist.  Bezeichnen  wir  nun  die  Schnittpunkte 
der  Geraden  S  mit  dem  Kreise  ^^>  durch  p  und  q,  so  entsprechen  den 
Punkten  zwischen  pq  in  dem  Büschel  Ellipsen,  und  unter  diesen  wird 
diejenige,  welche  dem  Mittelpunkte  m  zwischen  pq  entspricht,  den 
grossten  Werth  des  Axenverhältnisses  liefern,  d.  h.  dem  Kreise  am 
nächsten   kommen*);   zwei   solchen  Punkten,    die   gleichweit   von   m 


*)  Vgl.  Steiner:  Auflösung  einer  geometrischen  Aufgabe,  in  CrdWB  Journal 
für  Mathematik,  Bd.  U  Seite  64,  und  „Vermischte  Sätze  und  Aufgaben"  von 
J,  Steiner  im  55.  Bde.  des  CreUe-Borchardf Bchen  Journals,  Seite  872. 
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abstehen,    entsprechen    zwei   ähnliche    Kegelschnitte;    wir    schliessen 
also: 

Besteht  das  Kegelschnütbüschel  a/us  einer  Gruppe  von  EU^^en  und 
einer  Gruppe  von  Hyperbel/n^  welche  durch  zwei  Parabeln  von  einander 
getrennt  loerden,  so  giebt  es  unter  den  Ellipsen  eine  bestimmiej  welche 
sich  dem  Kreise  am  meisten  nähert;  ihre  gleichen  conjugirten  Durch- 
messer sind  paraüet  demjenigen  Faare  conjugirter  Durchmesser  y  wdä^es 
für  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  dieselben  Sichtungen  hat,  oder  den 
Äxen  der  beiden  im  Büschel  enthaltenen  Parabeln;  sie  entspricht  der 
Mitte  tn  der  Sehne,  welche  die  Gerade  S  im  Kreise  ausschneidet',  je 
zweien  Punkten,  die  gleich  weit  von  m  abstehen,  entsprechen  zwei 
ähnliche  Kegelschnitte  des  Büschels  und  zwar  zwei  Ellipsen  oder  zwei 
Hyperbeln,  je  nachdem  jene  Punkte  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Kreises  liegen,  so  dass  also  die,  Kegelschnitte  des  Büschels  paarweise 
ähnlich  sind,  aber  nicht  ähnlich  liegen;  in  dem  Büschel  kommt  nur  eine 
einzige  gleichseitige  Hyperbel  vor,  welche  dem  unendlich  -  entfernten 
Punkte  der  Geraden  S  entspricht.  Geht  die  Gerade  S  insbesondere 
durch  den  Mittelpunkt  des  Hülfskreises,  so  befindet  sich  ein  Kreis  in 
dem  Büschel,  welcher  dem  Mittelpunkte  des  Hülfskreises  entspricht. 
Es  muss  also  die  eben  genannte  Bedingung  erfällt  werden,  damit 
unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  ein  Kreis  vorkomme;  sind  die  vier 
Grundpunkte  des  Büschels  reell,  so  kommt  sie  mit  derjenigen  überein, 
welche  aus  den  Elementen  bekannt  ist  für  die  Lage  von  vier  Punkten 
auf  einem  Kreise.  Sie  stimmt  mit  der  in  §.  39  gefundenen  überein: 
Damit  unter  den  Kegelschnitten  eines  Büschels  ein  Kreis  vorkomme, 
müssen  die  Axen  der  beiden  Parabeln,  welche  das  Büschel  enthalt,  ssu 
einander  rechtumkUg  sein. 

Ausser  diesem  einen  Kreise  kann  in  dem  Kegelschnittbüschel 
kein  zweiter  vorkommen;  dies  steht  in  scheinbarem  Widerspruch  zu 
dem  Umstände,  dass  das  Kegelschnittbüschel  durch  zwei  beliebig  an- 
zunehmende Kegelschnitte  vollständig  bestimmt  wird;  es  hindert  uns 
nämlich  nichts,  zwei  Kreise  für  die  das  Büschel  bestimmenden 
Kegelschnitte  zu  wählen.  In  diesem  Falle  wird  das  eine  Strahl- 
system in  £  ein  circulares  Strahlsystem  (sämmÜiche  Paare  recht- 
winkliger Strahlen),  der  zugehörige  Punkt  P  also  der  Mittelpunkt 
M  des  Hülfskreises  ^^>;  das  zweite  Strahlsystem  in  B  wird  aber 
auch  ein  circulares,  also  identisch  mit  dem  vorigen;  der  zugehörige 
Punkt  P  föUt  daher  mit  M  zusammen,  und  diese  beiden  in  M 
*  zusammenfallenden  Punkte  P  bestimmen  gar  keine  Gerade  S,  welche 
als  der  Ort  sämmtlicher  Punkte  P  anzusehen  wäre.  Wir  sehen 
aber  auch,  dass  auf  G^  die  den  beiden  Kreisen  zugehörigen  Punkt- 
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Systeme  identisch  werden^  also  ihre  (imaginären)  Asymptotenpunkte 
nothwendig  als  gemeinschaftliehe  Punkte  der  beiden  Kreise  aufgefasst 
werden  müssen.  Das  Büschel  hat  daher  auf  6^^  zwei  Grundpunkte^ 
die  beiden  unendlich-entfernten  imaginären  Ereispunkte  (Seite  78  und 
195),  und  da  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  durch  dieselben  vier 
Grundpunkte  gehen,  so  muss  das  Punktsystem  auf  G^  für  alle  das- 
selbe sein,  also  sie  sind  in  diesem  Falle  sämmtlich  Kreise:  Kommen 
zwei  Kreise  in  einem  Kegelschnütbüschd  vor,  so  besteht  dasselbe  aus 
lauter  Kreisen,  und  diese  bilden  das  aus  den  Elementen  bekannte  Kreis- 
büschei  mit  reeller  oder  ideeller  gemeinschaftlicher  Secante.  Die  unendlich- 
entfernte  Gerade  G^  ist  selbst  als  eine  ideelle  gemeinschaftliche  Se- 
cante aller  Kreise  anzusehen  und  macht  den  einen  Theil  des  einzigen 
in  dem  Büschel  enthaltenen  Linienpaars  aus,  dessen  anderer  Theil  die 
endliche  gemeinschaftliche  Secante  (Potenzlinie  des  Kreisbüschels)  ist. 
Das  Kreisbüschel  zeigt  sich  also  hier  als  specieller  Fall  des  Kegel- 
schnittbüschels. 

Dieselbe  Bemerkimg  fahrt  zugleich  zu  einem  allgemeineren  Re- 
sultat, nämlich:  In  dem  KegelschnittbüscJiel  sind  im  Allgemeinen  keine 
evoei  Kegelschnitte  ähnlich  und  ähnlich-liegend;  kommen  insbesondere  zwei 
ahnliche  und  ahnUch-liegende  Kegelschnitte  in  demselben  vor,  so  besteht 
das  ganze  Büschel  aus  ähnlichen  Kegelschnitten  und  hat  zwei  seiner 
Grundpunkte  auf  der  unendlich-entfernten  Geraden  G^ ;  sind  diese  beiden 
reell ,  so  besteht  das  Büschel  aus  lauter  ahnlichen  Hyperbeln;  sind  sie 
imaginär,  aus  lauter  ähnlichen  Ellipsen  (insbesondere  Kreisen);  je  zwei 
Kegelschnitte  des  Büschels  sind  in  diesem  Fall  ähnlich  und  ähnlidi-liegend. 
(Zwei  Kegelschnitte  heissen  nämlich  ähnlich  und  ähnlich-liegend,  wenn 
fihnen  dasselbe  Punktsystem  auf  der  unendlich  -  entfernten  Geraden 
(?„  zugehört,  d.  h.  G^  eine  reelle  oder  ideelle  gemeinschaftliche 
Secante  derselben  ist.  Zwei  Kegelschnitte  heissen  dagegen  nur  ähn- 
lich, wenn  ihre  conjugirten  Durchmesser-Systeme  gleich  sind,  ohne 
sich  in  paralleler  Lage  zu  befinden,   oder  wenn  ihr  Axenverhältniss 

—  dasselbe  ist.) 

§.  44.   Entstehung  der  Eegelschnittschaar  aus  der  geraden  Punktreihe. 

Ehe  wir  in  der  Untersuchung  des  Kegelschnittbüschels  weiter 
fortfahren,  ist  es  angemessen,  das  polare  Nebengebilde  desselben, 
die  Kegelschmttschaar,  d.  h.  sämmtliche  Kegelschnitte,  welche  dieselben 
vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  haben,  näher  ins  Auge  zu  fassen. 
Alle  Betrachtungen  und  Entstehungsarten    des    Kegelschnittbüschels, 
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welche  in  den  §§.  39 — 43  auseinandergesetzt  sind^  und  alle  dort  er- 
laugten Resultate  haben  ihre  analogen  bei  der  Kegelschnittschaar^  und 
es  ist  diese  Analogie  nach  den  uns  bereits  bekannten  Principien  ohne 
Schwierigkeit  herzustellen.  Wir  werden  daher  diese  Uebertragung 
oder  Wiederholung  hier  unterlassen  (siehe  Aufgaben  und  Sätze) 
und  uns  zunächst  darauf  beschränken ,  nur  die  Kegelschnittschaar  mit 
yier  reellen  gemeinschaftlichen  Tangenten  aus  der  geraden  Punktreihe 
(analog  §.  39)  entstehen  zu  lassen^,  wobei  wir  besonders  die  abweichen- 
den Umstände  angeben  wollen. 

Nehmen  wir  zwei  gerade  Träger  31  und  ^  in  der  Ebene  an  und 
einen  beliebigen  Punkt  S  als  den  Projectionspunkt  zweier  perspectiv 
visch  liegender  Punktreihen  auf  diesen  Trägem^  so  bestimmt  derselbe 
diese  beiden  projectivischen  Punktreihen  auf  den  Trägem  91  ^^  der 
Art,  dass  in  dem  Schnittpunkte  (Sl;  %j^)  zwei  entsprechende  Punkte 
ee^  vereinigt  liegen;  denken  wir  uns^  nachdem  diese  Beziehung 
durch  den  Punkt  B  hergestellt  ist,  die  Träger  fest,  aber  die  beiden 
auf  ihnen  befindlichen  Punktreihen  um  zwei  beliebige  Strecken,  ohne 
die  Beziehung  in  sich  zu  ändern,  auf  den  beiden  Trägem  verschoben, 
so  wird  dadurch  die  vorige  perspectivische  Lage  aufgehoben,  und  das 
Erzeugniss  der  beiden  projectivischen  Punktreihen  wird  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  die  Träger  Sl?lx  zu  Tangenten  hat  und  noch  eine 
dritte  leicht  angebbare  Tangente,  nämlich  den  Verbindungsstrahl  der- 
jenigen beiden  Punkte  der  Träger  nach  der  Verschiebung,  welche  vor- 
her im  Schnittpunkte  ee^  vereinigt  waren.  Diese  bestimmte  Gerade  @ 
ist  nur  von  der  Grösse  und  Richtung  der  „Schiebstreckenf^  abhängig,  nicht 
von  der  Lage  des  Projectionspunktes  B,  Verändern  wir  also  die  Lage 
des  Punktes  B  in  der  ganzen  Ebene,  so  erhalten  wir  dadurch  immer 

j..g  ^  neue    Kegelschnitte    bei    derselben 

Verschiebung,      und     sämmtlichen 
Punkten  B  der  Ebene  entsprechen 
unendlich  viele  Kegelschnitte,  welche 
dieselben    drei    festen    Tangenten 
äa^e  haben  (Fig.  66)  d.  h.  dem- 
selben Dreiseit  einbeschrieben  sind. 
Dies  ist  eine  doppelte  Unendlichkeit 
oder  eine  Schaar-Schaar  von  Kegel- 
schnitten.   Lassen  wir  B  nur  die  sämmtlichen  Punkte   einer  Geraden 
S  durchlaufen,  so  werden  die  beiden  Schnittpunkte  der  Geraden  2  mit 
$[  und  ^x  ein  Paar  entsprechender  Punkte  b  und  b^  sein,  wo  übrigens 
auch  B  auf  2  liegen  mag;  nehmen  nach  der  Verschiebung  b  und  b^ 
die  Lagen  b^  und  t>\  an,  so  ist  der  Verbindungsstrahl  b^b\  =  S^  eine 
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Tangente  für  alle  Kegelschnitte,  welche  den  Punkten  B  auf  der  Ge- 
raden S  entsprechen;  aus  einer  geraden  Ptmktreihe  entsteht  diso  eine 
Kegelschnütsehaar  mit  vier  festen  Tangen^  (Sl3ti@S*),  und  diese  Kegel- 
schnittschaar  ist  von  einfacher  Unendlichkeit,  d.  h.  gleich  mächtig 
mit  den  unendlich-yielen  Punkten  einer  Geraden. 

Um  zu  erkennen,  ob  f&r  eine  bestimmte  Lage  von  S  der  durch 
die  Yerschiebung  entstehende  Kegelschnitt  Ellipse,  Hyperbel  oder 
Parabel  wird,  suchen  wir  diejenigen  beiden  Punkte  a  und  i^  auf  den 
Trägem  %  und  ^^  auf,  welche  nach  der  Yerschiebung  in  den  Schnitt- 
punkt der  Träger  hineinfallen;  ae  und  hit^  sind  also  die  Schiebstrecken 
ihrer  Grösse  und  Richtung  nach,  und  durch  diese  sind  die  Punkte  a 
und  ii  gegeben;  die  Verbindungslinie  ab^  sei  die  Gerade  ®;  durch 
die  drei  Geraden  ÄÄi®  (und  die  unendlich-entfernte  Gerade  6r^)  zer- 
fällt die  ganze  Ebene  in  sieben  Bäume,  den  endlichen  Dreiecksraum, 
die  drei  den  Ecken  anliegenden  unendlichen  Winkelräume  und  die 
drei  den  Seiten  anliegenden  unendlichen  Bäume;  es  wird  sich  nun 
zeigen,  dass,  wenn  der  Punkt  B  in  einem  der  vier  ersten  Bäume 
liegt,  der  entsprechende  Kegelschnitt  eine  Ellipse  wird,  wenn  B  da- 
gegen in  einem  der  drei  letzteren  liegt,  derselbe  eine  Hyperbel  wird, 
und  dass  die  Uebergänge  in  eigenthümlicher  Weise  durch  die  vier  be- 
grenzenden Geraden  Ä  Äj  @  6r^  vermittelt  werden.  Wir  bedürfen  zu  diesem 
Nachweis  der  in  §.  26  erörterten  Kjiterien  (S.  117),  welche  entscheiden, 
ob   der   durch  zwei  projectivische  Punktreihen   erzeugte  Kegelschnitt 

Flg.  67. 


Ellipse  oder  Hyperbel  ist.  Der  von  zwei  projectivischen  Punktreihen 
erzeugte  Kegelschnitt  ist  nämlich  Ellipse,  wenn  auf  jedem  der  beiden 
Träger  (oder  einem,  was  ausreichend  ist)  der  den  vereinigten  Punkten 
entsprechende  (Berührungspunkt)  innerhalb  der  Strecke  liegt  zwischen 
dem  Schnittpunkt  der  Träger  und  den  Durchschnittspunkten  der 
Parallelstrahlen  (r  und  q^),  dagegen  Hyperbel,  wenn  er  ausserhalb 
dieser  Strecke  liegt.  Sind  also  (Fig.  67)  SlSl^  die  beiden  Träger  und 
@  die  Verbindungslinie  derjenigen  beiden  Punkte  a  und  b^,  welche 
nach  der  Yerschiebung  in  den  Schnittpunkt  der  Träger  gelangen,  so 
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wird^  wenn  P  z.  B.  in  einem  der  Scheitelräume  {e)  liegt ,  der  Strahl 
5a  in  Oj  die  Gerade  Ä^  treffen  und  der  Parallelstrahl  zu  S(  in  q^,  a^ 
aber  noth wendig  zwischen  b^q^  liegen;  was  denn«  natürlich  auch  nach 
der  Verschiebung  der  Fall  ist;  a^  ist  aber  der  entsprechende  zu  dem 
im  Schnittpunkte  {%y   ^^  befindlichen  Q^  also  der  Berührungspunkt 
des  erzeugten  Kegelschnitts;  folglich  ist  dieser  eine  Ellipse,  weil  a^ 
zwischen   \(\^   liegt.     In  gleicher  Weise  lehrt  die  unmittelbare  An- 
schauung;    dass,    wenn  B   in  einem  der   vier  Käume   (e)   liegt,    der 
Kegelschnitt  immer   Ellipse   wird,   und   wenn  B  in   einem   der  drei 
übrigen    Bäume    (K)   liegt,   der   Kegelschnitt   Hyperbel   wird.    Wenn 
insbesondere  B  in  die  Gerade  @  hineinföllt,  so  werden  Q  und  \  ent^ 
sprechende  Punkte,  welche  also  nach  der  Verschiebung  in  den  Schnitt- 
punkt   (S,    Sj^)    hineinfallen;    in    diesem    Falle    werden    die'    beiden 
projectivischen  Punktreihen  auch  nach  der  Verschiebung  perspectiyisch 
bleiben,  also  alle  Projectionsstrahlen  durch  einen  Punkt  laufen;  der 
Kegelschnitt    lost    sich    in    diesem    Uebergangsfalle    in    ein    Punkir 
paar  auf:  jenen  Projectionspunkt  und  den  Schnittpunkt  (8t,  St^),  und 
dies  Punktpaar  ist  in  der  That  (S.  118)  als  ein  Uebergang  von  Ellipse 
zu  Hyperbel  anzusehen,  indem  die  Verbindungsstrecke  zwischen  den 
beiden  Punkten  als  unendlich-schmale  Ellipse  oder  die  beiden  unend- 
lichen Strecken   auf  der   Verbindungslinie   beider   Punkte   ausserhalb 
derselben  als  unendlich-schmale  Hyperbel  aufgefasst  werden  können, 
mithin  der  Kegelschnitt  gleichzeitig  Ellipse  und  Hyperbel  ist    Derselbe 
Uebergangsfall   tritt   auch   auf,    wenn  B   insbesondere   in   einen    der 
beiden  Träger  St   oder  St^   hineinfallt,   indem   die   projectivische   Be- 
ziehung den  besonderen  parabolischen   Charakter    annimmt    (S.    73); 
fällt  nämlich  J?  in  St  hinein,  so  entspricht  allen  Punkten  der  Geraden 
Stj  der  einzige  Punkt  B  der  Geraden  St  und  allen  Punkten  der  Geraden 
St  der  einzige  Schnittpunkt  (St,  St^)  der  Geraden  St^;  diese  Beziehung 
bleibt  nach  der  Verschiebung  ungeändert,  und  der  Kegelschnitt  lost  sich, 
daher  in  dasjenige  Punktpaar  auf,  welches  von  dem  Schnittpunkt  (StSC^^ 
imd  dem  Punkt  B  nach  der  Verschiebung  eingenommen  wird;  ein  Gleiches 
tritt   ein,  wenn  der  Punkt  B  auf  dem  andern  Träger  St^    liegt.     Die 
Pimkte  B  der  drei  abgrenzenden.  Geraden  StSt^®  liefern  also  sämnoit* 
lieh  Kegelschnitte  y  welche  in  Punktpaare  ausarten. 

Es  bleiben  noch  diejenigen  Punkte  B  zu  untersuchen,  welche  auf 
der  vierten  begrenzenden  Geraden  G^  liegen;  hier  tritt  ein  anderer 
Uebei^ang  von  Ellipse  zu  Hyperbel  auf,  nämlich  durch  die  Parabel. 
Sobald  B  im  unendlichen  liegt,  wird  die  Beziehung  der  beiden  Tmger 
projectiyisch-ähnlich,  und  dieses  muss  auch  nach  der  Verschiebvmg 
breiben,    weil    die    entsprechenden    unendlich  -  entfernten  .Punkte     im 
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Unendliehen  bleiben;  das  Erzeugniss  nach,  der  Yerschiebiing  wird  also 
eine  ParaboJ  (S.  114),  und  für  sämmtliche  Punkte  B  der  unendlich- 
entfernten  Geraden  G^  wird  der  durch  die  Verschiebung  hervor- 
gehende Kegelschnitt  eine  Parabel;  diese  sammtlichen  Parabeln  bilden 
einen  besonderen  Fall  der  Eegelschnittschaar  von  vier  gemeinschaft- 
lichen Tangenten,  die  Parcibelschaar]  sie  haben  nämlich  die  drei  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  ^S^iS  und  ausserdem  selbstverständlich 
G^  zur  vierten  gemeinschaftlichen  Tangente. 

TJm  eine  Eegelschnittschaar  von  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten 
zu  erhalten,  haben  wir  den  Projectionspunkt  B  eine  Gerade  S  durch- 
laufen lassen.  Die  Gerade  ,S  muss,  wie  sie  übrigens  auch  in  der 
Ebene  liegen  mag,  im  Allgemeinen  in  zwei  elliptischen  Räumen  {e) 
und  zwei  hyperbolischen  Bäumen  (h)  enthalten  sein  (Fig.  67),  denn 
durch  die  drei  Geraden  ^fL^®  und  ®^  werden  vier  Punkte  auf  ihr 
fixirt,  zwischen  denen  vier  Strecken  liegen;  zwei  von  diesen  gehören 
den  elliptischen,  die  beiden  andern  dazwischen  liegenden^  den  hyper- 
bolischen Räumen  an;  den  drei  Schnittpunkten  der  Geraden  S  mit 
den  Geraden  Sl^@  gehören  insbesondere  Kegelschnitte  zu,  welche 
sich  in  Punktpaare  auflösen;  dem  unendlich-entfernten  Punkt  der  Ge- 
raden S  entspricht  die  einzige  Parabel,  welche  in  der  Kegelschnitt- 
schaar  vorkommt.    Also  haben  wir  folgendes  Ergebniss: 

IHe  sammtlichen  Kegdsctmitte  einer  Schaar  van  vier  gemeinschaß- 
liehen  Tangenten  sserfdUen  in  etvei  Gruppen  von  Ellipsen  und  sswei  Crruppen 
van  Hyperbeln,  die  mit  einander  abtvechseln;  der  Uebergang  van  einer 
Gruppe  zu  einer  andern  geschieht  dreimal  durch  ein  Punktpaar  (die 
drei  Paar  Gegenecken  des  van  den  vier  gemeinschaßlichen  Tangenten  ge- 
gdnldeten  vaUständigen  Vierseits)  und  einmcd  du/rch  eine  Parabel,  die  ein- 
zige, welche  im  Allgemeinen  in  der  Kegelschnittschcuxr  vorkommt. 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  beiden  durch  den  Projectionspunkt 
B  parallel  zu  %  und  %^  gezogenen  Projectionsstrahlen  in  den  Punkten 
r  und  qi  dieselben  treffen,  und  dass  diese  Punkte  nach  der  Verschiebung 
ihre  Eigenschaft  behalten,  Durchschnittspunkte  der  Parallelstrahlen  zu 
sein,  oder  den  unendlich -entfernten  Punkten  zu  entsprechen;  hieraus 
folgt,  dass,  während  jß  die  Gerade  £  durchläuft,  die  Punkte  r  und  q^ 
zwei  projectivisch-ähnliche  Punktreihen  beschreiben,  ihre  Verbindungs- 
linie (nach  der  Verschiebung)  also  eine  Parabel  umhüllt;  denken  wir 
ans  nach  der  Verschiebung  die  Parallelstrahlen  hergestellt,  welche 
sich  in  B^  treffen  mögen,  so  wird  der  Punkt  B^  zu  den  Geraden  St 
und  S|  dieselbe  relative  Lage  haben  müssen,  wie  der  Punkt  B  zu 
z'wei  durch  a  und  \  gezogenen  Parallelen  mit  St^  und  %,  denn  diese 
gehen  nach  der  Verschiebung  in  Sl^  und  %  über;  wenn  also  B  eine 

19* 
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gerade  Linie  S  durchläuft^  so  muss  auch  nach  der  Verschiebung  JB^ 
eine  bestimmte  Gerade  durchlaufen,  welche  zu  Ä  und  Ä^  dieselbe  rela- 
tive Lage  hat,  wie  S  zu  jenen  beiden  durch  b^  und  a  gedachten  Paral- 
lelen. Nun  ist  B^  immer  die  Ecke  eines  Parallelogramms,  welches 
einem  Kegelschnitte  der  Schaar  umschrieben  ist  und  zu  zwei  Seiten 
die  festen  Tangenten  K  und  %^  hat;  die  Verbindungslinie  ihres  Schnitt- 
punktes e(ei)  mit  B^  wird  also  halbirt  durch  den  Mittelpunkt  M  des 
Kegelschnitts,  welcher  dem  Parallelogramm  *einbeschrieben  ist,  und 
da  B^  eine  gerade  Linie  durchläuft,'  so  muss  auch  M  eine  Gerade 
durchlaufen,  die  jener  parallel  ist,  aber  halb  so  weit  von  t{^i)  ab- 
steht, als  sie;  wir  schliessen  hieraus: 

Die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Kegelschnitte  einer  Schaar  von  vier  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  liegen  auf  einer  Geraden,  toelche  insbesondere 
auch  die  Mittelpunkte  der  drei  Diagonalen  des  von  den  vier  gemetn- 
schaftlichen  Tangenten  gebildeten  vollständigen  Vierseits  enthält  (Letzteres 
ist  ein  schon  bekannter  elementarer  Satz).  Diese  Mittelpunktslinie  zer- 
fallt durch  die  drei  Mitten  der  Diagonalen  und  den  unendlich -ent- 
fernten Punkt,  den  Mittelpunkt  der  einzigen  Parabel  der  Schaar,  in 
yier  Abschnitte,  welche  abwechselnd  die  Mittelpunkte  der  beiden  Gruppen 
von  Ellipsen  und  die  Mittelpunkte  der  beiden  Gruppen  von  Hyperbeln 
enthalten. 

Dieselbe  Betrachtung,  aus  welcher  die  Kegelschnittschaar  ent- 
sprang, zeigt  auch,  wie  die  Berührungspunkte  eines  Kegelschnitts  der 
Schaar  auf  zweien  gemeinschaftlichen  Tangenten  sich  verändern;  denn 
Fig.  67  zeigt,  dass  Ba  und  Bh^  die  Berührungspunkte  a^  und  6  be- 
stinunen,.  also  wenn  B  eine  Gerade  S  durchläuft,  so  beschreiben  aB 
und  h^B  zwei  perspectivische  StrahlBüschel,  mithin  Oj  und  b  zwei 
projectivische  Punktreihen  auf  %^  und  81,  welche  nach  der  Verschiebung 
in  perspectivische  Lage  gelangen,  weil  auch  a  und  6^  zwei  entsprechende 
Punkte  dieser  beiden  projectivischen  Punktreihen  werden  und  diese 
Punkte  nachher  in  den  Schnittpunkt  (äfSli)  hineinfidlen.  Hieraus 
folgt  der  Satz: 

Fasst  man  bei  einer  Kegelsdinittsdiaar  von  vier  festen  Tangenten 
die  Berührungspunkte  ins  Äuge,  welche  der  veränderliche  Kegelschnitt  auf 
irgend  zweien  von  den  vier  festen  Tangenten  bestimmt,  so  sieht  fnan,  dass 
dieselben  zwei  projectivische  PunMreihen  bilden,  welche  per spectivisch  liegen;  ihr 
Prcjectionspunkt  ist  immer  einer  der  drei  Diagonalpunkte  des  vollständigen 
Vierseits,  welches  die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  bilden. 

Dieser  Satz  ist  der  analoge  von  dem  auf  Seite  225  ausgespro- 
chenen und  kann  ebenso  wie  jener  aus  den  Eigenschaften  des  einem 
Kegelschnitte  umschriebenen  Vierseits  (§§.  23,  27)  abgeleitet  werden; 
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hier  erkennen  wir^  dass  jede  von  den  Berührungspunkten  gebildete 
Punktreihe  zugleich  projectivisch  ist  mit  der  erzeugenden  Punktreihe, 
welche  B  auf  der  Geraden  S  durchläuft. 

Es  bleibt  noch  der  besondere  Fall  ins  Auge  zu  fassen,  dass  die 
Gerade  S,  welche  der  Projectionspunkt  durchläuft,  die  unendlich-ent- 
fernte Gerade  G^  ist;  in  diesem  Falle  wird  die  projectivische  Be- 
ziehung immer  Aehnlichkeit,  also  nach  der  Verschiebung  sind  die 
entstehenden  Kegelschnitte  sämmtlich  Parabeln,  d.  h.:  Wenn  in  einer 
Kegdschnittschaar  zum  Parabdn  vorkommen,  so  besteht  die  ScMar  atis 
lauter  Parabeln,  welche  ausser  der  unendlich-entfernten  Geraden  G  , 
die  allen  Parabebl  gemeinschaftliche  Tangente  ist,  noch  drei  gemein-* 
schaftliche  Tangenten  haben  und  eine  specielle  Eegelschnittschaar 
bilden,  so  wie  das  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  ein  besonderes 
Kegelschnittbüschel  bildete  (S.  232).  Unter  diesen  Parabeln  giebt  es 
drei  besondere,  die  in  je  eine  einzige  (doppelt  zu  zählende)  Gerade 
übergehen,  nämlich  die  drei  durch  die  Ecken  des  übrig  bleibenden 
Dreiseits  parallel  den  Seiten  desselben  gezogenen  Geraden.  Die  Mittel- 
punktslinie  dieser  Parabelschaar  ist  natürlich  ebenfalls  die  unendlich- 
entfernte  Gerade.  Von  dem  vollständigen  Vierseit,  dessen  eine  Seite 
G     wird,  bleibt  nur  ein  Dreiseit 

ahc    im    Endlichen    der   Ebene  ^«"  ^-  yff^^ 

zurück;  die  Diagonalpunkte  xyz  /      \ 

des  vollständigen  Vierseits  werden  /   /    \ 

die    Ecken    desjenigen    Dreiseits  /      /       \ 

(Diagonaldreiseits),  dessen  Seiten    z       jh^        j         L 

durch  die  Ecken  des  ersteren  abc      "'^^ >^C^\    /         ''  \ 

parallel     den     Seiten     desselben  "^  ,^  y^  ^"^""/^r--''^l^  \*' 

laufen  (Fig.  68). '  ^  \  //^?\ 

Bei  jeder  dem  Dreiseit  abc  '^-s      //        \.  \ 

einbeschriebenen  Parabel  gehen  die*  '^^'  ys^ 

Beriihningssehnen  beziehlich  durch 

drü  feste  Punkte,  durch  die  Ecken  des  dem  Dreiseit  abc  parallel  umr 
schriä>e'Aen  Dreiseits  xye.  Nimmt  man  einen  beliebigen  Punkt  t  auf 
bc  als  Berührungspunkt  einer  einbeschriebenen  Parabel,  so  wird 
{zty  ac)  =  f  und  {yt,  ab)  =  t",  und  die  Punkte  tt't"  sind  die  drei 
Berührungspimkte,  woraus  zugleich  folgt,  dass  t't''  durch  x  gehen 
muss.  Bekanntlich  laufen  bei  einem  dem  Kegelschnitt  umschriebenen 
Dreiseit  die  Yerbindungsstrahlen  der  Ecken  mit  den  Berührungspunkten 
der  gegenüberliegenden  Seiten  durch  einen  Punkt  o  (S.  96);  wir  können 
daher  hier  nach  dem  Orte  des  Punktes  o  fragen  für  sämmtliche  dem 
Dreiseit  einbeschriebene  Parabeln.     Derselbe  ist  leicht  zu  ermitteln^ 
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wenn  wir  den  Punkt  t  auf  der  Geraden  bc  bewegen  und  den  Schnitt- 
punkt (at,  bt')  Terfolgen;  da  nämlich  t  und  t'  perspectivische  Punkt- 
reihen  durchlaufen;  so  beschreiben  at  und  bt'  projectivische  Strahl- 
büschel; der  Ort  des  Punktes  o  ist  also  ein  Kegelschnitt;  und  da  der 
Verbindungslinie  ab  in  den  beiden  Strahlbüscheln  bz  und  ag  ent- 
sprechen, so  sind  dies  die  Tangenten  des  gefundenen  Eegelschnitts, 
welcher  auch  durch  e  geht  und  xy  berührt;  der  Ort  des  Punktes  o 
ist  also  eine  Ellipse^  toeUke  dem  DreiseU  abc  um-  und  zugleich  dem 
Dreieck  xys  einbeschri^ben  ist,  oder  den  gemeinschafüüken  Schwerpunkt 
beider  Dreiecke  zum  Mittdpunkte  hat.   (Siehe  Aufgaben  und  Sätze.) 

Denken  wir  uns  die  einzige  Parabel;  welche  einem  gegebenen 
Vierseit  (S199SS))  einbeschrieben  werden  kann,  so  gehört  dieselbe 
vier  yerschiedenen  ParabelschaareU;  welche  den  Dreiseiten  (8193(£) 
(SSS))  (9[932))  (S3(S^)  einbeschrieben  sind,  gleichzeitig  an;  die  vier 
diesen  Dreiseiten  parallel  umschriebenen  Dreiseite  haben  also  ihre 
zwölf  Ecken  paarweise  auf  sechs  Geraden;  welche  durch  die  drei 
Diagonalpunkte  xyz  des  vollständigen  Yierseits  (%S3SS))  gehen  und 
die  Berührungssehnen  jener  Parabel  sind;  wobei  durch  jeden  Punkt 
xyz  immer  zwei  von  diesen  sechs  Geraden  gehen. 

Die  Parabelschaar;  welche  einem  Dreiseit  einbeschrieben  ist;  und 
das  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln;  welche  einem  Dreieck  umschrieben 
sind  (und  zugleich  durch  den  Höhenpunkt  dieses  Dreiecks  gehen);  stehen 
in  einem  unmittelbaren  Zusammenhange  vermittelst  des  Princips  der 
Polarisation  (S.  146).  Denken  wir  uns  nämlich  das  Büschel  gleich- 
seitiger Hyperbeln  und  beschreiben  um  einen  der  vier  Grundpimkte  dieses 
Büschels  als  Mittelpunkt  einen  EreiS;  so  wird  die  Pölarfigur  des  Hyperbel- 
büschels  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  als  Bcisis  die  Parahelschaar  werden; 
denn  aus  jeder  gleichseitigen  Hyperbel  wird  ein  Kegelschnitt;  der  vier 
feste  Tangenten  hat;  die  Polaren  der  vier  Grundpunkte  des  Büschels, 
und  da  der  Mittelpunkt  des  Kreises  zu  seiner  Polare  in  Bezug  auf 
den    Kreis    die    unendlich -entfernte    Gerade    6r^    hat,    so    muss    der 

OD  / 

Polarkegelschnitt  G^  berühren;  also  Parabel  sein;  wir  erhalten  daher 
sämmtliche  Parabeln;  die  demselben  festen  Dreiseit  einbeschrieben 
sind;  welches  von  den  drei  Polaren  der  übrigen  drei  Grundpunkte  des 
Hyperbelbüschels  gebildet  wird.  Aus  der  bekannten  dem  Kreise  zu- 
kommenden Eigenschaft);  dass  die  Polare  senkrecht  steht  auf  der  Ver- 
bindungslinie des  Kreismittelpunktes  mit  dem  Pol;  weil  das  conju- 
girte  Durchmessersystem  des  Kreises  ein  circulares  Strahlsystem  ist, 
geht  hervor;  dass  der  Mittelpunkt  M  der  Kreis-Basis  nicht  nur  Höhen- 
punkt des  gemeinschaftlichen  Dreiecks  des  Hyperbelbüschels ;  sondern 
auch  Höhenpunkt  des  gemeinschaftlichen  Dreiseits  der  Parabelschaar 
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ist;  da  nnn  f&r  jede  gleichseitige  Hyperbel  die  unendlicli-entfeniten 
Punkte  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen^  so 
werden  ihre  Polaren^  d.  h.  die  beiden  in  M  sich  schneidenden  Tangenten 
einer  jeden  Parabel  der  Schaar  ebenfalls  zu  einander  rechtwinklige  sein 
müssen;  der  Ort  des  Schnittpunktes  aller  rechtwinkligen  Tangenten- 
paare einer  Parabel  ist  aber  die  Leitlinie  (S.  183);  also  gehen  die  Leit- 
linien sämmtlicher  Parabeln  der  Schaar  durch  den  Punkt  M,  d.  h.: 
Von  sämmdichen  einem  gegebenen  JDreiseit  einbeschriebenen  Paräbdn  gehen 
die  Leitlinien  durdi  denselben  festen  Pu/nJct,  welcher  der  Höhenpunkt  dieses 
Dreiseits  ist. 

Nehmen  wir  jetzt  die  einzige  Parabel^  welche  einem  gegebenen 
Yierseit  einbeschrieben  werden  kann^  deren  Leitlinie  eine  bestimmte 
Gerade  ist^  so  folgt  ^  dass  in  ihr  die  vier  Höhenpunkte  derjenigen  vier 
Dreiseite  liegen  müssen,  welche  sich  aus  je  dreien  der  vier  gegebenen 
Seiten  des  Yierseits  bilden  lassen.  Dies  giebt  einen  bekannten  elemen- 
taren Satz  über  das  yöUständige  Yierseit,  welcher  einer  ganzen  Reihe 
von  Eigenschaften  desselben  angehört,  deren  eine  oder  die  andere 
wir  gelegentlich  als  specielle  Fälle  allgemeinerer  Eigenschaften  er- 
wähnen werden.  Sie  hängen  zumeist  mit  der  Parabel  zusammen, 
welche  dem  vollständigen  Yierseit  einbeschrieben  werden  kann,  oder 
treten  als  besondere  Fälle  der  Eigenschaften  unserer  Eegelschnittschaar 
mit  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  auf*). 

SchliessUch  wollen  wir  noch  eine  Eigenschaft  der  Parabel- 
schaar  erwähnen,  welche  sich  auf  ihre  Brennpunkte  bezieht.  Es  war 
eine  unmittelbare  Folgerung  aus  der  Grundeigenschaft  der  Brenn- 
punkte (S.  199),  dass  das  Strahlenpaar  von  irgend  einem  Pui^kte  a 
nach  den  Brennpunkten  eines  Kegelschnitts  symmetrisch  liegt  zu  dem 
Tangentenpaar  aus  a  an  den  Kegelschnitt.  Haben  wir  nun  irgend 
eine  dem  Dreieck  abc  einbeschriebene  Parabel,  welche  einen  ihrer 
Brennpunkte  im  Unendlichen  hat  (in  der  Richtung  der  Axe),  und 
ziehen  durch  a  eine  Parallele  zur  Axe,  so  wird  die  symmetrisch  liegende 
Gerade  in  Bezug  auf  das  Tangentenpaar  ab,  ac  durch  den  Brennpunkt 
der  Parabel  gehen  müssen;  ebenso,  wenn  wir  durch  b  eine  Parallele 
zur  Axe  ziehen  und  die  symmetrisch  liegende  Gerade  in  Bezug  auf 
das  Tangentenpaar  bc,  ba  bestimmen.  Der  Schnittpunkt  der  beiden 
auf  diese  Weise  construirten  Geraden  ist  also  der  Brennpunkt  F  der 
Parabel.  Yerändem  wir  die  einbeschriebene  Parabel,  indem  wir 
sie   die   ganze  Parabelschaar   durchlaufen  lassen,   so   beschreiben  die 


*)  Vergl. :  Aufgaben  und  Lehrsätze  von  J.  Steiner^  Crelle'B  Joomal  Bd.  11, 
8.  97. 
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beiden  dnrcli  a  und  h  zur  jedesmaligen  Parabelaze  gezogenen  Paral- 
lelen zwei  projectiyiscli-gleiclie  und  gleichlaufende  Strahlbüschel;  die 
symmetrisch  liegende  aF  beschreibt  aber  ein  mit  der  ersten  Parallelen 
gleiches  und  ungleichlaufendes  Strahlbüschel^  die  symmetrisch  liegende 
&JP  ein  mit  der  zweiten  Parallelen  gleiches  und  ungleichlaufendes 
Strahlbüschel,  also  aF  und  hF  wiederum  zwei  gleiche  und  gleich- 
laufende Strahlbüschel;  deren  Erzeugniss  ein  Kreis  ist;  der  Ort  des 
Brennpunktes  F  ist  also  ein  Kreis,  welcher  ausser  durch  a  und  h 
auch  durch  c  geht,  wie  leicht  zu  sehen  ist;  also: 

Die  Brennpunkte  sämmtlicher  einem  Dreiseit  einbeschriAenen  VaTiJbAn 
liegen  auf  demjenigen  Kreise^  welcher  dem  Dreiseit  umsckriAen  ist. 

Durch  dasselbe  Raisonnement  erhalten  wir  den  allgemeineren  Satz: 
Für  alle  Kegelschnitt^  welche  einem  Dreiseit  eitibeschridfen  sind  und  den 
einen  ihrer  Brennpunkte  auf  einer  geraden  Linie  haben,  ist  der  Ort  des 
andern  Brennpunktes  ein  bestimmter  Kegelschnitt^  welcher  dem  gegd)en€n 
Dreist  umschrieben  ist*). 

Hieraus  folgt  beiläufig,  wenn  wir  die  einzige  einem  vollständigen 
Yierseit  einbeschriebene  Parabel  auffassen,  welche  zu  gleicher  Zeit 
vier  Parabelschaaren  angehört,  dass  die  den  vier  Dreiseiten  eines  yoU- 
standigen  Vierseits  umschriebenen  Kreise  durch  einen  Punkt  laufen, 
den  Brennpunkt  dieser  Parabel;  femer,  da  die  Fusspunkte  der  aus 
dem  Brennpunkt  auf  die  Tangenten  einer  Parabel  herabgelassenen 
Perpendikel  in  einer  Geraden  liegen,  der  Scheiteltangente  der  Pa- 
rabel, so  müssen  die  aus  einem  Peripheriepunkte  des  einem  Dreiseit 
umschriebenen  Kreises  auf  die  Dreiecksseiten  herabgelassenen  Perpen- 
dikel ihre  Fusspunkte  in  gerader  Linie  haben;  die  weitere  Folgerung 
fürs  Yierseit  übergehen  wir,  sowie  die  bekannten  elementaren  Sätze, 
welche  sich  hieran  anschliessen. 

§.  45.   CharakteristiBohe  Eigenschaft  der  Eegelsclmittsoliaar  und  einige 

Folgerungen  ans  derselben. 

Der  charakteristischen  Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels,  dass 
jede  geradlinige  Transversale  in  Paaren  conjugirter  Punkte  eines 
Punktsystems  getroffen  wird,  steht  die.  gleichlaufende  der  Kegel- 
schnittschaar  zur  Seite: 

Die  Tangentenpaare  aus  einem  bdiMgen  festen  Punkte  an  die  Kegel- 
schnitte einer  Schaar  sind  Paare  conjugirter  Strahlen  eines  Strahisystems. 


*)  üeber  den  Ort  der  Brennpankte  sämmtlicher  Kegelschnitte  einer  Schaar 
vergl.  H.  Schröter:  „üeber  eine  besondere  Curve  dritter  Ordnung  etc."  Math.  Ann. 
▼on  Clehsch  und  Netmann  Bd.  V.  8.  60. 
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'  Dies  folgt  immiitelbar  ans  der  Jlntstehung  der  Kegelsclmittschaar 
(§.  44).  Denken  wir  uns  nämlich  einen  gegebenen  Punkt  P  in  der 
Ebene  als  den  Projectionspunkt  für  zwei  neue  projectivische  Punkt- 
reihen  auf  den  Geraden  %  und  91^  in  perspectivischer  Lage^  so  werden 
dieselben  vor  der  Verschiebung  im  Allgemeinen  nicht  perspectiyisch 
gewesen  sein^  sondern  die  ProjectionsstrahleU;  welche  jetzt  alle  durch 
P  laufen,  werden  vor  der  Verschiebung  einen  Kegelschnitt  Ä^^  umhüllt 
haben,  welcher  %  und  St^  selbst  zu  Tangenten  hat;  so  oft  nun  zwei 
solche  Projectionsstrahlen  vor  der  Verschiebimg  sich  in  einem  Punkte 
B  der  Geraden  S  treffen,  werden  dieselben  nach  der  Verschiebung 
zwei  aurch  P  laufende  Tangenten  des  Kegelschnitts  sein,  welcher  aus 
B  Hervoigehi  Alle  Tangentenpaare  aus  den  Punkten  B  einer  Ge- 
raden £  an  den  Kegelschnitt  ^^^^  fixiren  aber  auf  der  Tangente  %  Punkt- 
paare eines  Punktsystems  (S.  152),  welches  nach  der  Verschiebung  ein 
Punktsystem  bleibt;  die  von  P  nach  den  Punktpaaren  desselben  hin- 
gehenden Strahlen  bilden  daher  ein  Strahlsystem,  also  die  Tangenten- 
paare aus  P  an  die  Kegelschnitte  der  Schaar  bilden  ein  Strahlsystem, 

iV»       Z»        Da        W« 

Ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes  ist  bereits  auf  S.  71  bewiesen 
worden,  indem  als  besondere  Kegelschnitte  der  Schaar  die  drei  Punkt- 
paare, welche  in  ihr  vorkommen,  oder  die  drei  Paar  Gegenecken  des 
vollständigen  Vierseits  aufgefasst  werden;  der  dort  geführte  Beweis 
des  besonderen  Falles  lässt  sich  auch  unmittelbar  auf  den  allgemeinen 
Satz  übertragen.  Seien  aa  und  bß  zwei  Paare  Gegenecken  des  voll- 
ständigen Vierseits  und  treffe  irgend  ein  aus  P  an  einen  Kegelschnitt 
der  Schaar  gelegtes  Tangentenpaar  die  Seite  ah  in  x  und  y,  die  Seite 
aß  beziehlich  in  |  und  17,  so  findet  zwischen  den  Schnittpunkten 
zweier  Tangenten  ab  und  aß  des  Kegelschnitts  durch  vier  andere  die 
Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  statt: 

(abxy)  =  ißair]) 
also  auch  nach  S:  7,  1) 

{abxy)  =  {aßfiiy, 

die  von  P  nach  diesen  vier  Paaren  von  Punkten  hingehenden  Strahlen  sind 
alsp  vier  Paare  entsprechender  Strahlen  zweier  projectivischen  Strahl- 
büschel, und  da  dem  Strahl  Px  der  Strahl  Pij,  dem  Py  der  Pg  ent- 
spricht, so  fallen  in  diesen  beiden  aufeinander  liegenden  projectivischen 
Strahlbüscheln  die  Schenkel  zweier  entsprechender  gleicher  Winkel 
verkehrt  auf  einander;  mithin  sind  (S.  59)  die  drei  Strahlenpaare: 
Pa,  Pa]  Pb,  Pß]  Px,  Py  (wo  letzteres  das  Tangentenpaar  aus  P  an 
einen   beliebigen   Kegelschnitt  der  Schaar  bedeutet),   sechs   Strahlen 
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einer  Inyolution  oder  drei  Paare  conjugirter  Straihleii  eines  Strahl- 
Systems;  dieses  ist  schon  durch  zwei  Paare  vollständig  bestinunt; 
lassen  wir  also  den  Kegelschnitt  die  ganze  Schaar  dnrchlanfen,  so 
bleiben  aa,  bß  tmyerandert,  also  die  Tangentenpaare  aas  P  an  sämmt- 
liche  Kegelschnitte  der  Schaar  liefern  immer  Paare  conjugirter  Strahlen 
eines  und  desselben  Strahlsystems ,  w.  z.  b.  w. 

Das  auf  S.  71  angegebene  Kriterium  ffir  die  Li^e  des  Punktes  P,  je 
nachdem  das  in  ihm  entstehende  Strahlsystem  elliptisch  oder  hyperbo- 
lisch ist;  unterschied  von  den  elf  Bäumen ;  in  welche  die  ganze  Ebene 
durch  die  yier  Seiten  des  vollständigen  Yierseits  zerschnitten  wird 
(Fig.  27),  fünf  hyperbolische  (h)  und  sechs  elliptische  (e)]  die  ersteren 
sind  diejenigen,  in  welche  die  drei  Diagonalen  des  vollständigen  Yier- 
seits hineinfallen,  und  letztere  die  übrig  bleibenden,  welche  von  keiner 
Diagonale  getroflFen  werden.  Wenn  nun  das  Strahlsystem,  welches 
von  den  Tangentenpaaren  aus  einem  Punkte  P  an  die  Kegelschnitte 
der  Schaar  gebildet  wird,  hyperbolisch  ist,  nß  hat  es  zwei  reelle 
Doppelstrahlen  oder  Asymptoten;  jede  Asymptote  muss  daher  in  P 
selbst  eine  Tangente  sein  für  einen  besonderen  Kegelschnitt  der  Schaar, 
weil  das  Tangentenpaar  aus  P  an  diesen  Kegelschnitt  zusammenfallt 
Wir  schliessen  also:  Es  giebt  im  Allgemeinen  0wei  KeffelsdmiUe,  wddhe 
vier  gegd>ene  Gerade  berühren  und  durch  einen  gegebenen  PiinM  gdten] 
sie  sind  aber  nur  dann  reell  vorhanden,  wenn  der  gegebene  Punkt 
in  einem  der  fünf  hyperbolischen  Räume  Uegt,  in  welche  die  vier  ge- 
gebenen Geraden  die  Ebene  zerschneiden,  d.  h.  in  einem  deijenigen 
Bäume,  welche  die  drei  Diagonalen  des  von  den  vier  Geraden  gebildeten 
vollständigen  Yierseits  enthalten.  Liegt  P  auf  einer  der  vier  Geraden 
selbst,  so  giebt  es  selbstverständlich  nur  einen  Kegelschnitt,  der  sie 
berührt  und  durch  diesen  Punkt  geht,  weil  dann  das  Strahlsystem 
parabolisch  wird.  Liegt  P  in  einem  der  sechs  elliptischen  Bäume,  so 
sind  die  beiden  Kegelschnitte  imaginär.  Die  Aufgabe,  diese  beiden 
Kegelschnitte  zu  finden,  ist  also  darauf  zurückgeführt,  die  Asymptoten 
(oder  Doppelstrahlen)  eines  bekannten  Strahlsystems  zu  bestimmen, 
welche  sich  mit  Hülfe  eines  festen  Kreises  lösen  lässt  (§.  15).  Wir 
ersehen  hieraus,  dass  sämmtliche  Kegelschnitte  einer  Schaar  nicht  die 
gange  unendliche  Ebene  erfäMen,  sondern  nur  die  fünf  hyperbolisi^en 
Bäume  f  wahrend  die  sechs  elliptischen  frei  bleiben. 

Es  knüpft  sich  hieran  die  Fn^e,  wo  der  Punkt  P  liegen  müsse, 
damit  das  Strahlsystem,  welches  durch  die  Kegelschnittschaar  in  ihm 
hervorgerufen  wird,  insbesondere  ein  circulares  werde.  Da  bei  einem 
circularen  Strahlsystem  je  zwei  conjugirte  Strahlen  zu  einander  recht- 
winklig sind,  so  wäre  für  einen  solchen  Punkt  P  erforderlich,  dass 


Eegelschnittbüschel  und  KegelschnittschaAr.    §.  45.  283 

jedes  Tangentenpaar  aus  ihm  an  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  aus 
zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen  bestände.  Nehmen  wir  P 
willkürlich  in  der  Ebene  an,  so  sind  die  Axen  des  in  ihm  bestimmten 
Strahlsfystems  ein  Paar  rechtwinkliger  Tangenten  fOr  einen  bestimmten 
Kegelschnitt  der  Schaar;  damit  aber  in  P  ein  circulares  Strahlsystem  ent- 
stehe, müsste  es  noch  ein  zweites  Paar  rechtwinkliger  conjugirter  Strahlen 
geben.  Wir  wissen  aber  (S.  179),  dass  für  jeden  Kegelschnitt  der  Or^ 
des  Schnittpunktes  je  zweier  rechtwinkligen  Tangenten  ein  bestimmter 
Kreis  ist,  welcher  denselben  Mittelpunkt  wie  der  Kegelschnitt  hat; 
f&r  die  ganze  Kegelschnittschaar  erhalten  wir  dadurch  unendlich  viele 
Kreise,  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  einer  Geraden,  der  Mittelpunktslinie 
der  Kegelschnittschaar,  haben,  und  von  welchen  durch  jeden  Punkt  der 
Ebene  ein  bestimmter  geht.  Nehmen  wir  diaher  zwei  beliebige  Kegel- 
schnitte der  Schaar  (etwa  zwei  Paare  Gegenecken  des  vollständigen  Vier- 
seits  aa,  bß)  und  bestimmen  die  Ortskreise  des  Schnittpunktes  der  recht- 
winkligen Tangenten  (d.  h.  zwei  Kreise  über  aa  und  bß  als  Durchmesser), 
so  schneiden  sich  dieselben  im  Allgemeinen  in  zwei  (reellen  oder  imagi- 
nären) Punkten  Pq  und  Qq]  diese  beiden  besonderen  Punkte,  wenn  sie  reell 
sind,  müssen  die  Eigenschaft  haben,  dass  für  jeden  derselben  zwei 
Tangentenpaare  an  zwei  bestimmte  Kegelschnitte  der  Schaar  Paare 
rechtwinkliger  Tangenten  sind;  folglich  müssen  die  Strahlsysteme  in 
diesen  beiden  Punkten  cireulare  sein,  oder  alle  Tangentenpaare  sind 
rechtwinklig;  sobald  die  beiden  Punkte  P^  und  Qq  imaginär  sind,  giebt 
es  überhaupt  keinen  reellen  Punkt  in  der  Ebene,  für  welchen  das  be- 
treffende Strahlsystem  ein  circulares  wird;  sind  die  beiden  Punkte 
Pq  und  Qq  reell,  so  müssen,  weil  die  Tangentenpaare  aus  jedem  der- 
selben an  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  rechtwinklig  sind,  die  sämmt- 
lichen  Ortskreise  des  Schnittpunktes  rechtwinkliger  Tangenten  für  die 
ganze  Kegelschnittschaar  durch  Pq  und  Qq  geben,  also  selbst  ein'Kreis- 
büschel  bilden;  insbesondere  geht  für  die  einzige  Parabel,  welche  in 
der  Kegelschnittschaar  vorkommt,  der  Ortskreis  in  die  Leitlinie  über, 
welche  also  auch  durch  Pq  und  Qq  geht  und  die  Potenzlinie  (gemein- 
schaftliche Secante)  dieses  Kreisbüschels  wird. 

Aber  auch  wenn  die  Punkte  Pq  und  Qq  nicht  reell  sind,  bilden 
die  sämmtlichen  Ortskreise  für  die  Kegelschnittschaar  ein  Kreisbüschel, 
welches  die  Leitlinie  der  einzigen  in  der  Kegelschnittschaar  enthaltenen 
Parabel  zur  Potenzlinie  (ideellen  gemeinschaftlichen  Secante)  hat;  dies 
lässt  sich  auf  folgende  Weise  erkennen:  Wir  wissen  (S.  147),  dass  das 
Di^onaldreieck  xyz  des  vollständigen  Vierseits  ein  Polardreieck  für 
jeden  Kegelschnitt  der  Schaar  ist^  und  (S.  185),  dass  der  einem  Polar- 
dreieck umschriebene  Kreis  immer  den  Ortskreis  des  Schnittpunktes  recht* 
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winkliger  Tangentenpaare  unter  einem  rechten  Winkel  sclineidet;  folglich 
genügen  alle  Ortskreise  den  beiden  Bedingungen ;  dass  ihre  Mittelpunkte 
in  einer  Geraden  (der  Mittelpunktslinie  3Jt)  liegen,  und  dass  sie  einen 
festen  KreiS;  den  um  das  Diagonaldreieck  xyjs  beschriebenen^  rechtwinklig 
schneiden,  woraus  nach  bekannten  Elementar-Sätzen  folgt,  dass  sie  ein 
Ereisbüschel  bilden.  Der  um  das  Diagonaldreieck  beschriebene  Kreis,  wel- 
g^er  seinen  Mittelpunkt  in  der  Potenzlinie  des  Ereisbüschels  oder  in 
der  Leitlinie  der  einzigen  Parabel  der  Kegelschnittschaar  hat,  gehört 
dem  conjugirten  Ereisbüschel  an  und  entscheidet  darüber,  ob  die 
Punkte  Pq  und  Q^  reell  sind,  oder  nicht;  wenn  nämlich  dieser  Kreis 
Ä^^^  (xya)  die  Mittelpunktslinie  3R  nicht  trifft,  so  sind  die  Punkte  P^ 
imd  Qq  reell,  wenn  er  dagegen  die  Mittelpunktslinie  ^  in  zwei  reellen 
Punkten  trifft,  so  sind  Pq  und  Qq  imaginär;  ein  besonderer  Fall  von 
untergeordneterem  Interesse  ist  der,  dass  der  Kreis  ^(^>  {xyz)  die 
Mittelpunktslinie  Wl  berührt,  wobei  P^  und  Qq  zusammenfallen. 
Fassen  wir  das  gewonnene  Resultat  zusammen: 

Bestimmt  man  für  jeden  Kegelschnitt  einer  Schaar  mit  vier  gemein- 
schaftlichen Tangenten  den  OrtsJcreis  solcher  Funkte,  in  welchen  sich  je 
zwei  rechttmnMige  Tangenten  treffen,  so  bilden  diese  Kreise  ein  Kreis- 
hüschdy  dessen  Pötendinie  die  Leitlinie  der  einzigen  in  der  Kegelschnitt- 
schaar vorkommenden  Parabd  ist.  Diese  Potenzlinie  enthält  (S.  279) 
die  vier  Höhenpunkte  derjenigen  vier  Dreiseite,  aus  welchen  das  voll- 
ständige Yierseit  der  vier  gegebenen  Tangenten  besteht;  sie  enthält 
auch  den  Mittelpunkt  desjenigen  Ej-eises  ^^^,  welcher  dem  Diagonal- 
dreieck xyz  des  vollständigen  Yierseits  umschrieben  ist,  und  steht 
endlich  senkrecht  auf  der  Mittelpunktslinie  Tt,  welche  die  Mittelpunkte 
sämmtlicher  Kegelschnitte  der  Schaar  enthält  und  zugleich  die  Mittel- 
punktslinie  des  Kreisbüschels  ist.  Die  Potenzlinie  ist  eine  reeiUe  gemein- 
schaftliche Secante  des  Kreisbüschels,' wenn  der  dem  DiagonaMreieck  xyz 
ums€Jmd>ene  Kreis  ^^^^  die  Mittelpunktslinie  nicht  trifft;  in  diesem  Fctüe 
gehen  alle  Kreise  des  Büschels  durch  dieselben  beiden  Punkte  Pq  und  Qq 
der  Potenzlinie,  und  dies  sind  die  einzigen  Punkte  in  der  Ebene,  für 
weiche  das  aus  den  Tangentenpaaren  an  die  Kegelschnitte  der  Schaar  ge- 
bildete Strählsystem  ein  circulares  wird.  Die  Potenzlinie  ist  dagegen 
eine  ideelle  gemeinschaftliche  Secante  des  Kreisbüschels,  d.  h.  es  giebt 
keine  reellen  Punkte  in  der  Ebene  von  der  verlangten  Eigenschaft, 
sobald  der  oben  erwähnte  Kreis  ^^^  die  Mittelpunktslinie  SR  in  zwei 
reellen  Punkten  JR  und  S  trifft.  In  diesem  Falle  sind  die  Punkte  B 
und  S  selbst  Nullkreise  des  Kreisbüschels,  d.  h.  solche  Ortskreise  des 
Schnittpimktes  rechtwinkliger  Tangenten,  für  welche  der  Radius  Null 
ist;  dieser  Fall  tritt  bekanntlich  nur  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel 
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ein;  die  Punkte  R  und  S  sind  also  die  Mittelpunkte  der  beiden  gleich- 
seitigen Hyperbeln j  welche  in  der  KegelscJinittschaar  vorkommen  können; 
sobald  die  Punkte  R  und  S  imaginär  sind,  giebt  es  keine  gleichseitige 
Hyperbel  in  der  Kegelschnittschaar. 

Wir  haben  hieraus  zu  gleicher  Zeit  ersehen ,  dass  in  einer  Kegel- 
schnittschaar im  Allgemeinen  zwei  gleichseitige  Hyperbeln  vorkommen^ 
und  wie  die  Mittelpunkte  derselben  zu  finden  sind.  Wir  können  jetzt 
eine  von  den  vier  Seiten  des  vollständigen  Vierseits  verändern  und 
den  Ort  der  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln  aufsuchen^ 
welche  einem  gegebenen  Dreiseit  einbeschrieben  sind.  Sind  die  drei 
Paare  von  Gegenecken  des  vollständigen  Vierseits  aa^bßyCy  und  die  Dia- 
gonalpunkte xye  (Fig.  69),  so  können  wir   die  Seite  aßy  verändern 

Fig.  69. 


2» 


und  das  Dreiseit  abc  festhalten;  ohne  iudessen  der  Allgemeinheit 
Eintrag  zu  thun,  können  wir  die  vierte  Seite  aßy  so  biegen,  dass 
der  Punkt  a  fest  bleibt;  denn  welches  auch  die  dem  Dreiseit  abc  ein- 
beschriebene gleichseitige  Hyperbel  sei,  immer  wird  sich  aus  eiiiem 
Punkte  a  der  Tangente  bc  eine  und  nur  eine  zweite  Tangente  legen 
lassen;  wir  halten  also  den  Punkt  a  fest  und  drehen  die  vierte  Seite 
aßy  des  vollständigen  Vierseits  um  a;  siud  dann  m^m^m^  resp.  die 
Mitten  der  Diagonalen  aa ,  bß,  cy,  welche  in  der  Mittelpunktslinie  Wl 
liegen,  so  Kleibt  m^  bei  der  Bewegung  fest;  die  Mittelpunktslinie  äJt 
dreht  sich  also  um  den  festen  Punkt  m^;  das  Tripel  xyz  verändert 
sich;  sei  0  der  Mittelpunkt  des  um  dasselbe  beschriebenen  Kreises, 
und  möge  dieser  Kreis  die  Mittelpunktslinie  3R  in  den  Punkten  R 
und  5  treffen,  so  wird  das  Perpendikel  aus  0  auf  Wt  in  m  die  Sehne 
RS  halbiren;  das  Perpendikel  Om  ist  aber  unsere  oben  gefundene 
Pote.nzlinie,  oder  die  Leitlinie  der  einzigen  Parabel;  diese  Gerade  ent- 
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hält  die  Hohenpunkte  der  vier  Dreiseite;  von  den  vier  Dreiseiten  bleibt 
nur  das  Dreiseit  ahc  fest^  dessen  Hohenpunkt  H  sei;  das  Perpendikel 
Om  dreht  sich  also  bei  der  Bewegung  um  den  festen  Punkt  J7;  folg- 
lich ist  der  Ort  des  Punktes  m  ein  Kreis  ^  welcher  die  festen  Punkte 
H  und  m^  zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  hat^  also: 

Srn^  -{-  m^m*  =  Hm^ . 

Da  nun  m  die  Mitte  der  Sehne  BS  ist^  so  folgt: 

Bm    =^mS        oder        Rm-^-Sm^^O    und 
m^m  =  nij^R  +  Rm  =  m^S  +  Sm 
m^m^=^  (m^R  +  Rm)  {m^S  +  Sm) 

=  m^R  .  m^S  +  »*iJ?  •  Sm  +  m^S .  Rm  +  mR  .  mS 

=  m^R  .  m^8  +  Rm  .  ES  —  Rm^ 

also  haben  wir: 

Hm^  +  J?m*  «=  ITwi*  —  Wj  JJ .  m^S 
HR^  =  irS«  =  Hm^^  —  m^R .  m^S. 

Es  ist  aber  m^R.m^S  gleich  der  Potenz  des  Punktes  m^  in  Bezug 
auf  den  Kreis  0,  und  da  dieser  durch  y  und  z  geht;  auch  gleich 
m^y.m^jS]  da  y  und  z  harmonisch  liegen  zu  dem  Paar  Gegenecken  a 
und  a,  deren  Mitte  m^  ist;  so  haben  wir  gleichzeitig  m^y.mj^js 
^^zfn^a^  ^^  m^a^,  also: 

jETjF?  =  ^S«  =  :ffm/  —  mia«  =  const ; 

die  Punkte  R  und  S  beschreiben  also  bei  der  Bewegung  einen  Kreis 
um  den  festen  Punkt  H^  denn  ihr  Abstand  von  H  bleibt  unverändert, 
und  der  Radius  dieses  Kreises  wird  leicht  zu  ermitteln  sein;  schlagen 
wir  nämlich  über  aa  als  Durchmesser  einen  Kreis ;  dessen  Mittelpunkt 
m^  und  de^en  Radius  m^a  sein  wird;  so  ist  die  Potenz  des  Punktes 
H  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  gleich  Hm^^  —  m^a*;  es  schneidet  aber 
Ha  den  gedachten  Kreis  zum  andern  Male  in  demjenigen  Punkte  a\ 
welcher  der  Fusspunkt  des  aus  a  auf  bc  herabgelassenen  Perpendikels 
ist;  wenn  daher  die  Fusspunkte  der  Hohen  des  Dreiecks  abc  mit  a^b^c^ 
bezeichnet  werden,  so  ist: 

Ha.Ha^^Hb.Hb'  —  Hc.Hc'  =  r^    • 

und  r  der  Radius  des  gesuchten  Kreises.  Das  Quadrat  des  Radius 
dieses  Kreises  ist  nur  positiv,  also  der  Kreis  nur  reell,  wenn  a  und  a\ 
ebenso  b  und  6^,  c  und  c^  aujF  derselben  Seite  von  H  liegen,  wenn 
also  S  ausserhalb  des  Dreiecks  abc  liegt,  oder  was  dasselbe  sagt, 
wenn  das  Dreieck  abc  stumpfwinklig  ist;  er  reducirt  sich  auf  einen 
Punkt  beim  rechtwinkligen  Dreieck  und  wird  imaginär  beim  spitz- 
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winkligen.  Dieser  Kreis  hat  ferner^  wie  unmittelbar  aus  den  Polar- 
Eigenschaften  hervorgeht^  zu  dem  Dreieck  abc  die  Beziehung,  dass 
letzteres  ein  Polardreieck  für  diesen  Kreis  ist,  der  demnach  y^der  dem 
Dreieck  conjugirte  Ereisf^  heisst.    Wir  haben  mithin  folgenden  Satz:*) 

Die  MiUdpunkte  cMer  gleichseitigen  Hyperbeln^  welche  demselben 
Dreiseit  einbeschrieben  sind,  liegen  auf  einem  Ereise,  der  den  Höhenpunkt 
des  Dreiseits  m  seinem  Mittelpunkte  und  die  Ecken  des  Dreiseits  zu 
einem  Tripd  canjugirter  Punkte  Ao^;  dieser  Kreis  ist  nur  dann  reell, 
wenn  das  Dreiseit  stumpfwinklig  ist,  und  das  Quadrat  seines  Radius 
ist  alsdann  gleich  dem  constanten  Rechteck  aus  den  Abständen  des 
Hohenpunktes  Ton  jeder  Ecke  und  der  gegenüberliegenden  Seite  des 
Dreiseits.  Es  kann  also  auch  nur  einem  stumpfwinkligen  Dreiseit 
eine  gleichseitige  Hyperbel  einbeschrieben  werden. 

§.  46.   üeber  die  besondere  Natur  der  in  einer  Schaar  enthaltenen 

Eegelsclmitte. 

Um  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  hinsichtlich  ihrer  Gattung 
genauer  zu  erforschen,  suchen  wir  das  dem  Mittelpunkte  jedes  Kegel- 
schnitts zugehörige  Strahlsystem,  d.  h.  das  System  der  conjugirten 
Durchmesser  für  jeden  Kegelschnitt  der  Schaar  zu  bestimmen;  je  nach- 
dem dasselbe  elliptisch  oder  hyperbolisch  ist,  wird  der  K^elschnitt 
Ellipse  oder  Hyperbel  sein,  und  insbesondere  ist  er  Ejreis  oder  gleich- 
seitige Hyperbel,  wenn  sein  System  conjugirter  Durchmesser  ein  cir- 
culares  oder  ein  gleichseitig-hyperbolisches  Strahlsystem,  endlich  Parabel, 
wenn  es  ein  parabolisches  Strahlsystem  ist.  Um  das  System  der  con- 
jugirten  Durchmesser  eines  Kegelschnitts,  dessen  Mittelpunkt  m  ge- 
geben ist,  zu  erhalten,  reicht  die  Kezmtniss  eines  Tripels  coigugirter 
Punkte  xyjs  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  aus;  denn  ziehen  wir  mx 
und  durch  m  eine  Parallele  zu  yz,  so  erhalten  wir  ein  Paar  conjugirter 
Durchmesser,  weil  es  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  ist;  denn  der  unendlich-entfernte  Pu^t  auf  yz  ist  der 
Pol  za  mx]  ziehen  wir  zweitens  my  und  eine  Parallele  durch  m  zu 
zxj  so  erhalten  wir  ein  zweites  Paar  conjugirter  Durchmesser  tmd  in 
gleicher  Weise  ein  drittes  Paar;  zwei  Paare  conjugirter  Durchmesser 
bestimmen  schon  das  ganze  Strahlsystem,  und  wir  bedürfen  des  dritten 
Paares  nicht  mehr. 

Sobald  der  Mittelpunkt  m  eines  Kegelschnitts  und  ein  Tripel  con- 


*)  „Yermischte  l^tze  und  Aafgaben*'  Ton  J.  Steiner  im  55.  Bde.  des  Creüe- 
Borckardfachen  Journals  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Seite  871. 
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jugirter  Punkte  xyz  in  Bezug  auf  denselben  gegeben  ist,  ist  derselbe 
nicht  nur  seiner  Art  nach^  sondern  überhaupt  vollständig  bestimmt; 
denn  ziehen  wir  mXy  my,  mz,  welche  Strahlen  die  Gegenseiten  ysf,  zx,  xy 
resp.  in  |i7^  treffen;  so  bestimmen  x^  ein  Punktsystem,  dessen  Mittel- 
punktmist; die  Äsymptotenpimkte  der  drei  Punktsysteme  auf  mx^  my,  mz 
liegen  aber  auf  einem  Kegelschnitt,  welcher  m  zum  Mittelpunkt  und 
xyz  zum  Polardreieck  hat;  denn  da  x%  und  yii  zwei  Paare  conju- 
girter  Punkte  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  sind,  so  muss  auch 
(S.  153)  z^(xri,  yl)  und'  der  Schnittpunkt  (xy,  |iy)  ein  Paar  con- 
jugirter  Punkte  sein;  andererseits  sind  aber  z  und  {;  ein  zweites  Paar 
conjugirter  Punkte,  folglich  ist  xy  die  Polare  von  z  u.  s.  f. 

Der  Kegelschnitt  ist  nun  eigentlich  durch  die  drei  Punktsysteme  mehr 
als  bestimmt;  da  sich  aber  ihre  Träger  in  demselben  Punkt  m  treffen,  wel- 
cher Mittelpunkt  für  alle  drei  Punktsysteme  ist,  so  widersprechen  sich 
die  ihn  bestimmenden  Bedingungen  nicht.  Nur'  für  den  Fall,  dass 
die  drei  Strahlsysteme  alle  hyperbolisch  sind,  galt  die  vorige  Be- 
stimmung des  Kegelschnitts;  alle  drei  können  nicht  elliptisch  sein, 
weil  nothwendig  von  drei  Tripelpunkten  xyz  einer  innerhalb  des  Kegel- 
schnitts liegen  muss,  also  seine  Verbindungslinie  mit  m  den  Kegel- 
schnitt in  zwei  reellen  Punkten  treffen  muss  (S.  148).  umgekehrt, 
wären  bei  willkürlicher  Annahme  von  m,  x,  y,  z  alle  drei  Punkt- 
systeme elliptisch,  so  müsste  der  gesuchte  Kegelschnitt  ganz  imaginär 
sein;  wohl  aber  kann  von  den  drei  Punktsystemen  eines  hyperbolisch 
tmd  die  beiden  andern  elliptisch,  oder  eines  elliptisch  und  die  beiden 
andern  hyperbolisch  sein,  allerdings  nur  bei  der  Hyperbel,  für  welche 
ausserdem  auch  der  erste  Fall,  dass  alle  drei  hyperbolisch  sind,  ein- 
treten kann.  Für  die  Hyperbel  muss  nun  das  Strahlsystem  der  con- 
jugirten  Durchmesser,  welches  in  m  bekannt  ist,  hyperbolisch  sein; 
seine  beiden  Asymptoten  sind  die  Asymptoten  der  Hyperbel,  und  da 
ausserdem  noch  ein  Punktpaar  auf  einem  Durchmesser  mx  allemal 
reell  ist,  so  ist  die  Hyperbel  ebenfalls  als  bekannt  anzusehen. 

Bei  willkürlicher  Annahme  von  m,  x,  y,  z  gestaltet  sich  das 
Kriterium,  ob  der  Kegelschnitt  Hyperbel  oder  Ellipse  ist,  in  folgen- 
der Art: 

Die  Seiten  des  Dreiecks  xyz  theüen  die  ganze  Ebene  in  7  Bäume, 

den  endlichen  Dreiecksrcmm  (e),  die  drei  den  Edcen 
anliegenden  Scheitdräume  e^e^e^  und  die  drei  den 
Seiten  anliegenden  Bäume  \h^h^.    Liegt  der  ange- 


^s~7      nommene  Mittelpunkt  m  in  c,  so  giebt  es  kemefi 
'  reellen  Kegelschnitt;  liegt  er  in  e^^e^,  so  gvAt  es 

einen,  und  derselbe  ist  Ellipse;  liegt  endlich  m  in  einem  der  Bäume  hi\h^ 
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SO  giebt  es  ebenfcUls  einen  reellen  Kegelschnitt^  und  derselbe  ist  Hyperbel. 
(Vgl.  §§.  58  und  62.) 

Die  Kegelschnittscbaar  hat  ein  allen  Kegelschnitten  genieinschaft> 
liches  Tripel  conjugirter  Punkte:  das  Diagonaldreieck  xyz  des  von 
den  Tier  gemeinschaftlichen  Tangentq;!  der  Schaar  gebildeten  voll- 
ständigen Vierseits  (S.  147),  und  femer  liegen  die  Mittelpunkte  m  aller 
Kegelschnitte  der  Schaar  auf  einer  Geraden  äJi;  der  Mittelpunktslinie 
(S.  276),  und  erfüllen  dieselbe;  die  Strahlen  mx  und  my  beschreiben 
also  zwei  perspectivische  Strahlbüschel,  während  der  Kegelschnitt, 
dessen  Mittelpunkt  m  ist,  die  ganze  Schaar  durchläuft,  und  die  con- 
jugirten   Durchmesser   zu    mx   und  my  behalten  constante  Richtung. 

Wir  denken  uns  nun  die  Darchmessersysteme  sämmtlicher  Kegel- 
schnitte der  Schaar  parallel  mit  sich  nach  einem  und  demselben  Punkte 
0  der  Ebene  hin  verschoben  und  legen  einen  beliebigen  Kegelschnitt  C^^^ 
durch  den  Punkt  o;  dann  liefert  jedes  der  nach  o  verlegten  Strahlsysteme 
der  conjugirten  Durchmesser  einen  bestimmten  Punkt  Pin  der  Ebene;  denn 
bekanntlich  schneiden  die  Paare  conjugirter  Strahlen  eines  Strahlsystems, 
dessen  Mittelpunkt  in  der  Peripherie  eines  Kegelschnitts  liegt.  Sehnen  in 
dem  Kegelschnitte  aus,  welche  sämmtlich  durch  einen  Punkt  P  laufen 
(S.  151);  dieser  Punkt  ist  schon  durch  zwei  Strahlenpaare  bestimmt;  ziehen 
wir  also  durch  o  eine  Parallele  zu  yZy  welche  den  Hülfskegelschnitt  C^^^ 
in  a  trifiFt,  eine  Parallele  zu  zx^  welche  ihn  in  ß  trifft;  ziehen  wir 
femer  durch  o  zwei  Patallele  zu  xm  und  ym,  welche  den  Hülfskegel- 
schnitt in  a^  und  ß^  treffen,  so  wird  der  Schnittpunkt  von  aa^  und 
ßß^  der  Punkt  P  sein,  welcher  dem  Strahlsystem  der  conjugirten 
Durchmesser  für  den  Kegelschnitt  (m)  entspricht.  Verändern  wir  jetzt 
m  auf  der  Mittelpunktslinie  äR,  um  die  ganze  Schaar  zu  erhalten,  so 
beschreiben  xm  und  ym  zwei  perspectivische  Strahlbüschel,  folglich 
auch  oa}-  imd  oß^  zwei  projectivische  Strahlbüschel;  weil  aber  o  und 
a  zwei  feste  Punkte  des  Hülfskegelschnitts  CP^  sind,  so  werden  oa^ 
und  aa}  zwei  projectivische  Strahlbüschel  beschreiben,  ebenso  oß^ 
und  ßß^y  folglich  beschreiben  auch  ad^  und  ßß^  zwei  projectivische 
Strahlbüschel;  der  Ort  ihres  Schnittpunktes  P  ist  also  ein  bestimmter 
Kegelschnitt  Of >,  welcher  durch  a  und  ß  geht;  dass  er  auch  durch  y, 
den  Schnittpunkt  eines  parallel  mit  xy  durch  o  gezogenen  Strahles 
mit  dem  Kegelschnitte  C^^>,  hindurchgeht,  ist  einleuchtend,  da  wir  statt 
a  and  ß  auch  a  und  y  oder  ß  und  y  hätten  wählen  können;  es  geht 
auch  daraus  hervor,  dass,  wenn  m  insbesondere  in  den  Schnittpunkt 
der  Mittelpunktslinie  Wl  mit  xy  rückt,  der  Punkt  P  nach  y  gelangt 
Es  ist  nun  auch  leicht,  den  vierten  Schnittpunkt  der  Kegelschnitte  C(^> 
und  C^^  zu  finden;  gelangt  nämlich  m  insbesondere  nach  dem  unend- 
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lich-entferuten  Punkte  der  Mittelpuuktsliiiie  3R,  so  wird  der  Punkt  P 
die  Lage  eines  Punktes  ö  annehmen^  welcher  der  Sclinittpunkt  einer 
«durch  0  zur  Mittelpunktslinie  3R  gezogenen  Parallelen  mit  dem  Hülfs- 
kegelschnitte  C^*)  ist.  Die  Kegelschnitte  C^^^  und  6^^  begegnen  sich  also 
in  den  leicht  angebbaren  yie^  Punkten  aßyd.  Wir  haben  demnach 
zunächst  folgenden  Satz  gefunden: 

VerschiAt  ma/n  die  Strahlsysteme  der  conjugirten  Durchmesser  für 
sämmtliche  Kegelschnitte  einer  Schaar  von  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten 
mit  Beibehaitung  ihrer  Bichtung  (ohne  Drehung)  nach  einem  Punkte  o 
eines  beliebigen  Kegelschnitts  C^%  so  bestimnU  jedes  Strahlsystem  einen  Punkt 
P  in  der  Ebene,  durch  welchen  die  Durchbohrungssehnen  jedes  Paares 
conjugirter  Strahlen  laufen;  der  Ort  sämmtlicJier  Punkte  P  für  alle  Kegel- 
schnitte  der  Schaar  ist  ein  ^bestimmter  Kegelschnitt  C[*^,  der  insbesondere 
mit  C^^^  diejenigen  vier  Punkte  gemein  hat,  in  wddien  die  durch  o  mit  den 
drei  Diagonalen  des  Vierseits  und  der  Mittelpunktslinie  9R  gezogenen 
Parallelen  dem  Kegelschnitt  C^*>  begegnen. 

Ist  der  Kegelschnitt  C^^  einmal  ermittelt^  so  haben  wir  eine,  leicht 
übersehbare  Abhängigkeit  einerseits  zwischen  den  Kegelschnitten  der 
Schaar  oder  ihren  Mittelpunkten  m  auf  9R  und  ihren  zugehörigen 
Durchmessersystemen  imd  andererseits  den  sämmtlichen  Punkten  P  des 
Kegelschnitts  C[^^]  jeder  Punkt  dieses  Kegelschnitts,  als  Mittelpunkt 
eines  Strahlbüschels  aufgefasst,  liefert  nämlich  Strahlen,  welche  den 
Hülfskegelschnitt  C'^*^  in  Punktpaaren  treffen,  und  diese,  mit  o  verbunden, 
geben  je  ein  Strahlsystem,  welches  dem  Durchmessersystem  eines  be- 
stimmten Kegelschnitts  der  Schaar  parallel  läuft;  oder  auch:  Die 
Mittelpunktslinie  äß,  welche  die  Mitten  m^m^mg  der  drei  Diagonalen 
des  Vierseits  enthält,  und  deren  unendlich-entfernten  Punkt  wir  mit 
m^  bezeichnen  wollen,  wird  durch  die  vier  Punkte  WinigWaW^  in  vier 
Stücke  zerschnitten,  und  andererseits  zerfallt  der  Kegelschnitt  C[^^  dureli 
die  vier  in  ihm  enthaltenen  Punkte  aßyd  in  vier  Stücke  (falls  er  eine 
Hyperbel  ist,  muss  dieselbe  als  zusammenhängende  Curve  in  dem 
auf  Seite  120  angegebenen  Sinne  aufgefasst  werden);  alsdann  enthalten 
die  Strecken  zwischen  Wim^,  m^m^,  ^^^s*^*»;  *^oo^i  ^®  Mittelpunkte 
derjenigen  Kegelschnitte  der  Schaar,  deren  Durchmessersysteme,  nacli 
0  verlegt,  Punkte  P  liefern,  welche  beziehungsweise  die  Stücke  aß, 
j3y,  y*,  Sa  des  Kegelschnitts  Cf^  erfüllen  (Fig.  71).  Für  die  beson- 
deren Punkte  aßyö  selbst  wird  das  Strahlsystem  parabolisch,  die  vier 
Kegelschnitte,  welche  diesen  Punkten  entsprechen,  müssen  also  Parabeln 
sein;  dies  ist  in  der  That  der  Fall,  obwohl  nur  der  einzige  dem  Punkt  d 
entsprechende  Kegelschnitt  eine  eigentliche  Parabel  ist;  die  den  drei 
Punkten  aßy  entsprechenden  Kegelschnitte  der  Schaar  sind   aber  die 
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drei  Punktpaare  (drei  Paar  Gegenecken  des  yollständigen  Yierseits); 
and  ein  solches  Punktpaar  oder  die  doppelt  gedachte  Verbindungslinie 
desselben  kann  nicht  bloS;  wie  wir  gesehen  haben^  als  Ellipse  oder 
Hyperbel  (mit  einer  verschwindend  kleinen  Axe);  sondern  ebensowohl 


Fig.  71. 


als  eine  specielle  Parabel  aufgefasst  werden^  denn  sie  hat  zwei  zu- 
sammenfallende unendlich-entfernte  Punkte^  was  das  charakteristische 
Merkmal  der  Parabel  ist;  auch  trat  schon  bei  der  Betrachtung  der 
Parabelschaar  (S.  277)  eine  solche  Doppellinie  als  specielle  Parabel 
auf.  Je  nachdem  nun  der  Punkt  P  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Hülfskegelschnitts  C^^^  liegt,  ist  das  Strahlsystem  in  o  oder  das  mit 
ihm  parallele  Durchmessersystem  des  Kegelschnitts  der  Schaar  elliptisch 
oder  hyperbolisch,  dieser  Kegelschnitt  selbst  also  auch  Ellipse  oder  Hy- 
perbel. Wir  erkennen  hieraus  das  bereits  früher  (S.  275)  gefundene 
Kesultat,  dass  die  Kegelschnittschaar  im  Allgemeinen  aus  zwei  Gruppen 
Ellipsen  und  zwei  Gruppen  Hyperbeln  besteht,  welche  mit  einander 
abwechseln,  so  dass  auf  eine  Gruppe  Ellipsen  eine  Gruppe  Hyperbeln 
n.  s.  w.  folgt,  und  dass  diese  vier  Gruppen  durch  die  vier  erwähnten 
Parabeln  von  einander  getrennt  werden,  denn  sobald  der  Kegelschnitt 
C}^>  durch  einen  der  vier  Schnittpunkte  aßyd  geht,  tritt  er  entweder 
aus  der  Begion  innerhalb  des  Kegelschnitts  C^^^  in  die  ausserhalb  des- 
selben oder  umgekehrt  (mit  Ausnahme  des  besonderen  Falles,  dass 
2wei  von  den  vier  Punkten  zusammenfallen). 

Denken  wir  uns  irgend  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  eines 
beliebigen  Kegelschnittes  der  Schaar  parallel  nach  o  verschoben,  so 
wird  die  Durchschnittssehne  in  dem  Kegelschnitt  C^  den  Kegelschnitt 
C|'>  im  Allgemeinen  und  höchstens  in  zwei  Punkten  P  und  P^  treffen, 
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welche  zwei  bestimmten  Kegelschnitten  der  Schaar  entsprechen;  jedes 
Faar  conjugirter  Durchmesser  eines  Kegelschnittes  der  Schaar  ist  also 
im  Allgemeinen  mit  einem  Paar  conjugirter  Durchmesser  eines  der  übrigen 
parallel;  daher  liahen  die  Kegelschnitte  insbesondere  aucJi  paartceise  parallele 
Axen;  solche  Paare  von  Kegelschnitten  mit  parallelen  Äxen  erhalten 
•wir  in  der  Weise,  dass  wir  nach  o  ein  circulares  Strahlsystem  ver- 
legen, dessen  Durchbohrungssehnen  in  C^^^  durch  einen  festen  Punkt 
fi  laufen;  jeder  durch  fi  gezogene  Strahl  trifft  Cp^  in  zwei  solchen 
Punkten  P  und  P^,  deren  entsprechende  Kegelschnitte  der  Schaar 
parallele  Axen  haben,  denn  jede  durch  ^  gezogene  Sehne  bestimmt 
in  C<*^  zwei  Punkte,  die  mit  o  verbunden  die  Richtungen  der  Axen 
liefern.  Es  kann  aber  insbesondere  vorkommen,  dass  die  Schnittpunkte 
P  und  P^  zusammenfallen  oder  ihre  Verbindungslinie  eine  Tangente 
des  Kegelschnitts  C[^^  ist,  und  zwar  giebt  es  durch  jeden  Punkt  P  eine 
bestimmte  Tangente  an  C}^^;  eine  solche  liefert  als  Sehne  in  C^^  zwei 
Schnittpunkte,  die  mit  o  verbunden  ein  besonderes  Paar  conjugirter 
Durchmesser  des  dem  P  entsprechenden  Kegelschnitts  bestimmen;  mit 
diesem  Paare  wird  kein  Paar  conjugirter  Durchmesser  irgend  eines 
andern  Kegelschnittes  der  Schaar  parallel  sein;  also  jeder  Kegelschnitt 
der  Schaar  hat  ein  besonderes  Paar  conjugirter  Durchmesser y  welches  mit 
keinem  Paar  conjugirter  Durchmesser  irgend  eines  der  übrigen  parallel 
ist,  und  es  giebt  im  Ällganeinen  zwei  Kegelschnitte,  bei  denen  dies  be- 
sondere Paar  die  Axen  sind;  die  beiden  aus  dem  Punkte  fi  an  den 
Kegelschnitt  C[^^  gelegten  Tangenten  haben  nämlich  zu  Berührungs- 
punkten die  besonderen  Punkte  P,  deren  entsprechende  Kegelschnitte 
der  Schaar  das  besondere  Paar  conjugirter  Durchmesser  zu  Axen  haben. 
Um  zu  ermitteln,  ob  und  wie  viele  gleidiseitige  Hyperbeln  in  der 
Kegelschnittschaar  enthalten  sind,  denken  wir  uns  in  den  Schnittpunktei^ 
der  durch  ft  gezogenen  Sehnen  mit  dem  Kegelschnitt  C^^^  Tangenten- 
paare an  dem  letzteren,  die  sich  in  Punkten  schneiden,  welche  auf 
der  Polare  von  ft  in  Bezug  auf  C^^^  liegen;  diese  Polare  S  wird  nun 
den  Kegelschnitt  C[^)  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  P  und  F  treflfen; 
jeder  derselben  hat  die  Eigenschaft,  dass  sein  Tangentenpaar  an  C^^  den 
Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  beröhrt,  die  mit  o  verbunden  zwei  recht- 
winklige Strahlen  liefern;  diese  sind  aber  die  Asymptoten  des  Strahl- 
systems, welches  dem  P  zugehört;  es  ist  ein  gleichseitig-hyperbolisches^ 
weil  seine  beiden  Asymptoten  rechtwinklig  zu  einander  sind;  jene  beiden 
Schnittpunkte  der  Geraden  S  mit  dem  Kegelschnitt  C^^  bestimmen  also 
zwei  solche  Punkte  P,  dass  die  ihnen  entsprechenden  Kegelschnitte  der 
Schaar  gleichseitige  Hyperbeln  werden;  es  giebt  mithin  in  der  Kegel- 
schnittschaar zwei  oder  eine  oder  keine  gleichseitige  Hyperbel,  je  nach- 
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dem  S  und  C^^  sich  schneiden  oder  berühren  oder  nicht  treffen.    (Vergl, 
S.  285.) 

Insbesondere  kann  die  Kegelschnittschaar  einen  Kreis  enthalten, 
wenn  der  Kegelschnitt  C^^  durch  den  Punkt  ft  geht,  für  welchen 
das  Strahlsystem  in  o  ein  circulares  wird.  Sollen  zwei  Kreise  in  der 
Kegelschnittschaar  vorkommen,  so  muss  der  Kegelschnitt  Cf^  in  ft 
einen  Doppelpunkt  haben,  d.  h.  in  ein  Linienpaar  zerfallen;  suchen 
wir  überhaupt  die  Bedingungen  auf,  damit  der  Kegelschnitt  Cf^  zer- 
falle; dies  wird  dann  eintreten,  wenn  die  beiden  den  Kegelschnitt  (7^^ 
erzeugenden  projectivischen  Strahlbüschel  (a)  und  (/})  perspectivisch 
liegen,  also  in  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  entsprechende 
Strahlen  hineinfallen;  dies  ist  aber  nur  dann  möglich,  wenn  die 
Kichtungen  von  m^x  imd  m^y  zusammenfallen  oder  die  Mittelpunkts- 
linie 9)2  mit  der  Diagonale  xy  coincidirt;  alsdann  fallt  m^  in  x  und 
m^  in  y  hinein,  und  da  m^  die  Mitte  zweier  Gegenecken  des  vollstän- 
digen Vierseits  ist,  welche  mit  x  und  z  harmonisch  liegen,  so  muss, 
da  o;  in  die  Mitte  zwischen  zwei  zugeordneten  Punkten  fallt,  der  vierte 
harmonische  Punkt  is  in  die  Unendlichkeit  gehen;  ebenso  auf  der 
Diagonale  yz\  also  das  ursprünglich  gegebene  Yierseit  muss  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  zwei  Diagonalen  desselben  parallel  laufen,  wobei 
die  Mittelpunktslinie  9R  mit  der  dritten  Diagonale  zusammenfallt. 
Der  Kegelschnitt  Cf^  reducirt  sich  dann,  weil  aß  zusammenfallen  und 
auch  yd  zusammenfallen,  also  zwei  Doppelpunkte  in  ihm  vorkommen, 
auf  die  doppelt  zu  zählende  Verbindungslinie  derselben  und  enthält 
nicht  nur  einen,  sondern  unendlich  viele  Doppelpunkte.  Ein  Doppel- 
punkt des  Kegelschnitts  Cf^  liefert  nun  in  o  zwei  gleiche  auf  einander 
fallende  Strahlsysteme,  entspricht  also  in  der  Kegelschnittschaar  zwei 
Kegelschnitten,  deren  Durchmessersysteme  gleich  und  gleichgerichtet 
sind;  zwei  solche  Kegelschnitte  heissen  ähnlich  und  ähnlich-liegend; 
wir  schliessen  hieraus: 

Unter  den  gesammten  Kegelschnitten  der  Schaar  giebt  es  im  Auge- 
meinen  Iceine  ztoei,  welche  ähnlich  und  ähnlidhliegend  sind;  wenn  es  aber 
insbesondere  ein  solches  Paar  giebt,  so  sind  alle  übrigen  attch  paa/rweise 
ähnUoh  und  ähnlich-liegend;  dieser  besondere  Fall  tritt  ein,  wenn  ßfwei 
Diagonalen  des  Vierseits  parallel  sind,  wo  dann  die  Mittelpmktslinie  Wl 
mit  der  dritten  Diagonale  zusammenßllt  Der  Kegelschnitt  Cf^  degene- 
rirt  dabei  in  eine  doppelte  gerade  Linie;  geht  diese  insbesondere  noch 
durch  den  Punkt  fi,  so  giebt  es  zwei  Kreise  in  der  Kegelschnittschaar, 
welche  ebenfalls  als  ein  Paar  ähnliche  und  ähnlich-liegende  Kegel- 
schnitte aufzufassen  sind.  (Wir  überlassen  dem  Leser  die  Unter- 
suchung eines  andern  Falles,  in  welchem  gleicherweise  die  Richtungen 
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m^x  und  m^y  auf  einander  fallen^  wenn  nämlich  y  mit  x  coincidirt; 
alsdann  entstellt  ein  besonderes  Vierseit,  von  welchem  zwei  Seiten 
zusammenfallen  und  auch  zwei  Diagonalen  auf  dieselben;  die  Kegel- 
schnitte dieser  speciellen  Schaar  berühren  sämmtlit^h  eine  Gerade 
(das  zusammenfallende  Seitenpaar)  in  einem  und  demselben  festen 
Punkte  und  ausserdem  zwei  andere  Gerade;  die  Mittelpunktslinie  90t 
enthält  nur  eine  elliptische  und  zwei  hyperbolische  Regionen;  der 
Kegelschnitt  C\*^  degenerirt  in  ein  Linienpaar;  dessen  Doppelpunkt  auf 
dem  Kegelschnitt  C^^^  liegt;  es  giebt  also  keine  zwei  ähnliche  und  ähn- 
lich-liegende Kegelschnitte  u.  s.  w.;  auch  weitere  Specialisirungen  er- 
geben sich  ohne  Schwierigkeit  aus  der  obigen  allgemeinen  Betrachtung.) 
Eine  besondere  Einfachheit  gewinnt  die  Untersuchung,  wenn  wir 
für  den  beliebig  zu  wählenden  Hülfskegelschnitt  C^*^  einen  Kreis  an- 
nehmen; für  den  Kreis  wird  nämlich  zunächst  der  Punkt  fi  der  Mittel- 
punkty  und  alle  solche  Punkte  P,  die  gleichweit  vom  Mittelpunkte 
abstehen,  also  auf  einem  concentrischen  'Kreise  liegen,  geben  in  o 
gleiche  Strahlsysteme,  was  aus  der  auf  S.  268  gemachten  Bemerkung 
heryorgeht,  indem  einerseits  das  Tangentenpaar  aus  P  an  den  Kreis 
zwei  Berührungspunkte  liefert,  welche  mit  o  verbunden  die  Asymptoten 
des  Strahlsystems  geben,  oder  andererseits  die  durch  P  gezogene  kleinste 
Sehne  des  Kreises  denselben  in  zwei  Punkten  trifft,  welche  mit  o  ver- 
bunden das  den  gleichen  conjugirten  Durchmessern  entsprechende 
Strahlenpaar  liefern  {g\  xmdhgi),  dessen  Halbirungsstrahlen  die  Axen 
sind.  Mit  Hülfe  dieser  Bemerkung  erkennen  wir,  dass  irgend  ein  mit 
dem  Kreise  C^^  concentrischer  Kreis  im  Allgemeinen  den  Kegelschnitt 
Cp^  in  vier  solchen  Punkten  P  treffen  wird,  deren  entsprechende  Kegel- 
schnitte ähnlich  (aber  nicht  ähnlich-liegend)  sind,  weil  die  diesen  vier 
Kegelschnitten  der  Schaar  zugehörigen  Durchmessersysteme  gleich 
sind,  und  zwar  wird,  wenn  wir  den  Badius  eines  solchen  mit  dem 
ursprünglichen  concentrisch  angenommenen  Kreises  verändern,  ein 
Kreis,  dessen  Radius  grösser  ist  als  der  von  C^^\  im  AUgemeinen  in 
vier  Punkten  den  Kegelschnitt  Cp^  treffen,  welche  vier  ähnliche  Hy- 
perbeln der  Kegelschnittschaar  liefern,  während  ein  Kreis,  dessen 
Radius  kleiner  ist  als  der  von  C^^\  immer  in  vier  solchen  Punkten 
trifft,  welche  vier  ähnliche  Ellipsen  der  Kegelschnittschaar  liefern; 
auch  ist  ersichtlich,  dass  von  diesen  vier  ähnlichen  Kegelschnitten 
immer  zwei  einer  der  vier  oben  hervorgehobenen  Gruppen  und  die 
beiden  andern  der  zweiten  gleichartigen  Gruppe  angehören;  doch 
treten  bei  der  stetigen  Veränderung  des  mit  C^^^  concentrischen  Kreises 

m 

gewisse  Grenzen  auf,  welche  zu  alleinstehenden  Kegelschnitten  führen, 
oder   bei   denen   ein  solches  Paar  in  einen  einzigen  Kegelschnitt  zu- 
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sammenfallt.    Im  Allgemeinen  wird  es  bei  jeder  der  vier  Gruppen  in 
der  Eegelschnittschaar  einmal  vorkommen,  dass  die  beiden  ähnlichen 
Kegelschnitte   zusammenfallen^   indem  durch   das  Wachsen   oder  Ab- 
nehmen  des   Radius   eines  «mit  C^^^   concentrischen  Kreises  die   zwei 
Schnittpunkte  desselben  mit  einem  der  vier  Gurvenstücke  aß,  ßy^  yd, 
8  a  des  Kegelschnitts  Cp^  einander  genähert  werden   können,   bis   sie 
zuletzt  zusammenfallen;   ein  solcher  Kreis  wird  den  Kegelschnitt  C[^^ 
berühren,   sein   nach  dem  Berührungspunkte   gezogener   Radius   wird 
also  eine  Normale  des  Kegelschnitts  C^^  sein,  und  jene  alleinstehenden 
Kegelschnitte  werden  daher  bestimmt  durch  die  Fusspunkte  der  Nor- 
malen, welche  sich  aus  dem  Mittelpunkte  (i  des  Hülfskreises  C^^  an 
den  Kegelschnitt  (7{^)   ziehen  lassen.'^)     Diese  Fusspunkte  können  wir 
auf  folgende  Weise  ermitteln:  Möge  ein  solcher  um  den  Mittelpunkt 
/*    beschriebener   Kreis   den  Kegelschnitt   (?(*>   in   zwei  Punkten   a^ß^ 
treffen,  so  wird  die  Mitte  der  Sehne  a^ß^  einmal  in  dem  von  ft  auf 
dieselbe  gefällten  Perpendikel  liegen  und  andererseits  in  demjenigen 
Durchmesser  des  Kegelschnitts  C{*^,  welcher  der  Richtung  a^ß^  conju- 
girt    ist;   der  Ort   des  Mittelpunkts   dieser  Sehne  ist  daher  leicht  zu 
bestimmen:    Wir    ziehen   durch    den   Mittelpunkt   31   des    gegebenen 
Kegelschnitts   C^^  einen  veränderlichen  Strahl  l  und  den  conjugirten 
Duchmesser  A;  aus  dem  festen  Punkte  fi  fällen  wir  auf  l  ein  Perpen- 
dikel, dessen  Schnittpunkt  mit  A  der  Mittelpunkt  der  Sehne   ist;  bef 
der  Veränderung  von   l  beschreiben   nun  l  und  k   ein  Strahlsystem, 
also  zwei  in  sich  projectivische  Strahlbüschel,   das  Perpendikel  von  (i 
auf  l  ebenfalls  ein  mit  jenen   projectivisches  Strahlbüschel,  folglich 
ist  der    Ort   des  Mittelpunktes  der  Sehne   ein  Kegelschnitt,   welcher 
durch  M  und  (i  geht,  und  zwar  eine  gleichseitige  Hyperbel,  weil,  wenn 
l  und  A  die  Axen  des  Kegelschnitts  C^^^  werden,  die  beiden  unendlich- 
entfernten  Punkte   des  gefundenen  Kegelschnitts  hervorgehen,   die  in 
zwei  rechtwinkligen  Richtungen  liegen.     Diese  gleichseitige  Hyperbel 
triflEl  nun  den  Kegelschnitt  C[*^  in  solchen  Punkten,   für   welche   die 
gemeinschaftliche   Sehne  a^ß^  den  Werth  Null   hat,   also   der  um  fi 
beschriebene  Kreis   den  Kegelschnitt  C[^^  berührt;  es  giebt   daher  im 
Allgemeinen    vier    solche   Kreise,   deren  Berührungspunkte  die  Fuss- 
punkte der  aus  ^  an  C[^  gezogenen  Normalen  siud;  diese  Berührungs- 
punkte haben  zugleich  die  Eigenthümlichkeit,  dass  ihr  Abstand  von 
dem   Kreismittelpunkte   ft  unter  den  Abständen  aller  Punkte  P  des 
Kegelschnitts  C\^  von  dem  Punkte  fi  ein  Maximum  oder  Minimum  ist, 
woraus  folgt,  dass  die  von  diesen  besonderen  Punkten  P  in  o  hervor- 


*)  Vergl.  §.  37. 
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gerufenen  Strahlsysteme  die  Eigenthümlichkeit  besitzen,  dass  sie  ent- 
weder dem  circularen  Strahlsysteme  am  nächsten  kommen  oder  von 
dem  gleichseitig-hyperbolischen  Strahlsystem  am  meisten  abweichen, 
da  (S.  269)  der  Winkel  zwischen  den  gleichen  conjugirten  Durchmessern, 
oder  der  Winkel  zwischen  den  Asymptoten  oder  das  Axenverhältniss 

—  für  einen  solchen  Punkt  ein  Maximum  oder  Minimum  wird.    Hier- 
a 

aus  folgt,  dass  es  auch  in  der  Eegelschnittschaar  vier  besondere  Kegel- 
schnitte  giebt,  deren  Axenverhältniss  ein  Maximum  oder  Minimum  ist, 
und  zwar  in  jeder  Gruppe  Ellipsen  eine  solche,  welche  unter  allen 
dem  Kreise  am  nächsten  kommt  (oder  selbst  ein  Kreis  ist),  und  in 
jeder  Gruppe  Hyperbeln  eine  solche,  welche  von  der  gleichseitigen 
am  meisten  abweicht.  Die  Aufgabe,  diese  vier  ausgezeichneten  Kegel- 
schnitte der  Schaar  zu  finden,  ist  nach  dem  Vorigen  darauf  zurück- 
geführt, aus  einem  gegebenen  Punkte  an  einen  gegebene^  Kegelschnitt 
Normalen  zu  ziehen,  oder  die  Durchschnittspunkte  eines  gegebenen 
Kegelschnitts  mit  einer  gleichseitigen  Hyperbel  zu  ermitteln;  das  Resultat 
der  vorigen  Untersuchung  lässt  sich  nun  folgendermassen  zusammenfassen: 

Unter  den  Kegelschnitten  einer  Schaar  von  vier  gemeinschaßlichen 
Tangenten  sind  im  Allgemeinen  immer  je  vier  einander  ähnlich,  und  solclie 
vier  ähnliche  Kegelschnitte  gehören  paarweise  zwei  gleichartigen  Gruppen 
an  (S.  275),  so  dass  man  also  auch  sagen  Jcann,  die  Kegelschnitte  jeder 
Gruppe,  für  sich  betrachtet,  seien  paarweise  ähnlich.  In  jeder  Gruppe 
giebt  es  einen  einzelnen  Kegelschnitt,  welcher  keinem  andern  derselben 
Gruppe  ähnlich  ist,  und  zwar  in  jeder  der  beiden  Crruppen  Ellipsen  ist 
dies  eine  solche,  welche  unter  allen  dem  Kreise  am  nächsten  kommt  (oder 
insbesondere  selbst  ein  Kreis  ist),  in  jeder  der  beiden  Gruppen  Hyper- 
beln eine  solche  Hyperbel,  welche  unter  allen  von  der  gleichseitigen  am 
meisten  abweicht,  oder  überhaupt  ein  solcher  Kegelschnitt,  für  welchen 
das  Axenverhältniss  ein  Maximum  oder  Minimum  wird*). 

Wir  haben  bisher  die  Untersuchung  einer  Kegelschnittschaar  auf 
den  Fall  von  vier  reellen  gemeinschaftlichen  Tangenten  beschränkt; 
die  den  Betrachtungen  in  §§.  41  und  42  analogen  führen  aber  auch 
zu  Kegelschnittschaaren  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  oder 
mit  vier  imaginären  gemeinschaftlichen  Tangenten.  Für  diese  beiden 
Fälle  treten  mitunter  Modificationen  der  gefundenen  Eigenschaften  der 
Kegelschnittschaar  ein,  welche  sich  aus  der  Uebertragung  der  in 
§§.  41  und  42  angestellten  Betrachtungen  ermitteln  lassen;  es  giebt 

aber  für  die  nähere  Untersuchung  dieser  beiden  Kegelschnittschaaren 

■    ■  ■■   ■ 

*)   Steiner,    Vermischte    Sätse    und    Anfgaben,    CreUe-Borc^rdt'B  Jonrnal, 
Bd.  LV.  S.  374. 
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noch  ein  einfacheres  Mittel,  nämlich  die  Polarisation  eines  Kreis- 
bilschels  mit  einer  reellen  oder  ideellen  gemeinschaftlichen  Secante 
(Potenzlinie);  dadurch,  dass  man  in  Bezug  auf  irgend  einen  Kegel- 
schnitt (oder  Kreis)  als  Basis  diese  beiden  Gebilde  polarisirt,  erhält 
man  einmal  eine  Kegelschnittschaar  mit  zwei  reellen  und  zwei  ima- 
ginären gemeinschaftlichen  Tangenten  und  das  andere  Mal  eine  Kegel- 
schnittdchaar  mit  vier  imaginären  gemeinschaftlichen  Tangenten.  Wir 
unterlassen  die  Ausführung  dieser  Untersuchung,  welche  sich  zu  geo- 
metrischen Uebungen  sehr  empfiehlt.  Die  Ergänzung  der  vorigen 
Betrachtungen  für  den  Fall  imaginärer  gemeinschaftlicher  Tangenten- 
paare der  Kegelschnittschaar  kann  erst  später  (§.  50)  gegeben  werder, 
nachdem  die  Polareigenschafken  einer  Schaar  ermittelt  sind. 

§.  47.    Polar-Elgenschaften  des  Eegelscimittbüschels. 

Das  oben  (S.  276)  gefundene  Resultat,  dass  die  Mittelpunkte  einer 
Kegelschnittschaar  auf  einer  Geraden  liegen,  sowie  das  schon  früher 
(S.  233)  hervorgetretene  Ergebniss,  dass  die  Mittelpunkte  eines  Büschels 
gleichseitiger  Hyperbeln  auf  einem  Kreise  liegen,  führt  darauf  hin, 
sowohl  für  das  allgemeine  Kegelschnittbüschel  den  Ort  der  Mittel- 
punkte aufzusuchen,  als  auch  in  erweiterter  Fassung,  da  der  Mittel* 
punkt  der  Pol  der  unendlich -entfernten  Geraden,  also  nur  ein  beson- 
derer Fall  des  Poles  irgend  einer  Geraden  in  der  Ebene  ist,  die  vier 
Fragen  zu  beantworten:  TFos  ist  der  Ort  des  Poles  einer  festen  Ge- 
raden in  Bemtg  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  eines  Büschels  und  einer 
Schaar?  Was  ist  der  Ort  der  Polaren  eines  festen  Punktes  in  Bessug 
auf  sämmtliche  Kegelschnitte  einer  Schaar  und  eines  Büschels?  wovon  die 
beiden  letzteren  die  polaren  Fragen  der  beiden  ersteren  sind,  also  in 
bekannter  Weise  von  jenen  abhängen. 

Indem  wir  zuvorderst  von  einem  Kegelschnittbüschel  mit  vier 
reellen  Grundpunkten  AB  CD  ausgehen,  wollen  wir  den  Ort  der  Po- 
laren eines  festen  Punktes  P  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte 
des  Büschels  ermitteln.  Ist  xysi  das  Diagonaldreieck  des  vollständigen 
Vierecks  AB  CD  (Fig.  72),  so  erhalten  wir  (Seite  225)  leicht  einen 
Kegelschnitt  des  Büschels,  indem  wir  einen  beliebigen  Punkt  a  der 
Diagonale  yz  mit  A  verbinden  und  diese  Gerade  als  Tangente  des 
Kegelschnitts  ansehen;  aB  ist  dann  die  Tangente  in  B,  und  ver- 
binden wir  den  Schnittpunkt  der  Geraden  aA  und  der  Diagonale  xa 
mit  (7,  den  Schnittpunkt  der  Geraden  aB  und  der  Diagonale  xz  mit 
D,  80  treffen  sich  diese  beiden  Geraden,  welche  die  Tangenten  in  C 
und  D  am  Kegelschnitte  sind,  auf  der  Diagonale  ye  in  einem  Punkte 
a;  a  und  a  liegen  harmonisch  zu  ^;sr  u.  s.  w. 
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Um  nun  zu  irgend  einem  Punkte  P  in  der  Ebene  die  Polare  zu 
erhalten  in  Bezug  auf  den  bestimmten  Kegelschnitt  des  Büschels, 
dessen  Tangente  in  ^  ^a  ist,  ziehe  ich  die  Gerade  aFy  welche  in  5  die 
Berührungssehne  AB  trifft,  und  )}estimme  von  s  den  vierten  harmoni- 
schen Punkt  c;  zu  ^  und  J?;  dann  wird,  weil  a  der  Pol  von  AB  ist, 
6  der  Pol  von  aP  sein;  zweitens  ziehe  ich  die  Gerade  Pa^  welche  in  r  die 

Flg.  78. 


Sehne  CD  trifft,  und  bestimme  zu  r  den  vierten  harmonischen  Punkt 
Q  auf  CD;  dann  wird  q  der  Pol  von  Fa  sein,  folglich  q0  die  Polare 
von  P.  Halten  wir  diese  Construction  fest  und  verändern  den  Kegel- 
schnitt des  Büschels,  indem  wir  den  Punkt  a  auf  der  Diagonale  yz 
fortrücken,  so  beschreiben  aa  ein  Punktsystem,  dessen  Asymptoten- 
punkte  yz  sind,  weil  aa  beständig  zu  y  und  z  harmonisch  liegen; 
ebenso  beschreiben  sö  ein  Punktsystem,  dessen  Asymptotenpunkte  A 
und  B  sind,  und  auch  vq  ein  solches,  dessen  Asymptotenpunkte  C 
und  D  sind.  Jedes  Punktsystem  ist  aber  in  sich  projectivisch,  d.  h. 
die  conjugirten  Punkte  eines  Punktsystems  bilden  zwei  projectivische 
Punktreihen  (S.  52);  also  beschreiben  a  und  •«  zwei  projectivische 
Punktreihen,  s  und  0  zwei  solche  und  r  und  q  ebenfalls;  nun  liegen 
die  Punktreihen  s  und  a  perspectivisch  in  Bezug  auf  den  Projections- 
punkt  P,  ebenso  r  und  a;  folglich  da  iS  mit  s,  s  mit  a,  a  mit  a,  a 
mit  r,  r  mit  q  projectivisch  sind,  so  ist  auch  ö  mit  q  projectivisch; 
diese  beiden  von  q  und  6  beschriebenen  projectivischen  Punktreihen 
liegen,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  perspectivisch,  weil  in  den  Schnitt- 
punkt der  Träger  AB  und  CD,  d.  h.  in  den  Punkt  x  zwei  entsprechende 
Punkte  hineinfallen  (wenn  a  nämlich  in  ^P  hineinfallt,  also  a  in  CD 
u.  8.  w.),  folglich  läuft  die  Verbindungslinie  qö  durch  einen  festen 
Punkt.  Die  Polaren  des  Pimktes  P  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegel- 
schnitte des  Büschels  laufen  daher  durch  einen  festen  Punkt  Q  und 
bilden  ein  Strahlbüschel,  welches  projectivisch  ist  mit  der  von  dem 
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Punkte  a  beschriebenen  Punktreihe^  d.  h.  mit  dem  yon  den  Tangenten 
der  Kegelschnitte  des  Büschels  in  einem  der  vier  Grundpunkte  ge- 
bildeten Strahlbüschel.  Der  Punkt  Q  kann  jetzt  leicht  gefunden 
werden,  indem  wir  P  mit  den  Diagonalpunkten  xyjs  yerbinden  und 
zu  jedem  dieser  Strahlen  und  dem  in  dem  Diagonalpunkte  sich  kreu- 
zenden Linienpaar  den  vierten  harmonischen  Strahl  construiren;  diese 
drei  Strahlen  müssen  sich  in  dem  gesuchten  Punkte  Q  treffen;  die 
Punkte  P  und  Q  heissen  „canjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  das  KegeU 
schnittbüscheV,  denn  aus  der  Polartheorie  (S.  144)  geht  hervor,  dass 
auch  die  Polaren  von  Q  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  des 
Büschels  durch  P  gehen,  oder  dass  P  und  Q  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  sind  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels.  Denken 
wir  uns  den  bestimmten  Kegelschnitt  des  Büschels  construirt,  welcher 
durch  P  geht,  so  muss  auch  die  Polare  von  P  in  Bezug  auf  ihn, 
d.  h.  seine  Tangente  in  P,  durch  Q  gehen,  und  ebenso  muss  für  den 
durch  Q  gehenden  Kegelschnitt  des  Büischels  die  Tangente  in  Q  durch 
P  gehen;  die  Verbindungslinie  PQ  wird  also  von  zwei  Kegelschnitten 
des  Büschels  und  zwar  in  den  Punkten  P  und  Q  berührt  oder:  auf 
der  Verbindungslinie  PQ  sind  P  und  Q  die  Asymptotenpimkte  des- 
jenigen Punktsystems,  welches  von  dem  Kegelschnittbüschel  aus- 
geschnitten wird  (S.  234).  Das  gefundene  Resultat  lässt  sich  in 
folgenden  Satz  zusammenfassen: 

J)ie  Polaren  eines  festen  Punktes  P  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegel- 
schnitte  eines  Büschels  von  vier  festen  Grundpunkten  AB  CD  laufen 
durch  einen  und  denselben  festen  Punkt  Q,  so  dass  P  und  Q  ein  Paar 
conjugirter  Punkte  sind  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels 
und  auch  die  Polaren  von  Q  sämmtlich  durch  P  laufen.  Für  irgend 
zwei  Punkte  P  und  P^  in  der  Ebene  bilden  die  Polaren  zwei  StraM- 
hüsckel  (Q)  und  (Q^),  weUAe  allemal  prcjectivisch  sind,  indem  je  zwei 
Polaren  in  Bezug  auf  denselben  Kegelschnitt  des  Büschels  entsprechende 
Strahlen  werden.  Das  Strahlbüschel  {Q)  ist  insbesondere  auch  prc- 
jectivisch mit  dem  von  den  Tangenten  der  Kegelschnitte  des  Büschels 
in  einem  der  vier  Grundpunkte  gebildeten  und  also  auch  (S.  235),  wenn 
wir  auf  die  Entstehung  des  Kegelschnittbüschels  aus  dem  Strahl- 
büschel zurückgehen,  mit  demjenigen  Strahlbüschel  (P)  (S.  226),  aus 
welchem  das  Kegelschnittbüschel  entspringt. 

Hieraus  folgt  weiter,  wenn  wir  zwei  Punkte  P  und  P^  festhalten 
und  die  Polaren  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  des  Büschels  con- 
struiren, deren  Schnittpunkt  der  Pol  der  Verbindungslinie  PP^  sein 
muss,  dass  der  Ort  des  Poles  einer  festen  Geraden  {PP^)  in  Bezug 
auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  der  Ort  des  Schnittpunktes  ent- 
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sprechender  Strahlen  der  beiden  projectivischen  Strahlbüschel  (Q)  und 
(Q^),  also  im  Allgemeinen  ein  KegehchniU  sein  wird.  Dieser  Kegel- 
schnitt ist  zugleich  der  Ort  derjenigen  Punkte^  welche  in  Bezug  auf 
das  Kegelschnittbüschel  den  sämmtlichen  Punkten  der  festen  Geraden 
{PF^)  conjugirt  sind;  denn  der  conjugirte  Punkt  zu  dem  Schnittpunkte 
zweier  entsprechender  Strahlen  der  Strahlbüschel  {Q)  und  {Q^)  muss 
auf  der  festen  Geraden  (PP^)  liegen«  Hieraus  folgen  sofort  sechs 
Punkte  unseres  Kegelschnitts ^  nämlich  diejenigen  ^  welche  den  Schnitt- 
punkten der  festen  Geraden  mit  den  sechs  Seiten  des  vollständigen 
Vierecks  harmonisch  zugeordnet  sind  in  Bezug  auf  jedes  Paar  Ecken. 
Andererseits  ist  ersichtlich;  dass  die  drei  Diagonalpunkte  xye  eben- 
falls Punkte  des  gefundenen  Kegelschnitts  sein  müssen  ^  weil  sie  die 
Pole  der  festen  Geraden  in  Bezug  auf  die  drei  Linienpaare  des  Kegel- 
schnittbüschels sind;  und  endlich  können  wir  noch  zwei  Punkte  dieses 
Kegelschnitts  angeben  (welche  aber  imaginär  werden  können) ^  näm- 
lich die  Asymptotenpunkte  desjenigen  Punktsystems,  welches  das 
Kegelschnittbüschel  auf  der  festen  Geraden  ausschneidet ,  denn  diese 
Punkte  sind,  wie  wir  vorhin  gesehen  haben,  selbst  ein  Paar  con- 
jugirter  Punkte  in  Bezug  auf  das  Kegelschnittbüschel:  wir  haben  daher 
folgendes  Ergebniss:  Die  Pole  einer  festen  Geraden  ®  in  Bessug  (mf 
sämmtliche  Kegelschnitte  eines  Büschels  von  vier  festen  Grundpunkten 
liegen  im  Allgemeinen  auf  einem  Kegelschnitt  ^*^,  welcher  dem  Diagonal'^ 
dreieck  xyz  des  von  den  vier  Gnmdpunkten  gebildeten  vollständigen  Vier- 
ecks umschriä)en  ist  und  ausserdem  diejenigen  sechs  Punkte  enthält^  tvelche 
den  Schnittpunkten  der  Geraden  @  mit  den  sechs  Seiten  des  vollständigen 
Vierecks  harmonisch  zugeordnet  sind  in  Bezug  auf  jedes  Eckenpaar;  durch 
diese  neun  Punkte  ist  der  Kegelschnitt  ^^^  schon  mehr  als  bestimmt^ 
woraus  also  ein  elementarer  Satz  folgt.  Der  Kegelschnitt  Ä^*^  ist  zur 
gleich  der  Ort  sämmtlicher  Punkte  Qy  welche  den  Punkten  P  der  Gnaden 
®  in  Bezug  auf  das  Kegelschnittbüschel  conjugirt  sind. 

Die  Gerade  @  wird  von  den  Kegelschnitten  des  Büschels  in 
Paaren  conjugirter  Punkte  eines  Punktsystems  geschnitten  (S.  234); 
dieses  Punktsystem  auf  der  Geraden  ®  hat  ;&u  dem  Polarkegelschnitt 
K<^>  eine  eigenthümliche  Beziehung.  Trifft  nämlich  irgend  ein  Kegel- 
schnitt des  Büschels  die  Gerade  @  in  dem  Punktpaare  P  und  jp,  so 
wird  die  Tangente  des  Kegelschnitts  in  P  durch  den  conjugirten  Punkt 
Q  in  Bezug  auf  das  Kegelschnittbüschel  gehen  müssen  und  ebenso  die  Tan- 
gente injp  durch  den  conjugirten  Punkt  g,  und  ausserdem  schneiden  sich  die 
beiden  Tangenten  in  einem  Punkte  s,  dem  Pol  von  @  in  Bezug  auf  den*an- 
genommenen  Kegelschnitt  des  Büschels;  es  leuchtet  ein,  dass  der  Kegel- 
schnitt Ä^>  durch  die  drei  Punkte  Qq  imd  s  gehen  muss,  weil  er  einmal  die 
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conjugirten  Punkte  aller  Punkte  von  ®  in  Bezug  auf  das  Eegelschnittbüschel 
und  andererseits  die  Pole  der  Geraden  @  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels  enthält  Da  nun  P  und  Q  ein  Paar  conjugirter  Punkte  in 
Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  sind  und  ebenfalls  p  und 
q,  so  müssen  nach  einem  oben  (S.  153)  bewiesenen  Satze  auch  die  Schnitt- 
punkte {Ppf  Qq)  und  (Pq^  Qp)  ein  Paar  conjugirter  Punkte  für  alle 
Kegelschnitte  des  Büschels  sein;  der  erste  Punkt  {Fp,  Qq)  liegt  aber 
auf  der  Geraden  &,  folglich  muss  der  andere ;  sein  cozgugirter  in  Be- 
zug auf  das  Kegelschnittbüschel;  auf  dem  Kegelschnitte  Ji^^)  liegen;  mit- 
hin schneiden  sich  Pq  und  Qp  in  einem  Punkte  r  des  Kegelschnitts 
Ä<*>.  Wir  haben  jetzt  vier  Punkte  Qqsr  auf  dem  Kegelschnitt  Ä^*^;  die 
Schnittpunkte  zweier  Seitenpaare  dieses  Vierecks  sind  die  Punkte  P 
und  J7,  folglich  sind  Pund|>  ein  Paar  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  ^^^\  und  dasselbe  gilt  für  jedes  Schnittpunktpaar  eines  Kegel- 
schnitts des  Büschels  mit  der  Geraden  ®;  wjr  haben  also  folgenden  Satz: 

Die  Kegelschnitte  eines  Büschels  treffen  eine  Gerade  &  in  Punkt- 
paaren, tcelche  allemal  conjugirte  Punkte  sind  in  Bezug  auf  denjenigen 
Kegelschnitt  fi<^>,  tvekher  die  Pole  von  &  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte 
des  Büschels  enthält;  diese  Schnittpunktpaare  bilden  also  auf  @  dasjenige 
Punktsystem y  welches  dem  Kegelschnitt  Ä^*>  zugehört  (S.  140) ;  ist  es  hyper- 
bolisch, so  geht  nothwendig  ^'>  durdi  die  beiden  Asymptotenpunkte  des- 
selben. (Hierdurch  ist  zugleich  ein  neuer  Beweis  für  die  charakteristi- 
sche Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels  gegeben.) 

Durch  das  Kegelschnittbüschel  wird  ein  eigenthümliches  paar- 
weises Entsprechen  von  Punkten  in  der  Ebene  vermittelt:  Jedem 
Punkt  P  in  der  Ebene  des  Kegelschnittbüschels  entspricht  ein  be- 
stimmter conjugirter  Punkt  Q,  welcher  wiederum  die  Eigenschaft  hat, 
dass  sein  conjugirter  Punkt  P  ist;  bewegt  sich  P  auf  einer  Geraden 
(&,  so  durchläuft  der  conjugirte  Punkt  Q  einen  Kegelschnitt  ^^^,  welcher 
durch  das  gemeinschaftliche  Tripel  xyz  des  Kegelschnittbüschels  hin- 
durchgeht; dreht  sich  @  um  einen  festen  Punkt  P,  so  beschreibt  der 
Kegelschnitt  ^^^  ein  Kegelschnittbüschel  von  vier  festen  Punkten  xyz 
und  Qj  dem  conjugirten  zu  dem  festen  Punkte  P  der  Geraden  @. 
Allen  Geraden  @  in  der  Ebene  entsprechen  sämmtliche  Kegelschnitte 
eines  Büschel-Büschels  (von  doppelter  Unendlichkeit),  welche  durch 
die  drei  Punkte  xyz  gehen.  Es  konunt  im  Allgemeinen  in  der  Ebene 
nur  viermal  vor,  dass  zwei  conjugirte  Punkte  P  und  Q  zusammen- 
fallen, und  dies  geschieht  in  den  vier  Grundpunkten  des  Kegelschnitt- 
büschels.  Nimmt  insbesondere  P  die  Lage  eines  der  drei  Diagonal« 
punkte  z.  B.  o;  ein,  so  wird  sein  conjugirter  Punkt  Q  unbestimmt, 
indem  er  jeder  Punkt  der  Verbindungslinie  der  beiden  übrigen  Dia- 
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gonalpunkte  yz  sein  kann.  Jeder  Geraden  @  in  der  Ebene  entspricht 
im  Allgemeinen  ein  bestimmter  Kegelschnitt  ^^ ;  dieser  zerßLlIt  in  ein 
Linienpaar^  sobald  ®  durch  einen  der  drei  Diagonalpunkte  z.  B.  durch 
X  geht^  und  von  diesem  Linienpaar  ist  allemal  der  eine  Theil  die 
Verbindungslinie  der  beiden  übrigen  Diagonalpunkte  ye,  der  andere 
Theil  der  vierte  harmonische^  der  ®  zugeordnete  Strahl  durch  Xj  in- 
dem das  durch  x  gehende  Seitenpaar  das  andere  Paar  harmonisch-zu- 
geordneter  Strahlen  ist*). 

Die  im  Obigen  entwickelten  allgemeinen  Polar-Eigenschaften  des 
Eegelschnittbüschels  sind  nur  bewiesen  für  den  Fall  eines  Büschels 
mit  vier  reellen  Grundpunkten;  dass  sie  auch  bestehen  bleiben,  wenn 
zwei  oder  alle  vier  Grundpunkte  imaginär  werden,  können  wir  nach- 
weisen, indem  wir  zu  der  in  §.  42  angegebenen  Entstehungsart  des 
Eegelschnittbüschels  zurückgehen;  wir  sahen  dort,  dass,  wenn  zwei 
Punktsysteme  (fe,  ß)  und  (c,  y)  auf  den  Trägern  S  und  S  willkürlich 
gegeben  sind,  unendlich-viele  Kegelschnitte  sich  auf  reelle  Weise  con- 
struiren  lassen,  für  welche  die  gegebenen  beiden  Punktsysteme  die 
den  Geraden  S3  und  (£  in  Bezug  auf  jeden  solchen  Kegelschnitt  zu- 
gehörigen sind,  und  dass  diese  sämmtlichen  Kegelschnitte  ein  Büschel 
bilden,  welches  durch  dieselben  vier  reellen  Punkte  geht,  wenn  die 
beiden  gegebenen  Punktsysteme  hyperbolisch  sind,  nämlich  durch  die 
Asymptotenpunkte  derselben,  dagegen  durch  zwei  reelle  und  zwei  ima- 
ginäre gemeinschaftliche  Punkte,  wenn  nur  eines  der  beiden  gegebe- 
nen Punktsysteme  hyperbolisch^  das  andere  elliptisch  ist,  oder  endlich 
durch  vier  imaginäre  gemeinschaftliche  Punkte,  wenn  die  beiden  ge- 
gebenen Punktsysteme  elliptisch  sind;  dieselbe  in  §.  42  auseinander- 
gesetzte Construction  liefert  alle  drei  Arten  von  Kegelschnittbüscheln 
und  lässt  auch  ebenso  unmittelbar  die  vorhin  bewiesenen  Polareigen- 
Schäften  derselben  erkennen.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  P  in  der 
Ebene  giebt  es  nämlich  im  Allgemeinen  ein  und  nur  ein  einziges 
Strahlenpaar,  welches  gleichzeitig  sowohl  durch  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  (hy  ß)  des  ersten  Punktsystems,  als  auch  durch  ein  Paar  con- 
jugirter Punkte  ((?,  y)  des  andern  Punktsystems  hindurchgeht;  denn 
denken  wir  uns  in  P  zwei  auf  einander  liegende  Strahlsysteme,  welche 
beziehlich  mit  den  beiden  gegebenen  Punktsystemen  perspectiviscb 
liegen,  so  haben  diese  beiden  concentrischen  Strahlsysteme  ein  gemein- 

*)  Eine  derartige  Yerwandtschafl  zwischen  Pankten  der  Ebene  hBiast  „Steiner' sdie 
Verwandtschaft"  \  sie  leistet  nützliche  Dienste  bei  der  Untersuchnng  mancher  Curven 
höherer  Ordnung;  vgl.  Durege,  Curven  dritter  Ordnung,  Leipzig  1871,  und:  üeber 
die  Doppeltaugenten  der  Curven  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  von  H. 
Dur^ge,  Sitzb.  d.  Wien.  Acad.  d.  W.  II.  Abth.  Oct.  1876.  - 
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sames  Paar  conjugirter  Strahlen  (S.  158);  und  zwar  ist  dies  Paar  immer 
reell  vorhanden^  sobald  beide  oder  nur  eines  der  beiden  Strahlsysteme 
elliptisch  sind-,  nur  in  dem  Falle^  dass  beide  hyperbolisch  sind^  braucht 
das  gemeinschaftliche  Paar  nicht  reell  zu  sein;  dies  ist  aber  gerade 
der  Fall  von  vier  reellen  Grundpunkten  des  Büschels,  wenn  {b,  ß) 
und  {Cf  y)  beide  hyperbolisch  sind,  und  in  dem  Obigen  erledigt, 
während  die  beiden  übrigen  Fälle,  wenn  eines  hyperbolisch  und  das 
andere  elliptisch  oder  beide  elliptisch  sind,  die  Eegelschnittbüschel  mit 
zwei  reellen  und  zwei  imaginären  oder  mit  vier  imaginären  Grund- 
punkten liefern.  Hier  giebt  es  also  immer  durch  P  ein  Strahlenpaar, 
welches  durch  zwei  conjngirte  Punkte  b,  ß  und  zugleich  durch  zwei 
conjugirte  Punkte  c,  y  geht*,  mögen  die  beiden  Strahlen  bc  und 
ßy  sich  in  P  schneiden,  so  haben  wir  ein  Paar  conjugirter  Punkte 
&,  ^  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  und  ein  zweites 
Paar  Cy  y  ebenfalls  conjugirter  Punkte  für  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels;  folglich  sind  die  Schnittpunkte  (bc,  ßy)  =  P  und  (6y,  cß) 
=^  Q  auch  ein  Paar  conjugirter  Punkte  für  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels  (S.  153),  oder  die  Polaren  von  P  in  Bezug  auf  sämmÜiche 
Kegelschnitte  des  Büschels  laufen  durch  denselben  festen  Punkt  Q 
w.  z.  b.  w. 

Das  Weitere  ergiebt  sich  jetzt  leicht  in  folgender  Weise:  Lassen 
wir  einen  Punkt  P  auf  einer  Geraden  ®  sich  bewegen,  so  wird  der 
conjugiii;e  Punkt  Q  in  Bezug  auf  das  Büschel  schon  dadurch  bestimmt, 
dass  wir  von  P  die  Polaren  in  Bezug  auf  zwei  bestimmte  Kegelschnitte 
des  Büschels  Ä^*^  und  S5^*)  ermitteln  und  üiren  Schnittpunkt  Q  auf- 
suchen. Die  Polaren  von  sämmtlichen  Punkten  P  der  Geraden  &  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  %^^^  laufen  aber  durch  einen  Punkt  und 
bilden  ein  Strahlbüschel,  welches  projectivisch  ist  mit  der  von  P  be- 
schriebenen Punktreihe  (S.  145);  dasselbe  gilt  von  den  Polaren  des 
veränderlichen  Punktes  P  in  Bezug  auf  S3^^^,  folglich  sind  auch  die 
beiden  von  den  Polaren  beschriebenen  Strahlbüschel  unter  sich  pro- 
jectivisch, mithin  der  Ort  des  Punktes  Q  im  Allgemeinen  ein  Kegel- 
schnitt; bewegt  sich  also  der  Punkt  P  auf  einer  Geraden  ®,  so  durch- 
läuft sein  conjugirter  Punkt  Q  in  Bezug  auf  das  Kegelschnitibüschel 
einen  bestimmten  Kegelschnitt  ^^),  welcher  zugleich  die  Pole  der  Ge- 
raden ®  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  Sl^'^  und  83^'^  als  Mittel- 
punkte der  ihn  erzeugenden  Strahlbüschel  enthält;  da  aber  die  beiden 
Kegelschnitte  {[^'>  und  S3^'^  ganz  willkürlich  aus  dem  Kegelschnitt- 
büschel herausgenommen  sind,  und  für  jede  zwei  anderen  derselbe 
Kegelschnitt  ^'>  als  Ort  der  conjugirten  Punkte  Q  resultiren  muss,  so 
enthält  der  Kegelschnitt  ^'>  gleichzeitig  die  Pole  der  Geraden  &  iQ 
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Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels.  Hieraus  folgt  um- 
gekehrt ^  dass,  wenn  wir  zu  zwei  beliebigen  Punkten  in  der  Ebene  P 
und  P^  die  Polaren  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  con- 
struiren,  dieselben  zwei  Strahlbüschel  (Q)  und  (Q^)  bilden,  welche 
allemal  projectivisch  sind^  indem  entsprechende  Strahlen  die  Polaren 
von  P  und  P^  in  Bezug  auf  denselben  Kegelschnitt  des  Büschels  sind; 
denn  jene  beiden  Strahlbüschel  erzeugen  einen  Kegelschnitt  ^^>.  Ver- 
ändern wir  P^  beliebig  in  der  Ebene,  so  bleibt  das  Strahlbüschel  {Q^) 
seiner  Polaren  beständig  projectivisch  mit  dem  Strahlbüschel  {Q)  oder 
irgend  einem  andern  Polaren-StrahlbüscheL  Der  Beweis  der  übrigen 
Polareigenschaften  bleibt  unverändert  bestehen^  ob  die  Grundpunkte 
des  Büschels  reell  oder  imaginär  sind. 

§.  48.    Ueber  den  Hittelpunktskegelsclmitt  eines  Buscheis. 

Wir  wollen  jetzt  einige  besondere  Fälle  der  gewonnenen  allge- 
meinen Resultate  hervorheben;  wird  nämlich  zuvorderst  die  Gerade 
®  in  die  Unendlichkeit  verlegt  (©«n)^  so  enthält  der  ihr  entsprechende 
Kegelschnitt  ^^^)  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Kegelschnitte  des  Büschels; 
wir  nennen  ihn  daher  den  Mittelpunktskegelschnitt  SOt^'^;  das  der  Gre- 
raden  @^  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  Wl^^^  zugehörige  Punkt- 
system ist  dasjenige^  welches  von  den  Richtungen  des  Systems  der 
conjugirten  Durchmesser  des  Mittelpunktskegelschnitts  3)1^^^  fixirt  wird^ 
und  dieses  muss  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  identisch  sein  mit 
demjenigen  Punktsystem,  welches  die  Kegelschnitte  des  Büschels  auf 
&^  ausschneiden;  also  die  Asymptoten  jeder  Hyperbel  in  dem  Büschel 
sind  einem  Paare  conjugirter  Durchmesset'  des  Mittelpunktskegdschnitts 
3R(^>  parallel.  Hieraus  folgt  weiter ,  wenn  wir  annehmen,  äß^^^  sei 
Hyperbel,  (mithin  seine  Asymptoten  5  und  t  mit  jedem  Paare  con- 
jugirter Durchmesser  x,  ^  harmonisch  gelegen),  da  xl^  den  Asymptoten 
eines  bestimmten  Kegelschnitts  des  Büschels  parallel  sind,  dass  auch 
st  einem  bestimmten  Paare  conjugirter  Durchmesser  dieses  Kegel- 
schnitts parallel  laufen;  also: 

Die  Asymptoten  des  Mittelpunktskegelschnitts  SK^^^  habeiii  die  Bich- 
tungen  eines  Paares  conjugirter  Durchmesser  für  jeden  Kegelsdmüt  des 
Büschels.  Wir  haben  nun  früher  das  von  einem  Kegelschnittbüschel 
auf  &^  ausgeschnittene  Punktsystem  in  allen  drei  Fällen  (S.  266)  des 
Kegelschnittbüschels  ermittelt  und  die  Kriterien  gefunden,  unter 
welchen  dasselbe  elliptisch  oder  hyperbolisch  ist;  da  das  Strahlsystem 
der  conjugirten  Durchmesser  für  den  Mittelpunktskegelschnitt  äK('>  mit 
jenem  Punktsystem    auf    @^    perspectivisch    liegt,    nach    dem    oben 
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bewiesenen  allgemeinen  Satze,  so  können  wir  mit  Berücksichtigung 
der  angeführten  Kriterien  folgende  Beziehungen  für  den  Kegelschnitt 
SW<*)  angeben: 

Die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Kegdschmtte  eines  Büschels  liegen  auf 
einem  Kegelschnitt  9R^'\'  dieser  ist: 

1)  wenn  das  Büschel  vier  reelle  Grundpunkte  hat,  eine  Ellipse^ 
sobald  diese  vier  Punkte  so  liegen,  dass  einer  sich  innerhalb  des  von 
den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  befindet;  dagegen  eine  Hyperbel, 
sobald  sie  derart  liegen,  dass  jeder  ausserhalb  des  von  den  drei 
andern  gebildeten  Dreiecks  liegt;  endlich  eine  Parabel,  sobald  einer 
der  vier  Punkte  im  Unendlichen  liegt.  Im  ersten  Falle  besteht  das 
Büschel  aus  lauter  Hyperbeln;  im  zweiten  Falle  aus  einer  Gruppe 
Ellipsen  und  einer  Gruppe  Hyperbeln,  welche  durch  zwei  Parabeln 
von  einander  getreimt  werden;  die  Asymptoten  der  Mittelpunkts- 
hy^erbel  äR^'^  haben  die  Richtungen  der  Axen  dieser  beiden  Parabeln, 
oder  die  beiden  unendlich-entfernten  Punkte  von  Wl^^  sind  die  Mittel- 
punkte der  beiden  Parabeln;  da  sie  die  beiden  Zweige  der  Hyperbel 
trennen,  so  enthält  der  eine  Zweig  der  Hyperbel  SR^'^  die  Mittel- 
punkte aller  Ellipsen  imd  der  andere  die  Mittelpunkte  aller  Hyperbeln 
des  Büschels.  Im  dritten  Falle  besteht  das  Büschel  auch  aus  lauter 
Hyperbeln  und  einer  einzigen  Parabel.  Der  Kegelschnitt  Wl^^^  geht 
durch  die  Mitten  der  sechs  Seiten  des  vollständigen  Vierecks,  welches 
von  den  Grundpunkten  des  Büschels  gebildet  wird,  und  durch  die  drei 
Diagonalpunkte  desselben,  das  gemeinschaftliche  Polardreieck  für  alle 
Kegelschnitte  des  Büschels.  Jedes  Paar  conjugirter  Durchmesser  des 
Kegelschnitts  äR^^  ist  parallel  einem  Asymptotenpaar  eines  Kegel- 
schnittes des  Büschels,  und  die  Axen  des  Kegelschnitts  SR^'^  sind 
parallel  den  Asymptoten-  der  einzigen  gleichseitigen  Hyperbel,  welche 
in  dem  Kegelschnittbüschel' vorkommt. 

Ausser  den  neun  Punkten,  durch  welche  der  Mittelpunktskegel- 
schnitt 9R^^  schon  mehr  als  bestimmt  ist,  können  wir  noch  andere 
Elemente  zu  seiner  Gonstruction  angeben;  es  lässt  sich  nämlich  leicht 
der  Mittelpunkt  von  fSR^^  bestimmen.  Gehen  wir  von  der  allgemein- 
sten Erzeugung  des  Kegelschnittbüschels  aus  (§.  42),  und  seien  ent- 
sprechend der  früheren  Bezeichnung  93  und  S  die  Träger  zweier 
Punktsysteme,  die  für  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  die  zu- 
gehörigen sind;  sei  der  unendlich-entfernte  Punkt  auf  S3:  b^  und  auf 
d:  c^,  und  die  ihnen  conjugirten,  d.  h.  die  Mittelpunkte  beider  Punkt- 
systeme auf  93  und  S,  mögen  f»6  und  nie  heissen,  dann  sind  mf,  und 
b^  ein  Paar  conjugirter  Punkte  für  das  ganze  Büschel,  ebenso  nie  und 
c^,    folglich  (Seite    153)  auch  die  Schnittpunkte    (fn^Wc,  b^c^)    und 
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(ntbC^,  meb^),  also:  wenn  wir  durch  m^  und  me  Parallelen  zu  (5  und 
83  ziehen,  die  sich  in  s  treflfen  mögen,  so  ist  s  der  conjugirte  Punkt 
zu  dem  unendlich-entfernten  auf  der  Verbindungslinie  mt^mc'^  folglich 
muss  s  auf  dem  Mittelpunktskegelschnitt  SK^*)  liegen,  denn  s  ist  der 
conjugirte  zu  einem  unendlich-entfernten  Punkte  in  Bezug  auf  das 
Büschel.  Mithin  bilden  der  Schnittpunkt  o  der  Träger  83,  S,  die 
Punkte  ntb  und  Wc  und  der  Punkt  s  ein  dem  Kegelschnitt  2R^^^  einbe- 
schriebenes Parallelogramm,  dessen  Mittelpunkt  zugleich  der  Mittel- 
punkt von  371  (^^  sein  muss;  hieraus  folgt,  dass  die  Mitte  ^  zwischen 
den  beiden  Punkten  nit  und  m«  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  äR^^^ 
ist;  dieser  lässt  sich  immer  reell  construiren,  ob  die  Grundpunkte  des 
Büschels  reell  vorhanden  sind  oder  nicht.  Hat  das  Kegelschnittbüschel 
vier  reelle  Grundpunkte,  so  folgt  hieraus  zugleich  der  bekannte  elemen- 
tare Satz:  Wenn  man  in  einem  vollständigen  Viereck  die  Mitten  jedes 
der  drei  Fciare  Gegenseiten  mit  einander  verbindet^  so  schneiden  sich  Sese 
drei  Linien  in  einetn  Punkte  und  halbiren  sich  in  demselben;  dies  ist  der 
Mittelpunkt  desjenigen  Kegelschnitts,  welche»-  die  Mittelpunkte  sämmtlicher 
dem  votlständigen  Viereck  umscJiriebenen  Kegelschnitte  enthält  und  sowohl 
durch  die  Mitten  der  sechs  Seiten,  als  auch  durch  die  drei  Diagonalptinkte 
des  vollständigen  Vierecks  hindurchgeht. 

2)  Wenn  das  Büschel  zwei  reelle  Grundpunkte  hat  und  zwei  ima- 
ginäre, welche  auf  der  zweiten  (ideellen)  gemeinschaftlichen  Secante 
liegen,  so  ist  der  Kegelschnitt  3R^^^  Ellipse,  sobald  die  ideelle  gemein- 
schaftliche Secante  zwischen  den  beiden  reellen  Grundpunkten  hin- 
durchgeht, ddLgegeii' Hyperbel,  sobald  dieselbe  die  beiden  reellen  Grund- 
punkte nicht  trennt,  eodlich  Parabel,  wenn  einer  der  beiden  reellen 
Grundpunkte  im  Unendlichen  liegt;  im  ersten  Falle  besteht  wiederum 
das  Büschel  aus  lauter  Hyperbeln,  im  zweiten  Falle  aus  einer  Gruppe 
Ellipsen,  einer  Gruppe  Hyperbeln  und  zwei  Parabeln,  im  dritten  Falle 
aus  lauter  Hyperbeln  und  einer  einzigen  Parabel.  Denken  wir  uns 
dies  Kegelschnittbüschel  nach  §.  42  durch  die  beiden  Punktsysteme 
auf  dem  einzig  reellen  Linienpaar  (83,  6),  welche  allen  Kegelschnitten 
gleichzeitig  zugehören,  erzeugt,  so  geht  der  Kegelschnitt  SDl^>  durch 
den  Schnittpunkt  dieses  Linienpaares  (den  einzig  reellen  Punkt  des 
gemeinschaftlichen  Tripels)  und  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden 
Punktsysteme  auf  83  und  ß;  durch  diese  drei  Punkte  ist  er  aber  noch 
nicht  ToUig  bestimmt;  nehmen  wir  die  Gerade  %,  die  einzig  reelle 
Seite  des  gemeinschaftlichen  Tripels,  und  das  Punktsystem  (a,  a) 
auf  ihr,  welches  von  den  Kegelschnitten  des  Büschels  ausgeschnitten 
wird  und  in  diesem  Falle  nothwendig  elliptisch  ist,  so  ist  der  Kegel- 
schnitt 3Jt^^  vollständig  bestimmt  durch   die  drei    genannten  Punkte 
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und  dadurch,  dass  das  bekannte  Punktsystem  (a,  a)  das  ihm  zuge- 
hörige sein  soll.     (Siehe  Seite  150). 

3)  Wenn  das  Kegelschnittbüschel  vier  imaginäre  Grundpunkte 
hat,  so  ist  der  Mittelpunktskegelschnitt  SR^^^  allemal  Hyperbel  und 
völlig  bestimmt  durch  den  Schnittpunkt  des  einzig  reellen  Linien- 
paares (S3,  ®),  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  (elliptischen)  Punkt- 
systeme auf  diesen  Trägern,  welche  gleichzeitig  allen  Kegelschnitten 
des  Buscheis  zugehören,  und  durch  die  beiden  übrigen  reellen  Tripel- 
punkte  des  gemeinschaftlichen  Tripels,  nämlich  die  Asymptotenpunkte 
des  auf  der  Polare  (31)  des  Schnittpunktes  (95,  (5)  befindlichen  hyper- 
bolischen Punktsystems,  welches  auf  dieser  Geraden  von  den  Kegel- 
schnitten des  Büschels  ausgeschnitten  wird.  Das  Kegelschnittbüschel 
besteht  also  in  diesem  Falle  immer  aus  einer  Gruppe  Ellipsen,  einer 
Gruppe  Hyperbeln  und  zwei  Parabeln;  die  Mittelpunkte  der  letzteren 
sind  die  unendlich-entfernten  Punkte  der  Hyperbel  SD?'*^  und  trennen 
die  beiden  Zweige  derselben,  deren  einer  die  Mittelpunkte  der  Ellipsen- 
gruppe, der  andere  die  der  Hyperbelgruppe  enthält;  das  Büschel  ent- 
hält nur  ein  reelles  Linienpaar  und  zwei  imaginäre  Linienpaare  (Null- 
kegelschnitte), deren  jedes  sich  auf  einen  Punkt  zusammenzieht;  dies 
sind  die  beiden  Asymptotenpunkte  des  hyperbolischen  Punktsystems 
auf  %  oder  zwei  Tripelpunkte  des  ganz  reellen  gemeinschaftlichen 
Tripels. 

Der  Mittelpunktskegelschnitt  9ß(^>  kann  in  den  Fällen  1)  und  2) 
insbesondere  ein  Kreis  werden;  alsdann  besteht  das  Kegelschnittbüschel 
aus  lauter  gleic^eitigen  Hyperbeln  (S.  233);  in  dem  Falle  1),  wo  die 
vier  Grundpunkte  des  Büschels  reell  sind,  also  drei  Linienpaare  in  dem 
Büschel  eifistiren,  deren  jedes  ein  Paar  rechtwinkliger  Geraden  sein 
muss,  folgt  die  schon  oben  gefundene  Bedingung:  die  vier  Grundpunkte 
müssen  so  liegen,  dass  einer  (jeder)  der  Höhenpunkt  des  von  den  drei 
andern  gebildeten  Dreiecks  ist.  Diese  Bedingung  lässt  sich  aber  etwas 
anders  fassen,  so  dass  sie  auch  in  dem  Falle  2)  von  nur  zwei  reellen 
Grundpunkten  bestehen  bleibt;  seien  nämlich  AB  CD  die  vier  Grund- 
punkte und  X  der  Schnittpunkt  {AB,  CD)  zwischen  Ä  und  JB,  ge- 
legen, was  nothwendig  wenigstens  einmal  unter  den  drei  Linienpaaren 
vorkommen  muss,  sobald  Wf^^  Ellipse  ist,  dann  kommt  die  vorige  Be- 
dingung darauf  hinaus,  dass  CD  auf  AB  senkrecht  stehe  und 

xA.xB  +  xC.xD  =  0    sei    (S.  232). 

Anstatt  der  Punkte  C  und  D,  welche  die  Asymptotenpunkte  des 
allen  Kegelschnitten  des  Büschels  gemeinschaftlich  zugehörigen  Punkt- 
systems auf  CD  sind,  können  wir  zwei  andere  Punkte  einführen,  die 
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Mitte  zwischen  CD,  d.  h.  den  Mittelpunkt  dieses  gemeinschaftliehen 
Punktsystems,  und  den  dem  Punkte  x  conjugirten  Punkt  |  desselben, 
d.  h.  den  vierten  harmonischen  zu  x,  C,  2),  der  dem  x  zugeordnet  ist; 
denn  nach  Seite  13.  V.  haben  wir: 

xC .  xD  =  xm  .  xi ,    also  auch 
xA  .  xB  +  xyn  .  a;|  =  0 , 

d.  h.  die  vier  Punkte  ABm^  müssen  so  liegen,  dass  jeder  der  Höhen- 
punkt des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  ist.  Soll  nun  in 
dem  Falle  2)  das  Kegelschnittbüschel  mit  zwei  reellen  und  zwei  imagi- 
nären Grundpunkten  ein  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  werden  (oder 
SW^*^  ein  Kreis),  und  denken  wir  uns  dasselbe  durch  die  beiden  den 
Kegelschnitten  zugehörigen  Punktsysteme  auf  dem  einzig  reellen  Linien- 
paar erzeugt  (§.  42),  so  ist  zunächst  erforderlich,  dass  die  ideelle  gemein- 
schaftliche Secante  zwischen  den  beiden  reellen  Grundpunkten  AB 
hindurchgehe  und  dieselbe  in  x  rechtwinklig  schneide;  ist  |  der  con- 
jugirte  Punkt  zu  o;  in  dem  auf  dieser  ideellen  Secante  gegebeneu 
(elliptischen)  Punktsystem,  welches  allen  Kegelschnitten  des  Büschels 
gleichzeitig  zugehört,  und  m  der  Mittelpunkt  desselben,  so  muss: 

xA  .  xB  +  ^w  .x%  =  0 

sein,  oder  die  vier  Punkte  ABm^  müssen  so  liegen,  dass  jeder  der 
Höhenpunkt  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  ist;  natürlich 
wird,  während  im  Falle  1)  m  ausserhalb  x^  lag,  im  Falle  2)  tn  zwischen 
xi  liegen.  Dass  in  der  That  zwei  so  gelegte  Punktsysteme  ein  Büschel 
gleichseitiger  Hyperbeln  erzeugen,  lässt  sich  auch  ^%>osteriori  leicht 
nachweisen,  indem  wir  zeigen,  dass  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch 
die  Mittelpunkte  der  beiden  Punktsysteme,  den  Schnittpunkt  x  ihrer 
Träger  geht  und  das  (elliptische)  Punktsystem  auf  der  gemeinschaft- 
lichen Polare  von  x  zu  dem  ihm  zugehörigen^  hat,  ein  Kreis  sein  muss. 
Es  bleibt  noch  der  Fall  zu  erörtern  übrig,  wenn  der  Mittelpunkts- 
kegelschnitt  SD?^^>  in  ein  Linienpaar  zerfällt.  Sind  die  vier  Grund- 
punkte des  Büschels  reell,  so  sind  auch  die  sechs  Mitten  der  Seiten 
dieses  vollständigen  Vierecks  reell;  der  Kegelschnitt  3Jl^^  enthält  aber 
dieselben,  und  damit  er  in  ein  Linienpaar  zerfalle,  müssen  wenigstens 
drei  jener  Mitten  auf  einer  Geraden  liegen;  dies  ist  nur  auf  zwei  Arten 
möglich:  entweder  haben  drei  in  einer  Ecke  zusammenstossende  Seiten 
ihre  Mitten  in  einer  Geraden,',  dann  müssen  die  drei  übrigen  Ecken 
des  Vierecks  selbst  auf  einer  Geraden  liegen,  also  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels  zerfallen  in  Linienpaare,  und  das  Kegelschnittbüschel  löst  sich 
in  eine  feste  Gerade  und  ein  gewöhnliches  StrEihlbüschel  auf;  dieser  Fall 
kann  uns  weiter  nicht  interessiren,  weil  wir  es  dann  nicht  mit  einem 
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Kegelschnittbüschel  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  zu  thun  haben; 
oder  zweitens:  drei  nicht  zasammenstossende  Seiten  des  vollständigen 
Vierecks  haben  ihre  Mitten  auf  einer  Geraden;  bilden  diese  ein  Dreiecß^ 
so  haben  wir  wieder  den  vorigen  Fall;  sind  es  aber  z.  B.  folgende 
ABy  BC,  CD,  so  folgt  daraus,  dass  das  Seitenpaar  AC,  BD  parallel 
sein  muss,  also  einer  der  drei  gemeinschaftlichen  Tripelpunkte  im  Unendr 
lidien  liegt.    Der  Kegelschnitt  äJZ^'^  zerfallt  dann  in  der  That  in  ein 
Linienpaar,  dessen  einer  Theil  die  Verbindungslinie  der  beiden  übrigen 
im  Endlichen  bleibenden  Tripelpunkte  und  dessen  anderer  Theil  die- 
jenige Gerade  ist,  welche  zwischen  den  beiden  parallelen  Seiten  des 
Vierecks  in  gleichem  Abstände  von  beiden  selbst  mit  ihnen  parallel 
läuft.     Diese  gerade  Linie  enthält  aber  eigenthümlicher  Weise  keinen 
einzigen  Mittelpunkt  eines  eigentlichen  Kegelschnitts  dieses  Büschels; 
vielmehr   muss  jeder  Punkt   von   ihr  als  der  Mittelpunkt  desjenigen 
Kegelschnitts   angesehen  werden,  der  aus   dem  parallelen  Seitenpaar 
besteht,   für   welches   eben   der  Mittelpunkt   unbestimmt   wird.     Alle 
übrigen  (eigentlichen)  Kegelschnitte  des  Büschels  haben  ihre  Mittel* 
punkte  allein  auf  derjenigen  Geraden,  welche  die  beiden  im  Endlichen 
liegenden  Eckpunkte   des   gemeinschaftlichen   Tripels   verbindet,    und 
jeder  Punkt  dieser  Geraden  ist  der  Mittelpunkt  eines  bestimmten  Kegel- 
schnitts  dieses  Büschels.    Wird  noch   ein  zweites  Seitenpaar  parallel, 
also   das  Viereck  ein  Parallelogramm,  so  tritt  aufs  Neue  der  eigen- 
thümliche  Umstand  ein,  dass  für  zwei  Kegelschnitte  des  Büschels,  die 
beiden  parallelen  Seitenpaare,  der  Mittelpunkt  unbestimmt  wird,  indem 
er  jeder  Punkt   der   durch   den  Mittelpunkt  des  Parallelogramms  zu 
einem  Seitenpaare  parallel  gezogenen  Geraden  sein  kann,  während  alle 
übrigen  (eigentlichen)  Kegelschnitte  des  Büschels  den  einzigen  Mittel- 
punkt des  Parallelogramms  zu  ihrem  Mittelpunkt  haben.     Der  Kegel- 
schnitt äR^^  löst  sich  in  dasjenige  Linienpaar  auf,  welches  von  den 
durch  den  Mittelpunkt  des  Parallelogramms  zu  den  Seiten  gezogenen 
Parallelen  gebildet  wird,  aber  dieses  Linienpaar  ist  illusorisch  als  Ort 
för  die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  des  Büschels,  weil  diese  sich 
alle  auf  einen  Punkt  concentriren. 

Auch  für  ein  Büschel  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären 
Grundpunkten  oder  mit  vier  imaginären  Grundpunkten  l^ann  der 
Mittelpunktskegelschnitt  SR^^^  nur  zerfallen,  wenn  das  einzig  reelle 
Linienpaar,  welches  in  dem  Büschel  vorkommt,  zu  einem  Paar 
Parallellinien  wird,  also  ihr  Schnittpunkt,  d.  h.  ein  Punkt  des 
gemeinschaftlichen  Tripels,  in  die  Unendlichkeit  geht;  der  Mittel- 
punktskegelschnitt 3J2^^)  zerfallt  dann  in  ein  Linienpaar,  dessen  einer 
Theil  die  Verbindungslinie  der  beiden  übrigen  Tripelpunkte  ist,  wäh- 
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rend  der  andere  Theil  wieder  illusorisch  wird,  weil  der  Mittelpunkt 
eines  Kegelschnitts,   welcher   aus   einem  Paar   Parallellinien   besteht, 
unbestimmt  ist.     Noch  mehr  specialisirt  sich  das  Eegelschnittbüschel, 
wenn  ein  Theil  des  Linienpaares,  welches  in  demselben  vorkommt,  in 
die  Unendlichkeit  geht  (zu  &^  wird);  alsdann  mQssen,  weil  das  auf  dieser 
Geraden  befindliche  Punktsystem  allen  Kegelschnitten  des  Büschels  gleich- 
zeitig zugehört,  sämmtliche  Kegelschnitte  in  dem  Büschel  ähnlich  und 
ähnlich-liegend  sein,  denn  die  Systeme  der  conjugirten  Durchmesser, 
welche  mit  dem  auf  @^  befindlichen,  den  Kegelschnitten  zugehörigen 
Punktsystem  perspectiyisch  liegen,  werden  alle  gleich;  ist  das  Punktsystem 
auf  &^  hyperbolisch,  so  sind  sie  ähnliche  Hyperbeln,  ist  es  elliptisch,  so 
sind  sie  ähnliche  Ellipsen.    Hierher  gehören  die  beiden  Kreisbüsckd  mit 
reeller  oder  ideeller  gemeinschaftlicher  Secante,  deren  zweite  (ideelle) 
gemeinschaftliche  Secante  @^  ist;  das  auf  ihr  befindliche  Punktsystem 
ist    ein .  solches ,    dass  je  zwei   conjugirte   Punkte   in   rechtwinkligen 
Sichtungen    liegen,    oder    die    beiden    imaginären    Kreispunkte    auf 
&^    die   imaginären   Asymptotenpunkte    dieses    (elliptischen)    Punkt- 
systems sind.   Der  Mittelpunktskegelschnitt  äß^^^  zerfällt  natürlich  eben- 
falls in  eine  gerade  Linie,   die  Verbindungslinie  der  übrigen   beiden 
(reellen  oder  imaginären)  Punkte  des  gemeinschaftlichen  Tripels,  welche 
sämmtliche  Mittelpunkte  der  (eigentlichen)  Kegelschnitte  des  Büschels 
enthält,  und  in  einen  illusorischen  Theil,  welcher  mit  ®^  zusammenfällt. 
Schliesslich  möge  noch  der  besondere  Fall  in  Betracht  gezogen 
werden,  wenn  der  Mittelpunktskegelschnitt  9K<*>  eine  gUichseitige  Hy- 
perbel wird;  das  Punktsystem  auf  ®^,  welches  von  dem  Kegelschnitt- 
büschel ausgeschnitten  wird,  muss  in  diesem  Fall  hyperbolisch  sein 
und  seine  beiden  Asymptotenpunkte  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen 
Richtungen  haben;  aus  der  in  §.  43  angestellten  Betrachtung  folgt, 
dass  die  Gerade  £  durch  den  Mittelpunkt  des  Hülfskreises  ß^^^  gehen 
muss;  und  da  jeder  Punkt  in  der  Geraden  £  ein  Strahlsystem  in  dem 
Peripheriepunkte  B  des  Kreises  Ä^*^  hervorruft,   welches   dem  System 
der  conjugirten  Durchmesser  eines  Kegelschnitts  des  Büschels  parallel 
läuft,  so  muss  unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  ein  Kreis  vor- 
kommen,  weil  unter  jenen   Strahlsystemen    ein  circulares  vorkommt; 
wir  schliessen  daher:  Der  Mittelpunktskegelschnitt  SD?^*>  wird  gleich- 
seitige Hyperbel,    sobald   in  dem  Büschel  ein  Kreis  vorkommt  oder 
diejenige  Ellipse   des  Büschels,   welche  unter   allen   dem   Kreise   am 
nächsten   kommt,   selbst   ein  Kreis  wird.     Da   wir   aus  dem  Obigen 
wissen,  dass  die  Asymptoten  des  Mittelpunktskegelschnitts  i[R^>  allemal 
die  Richtungen  zweier  coiijugirten  Durchmesser  für  jeden  Kegelschnitt 
des  Büschels  haben,  so  folgt,  weil  diese  für  die  gleichseitige  Hyperbel 


EegelschnittbüBchel  und  Kegelschnittschaar.    §.  48.  311 

zu  einander  rechtwinklig  sind^  dass  sie  den  Bichtuhgen  der  Axen 
sämmtlicher  Kegelschnitte  des  Büschels  parallel  laufen.  Wir  haben 
daher  folgenden  Satz: 

Wenn  unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  ein  Kreis  enthalten  ist, 
so  sind  die  Axen  sämmtlicher  Kegelschnitte  des  Büschels  zwei  bestimmten 
zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  paräHel,  welche  zugleich  mit  den 
Richtungen  der  Axen  der  beiden  in  dem  Büschel  enthaltenen  Parabeln 
jgusammenfaUen  oder  auch  mit  den  Richtungen  der  Asymptoten  derjenigen 
gleichseitigen  Hyperbel  2St^^\  welche  die  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte 
des  Büschels  enÜiält  Nehmen  wir  insbesondere  die  vier  Grundpunkte  des 
Büschels  reell  an  und  berücksichtigen  die  drei  Linienpaare  des  Büschels, 
deren  Axen  die  Halbirungslinien  ihres  Winkels  und  Nebenwinkels  sind, 
so  resultirt  der  bekannte  elementare  Satz:  Halbirt  man  in  einem  Kreis- 
tiereck  die  Winkel  und  Nebenwinkel  jedes  der  drei  Seitenpaare,  die  sich 
in  den  Diagonalpunkten  schneiden,  so  sind  von  diesen  sechs  Halbirungs- 
linien drei  und  drei  parallel,  und  die  drei  ersten  stehen  auf  den  drei 
letzten  senkrecht*).  Diese  beiden  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen 
sind  zugleich  die  der  Axen  sämmtlicher  Kegelschnitte,  welche  durch 
die  vier  Ecken  des  Kreisvierecks  gehen. 

Hiervon  lässt  sich  beiläufig  eine  nützliche  Anwendung  machen:  Ist 
ein  Kegelschnitt  in  der  Ebene  gezeichnet,  so  findet  man  hiemach  leicht  die 
Richtungen  seiner  Axen,  indem  man  einen  beliebigen  Kreis  hindurch- 
legt und  die  vier  Schnittpunkte  paarweise  durch  Linienpaare  verbindet; 
die  Halbirungslinien  von  Winkel  und  Nebenwinkel  eines  solchen 
Linienpaares  sind  den  Axen  des  gegebenen  Kegelschnitts  parallel. 
Halten  wir  den  Kegelschnitt  fest  und  zwei  von  den  Schnittpunkten 
mit  dem  Kreise,  verändern  aber  den  Kreis  selbst,  so  das&  er  ein  Kreis- 
büschel mit  zwei  reellen  Grundpunkten  durchläuft,  dann  wird,  weil  von 
einem  Linienpaar  der  eine  Theil  und  die  Halbirungslinie  unveränderte 
Richtung  behalten,  auch  der  andere  Theil  beständig  sich  parallel 
bleiben;  also:  Legt  man  durch  zwei  feste  Punkte  eines  Kegelschnitts 
beliebig  viele  Kreise,  so  hat  jeder  derselben  mit  dem  Kegelschnitt 
noch  eine  zweite  (reelle  oder  ideelle)  gemeinschaftliche  Secante,  deren 
Richtung  constant  bleibt.  Dies  ist  ein  specieller  Fall  eines  auf  S.  239 
allgemein  bewiesenen  Satzes.  Lassen  wir  die  beiden  Punkte  des 
Kegelschnitts,  durch  welche  das  Kreisbüschel  gelegt  wurde,  zusammen- 
fallen, so  dass  die  gemeinschaftliche  Secante  eine  Tangente  in  einem 
Punkte  P  des  Kegelschnitts  wird  und  die  Kreise  in  demselben  Punkte 
diese   Gerade  berühren,   also  ihre  Mittelpunkte  auf  der  Normale  des 

*;  Geometrische  Aufgaben  und  Lehrs&tze  von  J.  Steiner,  CreUe'ß  Journal,  Bd.  II, 
8.  97. 
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Kegelschnitts  in  dem  angenommenen  Punkte  haben,  so  folgt:  Zieht 
man  in  einem  Punkte  P  eines  Kegelschnitts  Tangente  nnd  Normale  und 
beschreibt  eine  Reihe  von  Kreisen ,  welche  ihre  Mittdpnnkte.  in  der 
Normale  haben  und  durch  den  angenommenen  Punkt  P  des  Kegelschnitts 
gehen,  so  hat  ein  jeder  derselben  mit  dem  Kegelschnitt  noch  eine 
zweite  (reelle  oder  ideelle)  gemeinschaftliche  Secante,  welche  be- 
ständig sich  parallel  bleibt  und  mit  den  Axen  des  Kegelschnitts  die- 
selben Winkel  bildet,  wie  die  Tangente  in  dem  angenommenen  Punkte 
P  des  Kegelschnitts,  aber  in  symmetrischer  Lage  sich  befindet. 
Fasst  man  nur  diejenigen  Kreise  dieses  besonderen  Büschels  auf,  welche 
den  Kegelschnitt  in  noch  zwei  reellen  Punkten  schneiden,  deren  Ver- 
bindungslinie die  constante  Richtung  hat,  so  wird  man  einen  solchen 
ausgezeichneten  Kreis  auffinden  können,  für  welchen  von  den  beiden  noch 
übrigen  Schnittpunkten  mit  dem  Kegelschnitte  einer  P  selbst  wird, 
und  dieser  muss  der  Krümmungskreis  für  den  Punkt  P  des  Kegelschnitts 
sein,  weil  er  durch  drei  unendlich-nahe  Punkte  desselben  geht  (S.  208); 
man  findet  hieraus  folgende  einfache  Construction  des  Krümmungskreises, 
welche  von  der  in  §.  38  angegebenen  wesentlich  verschieden  ist:  Um 
für  einen  Punkt  P  eines  gegebenen  Kegelschnitts  den  Krümmungskreis 
zu  erhalten,  ziehe  man  die  Tangente  in  P  und  eine  zweite  Gerade 
durch  P,  welche  zu  einer  der  Axen  des  Kegelschnitts  dieselbe  Neigung, 
aber  symmetrische  Lage  hat  wie  die  Tangente;  trifft  diese  zweite 
Gerade  den  Kegelschnitt  zum  andern  Male  in  P',  so  lege  man  durch 
P  und  P'  einen  Kreis,  welcher  seinen  Mittelpunkt  auf  der  Normale 
für  P  hat;  dies  ist  der  gesuchte  Krümmungskreis  an  dem  Punkte  P  des 
Kegelschnitts.  Hieran  knüpft  sich  der  elegante  Joachifnsih(iF6ch.e  Beweis 
eines  auf  die  Krümmungskreise  eines  Kegelschnitts  bezüglichen  Theorems 
von  Steiner*),  (Siehe  Aufgaben  und  Sätze  zum  zweiten  Abschnitt.) 

§.  49.    Polar-Elgenschaften  der  Kegelschnittschaar. 

Den  im  §.  47  bewiesenen  allgemeinen  Polar -Eigenschaften  des 
Kegelschnittbüschels  stehen  gleichlaufende  der  Kegelschnittschaar  zur 
Seite,  deren  Beweis  dem  dort  geführten  ohne  Schwierigkeit  nachge- 
bildet werden  kann.  Um  indessen  die  dem  §.  42  zu  Grunde  liegende 
Betrachtung  noch  klarer  hervortreten  zu  lassen,  geben  wir  die  polare 
Nebenbetrachtung  in  etwas  anderer  Form  und  leiten  daraus  die  Polar- 
Eigenschaften  der  Kegelschnittschaar  mit  zum  Theil  anderen  Be- 
weisen direct  ab.  Sind  Ä  und  B  die  Mittelpunkte  zweier  heltd^igen 
Strahlsysteme   in  der  Ebene  und  (a,   a)   irgend  ein   Faar  conjtigirter 

•)  Siehe  Grelle's  Journal  Bd.  XXXVI,  S.  95. 
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Strahlen  des  ersten,  {h,  ß)  ein  Strahlenpaar  des  zweiten  Sircüüsystems, 
so  häden  sämmÜiche  Kegelschnitte  in  der  Ebene,  für  welche  diese  beiden 
Sirahlsysteme  die  ihnen  zugehörigen  sind  (S.  139)^  d.  h.  je  ztvei  conjugirte 
Strahlen  der  StraMsysteme  aa  und  bß  ztoei  conjugirte,  Strahlen  in  Bezug 
auf' den  Kegelschnitt  sind^  eine  Kegetschnittschaar, 

Die  Eegelschnitte  dieser  Schaar  haben  vier  reelle  gemeinschaft- 
liche Tangenten^  sobald  die  beiden  gegebenen  Strahlsysteme  hyper- 
bolisch sind,  nämlich  die  Asymptoten  g,  h  des  einen  mid  g^,  h^  des 
andern  Strahlsystems,  und  es  können  beliebig  viele  Eegelschnitte  der 
Schaar  vermittelst  dieser  vier  reellen  gemeinschaftlichen  Tangenten 
auf  bekannte  Weise  construirt  werden.  Wenn  dagegen  nur  eines  der 
beiden  Strahlsysteme  hyp*erbolisch,  das  andere  elliptisch  ist;  so  haben 
die  Eegelschnitte  nur  i&wei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten^  die 
Asymptoten  des  hyperbolischen  Strahlsystems ,  und  man  sagt  der 
Analogie  wegen  ^  sie  haben  ausserdem  zwei  imaginäre  gemeinschaft- 
liche Tangenten;  endlich  wenn  beide  gegebenen  Strahlsysteme  elliptisch 
sind,  so  sagt  man,  die  Eegelschnitte  der  Schaar  haben  vier  imaginäre 
gemeinschaftliche  Tangenten;  in  diesen  beiden*  letzten  Fällen  lassen 
sich  sämmtliche  Eegelschnitte  der  Schaar  auf  folgendem  reellen  Wege 
construiren:  Die  Verbindungslinie  AB  ist  ein  Strahl,  der  sowohl  dem 
einen,  a^s  dem  andern  Strahlsystem  angehört;  im  disten  Strahlsystem 
möge  er  durch  l  und  sein  .conjugirter  durch  A,  im  zweiten  Strahl- 
system durch  fi  und  sein  conjugirter  durch  m  bezeichnet  werden;  die 
Strahlen  A  und  m  treffen  sich  in  einem  Punkte  C,  welcher  zum  Mittel- 
punkte eines  dritten,  vollständig  bestimmten,  von  den  beiden  gegebenen 
Strahlsystemen  abhängigen  Strahlsystems  wird;  treffen  sich  nämlich 
irgend  zwei  Strahlen  a  und  b  der  beiden  ersten  Strahlsysteme  in  dem 
Punkt  (a,  b)  und  die  conjugirten  in  dem  Schnittpunkt  (a,  ß),  ,so  sind 
die  Verbindungslinien  dieser  beiden  Punkte  mit  C  zwei  Strahlen  c  und 
y  des  dritten  Strahlsystems  (c,  y),  welches  wir  in  seiner  Totalität 
erhalten,  wenn  wir  die  Paare  (a,  a)  und  (b,  ß)  beliebig  verändern. 
In  der  That,  halten  wir  zuerst  a  und  a  fest  und  verändern  b  und  ß, 
so  beschreiben  die  Strahlen  c  und  y  zwei  auf  einander  liegende  pro- 
jectivische  Strahlbüschel,  bei  denen  die  Schenkel  entsprechender  gleicher 
Winkel  verkehrt  auf  einander  fallen;  denn  die  vier  Strahlen  acccy 
bilden  allemal  ein  vollständiges  Vierseit,  dessen  drei  Paar  Gegenecken 
mit  B  verbunden  drei  Strahlenpaare  eines  Strahlsystems  liefern;  von 
diesen  ist  das  eine  b,  ß,  das  andere  iim,  also  auch  das  dritte  ein  solches, 
welches  dem*  gegebenen  Strahlsystem  (B)  angehört;  hieraus  folgt, 
dass,  wenn  ein  Strahl  y^  auf  c  fällt,  nothwendig  c^  auf  y  fallen  muss, 
folglich  bilden   cy   ein  Strahlsystem  (S.  59),     Dasselbe  Strahlaystem 
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geht  auch  heryor,  wenn  wir  b,  ß  fest  halten  und  a,  a  verändern;  denn 
die  Strahlen  CA,  CB  sind  in  dem  einen  und  dem  andern  Falle  ein 
Paar  conjugirter  Strahlen^  und  ein  zweites  gemeinschaftliches  Paar  ist 
selbstverständlich  .dasjenige^  welches  nach  den  Schnittpunkten  der  fest- 
gehaltenen  Strahlen  {a,  h)  und  (a,  ß)  hingeht;  folglich  coincidiren  die 
in  beiden  Fällen  erhaltenen  Strahlsysteme  (c,  y).  Da  CA  und  CB 
ein  Paar  conjugirter  Strahlen  dieses  dritten  Strahlsyst^ms  sind,  so 
wollen  wir  sie  mit  n  und  v^  bezeichnen,  so  dass  also  CA  «=  n  «»  Jl; 
CB  =  w  =  1/  und  AB  =  ?  =  ^  ist,  und  (?,  X)  (m,  ^)  (n,  v)  drei 
Paare  conjugirter  Strahlen  beziehlich  in  den  drei  Strahlsystemen  {A) 
{B)  (C)  sind.  Diese  drei  Strahlsysteme  stehen  daher  in  dem  eigen- 
thümlichen  Zusammenhange  mit  einander,  dass,  wenn  irgend  drei 
Strahlen  abc  derselben,  durch  einen  Punkt  gehen,  die  conjugirten 
Strahlen  aßy  ebenfalls  durch  einen  Punkt  gehen. 

Hieraus  folgt  ein  weiterer  bemerkenswerther  Zusammenhang  der 
drei  Strahlsysteme  (A)  {B)  (C),  Denken  wir  uns  um  das  Dreieck 
ABC  einen  beliebigen  Kegelschnitt  R^^  gelegt,  so  schneidet  bekanntlich 
jedes  Strahlsystem  Sehnen  in  dem  Kegelschnitt  aus,  die  durch  einen 
Punkt  laufen  (S.  151);  nennen  wir  diesen  der  Kürze  wegen  den  yßehnenpo^^ 
des  Strahlsystems,  dann  müssen  die  drei  Sehnenpole  a,  6,  c  der 
resp.  Strahlsystenft  {A)  (B)  (C)  in  einer  Geraden  liegen.  Denn  nehmen 
wir  irgend  einen  Punkt  Pdes  Kegelschnitta  ft^^^  und  ziehen  AP,  BF,  CP^ 
so  müssen  die  conjugirten  Strahlen  sich  in  einem  Punkte  77  treffen; 
mögen  All,  BII,  CTI  dem  Kegelschnitt  Ä^*^  resp.  in  a6c  begegnen, 
dann  werden  AP,  Aa  ein  Paar,  AB^  AC  ein  zweites  Paar  conju- 
girter Strahlen  des  Strahlsystems  {A),  also  Pa  und  BC  zwei  Durch- 
bohrungssehneU)  der  Schnittpunkt  {Pa,  BC)  =«  a  der  Sehnenpol  des 
Strahlsystems  {A)  sein;  ebenso  (P6,  CA)  =  b  der  Sehnenpol  des 
Strahlsystems  {B),  uiid  endlich  {Pc,  AB)  =  c  der  Sehnenpol  des  Strahl- 
Systems  (C).    Wir  haben  nun  das  Pa5(?a?sche  Sechseck: 

aPbBCA, 

also  die  Schnittpunkte: 

(Pa,  BC)    (Pb,  CA)    (Aa,  Bb)        oder 
a  "b  n 

in  gerader  Linie;  andererseits  das  Po^coZ'sche  Sechseck: 

bPcCAB, 
also  die  Schnittpixnkte: 

(Pb,  CA)    {Pc,  AB)    {Bb,  Cc)        d.  h. 
b  c  n 

in  gerader  Linie;  da  nun  beide  Geraden  die  Punkte  b  und  77  gemein 
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haben ^  so  fallen  sie  zusammen^  folglich  liegen  abc  in  einer  Geraden 
w.  z.  b.  w.,  also  gilt  der  Satz: 

Die  drei  in  Betracht  kommenden  Strahlsysteme  (Ä)  (JB)  (C)  haben 
den  eigentkümlichen  Zusammenhang ,  dass,  tvenn  man  einen  beliebigen 
Kegelschnitt  um  ABC  legt  und  die  Sehnenpole  (d.  h.  Durchschnittspunkte 
der  Durchbohrungssehnen)  der  drei  Strahlsysteme  für  den  Kegelschnitt  be- 
stimmt^ dieselben  alleffial  in  einer  Geraden  liegen. 

Mit  BerQcksichtigung  der  oben  (S.  252)  bemerkten  Eigenschaft; 
dass  irgend  drei  Paar  Strahlen  aus  solchen  drei  Strahlsystemen  (J.)(J5)(C) 
allemal  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  sind;  können  wir  folgen- 
den Satz  aussprechen: 

Haben  wir  ein  Dreieck  ABC  im  Kegelschnitt  und  eine  beliebige 
Transversale,  welche  die  Dreiecksseiten  BC,  CA,  AB  resp.  in  abc  trifft; 
ziehen  tmr  durch  abc  drei  beliebige  Strahlen,  deren  erster  in  a  und  a\  der 
zweite  in  ß  und  ß^,  der  dritte  in  y  und  y^  dem  Kegelschnitte  begegnet, 

so  berühren  die  sechs  Strahlen  Aa,  Aa^,  Bß,  Bß^,  Cy,  Cy^,  einen 

• 

neuen  Kegelschnitt  ^ 

Wenn  wir  nun  irgend  zwei  conjugirte  Stralilen  c,  y  des  Strahl* 
Systems  (C)  als  die  Träger  zweier  projectivischer  Punktreihen  auf- 
fassen, welche  von  zwei  yeränderlichen  conjugirten  Strahlen  x,  £  des 
ersten  Strahlsystems  {A)  fixirt  werden  [oder  auch  von  einem  Strahlen- 
paar y,  71  des  zweiten  Strahlsystems  {B)'\,  so  erzeugen  diese  beiden 
projecti vischen  Punktreihen  einen  Kegelschnitt,  welcher  die  Träger  c 
und  y  berührt  und  die  Strahlen  x^  zu  eineta  Paar  conjugirter  Strahlen 
hat;  denn  es  sind  die  Schnittpunkte  (c,  x),  (y,  |)  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte  der  beiden  projecti  vischen  Punktreihen,  aber  auch 
gleichzeitig  {c,  |),  {y,  x)  sind  entsprechende  Punkte;  die  beiden  Pro- 
jectionsstrahlen  und  c,  y  bilden  ein  dem  Kegelschnitt  umschriebenes 
Yierseit,  dessen  zwei  Diagonalen  x  und  ^  sind;  folglich  sind  x  und  S 
conjugirte  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt;  da  dasselbe  von 
jedem  Paar  x1^  gilt,  so  ist  das  ganze  Strahlsystem  (A)  dasjenige, 
welches  dem  construirten  Kegelschnitte  zugehört,  und  da  dieselben 
beiden  erzeugenden  Punktreihen  auf  c  und  y  auch  durch  y,  17  fixirt 
werden,  so  gilt  die  genannte  Eigenschaft  auch  für  das  zweite  ge- 
gebene Strahlsystem  (B).  Der  Kegelschnitt  hat  also  die  beiden  ge- 
gebenen Strahlsysteme  zu  den  ihm  zugehörigen  und  gehört  daher  nach 
unse^^er  Definition  der  Schaar  an.  Verändern  wir  das  willkürlich 
gewählte  Paar  c,  y  des  dritten  Strahlsystems,  so  erhalten  wir  sämmt- 
liche  Kegelschnitte  der  Schaar  durch  reelle  Construction.  Die  Strahlen- 
paare z,  i  des  dritten  Strahlsystems  sind  die  Tangentenpaare  aus  dem 


/ 
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Punkte  C  an  die  Kegelschnitte  der  Schaar;  die  Verbindungslinie  AB 
ist  die  Polare  des  Punktes  C  für  sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar 
und  das  Punktpaar  Äj  B  ein  specieller  Kegelschnitt  derselben.  Die 
drei  Strahlsysteme  (Ä)  {B)  (C)  stehen  hinsichtlich,  ihrer  Natur  in  fol- 
gendem Zusammenhange: 


Strahlsjstem 


Strahlsjstem 


Strahlsjstem 


Kegelschnittschaar 


von 


elliptisch 
hjperbolisch 
elliptisch 
hjperbolisch 


hjperbolisch 
elliptisch 
elliptisch 
hjperbolisch 


vier  imag.  gem.  Tangenten 
zwei  reellen,  zwei  imag.  Tang, 
zwei  imag.,  zwei  reellen  Tang, 
vier  reellen  gem.  Tangenten. 


I.  elliptisch 
IL  elliptisch 

III.  hyperb. 

IV.  hjperb. 

'Sind  x,  5  und  y,  rj  zwei  Paare  conjugirter  Strahlen  aus  den 
beiden  Strahlsjstemen  (Ä)  und  (B)  und,  wie  wir  wissen,  zugleich 
zwei  Paare  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  jeden  Kegelschnitt  der 
Schaar,  so  erhalten  wir  aus  ihnen  nach  dem  auf  S.  153  bewiesenen  Satze 
ein  drittes  Paar  {xy,  irj)  und  (xrjy  Jy),  welche^  ebenfalls  ein  Paar  con- 
jugirter Strahlen  sein  muss  för^sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar, 
d.  h.  die  Pole  von  einer  dieser  beiden  Geraden  für  alle  Kegelschnitte 
der  Schaar  liegen  auf  der  andern,  imd  solcher  Paare  conjugirter  Ge- 
raden können  wir  durch  Veränderung  der  Paare  x,  £  und  y,  17  unend- 
lich viele  in  doppelter  Mannigfaltigkeit  herstellen.  Irgend  zwei  Paare 
von  diesen  gefundenen  lassen  sich  wieder  zur  Herstellung  eines  neuen 
dritten  Paares  verwenden,  und  diese  Operation  hat  einen  netzartigen  Fort- 
gang bis  ins  Unendliche.  Es  entsteht  die  Frage,  ob  jede  beliebig  gegebene 
Gerade  einmal  mit  dem  einen  Theil  eines  solchen  Linienpaares  smsammenfalU? 
Diese  Frage  wollen  wir  indirect  beantworten:  Wir  wissen,  dass,  wenn 
wir  irgend  einen  Punkt  |}  in  der  Ebene  mit  ABC  durch  drei  Strahlen 
abc  verbinden,  die  drei  conjugirten  Strahlen  aßy  sich  in  einem  cor- 
respondirenden  Punkte  %  treflFen;  wir  verändern  jetzt  p  auf  einer  Ge- 
raden @  und  suchen  den  Ort  des  Punktes  it  auf;  derselbe  ist  offen- 
bar ein  Kegelschnitt,  welcher  dem  Dreieck  ABC  umschrieben  ist; 
denn  da  a  und  b  zwei  perspectivische  Strahlbüschel  beschreiben  und 
a  ein  mit  a,  ß  ein  mit  b  projectivisches  Strahlbüschel  durchläuft 
(wegen  der  Strahls jsteme),  so  sind  auch  die  Strahlbüschel,  welche  a 
und  ß  beschreiben,  projectivisch;  ihr  Erzeugniss  oder  der  Ort  des 
Punktes  n  ist  also  ein  Kegelschnitt  ^^^),  der  durch  A  und  B  und  ebenso 
auch  durch  C  geht,  und  dessen  Tangenten  in  diesen  Punkten  leicht 
zu  ermitteln  sind.  Wenn  nun  der  Kegelschnitt  ^^^^  die  Gerade  @  in 
zwei  Punkten  s  und  t  schneidet,  so  muss  für  einen  derselben,  z.  B.  s^ 
wenn   wir  uns  p  in   denselben   hineinfallend  denken^   der  correspon- 
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Fig.  78. 


(lirende  n  sowohl  im  Kegelschnitt  ^'^-^  liegen^  als  auch  in  der  Geraden 
®;  weil  s  sowohl  in  der  Geraden,  als  auch  im  Kegelschnitt  liegt; 
der  correspondirende  Punkt  zu  s  muss  also  t  sein  und  umgekehrt, 
d.  K.  es  ist  sowohl  As  und  At,  als  auch  Bs  und  Bt  je  ein  Paar 
conjugirter  Strahlen  der  beiden  gegebenen  Strahlaysteme  (^)  und  (B), 
Hieraus  folgt  nach  dem  obigen  Satze:  die  Gerade  ®  als  Verbindungs- 
linie der  Schnittpunkte  [(-4ä,  Bs)y  (Atj  Bt)]  und  die  Gerade  §  als 
Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  [(As,  Bt),  (At,  Bs)]  sind  ein 
neues  Paar  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte 
der  Schaar,  d.  h.  die  Pole  der  Geraden  &  in  Bezug  auf  alle  Kegel- 
schnitte, der  Schaar  liegen  auf  der  Geraden  §. 

Wenn  dagegen  der  ^Kegelschnitt  ^^^^  die  Gerade  ®  nicht  trifft,  so 
hören  die  Punkte  s  und  t  zu  existiren  auf,  wohl  aber  bleibt  die  Ge- 
rade $  bestehen,  denn  sie  ist  nach  der  vorigen  Construction  nichts 
anderes,  als  die  Polare  desjenigen  Punktes,  in  welchem  die  Verbindungs- 
linie AB  die  Gerade  ®  trifft,  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  &^^\  Es  ist  also  zu 
vermuthen,  dass  die  geometrische  Eigen- 
schaft der  gefundenen  Geraden  $  fort- 
bestehen wird,  aber  der  oben  gegebene 
Beweis  ist  nicht  mehr  zulässig,  und  wir 
werden  uns  für  diesen  Fall  nach  einem 
andern  Beweise  umsehen  müssen.  Um 
zunächst  die  Gerade  ^  unabhängig  von 
der  Realität  der  Punkte  s  und  t  zu  con- 
struiren,  bezeichnen  wir  (Fig.  73)  den 
Schnittpunkt  von  AB  mit  ®  durch  c, 
den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  den 
dreien  z,  A,  B,  wobei  A  imd  B  als 
zugeordnete  aufgefasst  werden,  durch  c^ 
und  endlich  denjenigen  Punkt  auf  der  Geraden  @,  welcher  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  S^'>  dem  c  conjugirt  ist,  durch  Cj,  dann  geht  ^ 
durch  C|  und  c^  und  ist  durch  diese  beiden  immer  reellen  Punkte  be- 
stimmt; bezeichnen  wir  noch  die  Schnittpunkte  von  BC  und  AC  mit 
@  durch  a  und  b,  so  wird,  weil  das  in  B  befindliche  Strahlsystem 
BC  und  BA  zu  conjugirten  Strahlen  hat,  der  zu  ^a  conjugirte  Strahl 
des  Strahlsystems  (A)  die  Tangente  in  J.  am  Kegelschnitt  St^^^  sein  und 
ebenso  der  zu  Bh  conjugirte  Strahl  des  Strahlsystems  (B)  die  Tangente 
in  B  am  Kegelschnitt  &^^\  Wir  haben  also  in  A  und  in  B  zwei  Strahlen- 
paare der  beiden  gegebenen  Strahlsysteme;  da  nun  sämmtliche  Strahlen- 
paare  in   dem  Kegelschnitt   ^^^   Durchbohrungssehnen   ausschneiden, 
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welche  für  das  ganze  Strahlsystem  durch  einen  festen  Punkt  laufen, 
so  erkennen  wir^  dass  das  in  A  gegebene  Strahlsystem  als  solchen 
Durchschnittspunkt  der  Durchbohrungssehnen  mit  S^*^  den  Punkt  a 
liefert,  und  ebenso  das  in  B  gegebene  Strahlsystem  den  Punkt  B; 
also  auch  umgekehrt:  jede  durch  Q  gehende  Sehne  trifiFb  ^^^>  in  zwei 
solchen  Punkten,  welche  mit.  A  verbunden  ein  Paar  conjugirter  Strahlen 
des  Strahlsystems  {A)  liefern  und  ebenso  für  6.  Liegt  also  a  ausser- 
halb  des  Kegelschnitts  ß^^^,  so  geben  die  Berührungspunkte  des  aus  a 
an  ^(^>  gelegten  Tangentenpaares  mit  A  verbunden  die  Asymptoten  des 
Strahlsystems  {A)y  welches  in  diesem  Falle  hyperbolisch  sein  muss; 
und  ebenso  für  b.  Die  Berührungssehne  des  aus  a  an  $£^^)  gelegten 
Tangentenpaars  geht  aber  durch  den  Pol  von  ®  in  Be^ug  auf  Ä^*^,  folg- 
lich treffen  die  beiden  Asymptoten  des  Strahlsystems  {A)  die  Gerade 
®  in  zwei  solchen  Punkten,  welche  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des- 
jenigen Punktsystems  auf  ®  sind,  welches  dem  Kegelschnitt  Ä^*^  zu- 
gehört; ebenso  treffen  die  beiden  Asymptoten  des  Strahlsystems  (B) 
die  Gerade  @  in  zwei  conjugirten  Punkten  des  dem  Kegelschnitt  Ä^-> 
zugehörigen  Punktsystems,  und  dieses  Punktsystem  ist  durch  die 
beiden  Punktpaare  vollständig  bestimmt. 

Wir  müssen  nun  untersuchen,  unter  welchen  Umständen  die  oben 
mit  s  und  t  bezeichneten  Schnittpunkte  des  Kegelschnitts  ^^'>  mit  der 
Geraden  ®  reell  oder  imaginär  werden;  da  die  von  A  und  B  nach 
ihnen  hingehenden  Strahlenpaare  für  beide  Strahlsysteme  (A)  und  (B) 
je  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  sind,  so  sehen  wir,  dass  s  und  t  das 
gemeinschaftliche  Paar  conjugirter  Punkte  zweier  auf  ®  zusammen- 
liegender Punktsysteme  sind,  welche  durch  die  gegebenen  Strahl- 
systeme {Ä)  und  {B)  ausgeschnitten  werden;  es  existirt  aber  (S.  58) 
immer  ein  reelles  gemeinschaftliches  Paar,  sobald  wenigstens  eins  der 
beiden  Punktsysteme,  also  auch  eins  der  beiden  Strahlsysteme  (^A) 
oder  {B)  elliptisch  ist,  oder  was  dasselbe  bewirkt,  sobald  wenigstens 
einer  der  beiden  Punkte  a  oder  b  innerhalb  des  Kegelschnitts  ^^'^  liegt; 
d.  h.  in  den  oben- mit  L,  IL,  IIL  bezeichneten  Fällen  ist  das  Punkt- 
paar st  reell,  also  für  eine  Kegelschnittschaar  mit  vier  imaginären 
oder  zwei  imaginären  und  zwei  reellen  gemeinschaftlichen  Tangenten; 
nur  in  dem  Falle  IV.,  also  für  eine  Kegelschnittschaar  mit  vier  reellen 
gemeinschaftlichen  Tangenten,  können  die  Punkte  s  und  t  imaginär 
werden.  Für  diesen  Fall  lässt  sich  aber  andererseits  aus  den  Eigen- 
schaften des  einem  Kegelschnitt  umschriebenen  Vierseits  (§.  27)  direct 
nachweisen,  dass  die  Pole  einer  Geraden  ®  in  Bezug  auf  sämmtliche 
Kegelschnitte  einer  Schaar^  die  einem  Vierseit  einbeschrieben  ist,  auf 
einer  zweiten  Geraden   liegen ^  und  dann,   was  noch   erforderlich   ist^ 
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zeigen,  daaa  diese  Gerade  nüt  der  obeu  construirten  Geraden  §  identisch 
ist  Das  Eratere  geschieht  aaf  analoge  Weise,  wie  in  §.  47  (8.  299): 
Ist  näoilich  das  vollständige  Vierseit,  dessen  drei  Paar  Gegen- 
ecken AB,  XS ,  Ä' S'  und  dessen  drei  Diagonalpunkte  xye  sind 
(Fig.  74),  gegeben,  so  liegen  die  Berührungspunkte  irgend  eines  dem- 


selben einbeschriebenen  Kegelschnitts  (S.  123)  paarweise  mit  den  Dii^o- 
nalpunkten  in  gerader  Linie  und  bilden  also  ein  vollständiges  Viereck, 
dessen  Diagonaldreieck  ebenfalls  xyt  ist  Wenn  nun  irgend  eine  Ge- 
rade @t  in  der  Ebene  gegeben  ist,  so  construireo  wir  den  Pol  der- 
selben in  Bezug  auf  einen  dem  Vierseit  ein  beschriebenen  Eegelscbnitt, 
indem  wir  die.BerQhrungssebne  des  durch  Ä  gehenden  Tangenten- 
paara  die  Gerade  @  in  m  und  die  Berflhrungssehne  des .  durch  H 
gehenden  Tangentenpaares  die  Gerade  @  in  tt  treffen  lassen,  sodann 
zu  dem  Tangentenpaar  in  Ä  und  J.'m  den  viertes  harmonischen  Strahl, 
ebenso  za  dem  Tangentenpaar  in  S  und  Sxi  den  vierten  harmonischen 
Stmhl  herstellen  und  den  Schnittpunkt  )}  dieser  beiden  vierten  har- 
monischen  Strahlen   aufsuchen;  dann  ist  p  der  Fol  von  %  in  Bezug 
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auf  denjenigen  dem  Vierseit  eihbesclirieb^nea  Kegelschnitt;  dessen 
Berührongsselmen  för  die  Construction  verwendet  sind.  Diese  beiden 
Berührongsselinen  schneiden  sich  in  dem  Diagonalpmikte  y  und  sind 
zu  yx  xmd  yz  harmonisch;  bei  der  Veränderong  des  Kegelschnitts 
beschreiben  also  m  und  n  ein  Punktsystem ,  d.  h.  -ewei  auf  einander 
liegende  projectivische  Punktreihen ,  folglich  Äv\.  und  Sn  zwei  pro- 
jectivische  Strahlbüschel.  Femer  sind  Am  und  Ä)f  zugeordnet  har- 
monisch mit  dem  Tangentenpaar  durch  Äj  also  beschreiben  bei  der 
Veränderung  des  Kegelschnitts  die  Strahlen  Ävx  und  ÄTf  zwei  pro- 
jectivische StrahlbQschely  ebenso  auch  Sn  und  Jff'p,  folglich  auch 
Ä)f  und  S^y  deren  Schnittpunkt  der  gesuchte  Pol  p  ist.  Diese  beiden 
von  Ä}f  und  Slf  beschriebenen  -projecti vischen  Strahlbüschel  liegen 
aber  perspectivisch',  weil  auf  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte 
zwei  entsprechende  Strahlen  zusammenfallen;  dies  tritt  nämlich  in 
dem  besonderen  Fall  ein^  wenn  die  eine  Berührungssehne  durch  Ä 
selbst  geht;  also  Äy  wird;  die  andere  Sy^  der  Kegelschnitt  der  Schaar 
aber  in  das  Punktpaar  ÄS  ausartet.  Der  Ort  des  Pols  )f  ist  daher 
derl)urchschnitt  zweier  perspectivischen  Strahlbüschel  d.  h.  eine  Gerade. 
Diese  Grerade  geht  durch  diejenigen  drei  Punkte  der  Diagonalen  AB, 
ÄS y  Ä' S' y  welche  den  Schnittpunkten  mit  @  harmonisch-zugeordnet 
sind;  insbesondere  also  auch  durch  den  obqp  mit  c^  bezeichneten  Punkt 
auf  AB\  den  Punkt;  in  welchem  sie  die  Gerade  ®  trifft;  können  vnr 
ebenfalls  angeben.  Unter  den  Kegelschnitten  der  Schaar  giebt  es 
nämlich  einen ;  welcher  zugleich  die  Gerade  @  berührt;  der  Pol  von 
®  in  Bezug  auf  ihn  ist  der  Berührungspunkt*;  und  da  dieser  in  der 
gefundenen  Ortsgeraden  von  p  liegen  musS;  so  ist  er  der  Schnil^unkt 
derselben  mit  ®.  Diesen  Punkt  t^  können  wir  mit  Hülfe  des  beson- 
deren Kegelschnitts;  welcher  dem  Vierseit  einbeschrieben  ist  und  zu- 
gleich @  berührt,  noch  anders  definiren.  Bekanntlich  (S.  152)  be- 
stimmen die  Tangentenpaare  aus  den  Punkten  einer  Geraden  an  einen 
Kegelschnitt  auf  einer  festen  Tangente  desselben  ein  Punktsystem; 
betrachten  wir  den  dem  Vierseit  einbeschrieBenen  Kegelschnitt;  wel- 
cher gleichzeitig  Qi  berührt,  so  bestimmt  das  Tangentenpaar  aus 
A  und  das  aus  B  zwei  Punktpaare  auf  ®,  welche  dies  Punktsystem 
constituiren.  Alle  Punkte  der  Geraden  AB  geben  also  Tangenten- 
paarC;  die  @  immer  in  je  zwei  conjugirten  Punkten  dies*es  Punktsystems 
treffen;  insbesondere  auch  der  Schnittpunkt  €  von.  AB  mit  @; 
von  seinem  Tangentenpaar  ist  aber  eine  @(  selbst;  also  der  eine 
Schnittpunkt  der  Berührungspunkt  Cj  und  der  andere  C;  hiemach  be- 
stimmen die  Schnittpunkte  des  Seitenpaares  durch  A  und  des  Seiten- 
paares durch  B  auf  ®  ein  Punktsystem;  von  welchem  c  und  C,  eiu 
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Paar  conjugirter  Punkte  ist.  Nach  dem  Früheren  sind  nun  die  Punkte 
q  und  C2  dieselben;  welche  dort  zur  Bestimmung  der  Geraden  ^ 
dienten;  folglich  coincidirt  die  früher  construirte  Gerade  $  auch  für 
den  Fall  einer  Kegelschnittschaar  Yon  vier  reellen  gemeinschaftlichen 
Tangenten  mit  der  jetzt  gefundenen  Ortsgeraden  der  Pole  von  ®  in 
Bezxig  auf  alle  Kegelschnitte  der  Schaar,  imd  somit  ist  für  alle 
Falle  die  Gültigkeit  des  Satzes  erwiesen:  Die  Pole  einer  Geraden  & 
in  Beßug  auf  sämmüiche  Kegelschnitte  einer  Schaar  liegen  auf  einer 
neuen  Geraden  ^^  und  also  auch  die  Pole  von  $  auf  der  Geraden  &, 
oder:  Die  Geraden  &  und  ^  sind  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  in 
Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar  und  heissen  daher 
yj/conjugirte  Gerade  in  Bezug  auf  die  KegelschniUschaar'^ 

Zu  jeder  Geraden  @  in  der  Ebene  einer  Kegelschnittschaar  gehört 
demnach  eine  bestimmte  conjugirte  Gerade^  insbesondere  zu  der  unendlich- 
entfernten  Geraden  &^  die  Mittelpunktslinie  3Sl,  auf  welcher  die  Mittel- 
punkte sämmtlicher  Kegelschnitte  der  Schaar  liegen.  Die  Paare  von 
coi^ugirten  Geraden  erfüllen  also  auf  doppelte  Art  die  ganze  Ebene. 
Fassen  wir  irgend  ein  solches  Paar  von  conjugirten  Geraden  @  und 
^  ins  Auge  und  nennen  P  ihren  Schnittpunkt  ^  so  wird  die  Polare 
von  P  in  Bezug  auf  irgend  einen  Kejgelschnitt  der  Schaar  mit  @  und 
^  zusammen  ein  Tripel  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  diesen  Kegel- 
schnitt bilden;  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  haben  ausserdem  das 
Tripel  conjugirter  Strahlen  gemeinschaftlich ^  welches  von  den  Seiten 
des  Diagonaldreiecks  xyz  gebildet  wird,  und  da  zwei  Tripel  conju- 
girter Strahlen  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  allemal  einen  neuen 
Kegelschnitt  berühren  (S.  154);  so  berührt  die  Polare  von  P  in  Bezug 
auf  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  einen  gewissen  neuen  Kegelschnitt; 
welcher  durch  die  fünf  Tangenten:  die  Seiten  des  Diagonaldreiecks 
xyz  und  die  Geraden  &  und  ^  vollständig  bestinmit  ist;  also:  Die 
Polaren  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  der 
Schaar  umhüllen  einen  Kegelschnitt;  welcher  dem  Diagonaldreiseit 
einbeschrieben  ist. 

Diese  Eigenschaft  gilt  ganz  allgemein  für  jede)i  Punkt  P 
der  Ebene ;  auch  wenn  das  Diagonaldreieck  nicht  vollständig  reell 
ist  und  der  Pimkt  P  nicht  als  Schnittpunkt  eines  reellen  Paares  con- 
jugirter Geraden  (3,  $  aufgefasst  werden  kanU;  denn  die  Schnittpimkte 
sämmtlicher  Paare  von  conjugirten  Geraden  @;  ^  erfüllen  nicht  die 
ganze  Ebene.  Um  die  Allgemeingültigkeit  der  genannten  Eigenschaft 
darzuthuU;  bemerken  wir;  dasS;  wenn  wir  zu  einem  gegebenen  Punkte 
P  die  Polare  in  Bezug  auf  irgend  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  con- 
stroiren  und  zu  ihr  wiederum  die  conjugirte  Gerade  in  Bezug  auf  die 
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Eegelschnittschaar,  die  letztere  Gerade  nothwendig  durch  P  gehen 
muss;  verändern  wir  also  den  Kegelschnitt  der  Schaar^  so  laufen 
diese  letzteren  Geraden  sämmtlich  durch  P,  und  auch  umgekehrt^ 
wenn  wir  irgend  eine  Gerade  @  durch  P  ziehen ^  so  muss  die  ihr  con- 
jugirte  Gerade  ^  in  Bezug  auf  die  Eegelschnittschaar  nothwendig  die 
Polare  von  P  in  Bezug  auf  einen  bestimmten  Kegelschnitt  der  Schaar 
sein;  denn  construiren  wir  von  dem  Schnittpunkte  (@,  §)  die  Polaren 
in  Bezug  auf  sämmÜiche  Kegelschnitte  der  Schaar,  so  umhüllen  die- 
selben nach  dem  Obigen  einen  gewissen  Kegelschnitt,  welcher  ®  und 
$  berührt,  und  die  Schnittpunkte  sämmtlicher  Tangenten  dieses  Kegel- 
schnitts mit  ®  sind  die  Pole  von  ^  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte 
der  Schaar;  diese  erfüllen  aber  die  Gerade  @  ganz,  und  unter  ihnen 
kommt  also  auch  P  vor;  es  sind  mithin  P  und  $  Pol  und  Polare  f&r 
einen  bestimmten  Kegelschnitt  der  Schaar.  Hieraus  geht  hervor,  dass 
der  Ort  der  Polaren  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  alle  K^elschnitte 
der  Schaar  identisch  ist  mit  dem  Ort  derjenigen  Geraden  $,  welche 
sämmtlichen  durch  P  gehenden  Geraden  ®  in  Bezug  auf  die  Kegel- 
schnittschaar  conjugirt  sind.  Wir  werden  also,  um  jenen  Ort  zu  be- 
stimmen, eine  veränderliche  Gerade  ®  um  den  festen  Punkt  P  drehen 
und  den  Ort  der  conjugirten  Geraden  $  aufsuchen. 

Nach  dem  F]*üheren  erschien  die  Gerade  ^  als  die  Polare  desjenigen 
Punktes  c,  in  welchem  @  von  AB  getroffen  wird,  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt Ä^*^  (Fig.  73).  Dieser  Kegelschnitt  verändert  sich  mit  ®;  läuft 
nämlich  ®  beständig  durch  einen  festen  Punkt  P,  und  haben  die  Strahlen 
APy  BF  zu  ihren  conjugirten  in  den  beiden  erzeugenden  Strahlsystemen 
(-4)  und  (jB)  die  Strahlen  J.iT,  jBü,  welche  sich  in  77  treffen,  so  geht 
der  veränderliche  Kegelschnitt  ^^^  durch  den  festen  Punkt  77  und 
ausserdem  durch  ABC,  beschreibt  also  ein  Büschel  mit  vier  reellen 
Grundpunkten.  Die  beiden  Tangenten  in  A  und  B  an  dem  Kegel- 
schnitt Ä^*>  treffen  sich  in  einem  Punkte  S,  dessen  Ort  eine  feste  Ge- 
rade sein  wird,  eine  Diagonale  des  vollständigen  Vierecks  AB  GTT, 
nämlich  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  (-4Ä,  BC)  und  (P77,  AC). 
Die  Polare  Von  c  in  Bezug  auf  S<^^  geht  aber  durch  S  und  den  vierten 
harmonischen  Punkt  c^  zu  c,  ^,  jB,  während  A  und  B  zugeordnete 
Punkte  sind;  durch  die  beiden  Punkte  S  und  q  ist  ^  bestimmt,  and 
wir  erkennen  jetzt  leicht,  dass  bei  der  Bewegung  von  ®  die  Punkte 
S  und  Cj  zwei  projectivische  Punktreihen  auf  ihren  Trägem  durch- 
laufen; zu  der  Tangente  AS  ist  nämlich  im  Strahlsystem  {Ä)  der 
Strahl  ^0  conjugirt  und  a  der  Schnittpunkt  von  ®  mit  BC.  Wenn 
sich  alsor  ®  um  den  festen  Punkt  P  dreht,  so  beschreiben  c  und  a 
perspectivische  gerade  Punktreihen  auf  JBC  und  AB^  folglich  der  vierte 
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harmonische  Punkt  q  eine  mit  C  projectivische  Punktreihe,  weil  c  und 
Ci  ein  hyperbolisches  Punktsystem  auf  ^B  constituiren;  ferner  be- 
schreibt Äa  ein  Strahlbüschel,  welches  projectivisch  ist  mit  der  Punkt- 
reihe c  und  ^S  ein  mit  Äa  projectivisches  Strahlbüschel,  weil  AS 
und  Äa  immer  zwei  conjugirte  Strahlen  des  Strahlsystems  (Ä)  sind; 
also  werden  endlich  die  von  S  und  q  durchlaufenen  geraden  Punkt- 
reihen projectivisch  sein,  und  der  Ort  der  Verbindungslinie  SCj  =  ^ 
wird  ein  Kegelschnitt,  welcher  insbesondere  auch  AB,  sowie  ÄU  und 
Bn  berührt.  Dieser  Kegelschnitt  heisst  der  Polarkegelschnitt  des  Punktes 
P  in  Bemg  auf  die  Kegelschnittschaar  und  besitzt  folgende  Eigenschaft: 

Die  Polaren  eines  Punktes  P  in  Besnig  auf  alle  Kegelschnitte  einer 
Scham-  umhvXlen  einen  Kegelschnitt,  welcher  zugleich  der  Ort  edler  Ge- 
raden ^  isty  die  m  sämmÜichen  durch  P  gehenden  Geraden  @  m  Bessug 
auf  die  Kegelschnittschaar  conjugirt  sind.  Hat  die  Kegelschnittschaar 
vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten,  so  berührt  dieser  Polarkegel- 
schnitt  von  P  allemal  die  drei  Diagonalen  des  von  dyi  vier  gemein- 
schaftlichen Tangenten  gebildeten  vollständigen  \Cierseits  und  ausser- 
dem diejenigen  sechs  Strahlen,  welche  man  erhält,  wenn  man  durch 
jede  der  sechs  Ecken  des  vollständigen  Vierseits  den  vierten  harmo- 
nischen Strahl  construirt>  zu  dem  Seitenpaar  und  dem  Yerbindungs- 
strahl  der  Ecke  mit  P,  dieseiü  letzteren  zugeordnet.  Liegt  P  ausser- 
halb des  Polarkegelschnitts,  so  ist  das  aus  ihm  an  denselben  gelegte 
Tangentenpaar  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  die  Schaar, 
und  es  giebt  zwei  reelle  Kegelschnitte  der  Schaar,  welche  durch  P 
gehen  ^  und  deren  Tangenten  in  P  eben  diese  beiden  Strahlen  sind. 

Aus  der  Eigenschaft  des  Polarkegelschnitts  folgt  zugleich  eine 
nützliche  Bemerkung:  Die  Pole  einer  Geraden  ®  in  Bezug  auf  die 
Kegelschnitte  einer  Schaar  liegen  auf  einer  Geraden  $  und  bilden  eine 
gerade  Punktreihe;  die  Pole  einer  zweiten  Geraden  &'  bilden  eine  zweite 
gerade  Punktreihe  auf  ^\  Betrachten  wir  in  diesen  beiden  Punkt- 
reihen als  entsprechende  Punkte  die  Pole  von  @  und  ®'  in  Bezug 
auf  denselben  Kegelschnitt  der  Schaar,  so  sind  die  beiden  Punktreihen 
auf  ^  und  ^'  allemal  projectivisch,  wie  auch  &  und  &'  angenommen 
werden  mögen;  denn  die  Verbindungslinie  je  zweier  entsprechender 
Punkte  umhüllt  den  Polarkegelschnitt  des  Schnittpunktes  (@,  &')  in 
Bezug  auf  die  Schaar,  welcher  zugleich  ^  und  $'  zu  Tangenten  hat, 
folglich  schneiden  alle  übrigen  Tangenten  ^  und  ^'  in  zwei  pro- 
jeetivischen  Punktreihen. 

Femer  lässt  der  Polarkegelschnitt  die  charakteristische  Eigenschaft 
der  Kegelschnittschaar  in  unmittelbarer  Weise  hervortreten;  der  Polar- 
kegelschnitt eines  beliebigen  Punktes  P  heisse  (7^^;  nehmen  wir  zuerst 
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.  all;  da^s  P  ausserhalb  C^^^  liegt;  so  geht  durch  P  ein  Tangentenpaar 
an  C^^\  welches  zugleich  ein  Paar  conjugirter  Geraden  in  Bezug  auf 

^  die  Schaar  ist;  also  für  jeden  Kegelschnitt  der  Schaar  zu  dem  Tangenten- 
paar aus  P  an  letzteren  harmonisch  gelegen  ist.  Die  sämmtlichen 
Tangentenpaare  aus  P  an  die  Kegelschnitte  der  Schaar  bilden  daher 
ein  hyperbolisches  Strahlsystem,  welches  zusammenfallt  mit  dem- 
jenigen Strahlsystem;  das  dem  Punkt  P  in  Bezug  auf  den  Polarkegel- 
schnitt  (P^  zugehört;  und  dessen  Asymptoten  eben  aus  dem  Tangenten- 
paar von  P  an  G^^  bestehen.  Wenn  dagegen  P  innerhalb  des  Polar- 
kegelschnitts G^^  liegt;  so  existirt  kein  reelles  Tangentenpaar  an  C^^\ 
aber  trotzdem  bilden  die  Tangentenpaare  aus  P  an  die  Kegelschnitte 
der  Schaar  ein  elliptisches  Strahlsystem;  welches  mit  demjenigen  zu- 
sammenfällt; das  dem  Punkt  P  in  Bezug  auf  C^^^  zugehört.  Um  dies 
zu  erkennen;  denken  wir  uns  ein  Tangentenpaar  aus  P  an  einen  Kegel- 
schnitt der  Schaar;  es  sei  &  und  &]  die  Polare  von  P  in  Bezug  auf 
denselben  sei  S;  welche  die  beiden  Berührungspunkte  auf  &  und  ®' 
verbindet;  sei  Temef  §  die  conjugirte  Gerade  von  @  in  Bezug  auf  die 
Schaar;  und  $'  die  von  @',  so  geht  ^  durch  den  Berührungspunkt 
von  ®;  und  §'  durch  den  Berührungspunkt  von  @' ,  d.  h.  die  Ver- 
bindungslinie (®§;  ®'$')  ist  identisch  mit  2.  Der  Polarkegelschnitt 
C^*^  muss  aber  die  drei  Geraden  §^'  und  ß  berühren;  weil  fi  die 
Polare  von  P  ist  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  und  ^ 
und  §'  conjugirte  Gerade  von  &  und  ®'  sind;  welche  sich  in  P  treflfen. 
Da  nun  ®,  ^  und  @\  ^'  zwei  Paare  conjugirter  Geraden  in  Bezug 
auf  die  Schaar  sind;  so  werden  auch  (S.  153)  {&@\  §§')  und  (©§',  §®') 
ein  drittes  Paar  conjugirter  Geraden  in  Bezug  auf  die  Schaar  sein, 
und  weil  von  diesen  die  erstere  durch  P  geht;  so  wird  die  letztere 
C?*^  berühren;  wir  haben  also  jetzt  vier  Tangenten  von  G^\  nämlich: 

Von  diesem  dem  Kegelschnitt  C^^>  umschriebenen  Vierseit  sind 
offenbar  die  Geraden  ®  und  &'  zwei  Diagonalen;  wie  aus  dem  Anblick 
der  Buchstaben  hervorgeht;  folghch  sind  ®  und  &  ein  Paar  conju- 
girter Strahlen  in  Bezug  auf  den  Polarkegelschuitt  C^^\  und  da  alle 
durch  P  gehende  Paare  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  denselben 
ein  Strahlsystem  bilden;  so  folgt  der  Satz: 

Die  Tangentenpaare  aus  einem  beli^ngen  Punkte  P  an  die  Kegel- 
schnitte  einer  Schaar  bilden  ein  StraMsystem,  welches  identisch  ist  mit 
demjenigen,  das  dem  Punkte  P  in  Bezug  auf  seinen  Polarkegdschnüt  C(*> 
zugehört;  also  je  zwei  Tangenten  aus  P  an  einen  Kegelschnitt  der  Schaar 
sind  ein  Paar  conjugirter  Sirahlen  in  Bezug  auf  den  PolarkegdsdmiU  C^*\ 
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DerPolarkegelschnitt  C^^  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Eegel- 
schnittschaar ist  insbesondere ;  wie  \fir  gesehen  haben  ^  dem  gemein- 
schaftlichen Tripel  coDJugirter  Strahlen  für  alle  Kegelschnitte  der 
Schaar  einbeschrieben;  dieses  Tripel  ist  aber  nur  reell,  wenn  das 
Strahlsystem  (C)  hyperbolisch  ist,  und  besteht  alsdann  aus  den 
Asymptoten  desselben  und  der  Verbindungslinie  AB,  welche  die  drei 
Diagonalen  sind.  Ist  dagegen  das  Strablsystem  (C)  elliptisch,  so 
tritt  an  die  Stelle  der  genannten  Eigenschaft  die  mit  ihr  gleichbe- 
deutende, dass  das  Strahlsystem  (C)  allefnal  dasjenige  ist,  tvelches  dem 
Punkte  C  in  Bemg  auf  irgend  einen  PolarJcegelschnitt  C^^^  zugehört.  Um 
diese  Behauptung  zu  rechtfertigen,  denken  wir  uns  den  Polarkegel- 
schnitt C^^^  eines  beliebigen  Punktes  P  auf  etwas  andere  Weise  her- 
gestellt. Construiren  wir  die  den  Strahlen  AP,  BP,  CP  conjugirten 
Strahlen  in  den  drei  Strahlsystemen  {Ä)  (B)  (C),  so  schneiden  sich 
dieselben  in  einem  Punkte  77,  und  ziehen  wir  durch  P  irgend  eine 
Gerade  ®,  welche  AB  in  c  triflFfc  (Fig.  75),  so  wird  /7c  die  feste  Ge- 
rade CP  in  einem  Punkte  X  treffen, 
so  dass  durch  die  fünf  Punkte 
ABCnX  der  oben  mit  ^^  bezeich- 
nete Kegelschnitt  bestimmt  wird, 
denn  da  CP  und  CII,  ein  Paar 
conjugirter  Strahlen  des  Strahl- 
systems (C)  sind,  so  mvißs  die  Durch- 
bohrungssehne 77X  mit  dem  Kegel- 
schnitt W^^  durch  den  Punkt  c  gehen, 
wie  es  schon  oben  für  die  Punkte 
a  und  6  nachgewiesen  ist  und  in 
gleicher  Weise  für  den  Punkt  c 
gilt;  wir  sehen  also  umgekehrt, 
dass  CP  und  77c  sich  in  einem 
Punkte  X  des  Kegelschnitts  S<*>  tref- 
fen müssen,  und  können  jetzt  von 

diesem  Kegelschnitte  ganz  abstrahiren,  indem  wir  den  zu  seiner  Be- 
stimmung dienenden  Punkt  X  allein  ins  Auge  fassen;  verbinden  wir 
die  Schnittpunkte  (^X,  HB)  =  «  und  (PX,  HA)  =  ß,  so  ist  die 
Verbindungslinie  «/}  =  §  die  conjugirte  Gerade  zu  @  in  Bezug  auf 
die  Schaar,  und  indem  wir  die  Gerade  ®  um  den  festen  Punkt  P 
drehen,  umhüllt  die  in  der  angegebenen  Weise  construirte  Gerade  ^ 
den  Polarkegelschnitt  C^^K  Diese  Construction  gestattet,  leicht  die 
Veränderung  zu  überblicken,  welche  die  Figur  durch  die  Drehung  von 
@  erfahrt;  es  beschreibt  nämlich  C  eine  gerade  Punktreihe  auf  ^P,  X 
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eine  mit  ihr  projectivische  gerade  Punktreihe  auf  OP,  a  und  ß  mit 
X;  also  auch  mit  einander  projectivische  Punktreihen  auf  IIB  und 
TIÄj  folglich  umhüllt  ^  einen  Kegelschnitt  C^^y  welcher  IIA  und 
IIB  berührt;  auch  ist  leicht  zu  erkennen ^  dass  er  AB  zur  Tangente 
hat,  dies  geht  daraus  hervor,  dass,  wenn  @  mit  PC  zusammenfallt, 
§  auf  AB  zu  liegen  kommt.  Auf  den  beiden  Trägern  TTJ.  und  IIB 
sind  mithin  einmal  A  und  B  und  dann  ß  und  a  je  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte  der  beiden  projectivischen  Punktreihen,  folglich 
liegt  der  Schnittpunkt  {Aa,  Bß)  »=  X  auf  der  Verbindungslinie  der 
Berührungspunkte  der  beiden  Träger  (S.  93),  oder,  da  X  die  Gerade 
PC  durchläuft,  so  ist  PC  die  Polare  von  77  in  Bezug  auf  den  Polar- 
kegelschnitt C^^\  femer  bilden  77^,  77 JB,  AB^  aß  ein  dem  Kegel- 
schnitt umschriebenes  Yierseit,  dessen  zwei  Diagonalen  XA^  XB 
sind;  XA  und  XB  sind  also  stets  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  in 
Bezug  auf  den  Polarkegelschnitt  (7^'^;  insbesondere  also  auch  CA  und 
und  CB,  und  auch  CP  und  (777,  weil  77  der  Pol  von  CP  ist;  folg- 
lich bestimmen  diese  beiden  Paare  conjugirter  Strahlen  das  dem 
Kegelschnitt  C^^  zugehörige  Strahlsystem  in  C  und  dieses  coincidirt 
mit  dem  Strahlsystem  ((7),  welches,  wie  früher  angegeben  ist,  von 
den  beiden  gegebenen  Strahlsystemen  (A)  und  (B)  abhängt,  indem 
CA  und  CB  ein  Paar  und  CP  und  (777  ein  zweites  Paar  conjugirter 
Strahlen  desselben  sind.  Die  obei\  ausgesprochene  Behauptung  ist  also 
erwiesen  und  der  Polarkegelschnitt  C^*^  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die 
Schaar  ist  nunmehr  dadurch  bestimmt,  dass  er  dem  Dreieck  AB  11 
einbeschrieben  ist  und  77^  und  77Jß  in  denjenigen  beiden  Punkten 
berührt,  in  welchen  sie  von  PC  getroffen  werden. 

§.  50.    Die  Kegelsclmittschaar  mit  zwei  ^reellen  und  zwei  imaginären 

gemeinschaftlichen  Tangenten. 

Die  in  §.  46  durchgeführte  Untersuchung,  welche  über  die  besondere 
Natur  der  in  einer  Kegelschnittschaar  enthaltenen  Kegelschnitte  Auf- 
schluss  gab,  beruhte  wesenjblich  darauf,  dass  die  Kegelschnittschaar 
ein  reelles  gemeinschaftliches  Tripel  xyz  besitzt,  behält  also  nur  ihre 
Gültigkeit,  wenn  die  Kegelschnittschaar  entweder  vier  reelle  gemeinschaft- 
liche Tangenten  hat  oder  vier  imaginäre;  es  bleibt  daher  eine  Lücke  für 
den  Fall,  wenn  die  Schaar  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  gemein- 
schaftliche Tangenten  besitzt,  und  diese  Lücke  auszufüllen  ist  der 
gegenwärtige  Paragraph  bestimmt,  in  welchem  die  dort  gewonnenen 
Resultate  von  einem  neuen  Gesichtspunkte  aus  den  allgemeinen  Polar- 
eigenschaftien  der  Kegelschnittschaar  nochmals  abgeleitet  werden  sollen, 
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unabhängig  davon,   ob   das   gemeinsame   Tripel   xyz  ganz   oder   nur 
zum  Theil  reell  ist. 

Gehen  wir  von  der  allgemeinsten  Erzeugung  der  Kegelschnitt- 
schaar  aus  vermittelst  der  beiden*  Strahlsysteme  (-4)  und  (J9),  von 
welchen  das  Strahlsystem  (C)  in  bestimmter  Weise  abhängt  (S.  313), 
und  nehmen  insbesondere  die  unendlich-entfernte  Gerade  @^,  so  wird 
deren  conjugirte  Gerade  9ß  in  Bezug  auf  die  Schaar  die  Mittelpunkte 
m  sämmÜicher  Kegelschnitte  der  Schaar  enthalten.  Der  unendlich- 
entfernte  Punkt  m^  dieser  Geraden  SD?  ist  der  Mittelpunkt  der  ein- 
zigen in  der  Schaar  vorkommenden  Parabel;  von  diesem  Punkte  m^ 
wollen  wir  den  Polarkegelschnitt  $'^>  in  Bezug  auf  die  Schaar  be- 
stimmen; derselbe  muss  eine  Pa/rabd  sein,  weil  die  Polare  von  m^  in 
Bezug  auf  die  einzige  in  der  Schaar  vorkommende  Parabel  @^  selbst 
ist  und  mithin  @^  eine  Tangente  von  ?ß^*)  ist;  folglich  ist  ^^'>  eine 
Parabel;  sie  berührt  9R,  weil  SD?  die  conjugirte  Gerade  zu  @^  ist  und 
®^  durch  m^  geht;  sie  berührt  ebenfalls  AB'j  das  Strahlsystem  (CT) 
ist  das  ihr  zugehörige,  wie  bei  jedem  Polarkegelschnitt  C^*^  (S.  325). 
Jede  Tangente  der  Parabel  $('>  trifft  9Vl  in  einem  Punkte  m,  welcher 
Mittelpunkt  eines  bestimmten  Kegelschnitts  der  Schaar  ist,  und  bildet 
mit  Sß  zusammen  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  dieses  Kegel- 
schnitts, weil  diese  beiden  Strahlen  und  @^  ein  Tripel  conjugirter 
Strahlen  für  einen  solchen  Kegelschnitt  sind.  Ziehen  wir  femer  titO 
und  eine  Parallele  durch  m  zu  ABj  so  haben  wir  ein  zweites  immer 
reelles  Paar  conjugirter  Durchmesser  dieses  Kegelschnitts  der  Schaar, 
weil  C  und  die  Verbindungslinie  AB  Pol  und  Polare  für  sämmtliche 
Kegelschnitte  der  Scl^aar  sind.  Durch  diese  beiden  Paare  conju- 
girter Durchmesser  ist  das  ganze  Strahlsystem  der  conjugirten  Durch- 
messer für  den  Kegelschnitt  der  Schaar,  dessen  Mittelpunkt  nt  ist^ 
vollständig  bestimmt,  und  die  Natur  dieses  Strahlsystems  giebt  Auf- 
schluss  über  die  Natur  des  Kegelschnitts,  ob  er  Ellipse  oder  Hyper- 
bel ist.  Wir  können  hiemach,  indem  wir  eine  veränderliche  Tangente 
an  der  Parabel  5ß^^^  hemmbewegen,  den  Verlauf  jenes  Strahlsystems, 
also  die  Natur  der  Kegelschnitte  der  Schaar  verfolgen  imd  gelangen 
anabhängig  von  der  Realität  des  gemeinsamen  Tripels,  von  welchem 
C  und  AB  immer  reell  sind,  zu  den  Resultaten  des  §.  46,  die  aber 
fnr  den  Fall  nur  zweier  reeller  gemeinschaftlicher  Tangenten  der 
Schaar  eine  Modification  erleiden.  , 

Zuvörderst  ist  es  nun  nöthig,  die  Construction  der  Geraden  9R  und 
der  Parabel  $<*>,  wovon  Alles  abhängt;  genauer  anzugeben.  Die  Gerade  9}{ 
wird  nach  §.  49  so  gefunden:  Ein  durchs  zu  jB  (7  gezogener  Parallelstrahl 
hat  zu  seinem  conjugirten  in  dem  Strahlsystem  {Ä)  den  Strahl  AS^  und  ein 
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durch  BzuAC  gezogener  Paxallelstrahl  hat  zu  seinem  conjugirten  in  dem 
Strahlsystem  (JB)  den  Strahl  BS]  bezeichnet  S  den  Schnittpunkt  der 
beiden  so  gefundenen  Strahlen  und  o  die  Mitte  von  AB,  so  ist  oS 
die  gesuchte  Mittelpunktslinie  3W.     • 

Ziehen  wir  sodann  durch  Ä  und  B  Parallelen  zu  3K  und  die  zu 
ihnen  conjugirten  Strahlen  in  den  Strahlsystemen  (A)  und  (JS),  welche 
sich  in  IIq  treflfen,  endlich  durch  G  eine  Parallele  zu  SK,  welche  U^A 
und  IIqB  in  a  und  ß  trifft,  so  ist  derjenige   Kegelschnitt,    welcher 
dem  Dreiseit  IIqAB  einbeschrieben  ist  und  die  Seiten  II^Ay  II^B  in 
den  Punkten  a  und  ß  berührt,  die  gesuchte  Parabel  ^<*>;  sie  berührt 
auch  ^  und  zwar,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  in  demjenigen  Punkte 
IHa,  welcher  die  Mitte  des  Abschnittes  ist,  den  IIqA  und  II^B  auf  SR 
ausschneiden;  dieser  Punkt  iHa  ist  der  Mittelpunkt  derjenigen  Hyper- 
bel,  welche  der  Schaar  angehört  und  die  Gerade  äß  zu  einer  Asym- 
ptote hat,  also   durch  den  Punkt  nt^  geht,   denn  ntA  ist  der  Schnitt- 
punkt  zweier   zusammenfallenden   Tangenten   der   Parabel   $(^>,   also 
zweier  zusammenfallenden  conjugirten  Durchmesser  eines  Kegelschnitts 
der  Schaar.    Die  Verbindungslinie  ilonu  geht  daher  nach  dem  unend- 
lich-entfernten Punkte  der  Parabel  $ß^*^  d.  h.  ist  parallel  mit  der  Axe 
derselben.     Hierdurch   ist   die  Parabel  ^^*^  mehr  als  bestimmt,   und 
es    lässt    sich    der    vorhin   angedeutete   Vorgang    deutlich   verfolgen, 
wenn  man  aus  den  sämmtlichen  Punkten  m  der  Geraden  3R  die  noch 
übrige  zweite  Tangente  an  die  Parabel  ^^*^  legt.    Bezeichnen  wir  mit 
p^    den  jedesmaligen   unendlich-entfernten    Punkt   derselben,    so   be- 
schreiben m  auf  3Ji  und  p^  auf  ®^   zwei  projectivische  Punktreihen, 
weil  SR  und  ®^  selbst  Tangenten  eines  Kegelschnitts  (der  Parabel  ^^*^) 
sind  und  daher  von  allen  übrigen  Tangenten  desselben  projectivisch 
geschnitten  werden;    bezeichnen   wir    noch    den    unendlich-entfernten 
Punkt  von  AB  durch  c^,  so  sind  nach  dem  Obigen  m(7  und  mc^  ein 
Paar,  mm^  und  nHJo^  ein  zweites  Paar  conjugirter  Durchmesser  des- 
jenigen Kegelschnitts  der  Schaar,  dessen  Mittelpunkt  m  ist,  und  durch 
diese  beiden  Paare  ist  das  ganze  Durchmessersystem  bestimmt     Um 
zu  entscheiden,  ob  ein  Strahlsystem  elliptisch  oder  hyperbolisch  ist, 
haben  wir  nachzusehen,   ob   ein  Paar    conjugirter  Strahlen  durch  ein 
zweites   und   dieses  durch  jenes  getrennt  wird  oder  nicht;  dies  lasst 
sich  leicht  bei  der  obigen  Figur  verfolgen. 

Wir  können  ims  aber  auch  des  in  §•  46  angewendeten  Hülfsmittels 
bedienen,  indem  wir  das  Strahlsystem  par.allel  mit  sich  nach  irgend  einem 
Punkte  0  eines  Hülfskegelschnitts  S<^>  verlegen;  die  Durchbohrungssehne 
je  zweier  conjugirter  Strahlen  mit  dem  Kegelschnitt  S^^^  läuft  dann  durch 
einen  festen  Punkt  P,  und  je  nachdem  dieser  Punkt  ausserhalb,  innerhalb 
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oder  auf  dem  Kegelschnitte  (£W  liegt,  ist  das  Strahlsystem  hyperbo- 
lisch, elliptisch  oder  parabolisch.  Verschieben  wir  nun,  wie  in  §.  46, 
sämmtliche  Durchmessersysteme  der  Schaar  ohne  Drehung  nach  einem 
beliebigen  Punkte  0  eines  Hülfskegelschnitts  6^*^,  so  bestimmt  jedes 
derselben  einen  Punkt  P,  und^  den  Ort  sämmtlicher  Punkte  P  für  die 
ganze  Schaar  ermitteln  wir  folgendermassen:  Die  durch  0  zu  mm^ 
tind  mc^  gezogenen  Parallelen  treffen  ß^^^  in  den  festen  Punkten  S  und 
y;  die  zu  mp^  durch  0  gezogene  Parallele  beschreibt  ein  Strahl- 
büschel, welches  perspectivisch  liegt  mit  der  Punktreihe  p^,  mid  die 
zu  m (7  gezogene  Parallele  durch  0  beschreibt  ein  Strahlbüschel,  wel- 
ches mit  der  Punktreihe  m  projectivisch  ist;  da  nun  die  Punktreihen 
m  und  p^  projectivisch  sind,  weil  ntp^  die  veränderliche  Tangente 
der  Parabel  5ß^*^  ist,  so  durchbohren  die  beiden  letzten  Strahlbüschel 
den  Kegelschnitt  ß^*^  in  Punkten,  welche  resp.  mit  den  festen  Punkten 
d  und  y  auf  S^^^  verbunden  zwei  projectivische  Strahlbüschel  liefern 
müssen;  der  Schnittpunkt  je  zweier  entsprechender  Strahlen  derselben 
ist  aber  P,  folglich  ist  der  Ort  der  Punkte  P  ein  neuer  Kegelschnitt 
®|*^,  welcher  mit  (5^'*^  die  beiden  Punkte  y  und  d  gemein  hat.  Die 
Punkte  P  dieses  Kegelschnitts  6(*>  bestimmen  Sehnen  auf  6^*^,  deren 
Schnittpunkte  mit  0  verbunden  Strahlsysteme  in  0  liefern,  welche 
den  Durchmessersystemen  der  Kegelschnittschaar  parallel  laufen;  den- 
jenigen Punkten  von  ®{*^,  welche  ausserhalb  S^^^  liegen,  entsprechen 
also  Hyperbeln  in  der  Kegelschnittschaar,  denjenigen  Punkten  inner- 
halb (5^*>  Ellipsen  und  den  beiden  Punkten  y  und  d  Parabeln,  mid 
zwar  ist  nur  die  dem  Punkte  S  entsprechende  eine  eigentliche  Parabel, 
während  die  dem  Punkte  y  entsprechende .  die  Doppellinie  AB  ist, 
welche  als  Parabel  aufgefasst  werden  kann. 

Zur  weiteren  Untersuehung  müssen  nun  zwei  Fälle  unterschieden 
werden,  nämlich  ob  der  Punkt  C  1)  innerhalb  oder  2)  ausserhalb 
der  Parabel  $^*>  liegt.  Da  das  dem  Punkte  C  in  Bezug  auf  die 
Parabel  ^^*>  zugehörige  Strahlsystem  dasjenige  ist,  welches  von  den 
beiden  als  gegeben  angenommenen  Strahlsystemen  (A)  und  (P)  ab- 
hängt (S.  313),  und  es  im  Falle  1)  elliptisch,  im  Falle  2)  hyperbolisch 
ist,  so  hat  die  Kegelschnittschaar  im  ersten  Falle  zwei  reelle  und 
zwei  imaginäre  gemeinschaftliche  Tangenten  (IT  und  III),  im  zweiten 
Falle  entweder  vier  imaginäre  oder  vier  reelle  gemeinschaftliche  Tan- 
genten (I  und  IV).  Im  ersten  Falle  können  nun  die  Kegelschnitte 
®^*>  und  (£p^  ausser  den  Punkten  y  und  d  keinen  Punkt  weiter  ge- 
meinschaftlich haben,  oder  es  kann  weiter  keins  von  den  Durchmesser- 
systemen parabolisch  werden;  denn  damit  ein  Strahlsystem  parabolisch 
sei,  müssen  zwei  beliebige  Strahlen  desselben  ein  und  denselben  con- 
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jugirten  Strahl'  haben;  welcher  dann  zu  allen  Strahlen  der  conjugirte 
ist;  es  müssten  also  auch  mm„  und  mc^  denselben  conjugirten  Strahl 
haben ;  d.  h.  eine  durch  m  gehende  Tangente  der  Parabel  •  müsste  mit 
mC  zusammenfallen;  da  aber  C  innerhalb  der  Parabel  $('>  liegt^  so 
geht  keine  Tangente  durch  ihn^  also  schliessen  wir:  Eine  Kegdschnitt- 
schaar  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  gemmnschaßlichen  Tangenten 
zerßUt  nur  in  eine  Gruppe  Ellipsen  und  eine  Gruppe  Hifperbeln,  todche 
von  einander  getrennt  werden  einmal  durch  die  einzige  in  der  Schaar 
vorJcommmende  Parabel  und  das  andere  Mal  durch  das  einzige  in  ihr 
vorkommende  Punktpaur,  Im  zweiten  Falle  dagegen  haben  die  beiden 
Kegelschnitte  6^^^  imd  Sp^  ausser  den  Punkten  y  und  ä  noch  zwei 
andere  Punkte  gemein^  welche  parabolischen  Strahlsystemen  ent- 
sprechen; die  beiden  aus  C  an  die  Parabel  ^^^^  gelegten  Tangenten 
sind  nämlich  selbst^  jede  doppelt  gedacht;  als  zwei  besondere  Parabeln 
der  Schaar  aufzufassen  imd  bilden  mit  AB  zusammen  das  reelle  ge- 
meinschaftliche Tripel  d.  h.  sind  die  drei  Diagonalen  des  entweder 
ganz  reellen  oder  ganz  imaginären  vollständigen  YierseitS;  welchem 
die  Kegelschnittschaar  einbeschrieben  ist.  In  diesem  Falle  bleiben  die 
im  §.  46  gefundenen  Resultate  bestehen:  Die  Kegelschnittschaar  be- 
steht aus  zwei  Gruppen  Ellipsen  und  zwei  Gruppen  Hyperbeln,  welche 
durch  vier  Parabeln  von  einander  getrennt  werden  u.  s.  f.  Auch  die 
interessanten  Folgerungen;  welche  sich  aus  der  Untersuchimg  des  Kegel- 
schnitts ©p^  in  §;  47  ergaben;  bleiben  hier  bestehen  mit  der  Modi- 
ficatioU;  welche  aus  der  abweichenden  Beschaffenheit  der  Kegelschnitt- 
schaar von  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten sich  von  selbst  ergiebt. 

Es  ist  der  Vollständigkeit  wegen  noch  der  üebergangsfall  zu 
untersuchen;  wenn  der  Punkt  C  auf  der  Parabel  5ß^*^  selbst  liegt;  in 
diesem  Fall  ist  das  Strahlsystem  (C)  parabolisch;  die  beiden  Asym- 
ptoten fallen  zusammen  in  eine  Gerade,  die  Tangente  in  (7  an  der  Pa- 
rabel $ß(*>;  diese  Asymptoten  sind  aber  zwei  Diagonalen  des  vollstän- 
digen Vierseitß;  welchem  die  Kegelschnittschaar  einbeschrieben  ist> 
und  da  sie  zugeordnete  harmonische  Strahlen  mit  CA  und  CB  sind; 
so  muss  der  Strahl,  in  welchem  sie  zusammenfallen;  entweder  durch 
A  oder  durch  B  gehen;  nehmen  wir  an,  er  gehe  durch  By  so  zeigt 
sich;  dass  das  durch  B  gehende  Seitenpaar  des  vollständigen  Vierseits 
zusammenfällt,  also  das  Strahlsystem  [b)  ebenfalls  parabolisch  wird, 
d.  h.  die  Kegelschnittschaar  den  speciellen  Charakter  annimmt,  in 
einem  festen  Punkte  B  beständig  dieselbe  feste  Tangente  BC  und 
ausserdem  zwei  reelle  oder  imaginäre  gemeinschaftliche  Tangenten, 
die  durch  A  geheU;   zu   besitzen;  je   nachdem   das   gegebene   Strahl- 
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System  (A)  hyperbolisch,  oder  elliptisch  ist.  Die  Eegelschnittschaar 
specialisirt  sich  also  in  diesem  Uebergangsfalle  derart  ^  dass  zwei  von 
den  gemeinschaftlichen  Tangenten  zusammenfallen. 

§.  51.    Gonjngirte  Eegelscimittbnsohel. 

Die  in  §.  42  angegebene  Erzeugung  des  Eegelschnittbüschels  aus 
zwei  beliebig  in  der  Ebene  angenommenen  geraden  Punktsystemen^ 
welche  gleichzeitig  sämmtlichen  Kegelschnitten  des  Büschels  zuge- 
hören^  führt  unmittelbar  zu  einer  eigenthümlichen  Verbindung  von  drei 
Eegelschnittbüscheln,  welche  conjugirt  genannt  werden  und  ganz 
dieselben  Eigenschaften  besitzen,  wie  zwei  conjugirte  Kreisbüschel*) 
und  ein  von  ihnen  abhängiges  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln.  In- 
dem wir  bei  d«r  folgenden  Untersuchung  dieser  Eigenschaften  nur 
einen  Fall  ins  Auge  fassen  und  zwar  der  Einfachheit  wegen  denjeni- 
gen, für  welchen  die  wesentlichsten  Theile  der  Figur  reell  werden, 
wird  es  nach  Anleitung  der  vorigen  Auseinandersetzungen  keine 
Schwierigkeit  mehr  haben,  die  übrigen  Fälle,  in  welchen  gewisse 
Theile  der  Figur  imaginär  werden,  gleicherweise  auszufahren  und  die 
dabei  eintretenden  Modificationen  zu  ermitteln. 

Wir  gehen  von  zwei  hyperbolischen  Punktsystemen  (rc,  |)  und 
(y,  fl)  auf  den  Trägem  %  und  83  aus,  mit  den  Asymptotenpunkten 
g,  h  und  gh'  (Fig.  76),  also  von  einem  Kegelschnittbüschel  mit  vier 

Fig.  76. 
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reellen  Grundpunkten  ^^ä^'ä'.  Von  diesen  beiden  als  gegeben  angenomme- 
nen Punktsystemen  hängt  nun  ein  drittes  in  gewisser  Weise  ab;  dem 
Schnittpunkt  (9,  S3)  ^  j?,  im  ersten  Punktsystem  aufgefasst,  entspricht 
nämlich  der  conjugirte  Punkt  n  und  als  cS  im  zweiten  Punldjpystem 
der  conjugirte  Punkt  o;  die  Verbindungslinie  jto,  welche  (£  heisse,  ist 
der  Träger   eines  bestimmten   dritten   Punktsystems   (j?,  (),   welches 

*}  J'.  Steiner:  Einige  geometrische  Betrachtungen,  CreUe^s  Jonmal  f.  Math. 
Bd.  I,  Seite  168. 
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dadurch  entsteht,  dass  wir  die  Schnittpunkte  von  6  mit  den  Ver- 
bindungslinien xy  und  i,ri  oder  auch  xr^  und  y|  als  je  ein  Paar  con- 
jugirter  Punkte  z  und  l  auffassen.  Es  ist  in  §.  42  bewiesen,  dass, 
wie  auch  di.e  beiden  Paare  x^  und  yq  aus  den  ersten  beiden  Punkt- 
systemen gewählt  werden  mögen,  z  §  immer  einem  und  demselben 
dritten  Ptmktsystem  angehören,  und  dass  dieses  insbesondere  hyper- 
bolisch ist  in  dem  unserer  Betrachtung  zu  Grunde  gelegten  Falle, 
wenn  (a;,  5)  und  (y,  r^)  hyperbolische  Punktsysteme  sind;  seine  Asym- 
ptotenpunkte g'Jh'  sind  diejenigen  Punkte,  in  welchen ^r/  undr/Ä'  oder 
auch  Ml   und  %'.  die  Gerade  6  treffen,  so  dass  also: 

und  die  sechs  Asymptotenpunkte  ghg'Kg'h"  die  Eckej;^  eines  vollstän- 
digen Vierseits  seui  müssen,  als  dessen  drei  Diagonalen  die  Träger 
?lS3ß  auftreten.  Die  beiden  Punktsysteme  auf  31  und  89  erzeugen  ein 
Kegelschnittbüschel,  welches  die  vier  Grundpunkte  ghg'K  hat;  die 
Kegelschnitte  dieses  Büschels  treffen  ®  in  je  zwei  Punkten  z%  ihres 
Punktsystems  d.  h.  haben  g'h"  zu  conjugirten  Punkten;  nehmen  wir 
irgend  ein  Paar  zl  als  Mittelpunkte  zweier  Strahlbüschel,  die  nach 
den  Punkten  x^  eines  veränderlichen  Punktpaares  auf  %  (oder  auch 
nach  yriy  einem  veränderlichen  Paare  auf  83)  hingehen,  so  erzeugen 
diese  beiden  projectivischen  Strahlbüschel  einen  Kegelschnitt  des 
Büschels  {ghg'K)  und  pg'h"  ist  das  gemeinschaftliche  Tripel  dieses 
Büschels.  Die  Schnittpunkte  von  S  mit  Sl  und  83,  welche  wir  n  und 
0  genannt  haben,  sind  aber  auch  gleichzeitig  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  des  Systems  {Zy  g),  und  in  diesem  Sinne  bezeichnen  wir  sie 
mit  r  und  q. 

Es   liegt  jetzt   nahe,    ebenso    wie  das   durch  die   beiden  Punkt-' 
Systeme    {x^   |)    und    (y,   iy)    hervorgerufene    Kegelschnittbüschel    ein 
zweites  Kegelschnittbüschel  aus  den  beiden  Punktsystemen  {Xy  5)  und 
{z,  g)  und  ein  drittes  aus  den  Systemen  (y,  iy)  und  {Zj  g)  hervorgehen 
zu  lassen;  diese  drei  Kegelschnittbüschel  wollen  wir  durch: 

[Sl]  mit  den  Grimdpunkten  gKg'K' 

[83]    -      .  -  g'rgh 

[®]    -      -  -  gh^K 

bezeichnen  und  conjugirte  Kegelschnittbüschel  nennen.  Solche  drei  Kegel- 
schnittlJüschel  hängen  in  eigen thümlicher  Weise  mit  einander  zusam- 
men und  bieten  eine  Reihe  von  merkwürdigen  Eigenschaften  dar, 
welche  im  Folgenden  abgeleitet  werden  sollen. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  s  in  der  Ebene  gehen  drei  Kegel- 
schnitte  ABC,   deren   jeder  beziehungsweise   einem  der   drei   conju- 
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girten  Büschel  angehört;  von  diesen  drei  Kegelschnitten  schneiden 
sich  je  zwei  ausser  in  den  drei  ersichtlichen  Punkten  noch  in  einem 
jedesmaligen  vierten,  nämlich: 

B  und  C  in  den  Punkten  g  h  s  und  ö 
C     '     A    '      .  -         gh's     '    i^ 

Ä     '    B  '     '        -         g"h"s    -    <j" . 

Die  drei  Punkte  ad'd"  liegen  in  gerader  Linie;  durch  den  Punkt 
s  giebt  es  nämlich  im  Allgemeinen  zwei  Strahlen,  die  sowohl  ^  wie 
S5  in  je  einem  Paare  conjugirter  Punkte  der  auf  ihnen  befindlichen 
Punktsysteme,  folglich  auch  S  in  einem  Paare  seines  Punktsystems 
treffen;  allerdings  können,  da  die  beiden  Punktsysteme  (x,  S)  und  (y,  rf) 
hyperbolisch  angenommen  sind,  jene  beiden  Strahlen  durch  s  auch 
imaginär  werden,  welchen  Fall  wir  nachher  untersuchen  wollen;  seien 
zuerst  die  beiden  Strahlen  durch  s  reell  und  so  beschaffen,  dass,  wenn 
der  eine  die  Träger  ?C83&  in  ahc  trifft,  der  andere  ihnen  in  den  con- 
jugirten  Punkten  aßy  begegnet,  dann  sind  die  Schnittpunkte: 

(aß,  ba)  =  <y"       (ay,  ca)  =  </       (6y,  cß)  =  0 

und  liegen  in  gerader  Linie  (Seite«  100).  Da  nämlich  aa  imd  hß 
zwei  Paare  conjugirter  Punkte  sind  für  das  Büschel  [@],  so  sind  auch 
(Seite  153)  (a&,  aß)  =  s  und  (aß,  ha)  =  {^'  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  für  das  ganze  Büschel  [&];  ebenso  ist  6  der  conjugirte  Punkt 
zu  s  für  das  Büschel  [!l]  und  </  für  das  Büschel  [S3].  Die  Tangenten 
in  s  an  den  drei  Kegelschnitten  ABC  gehen  also  resp.  durch  6c'i^'\ 
es.  trifft  aber  der  Kegelschnitt  A  die  Gerade  %  in  den  obigen  Punkten 
a  und  a,  denn  die  beiden  Strahlbüschel  mit  den  Mittelpunkten  a  und  a, 
welche  nach  den  Paaren  conjugirter  Punkte  (y,  ki)  oder  (jgf,  {;)  hin- 
gehen, erzeugen  den  Kegelschnitt  A,  weil  ah  und  aß  sich  in  s  treffen 
und  durch  diesen  einen  Punkt  der  Kegelschnitt  des  Büschels  [St]  schon 
bestimmt  ist;  hieraus  folgt,  dass  auch  {aß,  ab)  «»  (f''  ein  Punkt  des 
Kegelschnitts  A  sein  muss;  andererseits  trifft  der  Kegelschnitt  B  die 
Gerade  83  in  den  Punkten  b  und  /3,  folglich  ist  auch  (ba,  ßd)  =  o" 
ein  Punkt  des  Kegelschnitts  B,  und  da  die  Kegelschnitte  A  und  B 
bereits  die  drei  Punkte  sg"}i'  gemein  haben,  so  ist  </'  ihr  vierter 
gemeinschaftlicher  Punkt;  in  gleicher  Weise  folgt,  dass  (6y,  cß)  =  o 
der  vierte  Schnittpunkt  der  Kegelschnitte  B  und  G,  und  endlich,  dass 
(ca,  ay)  =  a'  der  vierte  Schnittpunkt  der  Kegelschnitte  A  und  C  ist. 
Wir  haben  also  folgendes  Ergebniss: 

Hat  man  drei  conjugirte  KegeUchnittbüschel,  so  gelit  durdi  einen  be- 
Hängen  Punkt  s  in  der  Ebene  aus  jedefn  Büschel  je  ein  Kegelschnitt; 
diese  drei  Kegelschnitte  ABC  hohen  eu  je  zweien  noch  einen  vierten 


334  Dritter  Abschnitt. 

gemeinschaftlichen  Punkt,  %md  zwar  B  und  G  den  Punkt  6,  C  und  A. 
den  Punkt  <y',  A  und  B  den  Punkt  </';  die  drei  Punkte  6(i^'  liegen 
in  einer  Geraden  S,  \vnd  die  drei  Strahien  sö,  s</,.  s<y"  sind  die  Tan- 
genten der  drei  Kegelschnitte  ABC  im  Punkte  s;  die  Punkte  <y<r'</'  sind 
femer  die  conjugirten  Punkte  von  s  in  Bezug  auf  die  drei  conjugirten 
Büschel.  Die  drei  Kegelschnitte  ABC  treffen  endlich  im  Allgemeinen  die 
Träger  9[93(£  der  drei  erzeugenden  Punktsysteme  in  drei  conjugirten 
Punktpaaren  aa,  hß,  cy,  und  von  diesen  sechs  Punkten  liegen  zweimal 
drei  in  je  einer  Geraden:  abc  und  a/3y,  welche  beiden  Geraden  selbst  durch 
s  gehen;  diese  drei  Punkipaare  sind  entweder  alle  drei  reell  oder  alle  drei 
imaginär.  Die  sechs  Grundpunkte  der  drei  conjugirten  Kegelschnitänischel 
bilden  ein  vollständiges  Vierseit,  und  es  giebt  eine  Kegelschnittschaar,  wdche 
dem  letzteren  einbeschrieben  ist;  von  den  beiden  möglichen  Kegelsdmitten 
dieser  Schaar,  welche  durch  s  gehen,  sind  die  beiden  Tangenten  in  s  die 
vorigen  Geraden  abc  und  aßy  und  daher  die  Asymptoten  desjenigen 
Strahlsystems  y  welches  von  den  Tangentenpaaren  aus  s  an  die  Kegelschnitt' 
schaar  gebildet  unrd.  Der  Polarkegelschnitt  von  s  in  Bezug  auf  diese 
Kegelschnittschaar  berührt  die  Geraden  abc  und  aßy  und  ist  ausserdem 
dem  Diagonaldreieck  opr  des  verständigen  Viersdts  einbeschrieben;  die 
Punkte  Ci^^'  sind  die  Pole  der  drei  Strahlen  so,  sr,  sp  in  Bezug  auf 
den  genannten  Polarkegelsdinitt,  und  die  Gerade  S  ist  also  die  Polare  voti 
s  in  Bezug  auf  denselben.  Das  Letztere  folgt  unmittelbar  daraus,  dass 
aabß  ein  diesem  Polarkegelschnitt  umschriebenes  Viereck  ist,  dessen 
Diagonaldreieck  sd^'p  ein  Tripel  in  Bezug  auf  denselben  bildet. 

Wir  müssen  jetzt  dieselben  Resultate  auch  fär  den  andern  mög- 
lichen Fall  nachweisen,  wenn  nämlich  die  beiden  durch  den  angenom- 
menen Punkt  s  gehenden  Strahlen,  welche  die  Träger  der  drei  Punkt- 
Systeme  (x,  S)  (y,  ri)  (z,  g)  gleichzeitig  in  drei  Paaren  conjugirter 
Punkte  treflfen,  nicht  reell  sind.  Hierzu  construiren  wir  den  dem 
^  conjugirten  Punkt  in  Bezug  auf  das  Büschel  [Ä],  dessen  Grund- 
punkte ghg'h'  sind  und  dessen  gemeinschaftliches  Tripel  gho  ist; 
wenn  wir  also  sg^  sh,  so  ziehen  und  die  vierten  harmonisch -zugeord- 
neten Strahlen  bestimmen,  indem  jedes  Seitenpaar  des  vollständigen 
Vierecks  ghg'W  das  andere  Paar  zugeordneter  Strahlen  ist,  so 
sind  diese  drei  vierten  Harmonischen  die  Polaren  von  s  in  Bezug 
auf  die  drei  Linienpaare  des  Büschels  [%]  und  schneiden  sich  in  dem 
zu  s  conjugirten  Punkte  6;  also  sind  die  vier  Strahlen  g  {gh's6)  vier 
harmonische  Strahlen,  ebenso  auch  h  (gKsö)  und  in  gleicher  Weise 
g  {g'h"s&)  und  h  {g"h"so)\  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhält- 
nisse: 

g  ighsö)  -  h  {g'Kso) 


Eegelschnittbüschel  und  Kegelsclmittschaar.    §.  51.  335 

folgt  aber^   dass  die   sechs  Punkte  ghgK sö  auf  einem  Kegelschnitt 
liegen,  und  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

g  (gli'sö)  =  h  {g'K'so)  , 
dass  die  sechs  Punkte  g  hg"  K's  ö  auf  einem  Kegelschnitt  liegen ;  diese  beiden 
Kegelschnitte  B  und  C,  welche  den  Büscheln  [93]  und  [£]  angehören  und 
durch  5  gehen^  schneiden  sich  also  in  dem  vierten  Punkte  <y,  welcher 
der  conjugirte  ist  zu  s  in  Bezug  auf  das  Büschel  [$(]  und  also  in  der 
Tangente  eines  durch  die  fünf  Punkte  glfi g"}i' s  gelegten  Kegelschnitts 
A  an  dem  Punkte  s  sich  befindet.  Die  in  gleicher  Weise  für  die 
Kegelschnitte  A  und  "B^  Ä  und  C  ersichtliche  Eigenschaft  bestätigt 
somit  den  ersten  Theil  des  obigen  Satzes.  Da  die  fünf  Punkte  gVg'W  s 
auf  einem  Kegelschnitte  A  liegen^  dessen  Tangente  S6  ist;  so  werden^ 
wenn  wir  die  Strahlen  sg  j  sK  als  ein  Paar  conjugirter  Strahlen^  8g'\ 
sh"  als  ein  zweites  Paar  eines  neuen  Strahlsystems  auffassen;  deren 
Durchbohrungssehnen  gK  und  g"1i'  mit  A  sich  in  o  treffen^  so  und 
sö  ein  drittes  Paar  dieses  Strahlsystems  {s)  sein  (S.  151).  Dieses 
Strahlsystem  {s)^  welches  durch  die  beiden  Strahlenpaare  sg  ^  sK  und 
sg' y  sh"  bestimmt  wird,  hat  auch  sg  und  sh  zu  einem  Paare  conju- 
girter Strahlen  und  ist  dasjenige ;  welches  von  den  Tangentenpaaren 
aus  s  an  die  Kegelschnittschaar  gebildet  wird;  welche  dem  voUdtän- 
digen  Vierseit  ghg'h'g'V  einbeschrieben  ist;  oder  (Seite  324)  das- 
jenige Strahlsystem;  welches  dem  Polarkegelschnitt  des  Punktes  s  in 
Bezug  auf  diese  Kegelschnittschaar  zugehört;  folglich  sind  so  und  sa 
ein  Paar  conjugirter  Strahlen  für  den  genannten  Polarkegelschnitt; 
andererseits  berührt  dieser  Polarkegelschnitt  die  Seiten  des  Diagonal- 
dreiecks orp,  und  06  ist,  wie  wir  gesehen  haben;  der  vierte  harmoni- 
sche Strahl  zu  oSy  or,  op,  dem  os  zugeordnet;  also  sind  auch  os  und 
o6  conjugirte  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Polarkegelschnitt  und  daher 
0  der  Pol  von  so  in  Bezug  auf  denselben;  in  gleicher  Weise  folgt, 
weil  der  Polarkegelschnitt  von  s  in  Bezug  auf  die  dem  vollständigen 
Vierseit  einbeschriebene  Schaar  unverändert  bleibt;  dass  der  Pol  von 
rs  der  Punkt  </  und  von  ps  der  Punkt  <y"  ist;  und  da  die  drei  Strahlen 
os,  rs,  ps  durch  einen  Punkt  s  geheU;  so  müssen  die  drei  Pole  <ytfV 
in  einer  Geraden  S  liegen;  welche  die  Polare  von  s  ist.  Hierdurch 
ist  der  zweite  Theil  des  obigen  Satzes  erwiesen  und  damit  zugleich 
ein  elementarer  Satz  gewonnen: 

Wenn  man^die  drei  Faare  der  Gegenecken  eines  vollständigen  Vierseits 
ghy  gKj  g'h"  mit  einem  beliängen  Punkte  s  der  Ebene  verbindet  tmd  zu 
jedem  dieser  StraMen  den  vierten  Juirmonischen  Strahl  construirt,  z.  B. 
zu  gs  und  den  beiden  sich  in  g  kreuzenden  Seiten  des  Vierseits  den 
vierten  harmonischen,  welcher  gs  zugeordnet  ist,  d)enso  zu  hs  u.  s.  /.,  so 
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schneiden  sich  solche  StraMenj  die  durch  je  zwei  Gegenecken,  z,  B.  g  und 
h  gehen,  in  einem  Funkte  ö,  die  vierten  harmonischen  Sirahlen  durch  g 
und  K  in  d  und  die  durch  g"  und  h"  in  d'  dergestalt,  dass  die  drei 
Schnittpunkte  6d  d'  in  einer  Geraden  liegen. 

Ein  besonderer  Fall  des  polaren  Nebensatzes  ist  sehr  bekannt, 
nämlich:  yjDie  Verbindungslinien  der  Mitten  der  drei  Seitenpaare  eines 
vollständigen  Vierecks  laufen  durch  einen  Punkte  (Schwerpunkt). 

Die  drei  conjngirten  Eegelschnittbüschel  [9]  [93]  [£]  haben  weitere 
bemerkenswerthe  Eigenschaften:  Legt  man  aus  irgend  einem  Punkte 
a  der  Geraden  9  das  Tangentenpaar  an  einen  Kegelschnitt  B  des 
Bfischels  [S3J;  dessen  Grundpunkte  ghg"h"  sind,  und  mögen  die  Be- 
rührungspunkte tt'  heissen,  so  geht  die  Polare  tt'  Ton  a  in  Bezug 
auf  B  durch  den  conjugirten  Punkt  a  des  Punktsystems  (x,  4),  weil 
a  der  vierte  harmonische^  dem  a  zugeordnete  Punkt  zu  agh  ist.  Die 
vier  Punkte  ghtf  auf  dem  Kegelschnitt  B  besitzen  aber  die  Eigen- 
schaft^ dass  sie  mit  irgend  einem  andern  Punkte  dieses  Kegelschnitts 
verbunden  vier  harmonische  Strahlen  liefern  (S.  125),  folglich  sind 
ebensowohl  g"  (ghtt'),  als  auch  h-'  (ghtf)  je  vier  harmonische  Strahlen 
und  aus  der  Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse: 

g''(ghtt')  =  h"{hgtf) (S.  12) 

ergiebt  sich,  dass  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen,  also  die 
vier  Punkte  gKtt'  mit  gli'  auf  einem  Kegelschnitt  A  liegen  und  dass 
die  Punkte  g'h'ti  vier  harmonische  Punkte  dieses  Kegelschnitts  A 
sind  (S.  125),  folglich  tt'  durch  den  Pol  von  gh'  gehen  muss;  der  Pol 
von  gJi  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  A  muss  aber  auf  gh  liegen, 
weil  ogh  ein  Tripel  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  ist,  also  ist  der 
Schnittpunkt  von  tt'  mit  gh,  d.  h.  der  Punkt  a  der  Pol  von  g'h'  und 
ag'  und  ah'  sind  Tangenten  des  Kegelschnitts  A  in  den  Punkten 
g'h'.  Da  femer  ogh  das  Diagonaldreieck  des  vollständigen  Vierecks 
g'h'g"h"  ist  und  die  Tangenten  des  dem  letzteren  umschriebenen 
Kegelschnitts  A  in  g'h'  sich  auf  der  Diagonale  gh  im  Punkte  a 
treffen,  so  müssen  auch  die  Tangenten  des  Kegelschnitts  A  in 
g"h'  sich  auf  der  Diagonale  gh  schneiden  in. dem  zu  gha  har- 
monisch liegenden,  dem  a  zugeordneten  Punkte,  also  in  a.  Der  Kegel- 
schnitt A  hat  also  ag"  und  ah"  zu  Tangenten  in  den  Punkten  g"  und  A". 
Fassen  wir  das  Gefundene  zusammen,  so  ergiebt  sic]^:  Legt  man  aus 
irgend  einem  Punkte  a  der  Geraden  %  das  Taugentenpaar  an  einen 
Kegelschnitt  des  Büschels  [93 J,  so  liegen  die  Berührungspunkte  auf  einem 
Kegelschnitt  A,  welcher  durch  die  vier  Punkte  ^'A'^"A"  geht  und  ag", 
ah'  zu  Tangenten  hat;  verändern  wir  daher  den  Kegelschnitt  B  des 
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Büschels  [89],  halten  aber  den  Punkt  a  fest,  so  verändern  sich  die 
Berührungspunkte  tt\  während  der  Kegelschnitt  -4,  auf  welchem  sie 
liegen  müssen,  derselbe  bleibt,  also: 

Legt  man  aus  irgend  einem  Fwnkte  a  der  Geraden  SÄ  an  sämmtlicJie 
KegeUchniüe  des  Büschels  [83]  die  Tangentenpaare  ^  so  ist  der  Ort  ihrer 
Berührungspunkte  ein  bestimmter  Kegelschnitt  A  des  BüscJiels  [ä], 
welcher  ag\  ah"  zu  Tangenten  hat.  Weil  dieser  Kegelschnitt  A 
aber  auch  ag'  und  ah'  zu  Tangenten  hat,  so  folgt:  Legt  man  aus 
irgend  einem  Punkte  a  der  Geraden  %  an  sämmtlicJie  Kegelschnitte  des 
Büschels  [6]  die  Tangentenpaare ,  so  ist  der  Ort  ihrer  Berührungspunkte 
ein  bestimmter  Kegelschnitt  A  des  Büschels  [?l],  welcher  ag  y  ah'  zu 
Tangenten  hat,  und  zwar  entsteht y  wenn  a  und  a  harmonisch  liegen  zu 
g,  A,  für  den  Punkt  a  und  das  Büschel  [85]  derselbe  Kegelschnitt  A^ 
wie  für  den  P%mkt  a  und  das  Büschel  [«&],  ebenso  auch  für  den  Punkt 
a  und  das  Büsdiel  [S]  derselbe  Kegelschnitt  A,  une  für  den  Punkt  a 
und  das  Büschel  [83];  die  Kegelsdinitte  A  und  A  sind  aber  ver- 
schieden; sie  gefwren  beide  dem  Büschel  [Ä]  an,  aber  der  erstere  hat  ag" ^ 
ah"  zu  Tangenten,  der  andere  ag',  ah'  und  zugleich  der  erstere  ag',  ah', 
der  andere  ag",  ah". 

Verändern  wir  jetzt  den  Punkt  a  (und  a)  auf  31,  so  durchläuft 
der  Kegelschnitt  A  (und  A)  das  ganze  Büschel  [%[],  und  die  Kegel- 
schnitte A  und  A  erfüllen  dasselbe  auf  doppelte  Weise.  Wir 
sehen  hieraus,  wie  das  Büschel  [St]  aus  dem  conjugirten  Büschel  [83] 
oder  [6]  hervorgeht;  in  gleicher  Weise  entsteht  das  Büschel  [83]  auf 
doppelte  Art  aus  den  Büscheln  [3(]  und  [S]  und  endlich  das  Büschel 
[E]  aus  den  Büscheln  [?t]  und  [83].  Geht  man  andererseits  von  einem 
beliebigen  Kegelschnittbüschel  mit  vier  Grundpunkten  aus,  so  kann 
man  die  beiden  andern  zu  ihm  conjugirten  Büschel ,  dadurch  ableiten, 
dass  man  ein  Linieupaar  des  ersten  Kegelschnittbüschels  auffasst,  in 
der  einen  gemeinschaftlichen  Secante  dieses  Linienpaars  einen  Punkt  a 
annimmt  und  aus  a  die  Tangentenpaare  an  sämmtliche  Kegelschnitte 
des  Büschels  legt;  dann  liegen  die  Berührungspunkte  auf  einem 
Kegelschnitt,  welcher  mit  der  Veränderung  von  a  das  eine  conjugirte 
Büschel  erzeugt;  in  gleicher  Art  liefert  die  andere  gemeinschaftliche 
Secante  das  dritte  conjugirte  Büschel.  Kommen  in  dem  anfanglich 
angenommenen  Büschel  drei  reelle  Linienpaare  vor,  so  giebt  es  drei- 
mal solche  je  drei  conjugirte  Büschel,  im  Ganzen  also  sieben  Kegel- 
schnittbjSIschel,  da  das  ursprüngliche  dreimal  zählt. 

Die  beiden  oben  betrachteten  Kegelschnitte  A  und  A  stehen 
mit  den  beiden  Punkten  a  und  a,  welchen  sie  entsprechen,  in  einem 
eigenthümlichen  Zusammenhange:  Da  der  Ort  der   Berührungspunkte 

Steiner,  Vorleaimgen  n.    2.  Aufl.  22 
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aller  an  die  Eegelsehnitte  des  Büschels  [99]  aus  dem  Punkte  a  gelegten 
Tangentenpaare  der  Kegelschnitt  Ä  ist,  so  wird  es,  wenn  irgend 
eine  durch  a  gelegte  Transversale  den  Kegelschnitt  A  in  den  Punkten 
t  und  r  triflFt,  zwei  Kegelschnitte  des  Büschels  [83]  geben,  welche  die 
Transversale  in  den  Punkten  t  und  r  berühren,  und  es  werden  daher 
t  und  t  die  Asymptotenpunkte  desjenigen  Punktsystems  sein,  welches 
von  den  Kegelschnitten  des  Büschels  [35]  auf  der  Transversale  aus- 
geschnitten wird.  Betrachten  wir  nun  den  Kegelschnitt  A,  der  durch 
g}ig'}{'  geht,  und  dessen  Tangenten  ag  ^  dK  sind;  möge  die  vorige 
durch  a  gezogene  Transversale  ihn  in  r  und  ^  treffen,  so  sind  glirg 
vier  harmonisch  gelegene  Punkte  dieses  Kegelschnitts  (S.  124),  folglich 

g"  {gh'rg)    und    A"  (gh'rQ) 

je  vier  harmonische  Strahlen;  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhält- 
nisse, welche  den  Werth  —  1  haben: 

g'  (gJirQ)  =  A"  (JigrQ) 

folgt  aber,  dass  die  sechs  Punkte  ghrQg'h"  auf  einem  Kegelschnitte 
liegen,  welcher  natürlich  dem  Büschel  [93]  angehört-,  es  sind  daher 
r,  Q  ein  Paar  conjugirter  Punkte  jenes  Punktsystems  auf  der  Trans- 
versale, welches  t  und  r  zu  Asymptotenpunkten  hat;  r,  q  liegen  daher 
zu  ty  %  harmonisch,  und  diese  vier  Punkte  sind  in  der  Art  paarweise 
zugeordnet,  dass  je  zwei  Schnittpunkte  mit  einem  der  Kegelschnitt« 
A'  und  A  zugeordnete  Punkte  sind;  jede  durch  den  Punkt  a  ge- 
zogene Transversale  trifft  demnach  die  beiden  Kegelschnitte  A  und 
A  in  vier  harmonisch  gelegenen  Punkten,  von  denen  je  zwei  Schnitt- 
punkte mit  demselben  Kegelschnitt  zugeordnete  sind;  dasselbe  gilt 
offenbar  für  den  Punkt  a.  Das  Verhalten  der  beiden  Kegelschnitte 
A  und  A  zu  den  Punkten  a  und  u  ist  mithin  genau  dasselbe,  wie 
es  in  der  Kreistheorie  bei  zwei  sich  rechtwinklig  schneidenden  Kreisen 
und  ihren  Mittelpunkten  sich  darbietet;  hat  man  zwei  sich  rechtwink- 
lig schneidende  Kreise,  so  ist  aus  den  Elementen  bekannt,  dass  jede 
durch  einen  der  beiden  Kreismittelpunkte  gehende  Transversale  die 
Kreise  in  vier  harmonisch  gelegenen  Punkten  triflPt,  von  denen  die 
Schnittpunkte  mit  je  einem  Kreise  zugeordnete  sind.  Die  Verallge- 
meinerung dieser  Eigenschaft  besteht  nunmehr  in  folgendem  Satze: 

Legt  man  aus  irgend  einem  Punkte  a  einer  gefneinschaßlidien  Sc- 
cante  eines  KegelschniUhüschels  die  Tangenten^pa/ire  an  dasselbe^  so  liegen 
die  Berührungspunkte  auf  einem  Kegelschnitt  A;  legt  nmn  aus  deni 
conjugirten  Punkte  a  zu  a  in  Bezug  auf  das  Büsdiel  ebenfalls  die  Tan- 
gentenpaare an  die  Kegelschnitte  des  Büschels,  so  liegen  die  Bcf'ührungs- 
punkte  auf  einem   andern  Kegelschnitt  A;    die    beiden   Kegelschnitte    A 
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und  A  haben  m  den,  Punkten  a  und  a  die  eigenthümliche  Lage,  dass 
jede  durch  a  oder  a  gehende  Transversale  von  den  beiden  Kegelschnitten 
in  vier  harmonischen  Punkten  getroffen  unrd,  von  denen  je  zwei  Schnitt- 
punkte desselben  Kegelschnitts  zugeordnete  sind. 

Weitere  Eigenschaften;  welche  conjugirte  Kegelschnittbüschel  dar- 
bieten (wenn  z.  B.  aus  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  die  Tangenten- 
paare an  die  Kegelschnitte  der  Büschel  gelegt  werden,  wobei  die  Be- 
rührungspunkte auf  einer  Curve  dritten  Grades  liegen,  und  diese  drei 
Curven  dritten  Grades  in  Bezug  auf  die  conjugirten  Kegelschnitt- 
büschel in  eigenthümliche  Verbindung  treten) ,  müssen  wir  hier  über- 
gehen,  um  nicht  die  Grenzen,  welche  diesem  Buche  gesteckt  sind,  zu 
überschreiten.  Es  bleibt  noch  übrig,  den  im  Eingange  dieses  t^ara- 
graphen  berührten  besonderen  Fall  von  drei  conjugirten  Kegelschnitt* 
büscheln,  welcher  schon  in  den  Elementen  auftritt,  mit  dem  hier  be- 
handelten allgemeinen  Falle  in  Verbindung  zu  setzen.  Nehmen  wir 
nämlich  an,  dass  von  den  drei  erzeugenden  Punktsystemen  (a?,  5)  (y,  iy) 
und  {Zy  5)  eines  den  besonderen  Charakter  hat,  dass  sein  Träger  die 
unendlich  r  entfernte  Gerade  @^  ist  und  dasselbe  aus  allen  Paaren 
unendlich-entfernter  Punkte  besteht,  welche  in  je  zwei  zu  einander 
rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  also  dasjenige  Punktsystem  auf  ®^ , 
dessen  Asymptotenpunkte  die  beiden  imaginären  Kreispunkte  auf  der 
unendlich  -  entfernten  Geraden  sind  (Seite  78);  ist  (a;,  J)  dieses  be- 
sondere Punktsystem,  dessen  Träger  31  also  ®^  ist,  dagegen  (y,  ri) 
ein  beliebiges,  etwa  hyperbolisches  Punktsystem  mit  den  Asymptoten- 
punkten gK  auf  dem  Träger  33,  so  wird  der  Träger  S  des  dritten 
Punktsystems  diejenige  Gerade  sein,  welche  in  dem  Mittelpunkte  o  des 
Punktsystems  (y,  iy),  der  dein  unendlich*entfernten  conjugirt  ist,  d.  h. 
in  der  Mitte  o  zwischen  g'K  senkrecht  steht  auf  93,  und  das  dritte 
Punktsystem  (jsr,  g)  auf  ß,  welches  nothwendig  ein  elliptisches  sein 
muss  (S.  254),  wird  erhalten,  indem  wir  durch  y  einen  beliebigen  Strahl 
yz  und  durch  ri  einen  darauf  senkrechten  17 g  ziehen,  welche  ^  m  z 
und  %  treffen;  0  wird  ebenfalls  der  Mittelpunkt  dieses  Punktsystems 
sein,  und  z^  liegen  nach  entgegengesetzten  Seiten  von  0  so,  dass 

oy  .ori  -^  oz  .oi  =  0 

ist,  d.  h.  die  Potenzen  der  beiden  Punktsysteme  auf  S3  und  ^  gleich 
aber  entgegengesetzt  werden.  Die  von  solchen  drei  Punktsystemen 
erzeugten  conjugirten  Kegelschnittbüschel  nehmen  einen  besonders  ein- 
fachen Charakter  an,  indem  zwei  von  ihnen  conjugirte  Kreisbüsdicl  werden, 
und   das   dritte  ein   Büscliel  gleichseitiger   Hyperbeln  wird,   welches  in 

den  Elementen  unerwähnt  zu  bleiben  pflegt-.    In  der  That,  das  Büschel 

22* 
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[d]  wird  ein  gewöhnliches  Kreisbüschel;  welches  durch  die  beiden 
reellen  gemeinschaftlichen  Punkte  g'Ji  geht^  weil  die  imaginären  Kreis- 
punkte auf  @^  allen  Kegelschnitten  dieses  Büschels  gemeinschaftlich 
sind,  letztere  also  alle  Kreise  werden;  diese  Kreise  haben  ihre  Mittel- 
punkte auf  6  und  treffen  @  in  je  zwei  conjugirten  Punkten  des  Punkt- 
systems (z,  S).  Das  Büschel  [93]  wird  ebenfalls  ein  Kreisbüschel  mit  der 
ideellen  gemeinschaftlichen  Secante  6;  es  hat  nämlich  seine  Mittel- 
punkte auf  83,  und  jeder  Kreis  desselben  triflEt  S3  in  je  zwei  conjugirten 
Punkten  y,  rj  des  gegebenen  Punktsystems;  die  Kreise  dieses  Büschels 
haben  also  die  Strecken  zwischen  je  zwei  conjugirten  Punkten  yrj  zu 
Durchmessern.  Die  Asymptotenpunkte  g'h'  repräsentiren  insbesondere 
die  Nullkreise  dieses  Büschels.  Die  beiden  genannten  Kreisbüschel 
heissen  bekanntlich  conjugirte  Kreisbüschel,  indem  jeder  Kreis  des 
einen  jeden  des  andern  rechtwinklig  schneidet  Das  dritte  Büschel  [9(] 
besteht  endlich  aus  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  die  reellen 
Punkte  g'h'  zu  reellen  Grundpunkten  haben  und  das  Punktsystem 
(jET,  £)  auf  dem  Träger  S  zu  demjenigen,  welches  allen  Kegelschnitten 
dieses  Büschels  zugehört;  dadurch  ist  es  schon  bestimmt  upd  besteht 
offenbar  aus  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln,  da  es  den  oben  (S.  308)  auf- 
gestellten Bedingungen  dafür  genügt,  dass  ein  Büschel  mit  zwei 
reellen  und  zwei  imaginären  Grundpunkten  ein  Büschel  gleichseitiger 
Hyperbeln  sei;  je  zwei  unendlich-entfernte  Punkte  in  zwei  zu  einander 
rechtwinkligen  Richtungen  sind  also  die  unendlich -entfernten  Punkte 
einer  Hyperbel  dieses  Büschels;  der  Punkt  o  ist  der  Mittelpunkt  aller 
dieser  Hyperbeln;  der  Mittelpunktskreis  reducirt  sich  daher  auf  einen 
Punkt  0,  imd  je  zwei  durch  o  gehende  p*echtwinklige  Strahlen  sind 
die  Asymptoten  einer  Hyperbel  dieses  Büschels;  da  die  Hyperbeln 
ausserdem  durch  die  reellen  Punkte  g'h'  gehen,  so  sind  sie  leicht  zu 
construiren.     (S.  120.)     (Vgl.  §.  61.) 

Wir  erwähnen  noch  im  Allgemeinen ,  dass  bei  drei  conjugirten 
Kegelschnittbüscheln  hinsichtlich  ihrer  besonderen  Beschaffenheit  über- 
haupt nur  zwei  Fälle  eintreten  können;  entweder  1)  hat  jedes  der 
drei  conjugirten  Büschel  vier  reelle  Grundpunkte,  was  der  von  uns 
behandelte  FalL  ist,  oder  2)  eines  der  drei  conjugirten  Büschel  hat 
zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Grundpunkte,  das  andere  ebenfalls^ 
und  das  dritte  vier  imaginäre  Grundpunkte,  wovon  die  beiden  Kreis- 
büschel und  das  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  einen  besonderen 
Fall  bilden;  denn  nach  §.  42  (S.  254)  hängen  die  drei  erzeugenden 
Punktsysteme  (x,  5)  (y?  v)  (^?  0  iiööier  so  mit  einander  zusammen, 
dfiss  entweder  alle  drei  hyperbolisch  oder  eines  hyperbolisch  und  die 
beiden  andern  elliptisch  sind. 
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Der  in  diesem  Paragraphen  durchgeführten  Betrachtung  steht  die 
gleichlaufende  polare  Nebenbetrachtung  zur  Seite,  welche  von  zwei 
beliebig  angenommenen  Strahlsystemen  ausgeht  (wie  auf  S.  312),  von 
denen  ein  drittes  in  bestimmter  Weise  •  abhängt;  diese  drei  Strahl- 
systeme bestimmen,  zu  je  zweien  in  Verbindung  gebracht,  drei  conju- 
ffirte  Kegelschnittschaar en^  deren  Eigenschaften  in  ganz  gleicher  Weise, 
wie  die  obigen  der  conjugirten  Büschel,  abgeleitet  werden  können.  Da 
diese  Uebertragung  ohne  alle  Schwierigkeit  ausgeführt  werden  kann, 
so  übergehen  wir  dieselbe,  sowie  die  Wiederholung  der  gewonnenen 
Resultate,  welche  fast  gleichlautend  ausgesprochen '  werden  können 
unter  der  bekannten  Veränderung  in  der  Bedeutung  der  angewendeten 
Bezeichnung.   (Siehe  Aufgaben  und  Sätze.) 

§.  52.    Besondere  Fälle  von  Kegelschnitt -Büscheln  und.-Schaaren: 
Kegelschnitte,  die  sich  doppelt  berühren,  confocale  Kegelschnitte. 

Kegelschnitt-Büschel  und  -Schaaren  bieten  eine  Anzahl  von  be- 
sonderen Fällen  dar,  welche  hervorgehen  aus  der  besonderen  Beschaffen- 
heit und  Lage  der  sie  erzeugenden  Gebilde  oder  bestimmenden  Ele- 
mente, und  welche  von  grösserem  oder  geringerem  Interesse  sind. 
Wir  haben  bereits  als  besondere  Schaar  die  einem  Dreiseit  einbe- 
schriebene Parabelschaar  gefunden,  welche  die  unendlich-entfernte  Ge- 
rade zur  vierten  gemeinschaftlichen  Tangente  hat,  femer  das  Büschel 
gleichseitiger  Hyperbeln,  dessen  vier  Grundpunkte  in  eigenthümlicher 
Verbindung  stehen,  endlich  das  Kreisbüschel,  welches  aus  den  Ele- 
menten bekannt  ist,  aber  auch  aus  der  allgemeinen  Erzeugung  durch 
zwei  Punktsysteme  hervorgeht,  wenn  das  eine  derselben  dasjenige  ist, 
welches  auf  der  unendlich-entfernten  Geraden  durch  je  zwei  in  recht- 
winkligen Richtungen  liegende  Punkte  bestimmt  wird,  und  dessen 
Äsymptotenpunkte  die  imaginären  Kreispunkte  sind.  In  diesem  Para- 
graphen sollen  noch  einige  besondere  Fälle  anderer  Art  untersucht 
werden. 

Wenn  von  den  beiden  erzeugenden  Punktsystemen  {x,  |)  und 
(y,  ff)  auf  den  Trägem  9[  und  93,  welche  sämmtlichen  Kegelschnitten 
des  Büschels  gleichzeitig  zugehören,  eines  parabolisch  ist,  d.  h.  seine 
beiden  Asymptotenpunkte  zusammenfallen  (es  seien  g  und  h  auf  SI), 
so  hat»  dieser  Punkt  zu  seinem  conjugirten  jeden  beliebigen  andern 
des  Trägers  und  jeder  beliebige  Punkt  des  Trägers  wiederum  g  zu 
seinem  conjugirten  (S.  52);  die  Gerade  S,.  welche  die  conjugirten 
Punkte  des  Schnittpunktes  (9,  93)  in  beiden  Punktsystemen  verbindet, 
geht   also   durch  g,   und  das  dritte  Punktsystem  Qs,  g)  auf  S   wird 
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folglich  auch  parabolisch  und  hat  ebenfalls  seine  zusammenfallenden 
Asymptotenpunkte  in  g.  Alle  Kegelschnitte  des  Büschels  terühreii 
daher  die  Gerade  %  in  dem  Punkte  g  und  gehen  ausserdem  durch 
die  reellen  oder  imaginären  Asympfotenpunkte  des  andern  gegebenen 
Punktsystems  (y,  i^).  Das  gemeinschaftliche  Tripel  des  Büschels 
reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf  den  Schnittpunkt^  der  Geraden  8,  S3 
und  den  doppelt  zu  zählenden  Punkt  g,  in  welchem  sich  sämmtUche 
Kegelschnitte  des  Büschels  berühren;  von  den  drei  unter  den  Kegel- 
schnitten des  Büschels  vorkommenden  Linienpaaren  ist  diEkS  eine  %,  93*, 
die  beiden  andern  coincidiren  und  gehen  von  g  nach  den  beiden 
Asymptoteupunkten  des  Punktsystems  auf  83.  Der  Mittelpunktskegel- 
schnitt des  Büschels  geht  durch  den  Schnittpunkt  jp  der  beiden  Träger 
81  und  93,  durch  den  Mittelpunkt  nit,  des  Punktsystems  auf  83,  durch 
den  Punkt  g,  in  welchem  er  die  Gerade  S  zur  Tangente  hat  und,  falls 
das  Punktsystem  auf  83  hyperbolisch  ist  und  zu  Asymptotenpunkten 
g'K  hat,  auch  durch  die  Mitten  der  beiden  Strecken  gg'  undgK]  wenn 
es  dagegen  elliptisch  ist,  so  ist  er  durch  die  vorigen  Bedingungen 
noch  nicht  vollständig  bestimmt;  wir  wissen  aber,  dass  die  Mitte  von 
gm(,  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kegelschnitts  sein  muss;  es  ^vird 
also  die  Tangente  in  m»  parallel  laufen  mit  (S^,  und  hierdurch  ist  der 
Mittelpunktskegelschnitt  unzweideutig  bestimmt;  zugleich  erkennen  wir^ 
dass  er  Hyperbel  sein  muss,  das  Büschel  also  aus^  einer  Gruppe 
Ellipsen  und  einer  Gruppe  Hyperbeln  besteht,  welche  durch  zwei 
Parabeln  von  einander  getrennt  werden. 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  einer  Kegelschnittschaar ,  bei  welcher 
eines  der  beiden  erzeugenden  Strahlsysteme  parabolisch  angenommen 
wird,  und  deren  Kegelschnitte  eine  und  dieselbe  Gerade  in  einem  fest&t 
Punkte  benäiren,  während  sie  außerdem  zwei  reelle  oder  imaginäre 
gemeinschaftliche  Tangenten  haben.  Wir  unterlassen  hier  die  nähere 
Ausfuhrung,  weil  sowohl  jenes  specielle  Büschel,  als  auch  diese  be- 
sondere Schaar  von  geringerem  Interesse  ist,  als  eine  noch  speciellere^ 
zu  der  wir  gelangen,  wenn  wir  beide  erzeugenden  Punktsysteme  oder 
beide  erzeugenden  Strahlsysteme  parabolisch  annehmen;  hier  tritt 
nämlich  in  beiden  Fällen  dasselbe  Gebilde  auf,  welches  gleichzeitig  als 
Kegelschnitt-Büschel  und  Schaar  angesehen  werden  muss  und  daher 
auch  die  Eigenschaften  beider  Gebilde  mit  einigen  Modificationen  in 
sich  vereinigt.  Sind  nämlich  zwei  parabolische  Punktsysteme  Auf  den 
Trägem  %  und  83  gegeben  und  die  zusammenfallenden  Asymptoten- 
punkte des  ersten  in  g^  die  des  zweiten  in  g'  vereinigt,  so  besteht 
das  Kegelschnittbüschel  aus  sämmüichen  Kegelschnitten y  u)ddie  in  g 
und  g'   dieselben  Tangenten  %  und  83  haben^  also  sich  seihst  in  diesen 
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heideti  Punkten  (doppdt)  berühren.  Wir  können  gleichzeitig  die  Punkte 
g  und  g'  als  Mittelpunkte  zweier  parabolischen  Strahlsysteme  auffassen^ 
deren  zusammenfallende  Asymptoten  beziehlich  die  Strahlen  ^  und  93 
sind;  die  Kegelschnitte  der  durch  diese  beiden  Strahlsysteme  erzeugten 
Schaar  berühren  sämmtlich  %  und  S3  beziehlich  in  den  Punkten  g  und 
g'  und  werden  daher  mit  den  Kegelschnitten  jenes  Büschels  identisch. 
In  dieser  Schaar  einander  doppelt  berührender  Kegelschnitte  kommt  so- 
wohl das  Punktpaar  gg'  vor,  dessen  Verbindungslinie  doppelt  gezählt 
als  specieller  Kegelschnitt  angesehen  werden  muss,  als  auch  das 
Linienpaar  3(93;  dessen  Schnittpunkt  p  sei.  Aus  den  bekannten 
Eigenschaften  des  Büschels  und  der  Schaar  folgt  hier  insbesondere: 
Jede  Gerade  &  in  der  Ebene  eines  Büschels  sich  doppelt  berührender 
Kegelschnitte  wird  in  einem  Punktsystem  geschnitten  von  den  Kegelsdinitten, 
und  die  Tangentenpaare  aus  jedem  Punkte  P  an  dieselben  bilden  ein 
Strahlsystem.  Das  Punktsystem  ist  stets  hyperbolisch  und  hat  einen 
Asymptotenpunkt  auf  der  gemeinschaftlichen  Berührungssehne;  der 
andere  Asymptotenpunkt  ist  der  vierte  harmonische,  dem  Schnittpunkt 
mit  der  Berührungssehne  zugeordnete,  während  die  Schnittpunkte  mit 
den  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  das  andere  Paar  zugeordneter 
Punkte  sind;  es  giebt  daher  nur  einen  einzigen  Kegelschnitt  dieser 
Schaar,  welcher  die  Transversale  Ä  berührt,  und  zwar  in  dem  eben 
construirten  vierten  harmonischen  Punkte;  ebenso  ist  das  Strahlsystem 
in  dem  Punkte  P  immer  hyperbolisch  und  Pp  eine  Asymptote  des- 
selben, Pg  und  Pg'  ein  Paar  conjugirter  Strahlen,  so  dass  der  vierte 
harmonische,  zu  Pp  zugeordnete  Strahl' P^  die  Tangente  an  dem  ein- 
zigen Kegelschnitte  dieses  Büschels  ist,  welcher  durch  P  geht;  die 
Mittelpunkte  sämmtlicher  Kegelschnitte  dieses  Büschels  liegen  auf  der- 
jenigen Geraden,  welche  durch  p  und  die  Mitte  der  Berührungssehne 
gg'  geht.  Diese  Gerade  ist  zugleich  der  eine  Theil  des  Mittelpunkts- 
kegelschnitts, welchen  jedes  Büschel  besitzt,  und  der  hier  in  ein  Linien- 
paar zerfallt;  der  andere  Theil  ist  die  Berührungssehne  gg'  selbst; 
denn  da  diese  als  ein  zusammengefallenes  Linienpaar  aufzufassen  ist, 
80  kann  jeder  Punkt  von  ihr  als  Mittelpunkt  angesehen  werden.* 

Die  Kegelschnitte  dieser  sich  doppelt  berührenden  Schaar  zerfallen 
im  Allgemeinen  in  eine  Gruppe  Ellipsen  und  eine  Gruppe  Myperbeln, 
welche  von  einander  getrennt  werden  einmal  durch  das  Punktpaar  gg'  und 
das  andere  Mal  durch  die  einzig  vorkommende  Parabel,  deren  Mittel- 
punkt der  unendlich  -  entfernte  Punkt  der  vorhin  construirten  Mittel- 
punktslinie ist.  Die  sämmtlichen  Kegelschnitte  dieses  Büschels  haben 
*  ersichtlicher.  Weise  den  Punkt  p  und  die  Verbindungslinie  gg'  zum 
Pol  und  zur  Polare,  und  das  Strahlsystem,  welches  dem  ersteren,  das 
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Punktsystem^  welches  der  letzteren  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte 
des  Büschels  zugehört^  ist  för  alle  dasselbe^  und  beide  Systeme  liegen 
perspectiyisch.  Hiemach  lasst  sich  diese  Eegelschnittschaar  auch  in 
anderer  Weise  erzeugen: 

Wenn  ein  Punktsystem  auf  dem  Träger  S  und  ein  mit  jenem  per- 
spectivisches  StraMsystemy  dessen  Mittelpunkt  o  ist,  gegAen  sind,  so  bilden 
sämmtliche  Kegelschnitte ,  in  Bezug  auf  welche  diese  beiden  Gebilde  die 
dem  Punkte  o  und  der  Geraden  S  zugehörigen  Systeme  sind,  eine  Schcuzr 
von  Kegelschnitten,  die  sicli  doppelt  berühren.  Ist  das  gegebene  Punkt- 
system und  also  auch  das  mit  ihm  perspectivische  Strahlsystem  hyper- 
bolisch^ so  berühren  sich  sämmtliche  Kegelschnitte  in  den  beiden 
Asymptotenpimkten  jenes  Punktsystems  und  haben  in  diesen  Punkten 
die  Asymptoten  des  Strahlsystems  zu  gemeinschaftlichen  Tangenten; 
sind  dagegen  beide  Systeme  elliptisch,  so  ist  die  Kegelschnittschaar 
nichtsdestoweniger  vollständig  bestimmt  und  kann  reell  construirt  werden ; 
in  diesem  Falle  sagen  wir  der  Analogie  wegen:  Die  Kegelschnitte  haben 
eine  imaginäre  doppelte  Berührung.  Die  oben  angegebenen  Eigenschaften 
behalten  ihre  Gültigkeit;  denn  da  für  -alle  Kegelschnitte  der  Schaar 
0  und  2  Pol  und  Polare  sind,  so  wird,  wenn  wir  ii^end  einen  Punkt 
s  auf  der  Geraden  fi  annehmen  und  den  conjugirten  Punkt  <f  zu  s  in 
dem  gegebenen  Punktsysteme  mit  o  verbinden,  oö  die  Polare  von  s 
für  sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar  sein;  wenn  also  irgend  eine 
durch  s  gezogene  Gerade  in  i^  die  Polare  06  trifft,  so  werden  s  und  l 
harmonisch  liegen  zu  sämmtlichen  Schnittpunktpaaren,  in  welchen  die 
Transversale  st  von  den  Kegelschnitten  der  Schaar  getroffen  wird; 
und  wenn  wir  andererseits  irgend  einen  Punkt  in  der  Polare  o6  an- 
nehmen, so  werden  diese*  und  die  Verbindungslinie  mit  s  harmonisch 
liegen  zu  allen  Tangentenpaaren  aus  dem  angenommenen  Punkte  an 
die  Kegelschnitte  der  Schaar;  jene  Punktpaare  auf  der  Transversale 
bilden  also  ebenso  ein  Punktsystem,  wie  diese  Tangentenpaare  aus  dem 
Punkte  ein  Strahlsystem,  woraus  denn  das  Weitere  sich  von  selbst  ergiebt. 

Die  reelle  Construction  dieser  einander  doppelt  berührenden 
Kegelschnitte  für  den  Fall,  dass  die  beiden  Berührungspunkte  und 
also  auch  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  imaginär  sind,  lasst  sich 
so  ausiuliren:  Zieht  man  irgend  einen  Strahl  durch  o,  welcher  die  Be- 
rührungssehne 2  in  ^  treffen  mag,  und  nimmt  auf  demselben  ein  Paar 
harmonisch-zugeordneter  Punkte  p  und  sr  zu  o  und  s  als  Mittelpunkte 
zweier  Strahlbüschel  an,  welche  nach  den  Paaren  conjugirter  Punkte 
X,  I  des  auf  2  gegebenen  Punktsystems  hingehen,  so  erzeugen  die- 
selben einen  Kegelschnitt  der  Schaar,  welcher  der  Ort  des  Schnitt- 
punktes (px,  3r|)  oder  {nx,  pi)  ist;  verändern  wir  das  Paar  p  und 
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jCf  so  erhalten  wir  sämmtliche  Eegelsclmitte  dieser  Schaar.  Diese 
Schaar  einander  doppelt  berührender  Kegelschnitte  entspringt  also 
auch  aus  der  Annahme  zweier  Punktsysteme,  von  denen  das  eine 
hyperbolisch  ist  und  einen  Asymptotenpunkt  in  dem  Träger  des  andern 
hat.  Auch  ist  es  wichtig  zu  bemerken ,  dass  die  Kegelschnitte  dieser 
Schaar  nicht  blos  ein  einziges,  sondern  unendlich  viele  gemeinsame 
Polardreiecke  haben^  welchen  eine  Ecke  (o)  und  die  gegenüberliegende 
Seite  (£)  gemeinschaftlich  ist. 

Einige  sehr  einfache  Fälle  solcher  Schaaren  gehen  aus  besonderer 
Annahme  von  o  und  2  hervor:  1)  liegt  o  im  Unendlichen,  so  ist  S 
ein  Durchmesser  sämmtlicher  Kegelschnitte  der  Schaar,  und  diese  sind 
alle  concentrisch,  da  sie  den  Mittelpunkt  des  Punktsystems  auf  fi  zu 
ihrem  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  m  haben;  ist  das  Punktsystem 
auf  S  hyperbolisch,  so  berühren  sich  also  sämmtliche  Kegelschnitte 
in  den  Endpunkten  eines  allen  gemeinschaftlichen  Durchmessers;  ist 
dasselbe  elliptisch,  so  müssen  sämmtliche  Kegelschnitte  Hyperbeln  sein, 
welche  m  zum  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  haben,  und  da  mo  und 
2  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  aller  dieser  Hyperbeln  sind,  so 
bilden  die  Asymptoten  dieser  Hyperbelschaar  mit  imaginärer  doppelter 
Berührung  selbst  ein  Strahlsystem,  welches  2  und  mo  zw  Asymptoten 
hat;  2)  geht  2  in  die  Unendlichkeit,  so  ist  o  gemeinschaftlicher  Mittel- 
punkt sämmtlicher  Kegelschnitte  der  Schaar  und  das  gegebene  Strahl- 
system (o)  das  System  der  conjugirten  Durchmesser;  ist  dieses  also 
hyperbolisch,  so  besteht  die  Schaar  aus  lauter  Hyperbeln,  welche  den- 
selben Mittelpunkt  und  dieselben  Asymptoten  haben,  nämlich  die 
Asymptoten  des  Strahlsystems  (o);  ist  dasselbe  dagegen  elliptisch,  so 
besteht  die  Kegelschnittschaar  aus  ähnlichen  und  ähnlich -liegenden 
concentrischen  Ellipsen;  ist  insbesondere  das  Strahlsystem  (o)  ein  cir- 
culares,  so  wird  die  Kegelschnittschaar  mit  doppelter  imaginärer  Be- 
rührung im  Unendlichen  eine  Schaar  concentrischer  Kreise.*) 

Aus  dem  ^Vorstehenden  geht  u.  a.  die  Lösung  der  Aufgabe  hervor: 
Durch  drei  gegebene  Funkte  einen  Kegelschnitt  m  legen,  welcher  einen  ge- 
gd>enen  Kegelschnitt  K^^^  doppelt  berührt**).  Es  giebt  vier  Kegelschnitte, 
welche  diesen  Bedingungen  genügen,  doch  zeigt  es  sich,  dass  dieselben 
nur  dann  reell  vorhanden  sind,  wenn  entweder  alle  drei  gegebenen 
Punkte  pqr  innerhalb  oder  alle  drei  ausserhalb  des  gegebenen  Kegel- 
schnitts liegen;  zieht  man  nämlich  die  drei  Verbindungslinien  j?};  9^>  ^P> 

*)'  Poncelet,  traitä  des  propri^t^s  projectives  des  figores  pag.  228. 
**)  Siehe  Steiner:  „Allgemeine  BetrachtuDgen  über  einander  doppelt  berührende 
Kegelschnitte'';  CrdWB  Journal  Bd.  XLY  S.  222. 
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so  triflft  jede  derselben  den  Kegelschnitt  K^^^  in  zwei  andern  Punkten, 
welche  als  ein  zweites  Paar  conjugirter  Punkte  eines  Punktsystems 
aufgefasst  werden  können;  liegen  nun  pqr  innerhalb  des  Kegelschnitts 
K^^\  so  werden  auf  den  drei  Verbindungslinien  pq,  qr,  rp  durch  je 
zwei  dieser  Punkte  und  die  beiden  Schnittpunkte  mit  K^^^  drei  hyper- 
bolische Punktsysteme  bestimmt;  diese  befinden  sich  genau  in  der- 
selben Lage,  wie  die  drei  zusammengehörigen  Punktsysteme  (x,  |)  (y,  ri)  (z^  5) 
auf  den  Trägern  81356  in  §.42";  die  drei  Paar  Äsymptotenpunkte  gh,  gK^g'Ji' 
liegen  daher  zu  je  dreien  auf  vier  geraden  Linien:  ggg'y  gh'Ji\  hg1i\  hlig\ 
Jede  dieser  vier  Geraden  trifft  nun  den  Kegelschnitt  K^^^  in  zwei  solchen 
Punkten,  in  welchen  ihn  ein  durch  pqr  und  diese  Punkte  selbst  ge- 
legter Kegelschnitt  doppelt  berührt  (reell  oder  imaginär),  denn  es  ist 
ersichtlich,  dass  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  p  gelegt  wird  und  K^^^ 
in  den  beiden  Schnittpunkten  einer*  dieser  vier  Geraden  doppelt  be- 
rührt, nothwendig  durch  q  und  r  gehen  muss;  also  hat  die  vorgelegte 
Aufgabe  im  Allgemeinen  vier  Lösungen,  sobald  die  drei  Punktsysteme 
auf  pq,  qr,  rp  hyperbolisch  sind;  dies  ist  aber  der  Fall,  sobald  ent- 
weder die  drei  Punkte  pqr  innerhalb  des  Kegelschnitts  K^^^  liegen,  oder 
alle  drei  ausserhalb;  sollte  in  dem  letzteren  Falle  die  Verbindungslinie 
pq  den  Kegelschnitt  K^^^  nicht  treffen,  so  können  wir  doch  leicht  die 
Asymptotenpunkte  gh  auf  ihr  bestimmen,  indem  wir  nämlich  zwei 
auf  einander  liegende  Punktsysteme:  das  erste,  elliptische,  welches 
der  Geraden  pq  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K^^^  zugehört^  das  andere 
hyperbolische  mit  den  Asymptotenpunkten  p  und  q  auffassen  und  das 
gemeinschaftliche  Paar  conjugirter  Punkte  (S.  58  und  158)  beider  Punkt- 
systeme bestimmen,  welches  nothwendig  reell  ist;  dies  ist  das  gesuchte 
Punktpaar  r/,  A;  sobald  Siho  pqr  alle  drei  ausserhalb  des  Kegelschnitts 
K^^^  liegen,  sind  ebenfalls  die  drei  Punktsysteme  auf  pq,  qr,  rp  hyper- 
bolisch, und  die  Aufgabe  hat  vier  reelle  Lösungen.  Sobald  aber  von 
den  drei  gegebenen  Punkten  pqr  einer  innerhalb  und  die  beiden  andern 
ausserhalb  des  Kegelschnitts  K^^  liegen,  oder  umgekehrt,  ist  nur  eine.s 
von  den  drei  Punktsystemen  auf  pq,  qr,  rp  hyperbolisch,  die  beiden 
andern  sind  elliptisch;  von  den  sechs  Ecken  des  vollständigen  Vier- 
seits  ggg'hh'h"  ist  also  nur  ein  Paar  Gegenecken  reell,  und  die  vier 
Seiten  sind  imaginär;  die  Aufgabe  lässt  also  keine  reelle  Lösung  zu. 
Fassen  wir  aus  der  Schaar  Kegelschnitte  mit  doppelter  (reeller 
oder  imaginärer)  Berührung  nur  zwei  ins  Auge,  K^"^^  imd  K^^,  so  er- 
kennen wir  interessante  Beziehungen,  welche  dieselben  darbieten.  Sind 
0  und  S  das  besondere  Paar  Pol  und  Polare  für  beide  Kegelschnitte, 
denen  dasselbe  Strahl-  und  Punktsystem  in  Bezug  auf  beide  Kegel- 
schnitte  zugehören,   und   welche   wir   kurz  die  Berührungssehne  und 
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ihren  Pol  nennen  wollen^  so  liegt  o  innerhalb  beider  Kegelschnitte^ 
und  fi  trifiFt  keinen  von  beiden,  wenn  die  doppelte  Berührung  eine 
imaginäre  ist;  dagegen  liegt  o  ausserhalb  beider,  und  S  trifft  beide 
in  denselben  zwei  reellen  Punkten,  wenn  die  Kegelschnitte  eine  reelle 
doppelte  Berührung  haben.  Nehmen  wir  nun  irgend  eine  Transversale, 
welche  den  Kegelschnitt  K^^^  in  den  Punkten  t  und  t^j  die  Berührungs- 
sehne ii  in  8  treffen  möge,  so  schneiden  sich  die  Tangenten  in  t  und 
fi  an  dem  Kegelschnitt  K^^^  in  einem  Punkte  r,  und  ro  ist  die'  Polare 
von  s  für  beide  Kegelschnitte;  die  vier  Strahlen  rt,  rt^^  ro  und  rs 
sind  harmonisch,  die  ersteren  beiden  und  die  letzteren  beiden  zuge-^ 
ordnet;  trifft  nun  die  Tangente  für  t  den  andern  Kegelschnitt  Kf^  in 
zwei  Punkten  x^y  die  zweite  Tangente  für  ty^  aber  in  dem  Punktpaar 
j?i5i,  und  wir  denken  uns  die  Verbindungslinie  xs  gezogen,  so  wird 
dieselbe  den  Kegelschnitt  Kf^  in  demjenigen  zweiten  Punkte  treffen, 
welcher  der  vierte .  harmonische,  dem  x  zugeordnete  ist,  während  s  und 
der  Schnittpunkt  {xs^  ro)  das  andere  Paar  zugeordneter  Punkte  ist. 
Dieser  vierte  harmonische  Punkt  muss  aber  auf  dem  vierten  harmo- 
nischen Strahl  zu  rx,  ro,  rs  liegen,  und  da  dieses  der  Strahl  rt^  ist, 
welcher  den  Kegelschnitt  J5lP>  in  x^  und  ^^  trifft,  so  muss  xs  den  Kegel- 
schnitt JCp^  in  x^  oder  g^  treffen;  gehe  also  xx^  durch  s,  so  muss  auch 
ersichtlicherweise  H^  durch  3  gehen,  und  es  schneiden  sich  x^i  und 
XjS  in  einem  Punkte  p  der  Geraden  ro,  indem  prs  ein  Tripel  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  Kf^  sind.    Wir  haben  hieraus  folgenden  Satz: 

Hat  tnan  zwei  einanfler  doppelt  berührende  Kegelschnitte  und  zieht  zwei 
beliebige  Tangenten  an  dem  einen,  welche  den  andern  in  den  Punktpaaren 
x|  und  iCili  treffen,  so  liegt  von  den  drei  Schnittpunkten  {xx^,  Sg^) 
(a;|i,  ^il)  (x6*,  ^i^i)  der  eine  auf  der  gemeinschaftlichen  Berührungs- 
sehne  2  und  die  beiden  andern  auf  der  Polare  des  ersteren,  toelche  durch 
den  gemeinschaftlichen  Fol  o  der  Berühru/ngssehne  geht.  Der  erste  Punkt 
liegt  mit  den  beiden  Berührungspunkten  in  gerader.  Linie. 

Halten  wir  jetzt  eine  der  beiden  Tangenten  fest  und  bewegen  die 
andere  am  Kegelschnitt  K^^^  herum,  so  bleibt  der  Berührungspunkt  t^ 
und  die  Punkte  x^i,^  fest;  s  beschreibt  eine  gerade  Punktreihe  auf  S 
und  x^s^  ^^s  also  projectivische  Strahlbüschel,  die  zugleich  mit  dem 
von  t^t  beschriebenen  Strahlbüschel  projectivisch  sind.  Wir  schliessen 
daraus  folgenden  Satz: 

Bewegt  sich  bei  zwei  einander  doppelt  berührenden  Kegelschnitten  K^^^ 
und  Kf^  eine  veränderliche  Tangente  an  dem  einen  K^^  herum  und 
schneidet  jedesmal  den  andern  Kf^  in  den  Punktpaaren  x  und  |,  so  be- 
schreiben X  und  I  zwei    krumme  Punktreihen  auf  diesem  Kegelschnitt, 
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welche  mit  irgend  sswei  Peripheriepunkten  B  und  B  auf  K^^^  verbunden 
zwei  projectivische  Strablbüschel  liefern,  und  die  Berührungspunkte  der 
Tangente  des  ersten  Kegelschnitts  bilden  gleichfalls  eine  Punktreihe  ofuf 
demselben,  welche  mit  einem  seiner  Peripheriepunkte  verbunden  ein  mit 
jenen  beiden  prcjectivisches  StraMbüschel  liefert.  Solche  zwei  kramme 
Punktreihen  x  und  $,  welche  auf  demselben  Kegelschnitt  ausgeschnitten 
werden  durch  die  Strahlen  zweier  projectivischen  Strahlbüschel,  die 
ihre  Mittelpunkte  in  zwei  beliebigen  Peripheriepunkten  des  Kegel- 
schnitts haben,  und  deren  entsprechende  Strahlen  immer  zwei  ent- 
^  sprechende  Punkte  x,  |  auf  dem  Kegelschnitt  bestimmen,  heissen. 
krumm-projectivische  Punktreihen,  und  es  zeigt  sich  für  dieselben  die 
Umkehrung  des  vorigen  Satzes  als  allgemein  gültig:  Hat  man  zwei 
krumm-projectivische  Punktreihen,  auf  dcfnselben  Kegelschnitt,  so  umhülU 
die  Verbindungslinie  entsprechender  Punkte  einen  neuen  Kegelschnitt,  welcher 
mit  dem  gegebenen  eine  doppelte  (reelle  oder  iniaginäre)  Berührung  hat 

In  der  That,  da  drei  Paar  willkürlich  als  entsprechend  auf  dem 
Kegelschnitt  angenommene  Punkte  a  und  a,  b  und  ß,  c  imd  y  die 
beiden  krumm-projectivischen  Gebilde  bestimmen  und  für  jedes  vierte 
Paar  entsprechender  Punkte  x,  5  die  Strahlbüschel  B(abcx)  und  B(a/JyS) 
dasselbe  Doppel verhältniss  haben^  wenn  J5  undB  zwei  beliebige  Peripherie- 
punkte des  Kegelschnitts  bedeuten,   so  beschreiben  auch  a^  und   ax 

Fig.  77. 


zwei  projectivische  Strahlbüschel,  während  wir  acc  festhalten  und  x| 
verändern  (Fig.  77);  diese  liegen  aber  perspectivisch,  weil  in  die  Ver- 
bindimgslinie  ihrer  Mittelpunkte  zwei  entsprechende  Strahlen  hinein- 
fallen; der  Ort  des  Schnittpunkts  (a$,  ax)  ist  also  eine  gerade  Linie; 
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nehmen  wir  anstatt  a  und  a  ein  anderes  Paar  hß^  so  erhalten  wir 
dieselbe  gerade  Linie^  weil  sowohl  {aß^  ab)  als  auch  (ay^  ac)  und 
(by,  ßc)  auf  derselben  Geraden  liegen  (wegen  des  Pascarschen  Sechsecks 
aßcccby)]  es  ist  daher^  wenn  ^^  und  yq  irgend  zwei  Paare  entsprechender 
Punkte  der  beiden  krumm -projectivischen  Gebilde  bedeuten,  der  Ort 
des  Schnittpunktes  (xri,  yS)  eii^e  f^^ste  Gerade  ü,  und  die  Verbindungs- 
linie der  beiden  andern  Schnittpunkte  (x^,  yq)  und  {xy^  S^)  läuft 
daher  durch  einen  festen  Punkt  o^  den  Pol  der  Geraden  S  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt.  Der  Punkt  o  und  die  Gerade  fi  sind  vollständig 
und  eindeutig  bestimmt,  sobald  die  Beziehung  der  beiden  krumm- 
projectivischen  Gebilde  durch  drei  Paar  als  entsprechend  festgesetzte 
Punkte  des  Kegelschnitts  gegeben  wird;  jeder  Punkt  de#  Kegelschnitts 
gehört  sowohl  der  einen,  als  auch  der  andern  krummen  Punktreihe  an,  der 
ihm  entsprechende  in  dem  einen  und  dem  andern  Sinne  ist  aber  nicht 
derselbe  zweite  Punkt  des  Kegelschnitts,  sondern  es  sind  verschiedene; 
die  Punkte,  in  welchen  S  den  Kegelschnitt  trifft;,  sind  zusammen- 
fallende entsprechende  Punkte  der  beiden  Gebilde  und  können  reell 
oder  imaginär  sein.  Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  {xri^  y^  ="  s 
auf  der  Geraden  2  und  (a?|,  yij)  =  r,  so  ist  or  die  Polare  von  s  wegen 
der  Eigenschaft  des  Vierecks  im  Kegelschnitt;  dem  Punkte  o  gehört 
ein  bestimmtes  Strahlsystem,  seiner  Polare  S  ein  bestimmtes  mit 
jenem  perspectivisches  Punktsystem  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zu; 
von  jenem  sind  os  und  or  ein  Paar  conjugirter  Strahlen,  von  diesem 
die  Schnittpunkte  der  Linien  rs  und  ro  mit  2  ein  Paar  conjugirter 
Punkte. 

Denken  wir  uns  nun  einen  Kegelschnitt,  welchekn  dasselbe 
Strahlsystem  in  o  und  dasselbe  Punktsystem  auf  2  zugehört,  und 
welcher  ausserdem  x^  berührt,  wodurch  dieser  vollständig  und  ein- 
deutig bestimmt  ist  (Seite  344),  oder  mit  andern  Worten,  welcher 
den  gegebenen  Kegelschnitt  in  denjenigen  beiden  Punkten  berührt,  in 
welchen  2  ihn  schneidet,  und  der  ausserdem  x^  zur  Tangente  hat,  so 
müssen  auch  für  ihn  ro  und  rs  conjugirte  Strahlen  sein,  also  da  rx 
eine  Tangente  ist,  so  muss  die  andere  der  vierte  harmonische,  dem  rx 
zugeordnete  Strahl  sein,  d.  h.  (wegen  des  Vierecks  x^yri)  die  Gerade 
ry  oder  yij;  wir  sehen  hieraus,  dass  dieser  Kegelschnitt  auch  yri  berührt, 
und  verändern  wir  yi},  so  verändern  dch  zwar  r  und  5,  aber  der 
oben  bestimmte  Kegelschnitt,  welchem  das  Strahlsystem  in  o  und  das 
Punktsystem  auf  2  zugehört,  bleibt  derselbe;  es  berühren  daher  alle 
Verbindungsstrahlen  yri  entsprechender  Punkte  der  beiden  krumm- 
projectivischen  Gebilde  einen  Kegelschnitt,  welcher  den  Träger  der 
beiden  Gebilde  doppelt  berührt,  w.  z.  b.  w.;  jeder  Strahl  hat  zum  Be- 
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rühruDgspunkte   den   vierten   harmonischen   Punkt;   der   dem   Schnitt- 
punkte mit  der  Berührungssehne  2  zugeordnet  ist. 

Auf  die  zahlreichen  Folgerungen ,  welche  aus  dieser  Grundeigen- 
schaft einander  doppelt  berührender  Kegelschnitte  hervortreten^  ge- 
stattet der  Raum  nicht,  näher  einzugehen*).  Wir  bemerken  nur,  dass 
zwei  besondere  Fälle  dieser  allgemeineren  Betrachtung  in  dem  Laufe 
unserer  Untersuchungen  von  besonderer  Wichtigkeit  geworden  sind; 
nämlich  erstens,  wenn  der  Kegelschnitt  aus  einem  Linienpaar  besteht, 
wo  dann  die  beiden  krummen  Grebilde  zwei  gewohnliche  gerade  pro- 
jectiyische  Punktreihen  werden  und  ihr  Erzeugniss  ein  Kegelschnitt 
ist,  welcher  mit  dem  Linienpaar  der  beiden  Träger  eine  doppelte  Be- 
rührung hat  (§.  21);  zweitens,  wenn  die  beiden  krummen  Gebilde  auf 
dem  Kegelschnitt  die  besondere  involutorische  Lage  haben,  dass  einem 
Punkte  des  Kegelschnitts,  als  Element  beider  Gebilde  aufgefasst,  in 
dem  jedesmaligen  andern  ein  und  derselbe  Punkt  entspricht;  in  diesem 
Falle  laufen  alle  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  durch  einen 
festen  Punkt,  und  die  entsprechenden  Punkte  mit  einem  Peripherie- 
punkte des  Kegelschnitts  verbunden  liefern  ein  Strahlsystem  (S.  151); 
der  doppelt  berührende  Kegelschnitt  zerfällt  in  ein  Punktpaar. 

In  gleicher  Weise,  wie  die  funkte  eines  Kegelschnitts  eine  krumme 
Punktreihe,  bilden  die  Tangenten  desselben  ein  krummes  Strahl- 
büschel, und  die  Punktreihe,  in  welcher  sie  eine  beliebige  feste  Tangente 
treffen,  lässt  sich  mit  der  Punktreihe,  in  welcher  sie  irgend  eine 
zweite  feste  Tangente  treffen,  in  projectivische  Beziehung  setzen  der 
Art,  dass  die  Tangenten  des  Kegelschnitts  einander  paarweise  ent- 
sprechen und  man  an  demselben  Kegelschnitt  zwei  krumm-projectivische 
Strahlbüschel  erhält;  der  Ort  des  Schnittpunktes  je  zweier  ent- 
sprechender Tangenten  wird  wieder  ein  Kegelschnitt,  welcher  den 
Träger  der  beiden  Tangenten  büschel  doppelt  berührt.  Dies  tritt  in 
ganz  analoger  Weise  zu  Tage,  wie  das  oben  bewiesene  Resultat  und 
bedarf  keiner  weiteren  Auseinandersetzung. 

Unter  den  besonderen  Fällen  von  Kegelschnitt  -  Büscheln  und 
-Schaaren,  von  denen  die  eben  betrachtete  Schaar  einander  doppelt  be* 
rührender  Kegelschnitte  eine  hervorragende  Bedeutung  hat,   konnten 


*)  Wir  verweiBen  in  dieser  Beziehung  auf  die  Abhandlung  GoepeV%:  „Heber 
Projectivität  der  Kegelschnitte  als  krummer  Gebilde",  CrdWs  Journal  Bd.  XXXYI 
S.  317  und  die  Erweiterung  derselben:  „Ueber  die  Erzeugnisse  krummer  pro- 
jectivischer  Gebilde"  von  IL  Schröter  in  dem  Crelh-Borchardt^Bchen  Journal  Bd.  LIV 
S.  31 ;  sowie  ^Erzeugnisse  krumm-projectivischer  Gebilde  von  Ä.  MiUnowski  in  Schlö- 
milch*8  Zeitschrift  (1873)  und  „Kegelschnitte  in  doppelter  Berührung'*  von  A.  Mtii- 
nawski,  Gymn.-Progr.    Tilsit  1870, 
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wir  noch  diejenigen  untersuchen,  bei  welchen  die  Kegelschnitte  des 
Büschels  in  einem  gegebenen  Punkte  eine  dreipunktige  Berührung 
haben  und  a)  durch  einen  vierten  gemeinschaftlichen  Punkt  gehen,  oder 
b)  eine  vierte  gemeinschaftliche  Tangente  haben;  endlich,  wenn  die 
Kegelschnitte  des  Büschels  in  einem  gegebenen  Punkte  eine  vier- 
punktige  Berührung  haben.  Doch  wollen  wir  die  nähere  Untersuchung 
dieser  besonderen  Fälle  dem  Leser,  überlassen  und  nur  noch  eine 
specielle  Kegelschnittschaar  erwähnen,  welche  häufiger  auftritt. 

Wenn  nämlich  die  beiden  erzeugenden  Strahlsysteme  einer  Kegel- 
schnittschaar (S.  312)  {Ä)  und  (J?)  zwei  circulare  Strahlsysteme  sind, 
so  haben  die  Kegelschnitte  dieser  Schaar  die  Mittelpunkte  Ä  und  B 
zu  gemeinschaftlichen  Brennpunkten,  denn  es  giebt  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  nur  zwei  reelle  Punkte,  für  welche  die  zugehörigen  Strahl- 
systeme in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  circulare  sind,  und  dies  sind 
die  Brennpunkte  des  Kegelschnitts  (S.  190);  also  bilden  sämmtliche 
Kegelschnitte,  welche  A  und  B  zu  ihren  gemeinschaftlichen  Brenn- 
punkten haben,  eine  besondere  Kegelschnittschaar  mit  vier  imaginären 
Tangenten;  die  Brennpunkte  sind  als  das  einzig  reelle  Paar  Gegeu- 
ecken  dieses  imaginären  Yierseits  anzusehen.  Wir  nennen  diese  Kegel- 
schnittschaar eine  Sdiaar  confocaler  Kegelschnitte  und  können  zur.  reellen 
Construction  derselben  nach  den  früheren  allgemeinen  Betrachtungen 
auf  folgende  Weise  gelangen:  Das  dritte,  von  den  beiden  gegebenen 
circularen  Strahlsystemen  (Ä)  und  {B)  abhängige  ;  Strahlsystem  ((7) 
wird  nämlich  besonderer  Art,  indem  sein  Mittelpunkt  in  die  Unend- 
lichkeit geht  und  derjenige  unendlich-entfernte  Punkt  C^  wird,  welcher 
in  senkrechter  Richtung  zu  AB  liegt.  Das  Strahlsystem  (C^)  wird 
ein  gleichseitig-hyperbolisches,  dessen  beide  Asymptoten  die  in  der 
Mitte  m  zwischen  AB  errichtete  Senkrechte  und  die  unendlich -ent- 
fernte Gerade  ®^  sind;  je  zwei  conjugirte  Strahlen  desselben  sind  zwei 
solche,  die  zu  der  Geraden  fnC^  parallel  laufen  und  gleichweit  von  ihr  ab- 
stehen. Die  beiden  Asymptoten  des  Strahlsystems  (C^)  und  die  Ge- 
rade AB  sind  das  gemeinschaftliche  Tripel  conjugirter  Strahlen  für 
alle  Kegelschnitte,  der  Schaar,  folglich  ist  m  der  Mittelpunkt,  und  die 
beiden  Senkrechten  mC^  und  AmB  sind  die  Axen  für  sämmtliche 
Kegelschnitte,  was  auch  a  priori  klar  ist.  Denken  wir  uns  irgend  ein 
Paar  conjugirter  Strahlen  des  Strahlsystems  (C^),  d.  h.  zwei  von  m 
gleich  weit  abstehende  parallele  Gerade,  welche  senkrecht  auf  AB 
stehen,  und  drehen  um  A  (oder  B)  einen  rechten  Winkel,  dessen 
Schenkel  jene  beiden  Parallelen  in  den  Punkten  zi  (und  /£^  durch- 
bohren, so  umhüllt  die  Verbindungslinie  Bi  einen  Kegelschnitt  der 
Schaar,.  dessen  Tangenten  in  zwei  gegenüberliegenden  Scheiteln  das 
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Fig.  78. 


aDgenommene  Paar  von  Parallelen  ist  (Fig.  78).  Verändern  wir  dieses 
Paar;  so  erhalten  wir  sämmtliche  Kegelschnitte  der  confocalen  Schaar; 
diese  zerfallt  demnach  in  eine  Gruppe  Ellipsen  und  eine  Gruppe  Hy- 
perbeln,  je  nachdem  jenes  Parallelenpaar  ausserhalb  der  Strecke  AS 
liegt  oder  zwischen  A  und  JB  hindurchgeht  Die  beiden  Gruppen 
werden  von  einander  getrennt  einmal  durch  das  Punktpaar  AB^  oder 

deren  doppelt  gedachte  Verbindungs- 
linie^ welche  als  Parabel  aufgefasst 
werden  kann^  und  zweitens  durch 
die  doppelt  gedachte  unendlich-entfernte 
Gerade  ®^ ,  in  welche  diejenige  Parabel, 
die  in  der  Schaar  vorkommen  muss, 
übergeht;  die  doppelt  gedachte  Gerade 
mC^  ist  zwar  auch  als  ein  besonderer 
Kegelschnitt  der  Schaar  au&ufassen;  er 
-  steht  aber  isolirt  da  in  der  Hyperbel- 
gruppe.  Die  Mittelpunktslinie  der  Schaar 
wird  unbestimmt;  was  denn  auch  damit 
übereinstimmt;  dass  m  der  Mittelpunkt 
'  sämmtlicher  Kegelschnitte  der  confo- 
calen Schaar  ist.  Die  Polar -Eigen- 
schaften dieser  besonderen  Kegelschnitt- 
schaar  zeigen  einige  EigenthümlichkeiteU;  welche  siqh  sowohl  aus  der 
aligemeinen  Betrachtung  (§.  49);  als  auch  aus  den  Focaleigenschaften 
des  Kegelschnitts  (§.  36)  ergeben.  Die  Winkel  zwischen  dem  Tangenten- 
paar aus  einem  Punkte  P  an  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  haben 
nämlich  dieselben  beiden  zu  einander  rechtwinkligen  Halbirungs- 
strahleU;  wie  die  Winkel  zwischen  den  Strahlen  PA  und  PJ?;  folglich 
bilden  sämmtliche  Tangentenpaare  aus  P  an  die  Kegelschnitte  der 
confocalen  Schaar  ein  gleichseitiß' hyperbolisches  StraJilsystem,  dessen 
Asymptoten  die  beiden  zu  einander  senkrechten  Halbirungsstrahlen 
der  Winkel  zwischen  dem  Strahlenpaar  PA,  PB  sind.  Es  giebt  also 
durch  den  beliebig  angenommenen  Punkt  P  immer  zwei  reelle  Kegel- 
schnitte der  Schaar,  von  denen  einer  Ellipse;  der  andere  Hyperbel  ist; 
sie  schneiden  sich  rechtwinklig  in  diesem  Punkte ;  wir  erkennen  hieraus, 
dass  in  der  confocalen  Kegelschnittschaar  weder  zwei  Ellipsen,  noch 
zwei  Hyperbeln  einen  reellen  gemeinschaftlichen  Punkt  haben  können, 
dass  aber  jede  Ellipse  jede  Hyperbel  in  vier  reellen  (zu  m  symmetrisch 
liegenden)  Punkten  trifft,  und  dass  sie  sich  überall  rechtwinklig  durch- 
schneiden. Dies  lässt  sich  auch  so  aussprechen:  Je  zwei  conjugirie 
Gerade  in  Bemg  auf  die  Sdumr  confocaler  Kegelschnitte  stehen  aufeinander 
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senkrecht.  Ermitteln  wir  von  irgend  einem  Punkte  P  den  Polarkegel- 
schnitt  in  Bezug  auf  die  Schaar,  so  erkennen  wir^  dass  derselbe  eine 
Parabel  sein  muss^  weil  er  allemal  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  con- 
jugirter  Strahlen  fär  die  Schaar  einbeschrieben  ist  xmd  dasselbe  hier 
aus  den  drei  Geraden  AB,  fnC^  und  @^  besteht;  ein  Kegelschnitt, 
der  ®^  zur  Tangente  hat,  ist  aber  Parabel  (S.  114).  Diese  Parabel 
hat  die  Verbindungslinie  Pm  zur  Leitlinie,  weil  die  durch  m  gehenden 
Axen  jedes  Kegelschnitts  der  Schaar  und  die  durch  P  gehenden  Hal- 
birungBstrahlen  der  Winkel  zwischen  PA  und  PB  zwei  Paare  zu  einander 
rechtwinkliger  Tangenten  dieser  Parabel  sind;  der  Brennpunkt  der- 
selben findet  sich  also  auch  leicht,  indem  man  von  diesem  der  Parabel 
umschriebenen  vollständigen  Yierseit  denjenigen  Diagonalpunkt  auf- 
sucht^ welcher  nicht  in  der  Diagonale  mP  liegt.  Die  beiden  conju- 
girten  Kegelschnittschaaren  (§.  51),  welche  zu  der  confocalen  Kegel- 
schnittschaar  gehören  und  durch  die  drei  Strahlsysteme  (A)  (JB)  (C^) 
erzeugt  werden,  bestehen,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  aus  Parabeln,  weil 
&^  eine  Asymptote  von  (C^)  ist,  und  zwar  wird  die  eine  Schaar  ge- 
bildet von  sämmtlichen  Parabeln,  wekhe  A  zum  Brennpunkt  und  jede 
durch  B  gehende  Gerade  zur  Leitlinie  haben,  die  andere  Schaar  von 
sämmtlichen  Parabeln,  welche  B  zum  Brennpunkt  und  jede  durch  A 
gehende  Gerade  zur  Leitlinie  haben;  diese  Parabeln  berühren  gemein- 
schaftlich die  in  der  Mitte  m  auf  AB  senkrecht  stehende  zweite 
Asymptote  des  Strahlsystems  (C^)  u.  s.  w.  —  Im  Allgemeinen  ist 
noch  zu  erwähnen,  dass,  wenn  von  den  beiden  erzeugenden  Strahl- 
systemen (A)  und  (B)  nur  eines  ein  circulares  Strahlsystem,  das  andere 
ein  beliebiges  hyperbolisches  oder* elliptisches  Strahlsystem  ist,  alsdann 
eine  Kegelschnittschaar  zum  Vorschein  kommt,  welche  einen  Brenn- 
punkt gemeinschaftlich  hat  und  ausserdem  zwei  reelle  oder  imaginäre 
gemeinschafUiche  Tangenten,  je  nachdem  das  andere  Strahlsystem 
hyperbolisch  oder  elliptisch  ist;  auch  diese  Kegelschnittschaaren  bieten 
manche  Eigenthümlichkeiten  dar. 

§.  53.    Clemischte  Eegelschnittsohaaren. 

Wenn  wir  Punkte  und  Tangenten  eines  Kegelschnitts  als  Bestim- 
mungsstücke desselben  annehmen,  so  ist  der  Kegelschnitt  im  Allgemeinen 
durch  fünf  dieser  Elemente  ein-  oder  mehrdeutig  bestimmt  und  zwar: 
Durch  fünf  Punkte  oder  fünf  Tangenten  eindeutig  (S.  99),  durch  vier 
Punkte  und  eine  Tangente  oder  durch  vier  Tangenten  und  einen  Punkt 
zweideutig  (S.  235),  endlich  durch  drei  Punkte  und  zwei  Tangenten  oder 
durch  drei  Tangenten  und.  zwei  Punkte  vierdeutig  (S.  236).    Durch  vier 

Steiner,  Vorletnngen  n.    2.  Aufl.  23 
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dieser  Bestimmungsstücke  ist  der  Kegelschnitt  nicht  bestimmt^  sondern 
es  giebt  eine  unendliche  Reihe  von  Kegelschnitten,  welche  vier  Be- 
dingungen genügen,  indem  sie  durch  gegebene  Punkte  gehen  oder 
gegebene  Gerade  berühren.  Von  solchen  unendlichen  Reihen  von 
Kegelschnitten  haben  wir  bisher  nur  zwei  einander  gegenüberstehende 
in  Betracht  gezogen:  Das  Kegelschnittbüschel  als  die  Totalität  aller 
durch  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  und  die  Kegelschnittschaar 
als  die  Totalität  aller  vier  Gerade  berührenden  Kegelschnitte  mit 
Berücksichtigung  auch  der  Fälle,  in  denen  von  den  vier  gemeinschaft- 
lichen Punkten  oder  Tangenten  Paare  imaginär  sind.  Obwohl  nun 
diese  beiden  Gebilde  von  hervorragender  Bedeutung  sind,  so  lassen 
sich  doch  noch  andere  derartige  Reihen  von  Kegelschnitten  bilden, 
nämlich  zunächst  wieder  zwei  einander  gegenüberstehende  Gebilde: 
a)  sämmtliche  Kegelschnitte,  welche  durch  drei  feste  Punkte  gehen 
und  eine  feste  Gerade  berühren,  und  b)  sämmtliche  Kegelschnitte, 
welche  drei  feste  Gerade  berühren  und  durch  einen  festen  Punkt  gehen; 
sodann  ein  sich  selbst  gegenüberstehendes,  also  alleinstehendes  Ge- 
bilde: c)  sämmtliche  Kegelschnitte,  welche  zwei  feste  Gerade  be- 
rühren und  durch  zwei  feste  Punkte  gehen.  Diese  drei  Gebilde,  welche 
„gemischte  KegelschnittscJuxaren"  heissen  mögen,  sollen  jetzt  naher  unter- 
sucht werden. 

Ebenso  wie  Steiner  durch  projectivische  Drehung  (S.  226)  das  Kegel- 
schnittbüschel aus  dem  Strahlbüschel  entstehen  lässt,  kann  man  eine  ge- 
mischhte  Kegelschnittschaar  von  drei  Punkten  und  einer  Tangente  aus 
einem  Tangentenbüschel  (Seite  350),  d.  h.  den  sämmtlichen  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  erzeugen  in  folgender  Art:  Denken  wir  uns  einen  Kegel- 
schnitt K^^^  und  zwei  beliebige  Punkte  desselben  B  und  B^  als  die 
Mittelpunkte  von  Strahlbüscheln ,  eine  beliebige  Tangente  t  des  Kegel- 
schnitts K^^^  als  den  perspectivischen  Durchschnitt  zweier  Strahlbüschel, 
welche  in  B  und  B^  ihre  Mittelpunkte  haben,  so  wird  die  pro- 
jectivische Beziehung  dieser  beiden  Strahlbüschel  (JB)  und  (B^)  durch 
die  Gerade  t  vollständig  bestimmt,  und  durch  die  Veränderung  der 
Tangente  t  am  Kegelschnitt  Jf^*>  erhalten  wir  unendlich -viele  Paare 
von  projectivischen  Strahlbüscheln  mit  den  Mittelpunkten  B  und  -B^, 
deren  paarweise  Beziehung  jedesmal  unzweideutig  festgestellt  ist.  Endlich 
haben  wir  noch  zwei  projectivische  Strahlbüschel  in  B  und  JSj,  welche 
den  Kegelschnitt  K^^^  selbst  erzeugen.  Denken  wir  uns  nun  diese 
unendlich  -  vielen  Paare  projectivischer  Beziehungen  in  sich  festge- 
halten, aber  um  die  Mittelpunkte  B  und  B^  so  gedreht,  dass  die 
beiden  den  Kegelschnitt  K^*^  erzeugenden  Strahlbüschel  in  perspectivisehe 
Lage   kommen,    also   die  Schnittpunkte   entsprechender  Strahlen   auf 
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einer  Geraden  S  liegen^  alsdann  werden  zwei  solche  Strahlbüsehel^ 
welche  Tor  der  Drehung  eine  Tangente  t  zum  perspectivischen  Durch- 
schnitt hatten^  sich  im  Allgemeinen  nicht  mehr  in  perspectivischer 
Lage  befinden^  also  einen  Kegelschnitt  erzeugen;  alle  diese  Kegel- 
schnitte gehen  durch  B  und  JB^;  sie  gehen  ausserdem  durch  einen 
dritten  festen  Punkt  C,  den  Schnittpunkt  derjenigen  beiden  Strahlen^ 
welche  ror  der  Drehung  in  der  Verbindungslinie  BB^  vereinigt  waren, 
und  welche  fÖr  alle  projectivischen  Beziehungen  (bei  der  perspectivischen 
Lage)  ein  Paar  entsprechender  Strahlen  waren;  endlich  berühren 
diese  Kegelschnitte  sämmtlich  die  Gerade  S,  weil  vor  der  Drehung 
alle  t  den  Kegelschnitt  K^^^  berührten;  aus  den  gemeinschaftlichen 
Punkten  von  i  und  K  werden  nämlich  nach  der  Drehung  die  gemein- 
schaftlichen Punkte  des  aus  t  entspringenden  Kegelschnitts  mit  S, 
und  da  jene  beiden  zusammenfallen,  so  müssen  auch  diese  beiden  zu- 
sammenfallen. Wir  erhalten  also  in  der  That  eine  gemischte  Kegel- 
schnittschaar von  drei  Punkten  BB^C  und  einer  Tangente  fi  gewisser- 
massen  auf  organischem  Wege  aus  den  sämmtlichen  Tangenten  eines 
Kegelschnitts. 

In  ganz  analoger  Weise  kann  die  gegenüberstehende  gemischte 
Kegelschnittschaar  von  drei  Tangenten  und  einem  Punkte  ;>  welche 
allen  Kegelschnitten  gemeinschaftlich  sein  sollen,  aus  einer  krummen 
Punktreihe  (§.  51),  d.  h.  den  sänmitlichen  Punkten  eines  Kegelschnitts 
erzengt  werden.  Nehmen  wir  zwei  feste  Tangenten  31  und  St^  eines 
Kegelschnitts  K^^^  und  betrachten  einen  veränderlichen  Punkt  p  des- 
selben als  Projectionspunkt  für  zwei  projectivische  Punktreihen  auf  % 
und  Sfi^j  welche  sich  in  perspectivischer  Lage  befinden,  so  erhalten 
wir  mit  der  Veränderung  von  jp  unendlich-viele  Paare  projectivischer 
Ponktreihen  auf  %  und  S^,  deren  Beziehung  vollständig  bestimmt  ist; 
endlich  werden  %  und  Sfi^  noch  von  den  Tangenten  des  Kegelschnitts 
K^^^  in  zwei  projectivischen  Punktreihen  getroffen,  die  sich  nicht  in 
perspectivischer  Lage  befinden.  Denken  wir  uns  nun  diese  unendlich- 
vielen  Paare  projectivischer  Beziehungen  in  sich  festgehalten,  aber  die 
Träger  ÄÄi,  ohne  ihre  Lage  zu  verändern,  auf  sich  selbst  so  ver- 
schoben, dass  die  beiden  letzten  den  Kegelschnitt  K^^^  erzeugenden 
Ponktreihen  in  perspectiviscl^e  Lage  gelangen  (was  bekanntlich  auf 
unendlich-viele  Arten  geschehen  kajtm),  so  werden  nach  der  Ver- 
schiebung je  zwei  vorhin  perspectivische  Punktreihen  auf  31  und  Äj 
sich  im  Allgemeinen  nicht  mehr  in  perspectivischer  Lage  befinden, 
sondern  einen  Kegelschnitt  erzeugen;  alle  so  erhaltenen  Kegelschnitte 
berühren  9  und  %^  und  eine  dritte  Gerade  6,  die  Verbindungslinie 
derjenigen   beiden  Punkte   auf  den  Trägem  nach   der  Verschiebung, 
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welche  vorher  in  ihrem  Schnittpunkte  vereinigt  waxen  und  für  jedes 
Paar  der  unendlich-vielen  projectivischen  Beziehungen  bei  perspectivi- 
scher  Lage  ein  Paar  entsprechender  Punkte  sind  und  also  auch  bleiben; 
endlich  gehen  sämmtliche  aus  den  Punkten  p  entspringende  E^el-  • 
schnitte  durch  einen  festen  Punkt  P^  den  Projectionspunkt  der  beiden 
projectivischen  Punktreihen  auf  %  und  %^j  welche  vor  der  Verschie- 
bung den  Kegelschnitt  K^^^  erzeugten  und  nach  der  Verschiebung  per- 
spectivisch  zu  liegen  kommen.  Wir  erhalten  also  eine  gemischte 
Kegelschnittschaar  von  drei  gemeinschaftlichen  Tangenten  ^Sl^S  und 
einem  gemeinschaftlichen  Punkte  P,  hervorgegangen  aus  den  sämmt- 
liehen  Punkten  p  eines  Kegelschnitts. 

Auch  umgekehrt  können  wir^  sobald  die  bestimmenden  Elemente 
einer  solchen  gemischten  Kegelschnittschaar  ^  also  a)  drei  Punkte 
BB^C  und  eine  Gerade  fi  oder  b)  drei  Gerade  ÄÄi®  und  ein  Punkt 
P  gegeben  sind,  den  Kegelschnitt  K^^  herstellen,  aus  dessen  Tan- 
genten oder  Punkten  das  ganze  Gebilde  durch  Drehung  oder  Ver- 
schiebung, hervorgeht.  Wir  denken  uns  nämlich  im  Falle  a)  in  £  « 
und  B^  zwei  perspectivische  Strahlbüschel,  welche  die  Gerade  fi  zum 
perspecti vischen  Durchschnitt  haben,  und  drehen  diese  beiden  Strahl- 
büschel, deren  projectivische  Beziehung  also  bestimmt  ist,  um  solche 
Winkel,  dass  die  Strahlen  BG  und  B^C  zusammenüallen,  dann  er- 
zeugen jene  Strahlbüschel  den  Kegelschnitt  J5l(*>;  oder  b)  wir  denken 
uns  %  imd  %^  als  die  Träger  zweier  perspectivischer  Punktreihen, 
welche  P  zu  ihrem  Projectionspunkte  haben,  und  verschieben,  indem 
wir  diese  projectivische  Beziehung  festhalten,  die  Trager  auf  sich 
selbst  uni  solche  Strecken,  dass  die  Schnittpunkte  (9,  (£)  und  (^l^,  6) 
in  den  Schnittpunkt  (8[,  %^  hineinfallen;  dann  erzeugen  jene  beiden 
nicht  mehr  perspectivischen  Punktreihen  den  Kegelschnitt  K^. 

Diese  Entstehung  der  beiden  gemischten  Kegelschnittschaaren 
giebt  ebensowohl  Aufschluss  über  ihre  Mächtigkeit,  welche  gleich  ist 
der  von  den  Tangenten  oder  Punkten  eines  Kegelschnitts,  wie  über 
die  Eigenschaften  beider  Gebilde.  Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  die 
Schaar  Kegelschnitte,  welche  durch  drei  Punkte  gehen  und  eine  gerade 
Linie  berühren,  mit  S  {3p y  IT)  und  die  Schaar  Kegelschnitte,  welche 
drei  gerade  Linien  berühren  und  durch  einen  Punkt  gehen,  mit 
S  (ßl,  lp)j  so  zeigt  sich  zunächst  der  Doppelsatz: 


Durch  einen  beliebigen  Punkt 
der  Ebene  gehen  im  Allgemeinen 
zwei  Kegelschnitte  der  Schaar 
S(Sp,  11). 


Eine  beliebige  Gerade  in  der 
Ebene  berühren  im  Allgemeinen 
0wei  Kegelschnitte  der  Sduiar 
8(31,  Ip). 
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Denn  fassen  wir  zum  Beweise  des  Satzes  links  irgend  zwei  Tan- 
genten t  des  erzeugenden  Kegelschnitts  K^^^  auf,  so  entspringen  aus 
diesen  beiden  Tangenten  zwei  Eegelschnitte  der  Seh  aar  ä(3j>,  11), 
welche  ausser  den  drei  gemeinschaftlichen  Punkten  BB^C  noch  den- 
jenigen vierten  Punkt  gemein  haben  müssen,  in  welchem  sich  nach 
der  Drehung  die  beiden  Strahlen  von  B  und  B^  treffen ,  welche  zum 
Schnittpunkte  der  beiden  Tangenten  t  hingehen;  also  umgekehrt,  da 
durch  einen  beliebigen  Punkt  o  nur  zwei  Tangenten  t  an  den  Kegel- 
schnitt K^^^  möglich  sind,  so  gehen  auch  durch  einen  beliebigen  Punkt 
o'  der  Sbene  nur  zwei  Kegelschnitte  der  Schaar  S  {3p,  11)]  und 
analog  rechts.     Femer  zeigt  sich: 


Eine  ididnge  Gerade  in  der 
Ebene  wird  im  Allgemeinen  von 
vier  Kegelschnitten  der  Schaar 
S(3p,  11)  berührt. 


Durch  einen  belielngen  Punkt 
der  Ebene  gehen  im  Allgemeinen 
vier  Kegelschnitte  der  Schaar 
S{31,  Ip). 


Denn  denken  wir  uns  zum  Beweise  des  Satzes  links  eine  Gerade 
&  als  den  perspectivischen  Durchschnitt  noch  zweier  projectivischer 
Strahlbüschel,  deren  Mittelpunkte  in  B  und  B^  placirt  sind,  und  wel- 
che mit  jener  Gruppe  von  Strahlbüschelpaaren  unveränderlich  zusam- 
menhängen, so  werden  dieselben  vor  der  Drehung  einen  Kegelschnitt 
^(^>  erzeugt  haben,  und  soviel  Tangenten  t,  als  die  Kegelschnitte  K^^^ 
und  ft^^  gemeinschaftlich  haben,  werden  durch  die  Drehung  in  Kegel- 
schnitte verwandelt,  welche  die  Gerade  @  berühren;  also  im  All- 
gemeinen vier;  das  Analoge  zeigt  sich  bei  dem  Satze  rechts. 

Auch  über  die  Natur  der  in  der  Schaar  S(5p,  IT)  vorkommen- 
den Kegelschnitte  giebt  die  obige  Entstehungsweise  Aufschluss;  da 
nämlich  alle  Punkte,  welche  nach  der  Drehung  in  die  Unendlichkeit 
gelangen,  vor  derselben  auf  einem  Kreise  liegen  (dem  „Drehkreise"" 
S.  228),  welcher  das  Erzeugniss  zweier  gleicher  und  gleichlaufender 
Strahlbüschel  ist,  so  werden  alle  diejenigen  Tangenten  t  des  erzeugen- 
den Kegelschnitts  K^^,  welche  den  Drehkreis  in  zwei  reellen  Punkten 
schneiden,  in  Hyperbeln,  diejenigen,  welche  ihn  berühren,  in  Parabeln 
und  diejenigen,  welche  ihn  nicht  treffen,  in  Ellipsen  verwandelt; 
solche  Tangenten  t,  welche  durch  den  Mittelpunkt  des  Drehkreises 
gehen,  werden  nach  der  Drehung  in  gleichseitige  Hyperbeln  übergehen, 
weil  die  unendlich-entfernten  Punkte  unter  rechtwinkligen  Richtungen 
erscheinen.     Wir  haben  also  folgendes  Ergebniss: 

In  der  gemischten  Kegdschnittschaar  S{ip,  11)  kommen  im  All- 
gemeinen vier  Parabeln  vor^  welche  zwei  Gruppen  Ellipsen  wnd  zwei 
Gruppen  Hyperbeln  von  einander  trennen;  unter  letzteren  befinden  sich 
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im  Allgemeinen  nur  zwei  gleichseitige  Hyperbeln;  insbesondere  enthält  die 
Schaar  drei  Linienpaare ,  welche  ihre  Doppelpunkte  in  der  Geraden  £ 
haben  und  jedesmal  aus  zwei  Geraden  bestehen^  deren  eine  die  Ver- 
bindungslinie zweier  von  den  %p  ist  und  die  andere  die  Verbindungs- 
linie des  dritten  mit  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  2  und  der  vori- 
gen Verbindungslinie.  Diese  drei  Linienpaare  entspringen  namlick 
aus  denjenigen  beiden  Taugenten  t  des  Kegelschnitts  K^^\  welche  in 
den  Punkten  BB^  berühren^  weil  die  projectivische  Beziehung  hier 
den  parabolischen  Charakter  annimmt,  und  drittens  aus  der  Tangente 
des  Kegelschnitts  K^^^  in  demjenigen  Punkte  Dy  in  welchem  sich  vor 
der  Drehung  zwei  Strahlen  schnitten,  welche  nach  derselben  in  die 
Verbindungslinie  BB^  hineinfallen,  weil  fQr  diese  t  die  perspeetivische 
Lage  erhalten  bleibt. 

Für  die  Schaar  S  {31,  Ip)  lässt  sich  leicht  der  Ort  der  Mittel- 
punkte sämmtlicher  Kegelschnitte  ermitteln;  ziehen  wir  nämlich  durch 
irgend  einen  Punkt  p  des  erzeugenden  Kegelschnitts  K^^^  ein  Paar 
von  Parallelen  zu  den  Trägern  %  und  Sl^,  so  treffen  dieselben  in  den 
Punkten  r  und  c\i ,  und  diese  behalten  ihre  Eigenschaft,  Durchschnitts- 
punkte der  Parallelstrahlen  (S.  28)  zu  sein,  auch  nach  der  Verschie- 
bung. Wir  erhalten  dadurch  nach  der  Verschiebung  ein  dem  jedes- 
maligen Kegelschnitte  der  Schaar  umbeschriebenes  Parallelogramm, 
dessen  Mittelpunkt  der  Mittelpunkt  dieses  Kegelschnitts  wird.  Der 
*  Ort  des  Mittelpunktes  des  ersten  Parallelogramms  ändert  aber  durch 
die  Verschiebung  nur  seine  Lage  in  der  Ebene,  indem  er  sich  selbst 
congruent  bleibt,  und  dieser  Ort  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  ein  dem  er- 
zeugenden Kegelschnitt  K^^^  ähnlicher  Kegelschnitt;  denn  bezeichnen 
wir  den  Schnittpunkt  der  Träger  %%i  mit  c  (oder  fj,  als  Punkte  der 
beiden  den  Kegelschnitt  K^^^  erzeugenden  Punktreihen,  und  die  Be- 
rührungspunkte mit  f  und  e^,  so  erzeugen  bei  der  Bewegung  von  |)  die  Strahl- 
büschel \p  und  tj^p  den  Kegelschnitt  jE^^^^;  bezeichnen  wir  aber  mit  €  und  q)^ 
die  Mitten  der  Strecken  ef  und  e^fi,  mit  x  die  Mitte  von  e^,  so  sind 
£7t  q)i7t  parallel  resp.  mit  fjp  und  t^p,  erzeugen  also  einen  ähnlichen  und 
ähnlich-liegenden  Kegelschnitt,  welcher  in  £  und  (p^  die  Träger  S3[| 
berührt;  nach  der  Verschiebung  nimmt  dieser  Kegelschnitt  zwar  eine 
andere  Lage  ein,  bleibt  aber  dem  K^^^  ähnlich;  wir  haben  mithin  fol- 
gendes Resiiltat: 

SämmÜiche  Kegelschnitte  der  getnischten  Schaar  S(3Z,  1^)  haben 
ihre  Mittelpunkte  auf  einem  Kegelschnitte,  welcher  ähnlich  ist  dem  er- 
zeugenden Kegelschnitt  K^^\  Stellen  wir  uns  noch  die  Gerade  5D  her, 
welche  diejenigen  beiden  entsprechenden  Punkte  auf  den  TnLgem  % 
und  ^1  der  den  Kegelschnitt  K^^^  erzeugenden  Punktreihen  verbindet,  die 
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nach  der  Verschiebung  in  dem  Schnittpunkte  (Sl?li)  vereinigt  werden, 
d.  h.  die  Gerade  ®,  welche  parallel  zu  @  und  symmetrisch  rücksicht- 
lich des  Schnittpunktes  (ÄSlj)  liegt,  und  welche  nothwendig  eine 
Tangente  des  erzeugenden  Kegelschnitts  K^^^  ist,  so  können  wir  nach 
dem  oben  (S.  273)  gefundenen  Kriterium  leicht  entscheiden,  welcher  Art 
die  Kegelschnitte  der  gemischten  Schaar  5(3/,  Ip)  sein  werden;  der 
Kegelschnitt  K^^\  welcher  die  drei  Geraden  Ä^t^S)  berührt,  liegt  ent- 
weder ganz  innerhalb  oder  ganz  ausserhalb  des  yon  jenen  drei  Ge- 
raden gebildeten  Dreiseits.  In  dem  ersten  Falle  liegt  er  ganz  in 
einem  der  Bäume  (e)  (S.  273,  Fig.  67)  und  ist  nothwendig  Ellipse;  die 
Kegelschnitte  der  Schaar  bestehen  also  in  diesem  Falle  aus  lauter 
Ellipsen,  und  auch  der  Mittelpunktskegelschnitt  ist  eine  Ellipse.  Im 
zweiten  Falle  ist  der  Kegelschnitt  K^^^  entweder  Ellipse  und  liegt  dann 
ganz  in  einem  der  Räume  (h),  welche  den  Seiten  des  Dreiseits  an- 
liegen; die  Kegelschnitte  der  Schaar  bestehen  in  diesem  Falle  aus 
lauter  Hyperbeln,  und  der  Mittelpunktskegelschnitt  ist  Ellipse;  oder 
der  Kegelschnitt  K^^^  ist  Hyperbel  und  liegt  dann  mit  einem  Zweige 
in  einem  Räume  (h)  imd  mit  dem  andern  in  dem  gegenüberliegenden 
Räume  (e);  die  Kegelschnitte  der  Schaar  bestehen  aus  einer  Gruppe 
Ellipsen  und  einer  Gruppe  Hyperbeln,  welche  durch  zwei  Parabeln 
von  einander  getrennt  werden;  der  Mittelpunktskegelschnitt  ist  Hyper- 
bel, imd  die  beiden  unendlich-entfernten  Punkte  derselben  sind  die 
Mittelpunkte  der  beiden  in  der  Schaar  vorkommenden  Parabeln. 

Das  auf  S.  273  angegebene  Kriterium  giebt  auch  unmittelbar  Auf- 
schluss  über  die  Natur  der  gemischten  Kegelschnittschaar  je  nach 
der  Lage  der  sie  bestimmenden  Elemente,  nämlich  der  drei  Geraden 
S(8[j6!  und  des  Punktes  P.  Es  theilen  nämlich  die  drei  Geraden 
%^i^  das  Gebiet  der  ganzen  Ebene  in  7  Räume:  den  endlichen 
Ranm  des  von  ihnen  gebildeten  Dreiseits,  die  drei  unendlichen 
den  Seiten  anliegenden  Räume  und  die  drei  unendlichen  den  Ecken 
anliegenden  Scheitelräume;  je  nachdem  der  Punkt  P  in  dem  einen 
oder  andern  dieser  Räume  liegt,  ändert  sich  die  Natur  der  gemischten 
Kegelschnittschaar,  und  zwar:  1)  Wenn  der  gegebene  Punkt  P  inner- 
halb des  endlichen  Dreiecksraumes,  den  die  drei  gegebenen  Geraden 
Sl9(iS  begrenzen,  gelegen  ist,  so  besteht  die  Schaar  aus  lauter  Ellip- 
sen, und  auch  der  Mittelpunktskegelschnitt  ist  eine  Ellipse;  2)  wenn 
der  Punkt  P  in  einem  der  drei  unendlichen  Scheitelräume,  welche  an 
die  Ecken  des  Dreiseits  anstossen,  gelegen  ist,  so  besteht  die  Schaar 
aus  lauter  Hyperbeln,  und  der  Mittelpunktskegelschnitt  ist  wiederum 
eine  Ellipse;  3)  wenn  der  Punkt  P  in  einem  der  drei  den  Seiten  des 
Dreiseits  anliegenden  unendlichen  Räume  gelegen  ist,  so  zerfällt  die 
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Sebaar  in  eine  Gmppe  Ellipsen  und  eine  Gruppe  Hyperbeln,  welcbe 
durch  zwei  Parabeln  von  einander  getrennt  werden;  der.  Mittelpunkts- 
kegelscbnitt  ist  Hyperbel,  und  der  eine  Zweig  derselben  enthält  die 
Mittelpunkte  der  Ellipsen,  der  andere  die  der  Hyperbeln,  während  die 
beiden  unendlich-entfernten  Punkte  dieser  Mittelpunktshyperbel  die 
Mittelpunkte  der  beiden  Parabeln  der  Schaar  sind. 

Wir  brechen  hier  die  Betrachtung  der  beiden  noch  wenig  unter- 
suchten Kegelschnittschaaren  S(ßp,  11)  und  S{Sl,  Ijp)  ab  und  über- 
lassen die  vielen  noch  unerledigten  Fragen,  welche  sich  hieran  knöpfen, 
dem  Leser.  Die  hier  gegebene  Entstehungsweise  derselben  scheint 
eine  ergiebige  und  empfehlenswerthe  Quelle  f&r  ihre  Untersuchung; 
»ie  lässt  uns  aber  in  dem  Falle  im  Stich,  wenn  von  den  3p  oder 
32  ein  Paar  imaginär  wird,  d.  h.  a)  wenn  ein  Punkt  |>,  eine 
Uerade  {  und  ein  (elliptisches)  Punktsystem  gegeben  ist  und  alle 
Kegelschnitte,  welche  durch  p  gehen,  l  berühren  und  das  gegebene 
Punktsystem  zu  ihrem  zugehörigen  haben,  die  gemischte  Kegelschnitt- 
schaar  bilden;  oder  b)  wenn  eine  Gerade  l,  ein  Punkt  p  und  ein 
(elliptisches)  Strahlsystem  gegeben  ist  und  alle  Kegelschnitte,  welche 
l  berühren,  durch  p  gehen  und  das  gegebene  Strahlsystem  zu  dem 
ihnen  zugehörigen  zu  haben,  die  gemischte  Eegelschnittschaar  bilden. 
Zur  Construction  der  Kegelschnitte  dieser  Schaaren  können  wir  ge- 
langen, indem  wir  a)  einen  veränderlichen  Punkt  p  die  Gerade  l  durch- 
laufen lassen  und  jedesmal  den  Kegelschnitt  construiren,  welcher  in 
p  die  l  berührt,  durch  p  geht  und  das  gegebene  Punktsystem  zu 
seinem  zugehörigen  hat  (S.  150);  b)  indem  wir  einen  veränderlichen 
Strahl  t  um  p  drehen  und  jedesmal  den  Kegelschnitt  construiren, 
welcher  in  p  die  t  berührt,  ausserdem  t  berührt  und  das  gegebene 
Strahlsystem  zu  dem  ihm  zugehörigen  hat.  Diese  Constructionen  ge- 
statten, wenn  auch  nicht  einen  so  unmittelbaren  Einblick,  wie  die 
obige  organische  Entstehungs weise,  doch  eine  Anschauung  dieser  ge- 
mischten Kegelschnittschaaren  und  bieten  eine  Handhabe  für  ihre  Unter- 
suchung, die  übrigens  zum  Theil  schon  auf  Curven  höheren  Grades  führt. 
Wir  haben  noch  die  dritte  gemischte  Kegelschnittschaar  S  (2p,  21) 
von  zwei  festen  Punkten  und  zwei  festen  Tangenten  in  Betracht  zu 
ziehen  oder,  wenn  wir  uns  von  der  Bealität  dieser  Paare  unabhängig 
machen  wollen,  alle  Kegelschnitte  aufzusuchen,  welche  gleichzeitig  ein 
gegebenes  Funktsystetn  und  ein  gegebenes  Strahlsystem  zu  den  ihnen  zu- 
gefüirigen  haben.  Das  Verhalten  dieser  gemischten  Kegelschnittschaar 
lässt  sich  leicht  aus  einem  speciellen  Falle  erkennen,  wenn  wir  näm- 
lich alle  Kreise  in  Betracht  ziehen,  welche  zwei  gegebene  Gerade 
berühren,  da  diese   auf  der  unendlich-entfernten  Geraden  @«  ausser- 
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dem  zwei  imaginäre  gemeinschaftliche  Punkte  haben  (S.  195);  aber 
auch  allgemein  zeigt  sich  leicht  Folgendes: 

Sind  gegeben  ein  ätrahlsystem  {x^  |);  dessen  Mittelpunkt  B  ist^  und 
ein  Punktsystem  (y,  ri)  auf  dem  Träger  Sl,  so  wird  es  im  Allgemei- 
nen einmal  vorkommen;  dass  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  des  Strahl- 
systems durch  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  Punktsystems  hin- 
durchgeht (S.  58  und  158);  ein  solches  gemeinschaftliches  Paar  ist 
immer  reell  vorhanden,  sobald  eines  oder  beide  Systeme  elliptisch 
sind;  oder  wenn  beide  Systeme  hyperbolisch  sind  mit  den  Asymptoten 
Qj  h  und  den  Asymptotenpunkten  Q,  \),  falls  die  letzteren  durch 
die  ersteren  nicht  getrennt  werden,  d.  h.  die  Punkte  Q^  ^  entweder 
in  demselben  Winkelraume  oder  in  zwei  Scheitelräumen  von  den 
vier  durch  g  und  h  gebildeten  Winkelräumen  enthalten  sind;  wenn 
aber  g  und  ^  in  zwei  neben  einander  liegenden  Winkelräumen 
enthalten  sind  (Fig.  79),  so  giebt  es  kein 
solches  perspectiyisch  liegendes  Paar  con- 
jugirter Elemente.  Dann  giebt  es  aber  über- 
haupt gar  keinen  reellen  Kegelschnitt  der 
Schaar;  denn  ein  Kegelschnitt;  welcher  g,  h 

berührt  und  durch  g  geht,  ist  vollständig  in      X   .(\         /  .    \     l? 
dem  Winkel-  und  seinem  Scheitelraume  ent- 
halten, in  welchem  g  Hegt,  mag  er  Ellipse, 

Hyperbel  oder  Parabel  sein;  er  kann  also  nie  durch  einen  Punkt  I) 
gehen,  welcher  in  einem  der  Neben-Scheitelräume  liegt.  Die  Schaar 
enthält  also  in  diesem  Falle  keinen  einzigen  reellen  Kegelschnitt. 
Sehen  wir  daher  von  diesem  illusorischen  Falle  ab,  so  giebt  es  ein 
Strahlenpaar  l  und  A  des  Strahlsystems  (B),  welches  den  Träger  Sl 
in  einem  Paare  conjugirter  Punkte  p  und  tc  des  auf  ihm  gegebeneu 
Punktsystems  tri£Ft,  und  dasselbe  ist  nach  dem  Obigen  leicht  zu  con- 
struiren.  Diese  besonderen  perspectivisch- liegenden  Paare  Z,  A  und 
p,  X  conjugirter  Elemente  beider  gegebenen  Systeme  beherrschen  diese 
gemischte  Kegelschnittschaar.  Geht  nämlich  l  durch  p  und  X  durch 
3t,  so  wird,  weil  j)  imd  x  ein  Paar  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  jeden 
Kegelschnitt  dieser  Schaar  sein  müssen,  die  Polare  von  p  durch  tc 
gehen;  sie  muss  aber  andererseits  auch  den  Pol  von  l  enthalten,  weil 
l  durch  p  geht;  der  Pol  von  l  muss  femer  auf  der  Geraden  A 
liegen,  weil  l  und  A  conjugirte  Gerade  für  alle  Kegelschnitte  der 
Schaar  sind;  es  sind  also  nur  zwei  Möglichkeiten  vorhanden,  entweder 
ist  7C  selbst  der  Pol  von  {,  oder  wenn  er  es  nicht  ist,  so  muss  A  die 
Polare  von  p  sein;  die  Kegelschnitte  der  Schaar  zerfallen  daher  in 
zwei  Gruppen:  für  die  erste  G-ruppe  sind  p  und  A  Pol  und  Polare,  für 
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die  zweite  Gruppe  sind  %  und  l  Pol  und  Polare.  Bezeichnen  wir  diese 
beiden  Gruppen^  in  welche  die  gemischte  Eegelschnittschaar  zerfallt, 
durch  [jP;  A]  und  [ä,  l],  so  ergiebt  sich  folgendes  Verhalten:  Weil 
in  der  Gruppe  [p,  A]  die  Polare  X  von  p  durch  B  geht,  so  muss  auch 
die  Polare  von  B  durch  p  gehen,  und  weil  der  Pol  p  von  A  auf  % 
liegt,  so  muss  auch  der  Pol  von  S{  auf  k  liegen,  ds^egen  in  der 
Gruppe  [^,2]  geht  die  Polare  von  B  beständig  durch  sr,  und  der  Pol 
von  %  liegt  immer  auf  l.     Wir  haben  also  folgendes  Resultat: 

Die  gemischte  Kegeischnittschaar  van  zwei  festen  Tangenten,  deren 
Schnittpunkt  B,  und  zwei  festen  Punkten  j  deren  Verbindungslinie  81  sei, 
eerfcUlt  in  zwei  Gruppen  von  Kegelschnitten;  für  jede  derselben  gdU  die 
Polare  von  B  (Berülvrungssehne  der  beiden  festen  Tangenten)  durch  je 
einen  festen  Punkt  p  und  ä,  weldie  auf  %  liegen,  und  der  Pol  der  Ge- 
raden %  (Schnittpunkt  der  Tangenten  in  den  beiden  festen  Punkten)  liegt 
auf  je  einer  festen  Geraden  k  und  l,  u^kJie  durch  B  gehen;  die  Geraden 
k  und  l  gelten  resp,  durch  die  Punkte  %  und  p  und  sind  zugeordnet-har- 
tnoniscJie  Strahlen  zu  den  beiden  festen  Tangenten,  sowie  p  und  %  zuge- 
ördnet'harmonische  Punkte  zu  den  beiden  festen  Punkten  der  Schaar  sind. 

Für  den  vollständig  reellen  Fall,  wenn  beide  Systeme  (B)  und 
(?l)  hyperbolisch  sind,  also  die  Asymptoten  gh  des  Strahlsystems  die 
beiden  festen  Tangenten  und  die  Asymptotenpunkte  Q^  des  Punkt- 
systems die  beiden  festen  Punkte  der  gemischten  Kegelschnittschaar 
sind,  ist  zu  bemerken,  dass  die  Kegelschnitte  von  jeder  der  beiden 
Gruppen  paarweise  mit  einander  zusammenhängen:  Ziehen  wir  nämlich 

Fig.  80. 


irgend  einen  Strahl  durch  p,  welcher  g  und  h  in  den  Punkten  t^  uud 
t^  trifft,  so  wird  auch,  wenn  wir  t^  und  t^  mit  x  verbinden  und  die 
Schnittpunkte  dieser  Verbindungsstrahlen  mit  h  und  g  durch  ^  und 
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^4  bezeichnen^  die  Verbindungslinie  fej^^  durch  p  laufen  müssen  (Fig.  80), 
denn  die  Strahlen  ghll  sind  harmonisch,  und  aus  der  harmonischen 
Eigenschaft  des  Vierecks  folgt  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung. 
Es  giebt  hiemach  zwei  Kegelschnitte  der  Gruppe  [p,  X],  von  denen  der  eine 
in  t^t^,  der  andere  in  ^^4  die  Geradtn  gh  berührt  und  durch  Q^  geht; 
andererseits  giebt  es  aber  auch  zwei  Kegelschnitte  der  Gruppe  [sr,  Z], 
deren  ieiner  in  t^t^,  der  andere  in  t^t^^  die  Geraden  gh  berührt  und 
ausserdem  durch  Qi)  geht;  diese  vier  Kegelschnitte,  welche  paarweise 
den  beiden  Gruppen  angehören,  berühren  sich  in  den  vier  Punkten 
tit^t^t^  derartig,  dass  jeder  aus  der  einen  Gruppe  die  beiden  andern 
aus  der  andern  Gruppe  berührt;  die  yier  Punkte  tit^t^t^  liegen  femer 
mit  den  festen  Punkten  Q^  in  einem  Kegelschnitt  ^^^\  weil  g  und  \) 
zugeordnete  Punkte  sind  zu  p  und  n,  zwei  Diagonalpunkten  des  voll- 
ständigen Vierecks  ^1^2  ^^4.  Dieser  Kegelschnitt  ^^^^  hat  Bpx  zu  einem 
Tripel  conjugirter  Punkte,  folglich  ist  pic  die  Polare  von  B  in  Bezug 
auf  ihn,  und  daher  sind  Bq  und  B^  seine  Tangenten  in  den  Punkten 
g  und  ]^.  Verändern  wir  den  willkürlich  durch  p  gezogenen  Strahl, 
so  verändert  sich  auch  das  Viereck  der  vier  Berührungspunkte  ^i^^3^4 
und  der  Kegelschnitt  S^^^;  ersteres  behält  das  feste  Diagonaldreieck 
Bpx  xmd  ein  Seitenpaar  gh  unverändert,  der  Kegelschnitt  ß^^^  be- 
schreibt eine  Schaar  sich  doppelt  berührender  Kegelschnitte,  welche 
in  den  Punkten  g  und  i)  die  gemeinsamen  Tangenten  Bq  und  Bi)  haben. 
In  analoger  Weise  ordnen  sich  die  Kegelschnitte  der  gemisch- 
ten Schaar  zu  zwei  und  zwei  Paaren,  wenn  man  auf  l  einen  beliebi- 
gen Punkt  p  nimmt,  ihn  mit  g  und  f)  verbindet  und  die  Schnittpunkte 
dieser  Verbindungsstrahlen  mit  k  abwechselnd  mit  ^  und  g  verbindet, 
welche  beiden  Linien  sich  wiederum  auf  l  schneiden;  man  erhält  da- 
durch ein  Vierseit,  dessen  Diagonaldreiseit  %ll  ist;  und  von  dem  ein 
Paar  Gegenecken  g  und  1^  sind;  die  vier  Seiten  dieses  Vierseits  sind 
die  Tangenten  von  vier  Kegelschnitten,  welche  paarweise  den  beiden 
Gruppen  [p,  X]  und  [jty  l]  angehören  und  sich  derartig  berühren,  dass 
jeder  aus  der  einen  Gruppe  die  beiden  andern  aus  der  andern  Gruppe 
berührt.  Die  vier  Seiten  dieses  Vierseits  und  die  beiden  Geraden  g 
und  h  sind  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts,  der  31  ZA  zum  Tripel 
conjugirter  Strahlen  hat  und  daher  die  Geraden  g  und  h  in  denjenigen 
beiden  Punkten  berührt,  in  welchen  sie  von  Sl  geschnitten  werden; 
verändern  wir  den  willkürlich  angenommenen  Punkt  p  auf  der  Geraden 
Ij  so  verändert  sich  sowohl  jenes  Vierseit,  als  auch  dieser  Kegel- 
schnitt und  letzterer  durchläuft;  eine  Schaar  einander  doppelt  berührender 
Kegelschnitte,  deren  beide  Berührungspunkte  die  Schnittpunkte  von  g 
und  h  mit  der  Geraden  Sl  sind. 
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§.  54.    Die  gemeinscliaftliclieii  Punkte,  Tangenten  nnd  das  gemeinsame 
Tripel  conjugirter  Punkte  und  Strahlen  für  zwei  beliebig  angenommene 

Kegelschnitte. 

Zwei  willkürlich  in  der  Eben9  angenommene  Kegelschnitte  können 
höchstens  vier  gemeinschaftliche  Punkte  und  vier  gemeinschaftliche 
Tangenten  haben,  denn  durch  fünf  dieser  Elemente  ist  der  Kegel- 
schnitt im  Allgemeinen  eindeutig  bestimmt,  d.  h.  zwei  Kegelschnitte, 
welche  z.  B.  fünf  Punkte  gemeinschafblich  haben,  müssen  identisch  zu- 
sammenfallen. Die  Fra^e  nach  der  Realität  dieser  gemeinschaft- 
lichen Punkte  und  Tangenten  sowie  die  Construction  derselben 
ist  für  viele  geometrische  Untersuchungen  unerlässlich,  insbesondere 
für  die  Construction  des  Kegelschnittbüschels  und  der  Kegelschnitt- 
schaar,  welche  beiden  Gebilde  durch  zwei  Kegelschnitte  Yollstandig 
und  eindeutig  bestimmt  werden.  Es  soll  daher  diese  Frage  nachtrag- 
lich beantwortet  werden. 

Ein  Kegelschnitt  theilt  die  unendliche  Ebene  in  zwei  Gebiete, 
welche  wir  das  äussere  und  innere  Gebiet  nennen;  ersteres  wird  er- 
füllt von  sämmtlichen  Tangenten  des  Kegelschnitts,  letzteres  von 
keiner  getroffen.  Denken  wir  uns  eine  veränderliche  Tangente  an 
dem  Contour  eines  Kegelschnitts  herumbewegt,  so  durchstreift  dieselbe 
das  ganze  äussere  Gebiet  doppelt;  denn  halten  wir  den  Berührungs- 
punkt in  der  Tangente  fest,  so  theilt  er  jedesmal  dieselbe  in  zwei 
unendliche  Hälften,  und  während  der  Berührungspunkt  den  Contour 
des  Kegelschnitts  einmal  durchläuft,  durchstreift  jede  der  beiden 
Hälften  das  ganze  äussere  Gebiet.  Bei  der  Hyperbel  bildet  das 
äussere  Gebiet  ein  zusammenhängendes  Ganze  von  unendlicher  Aus- 
dehnung; das  innere  Gebiet  besteht  aus  zwei  getrennten  (im  Unend- 
lichen zusammenhängenden)  Theilen  ebenfalls  von  unendlicher  Aus- 
dehnung. Die  Bewegung  der  Tangente  mit  ihrem  Berührungspunkt 
längs  des  Contours  der  Hyperbel  zeigt  den  Zusammenhang  der  beiden 
Hyperbelzweige  im  Unendlichen  (S.  120).  Das  innere  Gebiet  der  Ellipse 
ist  von  endlicher  Ausdehnung,  das  äussere  von  unendlicher;  bei  der 
Parabel  sind  beide  von  unendlicher  Ausdehnung  und  jedes  in  sich  zu- 
sammenhängend.   . 

Wenn  wir  zwei  Kegelschnitte  Ül^^>  und  Kf^  in  der  Ebene  vrill- 
kürlich  annehmen,  so  können  drei  wesentlich  verschiedene  Fälle  rück- 
sichtlich ihrer  gegenseitigen  Lage  eintreten,  nämlich  1)  ist  das  innere 
Gebiet  des  einen  ganz  in  dem  inneren  Gebiete  des  anderen-  enthalten 
und  zugleich  enthält  das  äussere  Gebiet  des  ersteren  ganz  das  äussere 
Gebiet  des  letzteren,  d.  h.  der  eine  Kegelschnitt  liegt  ganz  innerhalb 
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des  anderen^  oder  2)  das  innere  Gebiet  des  einen  liegt  ganz  in  dem 
äusseren  Gebiet  des  anderen  und  zugleicli  das  äussere  Gebiet  des 
ersteren  enthält  ganz  das  innere  des  anderen,  d.  h.  der  eine  Kegel- 
schnitt liegt  ganz  ausserhalb  des  anderen,  oder  3)  das  innere  Gebiet 
des  einen  greift  theilweise  über  in  das  innere  Gebiet  des  anderen.  In 
den  Fällen  1)  und  2)  können  die  Kegelschnitte  keinen  reellen  Punkt 
gemeinschaftlich  haben,  im  Falle  3)  müssen  sie  gemeinschaftliche 
Punkte  haben  und  zwar  nothwendig  zwei  oder  vier;  denn  verfolgen 
wir  den  Contour  des  einen,  so  muss  ein  auf  demselben  sich  bewegen- 
der Punkt  aus  dem  äusseren  Gebiete  des  anderen  in  das  innere  Gebiet 
desselben  übertreten  bei  der  Annahme,  dass  ein  Theil  der  inneren 
Gebiete  sich  deckt;  der  sich  bewegende  Punkt  muss  aber  auch  wiederum 
aus  dem  inneren  Gebiet  in  das  äussere  zurückkehren,  von  wo  wir  ihn 
ausgehen  liessen,  bei  dem  continuirlichen  Durchlaufen  des  zusammen- 
hängenden (bei  der  Hyperbel  durchs  Unendliche  zusammenhängenden) 
Contours;  er  muss  also  mindestens  zweimal  die  Grenze  überschreiten, 
kann  es  aber  auch  viermal  thun,  d.  h.  eiüei  Kegelschnitte  haben  entweder 
keinen  oder  zwei  oder  vier  gemeinschaftliche  Punkte;  haben  sie  einen  ge- 
meinschaftlichen Punkt,  so  müssen  sie  noch  einen  zweiten  redien  Punkt 
gemeinschaftlich  haben,  können  ciber  auch  noch  drei  haben;  hoben  sie  drei 
reelle  Punkte  gemein,  so  müssen  sie  noch  einen  vierten  reellen  gemein- 
schaftlichen Punkt  haben  (S.  238).  Hieraus  folgt  unmittelbar  das  polar- 
gegenüberstehende Ergebniss:  Haben  zwei  Kegelschnitte  eine  reelle  gemein- 
schafüiche  Tangente,  so  müssen  sie  noch  eine  zweite  haben,  können  aber 
auch  noch  drei  andere  gemeinschaftliche  Ta/ngenten  haben;  denn  wenn 
wir  zwei  Kegelschnitte  mit  einer  reellen  gemeinschaftlichen  Tangente 
in  Bezug  auf  irgend  einen  Kegelschnitt  als  Basis  polarisiren  (S.  146), 
so  erhalten  wir  zwei  neue  Kegelschnitte,  welche  einen  reellen  Punkt 
gemein  haben,  folglich  nothwendig  noch  einen  zweiten  oder  drei 
andere  gemeinschaftliche  Punkte;  die  ursprünglichen  beiden  Kegel- 
schnitte haben  daher  nothwendig  noch  eine  zweite  gemeinschaftliche 
Tangente,  oder  auch  drei;  hieraus  folgt:  Zwei  Kegelschnitte  haben  ent- 
weder keine  oder  zu^ei  oder  vier  gemeinschaftliche  Tangenten. 

Wie  nun  gemeinschaftliche  Punkte  und  Tangenten  bei  zwei  Kegel- 
schnitten zusammen  auftreten,  erkennen  wir  am  deutlichsten,  indem 
wir  das  gemeinschaftliche  Tripel  conjugirter  Punkte  imd  Strahlen  in 
Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  aufsuchen.  Irgend  ein  Punkt  in  der 
Ebene  hat  in  Bezug  auf  jeden  der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte 
£(')  und  Jrp^  eine  bestimmte  Polare;  suchen  wir  solche  Punkte  in 
der  Ebene  auf,  für  welche  die  beiden  Polaren  zusammenfallen;  und 
andererseits,  jede  Gerade  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  hat  einen 
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bestimmten  Pol;  suchen  wir  solche  Gerade  auf^  welche  fOr  beide  Kegel- 
schnitte denselben  Pol  haben;  eine  Losnng  der  ersten  Frage  giebt  zu- 
gleich eine  Losung  der  zweiten,  wie  ersichtlich  ist,  und  zwei  Losungen 
geben  sofort  eine  dritte,  denn  seien  x  und  X,  y  und  T  zwei  Paar 
Pole  und  Polaren .  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte,  so  muss  der 
Schnittpunkt  (X,  F)  und  die  Verbindungslinie  xy  ein  drittes  Paar 
Pol  und  Polare  f&r  beide  Kegelschnitte  sein.  Mehr  als  drei  Losungen 
der  Frage  können  aber  im  Allgemeinen  nicht  existiren,  sobald  die  ge- 
gebenen Kegelschnitte  Ton  einander  verschieden  sind,  denn  wären  x  und  X, 
y  und  r,  (X,  Y)  =  0  und  xy  =  Z  diese  drei  Paare  Pole  und  Polaren 
und  noch  ein  viertes  Paar  u  und  ü,  so  liessen  sich  unendlich- viele  neue 
Paare  herstellen,  nämlich  xu=  V  und  (X,  U)  =  v  u.  s.  f.,  und  aus 
diesen  wieder  neue^  was  einen  netzartigen  Fortgang  hat;  auf  jeder 
Verbindungslinie  wie  z.  B.  xy  wäre  ein  Punktsystem  bekannt,  welches 
beiden  K^elschnitten  gleichzeitig  zugehorte,  und  die  beiden  Asym- 
ptotenpimkte  wären  allemal  ein  Paar  gemeinschaftlicher  Punkte  beider 
Kegelschnitte  (reell  oder  imaginär),  die  beiden  Kegelschnitte  hätten 
also  unendlich-viele  gemeinschaftliche  Punkte  und  wären  somit  iden- 
tisch. 

Nach  dieser  vorläufigen  Bemerkung  kommt  es  darauf  an,  jene 
besonderen  Punkte  zu  finden,  deren  Polaren  in  Bezug  auf  beide 
Kegelschnitte  zusammenfallen;  bewegen  wir  zu  diesem  Zwecke  einen 
veränderlichen  Punkt  p  auf  einer  beliebigen  Geraden  @,  so  wird  seine 
Polare  in  Bezug  auf  den  ersten  Kegelschnitt  X^^>  ein  Strahlbüscbel 
beschreiben,  welches  um  den  Pol  0  der  Geraden  &  sich  dreht  und 
projectivisch  ist  mit  der  von  p  beschriebenen  Punktreihe  auf  dem 
Träger  @  (S.  145);  ebenso  die  Polaren  von  den  Punkten  p  in  Bezug 
auf  den  zweiten  Kegelschnitt  Xp^;  diese  beiden  projecti vischen  Strahl- 
büschel, deren  Mittelpunkte  0  und  o^  sind,  Erzeugen  selbst  einen 
Kegelschnitt  ^^^\  welcher  durch  0  und  o^  geht  und  die  Eigenschaft 
besitzt,  dass  sich  in  jedem  Punkte  q  desselben  die  Polaren  eines  ge- 
wissen Punktes  p  der  Geraden  &  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte 
X<*>  und  X<*>  schneiden,  also  auch  umgekehrt:  Die  Polaren  eines  jeden 
Punktes  q  des  Kegelschnitts  ^^^  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte 
X^*>  und  X{*>  treffen  sich  in  einem  Punkie  p  der  Geraden  @;  wenn 
wir  jetzt  eine  zweite  Gerade  @i  annehmen  und  von  einem  veränder- 
lichen Punkte  pi  durchlaufen  lassen,  so  erhalten  wir  in  derselben 
Weise  einen  zweiten  Kegelschnitt  Ä}*^,  welcher  durch  die  beiden 
Pole  m  und  m^  der  Geraden  &i  rücksichtlich  der  Kegelschnitte 
K^*^  und  Xp>  hindurchgeht  und  alle  Punkte  q^  enthält,  deren 
Polaren  in  Bezug   auf  X<*>  und  X<*>  sich  in  einem  Punkte  p^  der 
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Geraden  &^  treflFen.  Die  beiden  Kegelschnitte  Ä^*^  iind  Ä[*^  haben 
nun  einen  unmittelbar  anzugebenden  Punkt  gemein;  der  Schnittpunkt 
P  der  Geraden  ®,  @i  hat  nämlich  in  Bezug  auf  K^^^  und  K^^^  zwei 
Polaren,  welche  sich  in  Q  treffen,  und  durch  Q  müssen  offenbar  beide 
Kegelschnitte  ^^*>  und  Ä{*^  hindurchgehen;  sie  haben  nach  d§m  Obigen 
nothwendig  noch  einen  oder  drei  andere  gemeinschaftliche  Punkte, 
welche  die  Lösung  der  vorgelegten  Frage  darbieten;  sei  x  ein  gemein- 
schaftlicher Punkt  der  Kegelschnitte  Ä^*^  und  Äp>  ausser  dem  bekann- 
ten Q,  so  müssen,  weil  x  in  Ä^^^  liegt,  seine  Polaren  rücksichtlich 
K^^^  und  K\^^  sich  in  einem  Pimkte  5  der  Geraden  ®  treffen,  und  weil 
X  in  Äp^  liegt,  müssen  sie  sich  in  einem  Punkte  J^  der  Geraden  &i 
treffen;  die  Punkte  $  und  |^  fallen  aber  nicht  zusammen  in  P^  weil 
sonst  X  in  Q  läge;  folglich  müssen  die  Polaren  von  x  rücksichtlich 
beider  Kegelschnitte  K^^^K^^'>  in  die  Gerade  ü^  hineinfallen,  d.  h. 
X  ist  ein  Punkt  der  gesuchten  Art.  Wir  schliessen  also:  Es^  gidft  in 
der  Ehene^im  Allgemeinen  dfei  Punkte  xyz  der  Art,  dass  für  jeden  der- 
selben die  Polaren  rücksickttich  zweier  gegebenen  Kegelsdmitte  K^^^  und 
K^^^  zusammenfaMen;  von  diesen  drei  Punkten  muss  einer  immer  reel^ 
sein.  Nehmen  wir  an,  es  wären  alle  drei  reell,  so  zeigt  sich  ein 
merkwürdiger  Zusammenhang  zwischen  ihnen  und  ihren  Polaren  für 
die  Kegelschnitte  K^^^  und  K\^\  Wenn  nämlich  die  Polare  von  x  in 
Bezug  auf  K^*^  und  K\^^  in  5  und  5i  resp.  die  Geraden  @@i  trifft 
und  die  Polare  von  y  in.  ij  und  rj^,  so  muss  auch  der  Schnittpunkt 
(Sil,  1]%)  ein  solcher  Punkt  sein,  dass  er  dieselbe  Polare  xy  in  Be- 
zug auf  beide  Kegelschnitte  K^^>K!^^  hat;  es  giebt  aber  nur  noch  einen 
einzigen  dritten  Punkt  dieser  Art,  nämlich  z,  den  vierten  Schnittpunkt 
der  beiden  Kegelschnitte  Ä^^^  und  Äp>^  folglich  muss  der  Punkt  (||i,  rjrii) 
mit  z  coincidiren,  und  seine  Polare^  welche  in  t  ui^d  ^^  resp.  die 
Greraden  &  und  @i  trifft,  muss  die  Verbindungslinie  xy  sein;  es  ist 
also  z  der  Pol  von  xy  und  in  gleicher  Weise  x  der  Pol  von  yz  und 
y  der  Pol  von  zx]  die  drei  Punkte  xyz  liegen  daher  so,  dass  jeder  der 
Pol  der  Verbindungslinie  der  beiden  andern  ist,  d,  h.  sie  bilden  ein 
Tripd  conjugirter  Punkte  für  beide  Kegelschnitte  K^^^  und  Ä'P>,  und  die 
Verbindungslinien: 

(yz)  =  X  (zx)  =  Y  (xy)  =  Z 
ein  Tripel  conjugirter  Strahlen.  Hierdurch  ist  zugleich  die  zweite 
oben  aufgestellte  Frage  beantwortet,  nämlich  solche  Gerade  in  der 
Ebene  zweier  gegebenen  Kegelschnitte  K^^^  JCp^  zu  finden,  deren  Pole 
in  Bezug  auf  beide  zusammenfallen;  denn  eine  solche  Gerade  muss 
die  Träger  &  und  3^  in  zwei  derartigen  Punkten  p  und  p^  treffen, 
dass  der  Schnittpunkt  der  Polaren  von  p  in  Bezug  auf  K^^^  und  K[^^ 
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mit  dem  Schnittpunkt  der  Polaren  von  p^  zusammenföUt,  und  solcher 
Geraden  giebt  es,  wie  wir  gesehen  haben ,  nur  die  drei  di^  171^1,  ^^i 
oder  X,  T,  Z.    Wir  haben  also  folgendes  Resultat: 

-Es  gid>t  in  der  Ebene  im  Allgemeinen  drei  Gerade  X  YZ  der  Art,  d€tös 
für  jede  derselben  die  Pole  rücksichtlidi  zweier  gegebenen  Kegelschnitte  K^^^ 
und  Kf^  zusammenfallen;  von  diesen  drei  Geraden  muss  eine  immer  reell 
sein;  sind  alle  drei  reell,  so  bilden  sie  ein  Tripel  canjugirter  Strahlen  für 
beide  Kegelschnitte  K^^  und  K[^,  d.  h.  der  Pol  jeder  ist  der  Schnittpunkt 
der  beiden  andern. 

Da  von  dem  gemeinschaftlichen  Polardreieck^  dessen  Ecken  xyz  imd 
gegenüberliegende  Seiten  X  YZ  gleichzeitig  beziehungsweise  ein  Tripel 
conj^girter  Punkte  imd  Strahlen  für  beide  gegebenen  Kegelschnitte  sind^ 
entweder  alle  Ecken  und  Seiten  reell  sind  oder  nur  eine  Ecke  x  und 
die  gegenüberliegende  Seite  X,  so  brauchen  wir  auch  nur  diese  beiden 
immer  reellen  Elemente,  deren  Construction  oben  angegeben  ist,  zu 
ermitteln  und  können  die  übrigen  auf  folgende  Art  aus  ihnen  finden: 
Die  Polare  X  von  0^  ist  der  Träger  zweier  verschiedenen  Punktsysteme, 
welche  beziehungsweise  den  Kegelschnitten  K^^^  und  K^^^  zugehoren; 
haben  dieselben  ein  gemeinschaftliches  Paar  conjugirter  Punkte  (Seite  58 
und  158),  so  muss  dasselbe  aus  den  Punkten  y  und  e  bestehen;  dieses 
Punktpaar  kann  also  nur  dann  imaginär  sein,  wenn  die  auf  X 
befindlichen  Punktsysteme,  welche  den  Kegelschnitten  K^^^  und  K^^^ 
zugehoren,  beide  hyperbolisch  sind  imd  die  Asymptotenpunkte  dersel- 
ben sich  gegenseitig  trennen,  oder  mit  andern  Worten,  wenn  die 
Gerade  X  beide  Kegelschnitte  X^*^  und  Kf^  in  je  zwei  reellen  Punkten 
schneidet,  von  denen  das  eine  Paar  durch  das  andere  und  zugleich 
dieses  durch  jenes  getrennt  wird.  Wenn  die  Kegelschnitte  X^'^  und 
K^  keinen  reellen  Punkt  gemein  haben,  also  in  der  oben  mit  1)  und 
2)  bezeichneten  Lage  sich  befinden,  bei  welcher  entweder  der  eine 
ganz  innerhalb  oder  ganz  ausserhalb  des  andern  gelegen  ist,  dann  ist 
es  ersichtlich,  dass  jede  Gerade,  welche  beide  in  reellen  Punktpaaren 
schneidet  (also  auch  X),  sie  noth wendig  so  trefifen  muss,  dass  die 
Schnittpunktpaare  nicht  durch  einander  getrennt  werden;  also  schliessen 
wir:  Zum  Kegelschnitte^  welche  keinen  reellen  Punkt  gemein  haben,  müssen 
nothwendig  ein  reelles  Tripel  conjugirter  Punkte  xyz  gemeinschaßlich 
haben,  denn  es  giebt  überhaupt  keine  Gerade  in  der  Ebene  zweier  so 
gelegener  Kegelschnitte,  welche  dieselben  in  Punktpaaren  träfe,  die 
einander  trennen,  also  auch  kein  X  der  Art.  Andererseits  haben  zwei 
Kegelschnitte,  welche  vier  reelle  gemeinschaftliche  Punkte  haben, 
immer  ein  reelles  gemeinsames  Tripel  xyz,  welches  a  priori  zu  be- 
stimmen von  früher  her  bekannt  ist,  nämlich  das  Diagonaldreieck  des 
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von  den  yier  Schnittpunkten  gebildeten  vollständigen  Vierecks;  also 
bleibt  dafür,  dass  die  beiden  Kegelschnitte  K^^  und  £"}*>  von.  dem 
gemeinsamen  Tripel  allein  x  und  X  reell  haben,  der  einzige  Fall 
übrig,  dass  die  beiden  Kegelschnitte  nur  zwei  reelle  Schnittpunkte 
haben;  wir  schliessen  also:  Wenn  zwei  Kegelschnitte  nur  zwei  reelle 
Schnittpunkte  Jiäben,  so  ist  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  nur  ein 
Punkt  X  und  seine  Polare  X  (die  Verbindungslinie  der  beiden  andern) 
redL  Denn  wäre  das  Tripel  xyz  vollständig  reell  und  die  Kegel- 
schnitte hätten  nur  einen  reellen  Punkt  a  gemeinschaftlich,  so  würde, 
wenn  der  Schnittpunkt  ( aXj  X)  =  j  ist,  der  vierte  harmonische 
Punkt  za  axi^y  dem  a  zugeordnet,  nothw endig  auch  ein  gemeinschaft- 
licher  Pimkt  beider  Kegelschnitte,  also  der  zweite  Punkt  ß  sein  müssen; 
in  gleicher  Weise  würden  wir  aber  noch  zwei  andere  reelle  gemein- 
schaftliche Punkte  erhalten,  indem  wir  a  mit  y  und  z  verbinden  und 
die  gleiche  Construction  ausführen;  wenn  also  die  Kegelschnitte  ein 
reelles  gemeinschaftliches  Tripel  und  nur  einen  Punkt  gemein  hätten, 
so  müssten  sie  vier  reelle  gemeinschaftliche  Punkte  haben;  es  kann 
mithin,  wenn  sie  nur  zwei  reelle  Schnittpunkte  haben,  das  Tripel 
nicht  vollständig  reell  sein,  sondern  nur  x  und  X,  und  zugleich 
müssen  die  beiden  reellen  gemeinschaftlichen  Punkte  mit  x  in  gerader 
Linie  liegen;  und  umgekehrt:  Wenn  von  dem  gemeinschaftlichen 
Tripel  zweier  Kegelschnitte  allein  ein  Tripelpunkt  x  und  seine  zuge- 
hörige Polare  X  reell  sind,  so  müssen  die  beiden  Kegelschnitte  zwei 
und  nur  zwei   reelle   gemeinschaftliche  Punkte  haben. 

Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  den  gemeinschaftlichen  Tangenten 
zweier  Kegelschnitte.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  vier  reelle  gemeinschaft- 
liche Tangenten  haben,  so  haben  sie  ein  vollständig  reelles  gemeinschaft- 
liches Polardreieck,  nämlich  das  Diagonaldreieck  des  von  jenen  vier 
Tangenten  gebildeten  vollständigen  Vierseits.  Ebenso:  Wenn  zwei 
Kegelschnitte  keine  reelle  getneinschaftliche  Tangente  haben,  so.  müssen  sie 
ein  reelles  Tripel  conjugirter  Strählen  (und  Punkte)  besitzen.  Dies  folgt 
durch  Polarisation  aus  dem  oben  Nachgewiesenen:  dass,  wenn  zwei 
Kegelschnitte  keinen  reellen  Punkt  gemein  haben,  ihr  gemeinsames  Tripel 
vollständig  reell  sein  muss.  Denn  polarisiren  wir  die  beiden  gege- 
benen Kegelschnitte  X^*^  und  K[^\  von  welchen  angenommen  wird, 
dass  sie  keine  reelle  gemeinschaftliche  Tangente  haben,  so  erhalten 
wir  zwei  neue  Kegelschnitte,  Welche  keinen  reellen  Punkt  gemein 
haben,  und  da  diese  ein  reelles  gemeinschaftliches  Tripel  haben,  so 
müssen  auch  jene  ein  solches  haben,  indem  aus  Pol  und  Polare  eines 
Kegelschnitts  durch  Polarisation  allemal  wieder  Polare  und  Pol  des 
Polarerzeugnisses  wird  (S.  146),  also  auch  aus  einem  Tripel  conjugirter 
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Punkte  ein  Tripel  conjugirter  Strahlen  ^  was  ja  gleichzeitig  ein  Tripel 
conjugirter  Punkte  giejot.  Wenn  endlich  die  gegebenen  Kegelschnitte 
K^^^  und  JE'{*>  nur  zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  haben^  so 
kann  ihr  gemeinschaftliches  Tripel  nicht  ganz  reell  sein,  sondern  nur 
X  imd  a:;  denn  wären  alle  drei  conjugirten  Strahlen  XYZ  des  Tripels 
reell;  so  müssten  die  Kegelschnitte ,  sobald  sie  nur  eine  reelle  gemein- 
schaftliche Tangente  hätten ,  alle  vier  reell  haben;  wir  finden  nämlich, 
wenn  a  die  erste  wäre,  die  drei  übrigen,  indem  wir  durch  jeden 
Schnittpunkt  derselben  mit  X,  Y,  Z  den  vierten  harmonischen,  ihr 
zugeordneten  Strahl  construiren,  während  je  ein  Tripelstrahl  und  die 
Verbindungslinie  jenes  Schnittpunktes  mit  dem  Pol  dieses  Tripelstrahls 
das  andere  Paar  zugeordneter  Strahlen  sind.  Also:  Wenn  ewei  Kegd- 
schniUe  mir  zwei  redle  gemeinschaftliche  Tangenten  haikny  so  ist  von 
ihrem  gemeinschaftlichen  Tripel  allein  ein  Tripelstrahl  X  und  sein  Fol  x 
(der  Schnittpunkt  der  beiden  andern)  reell;  und  auch  umgekehrt:  Wenn 
allein  X  und  x  reell  sind,  so  müssen  die  Kegelschnitte  zwei  und  nur 
zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  haben.  Hieraus  folgt  in  Ver- 
bindung mit  dem  Obigen:  Zwei  Kegelschnitte y  wdche  nur  zwei  reelle 
Schnittpunkte  hohen,  müssen  sswei  und  nur  zwei  reelle  gemeinschaftliche 
Tangenten  besitzen,  und  umgekehrt    (Vgl.  §.  62.) 

Hieraus  ersehen  wir,  dass  bei  zwei  beliebig  angenommenen  Kegel- 
schnitten K^^^  und  Kf^  rücksichtlieh  ihrer  gemeinschaftlichen  Punkte 
und  Tangenten  überhaupt  nur  folgende  5  Fälle  eintreten  können: 

A)  Das  gemeinschaftliche  Tripel   xyz  und  X  =  (jfz),   Y==(jsx), 

Z  =  {xy)  ist  vollständig  reell: 

« 

I.  Die  beiden  Kegelschnitte  halben  keinen  reellen  Punkt  und  keine 

reelle  Tangente  gemeinschaftlich. 
H.  Die  beiden  Kegelschnitte  haben  keinen  reellen  Punkt,  cAer  vier 
reelle  Tangenten  gemeinschaftlich. 
ni.  Die  beiden  Kegelschnitte  haben  vier  reelle  Punkte,  aber  keine 

reelle  Tangente  gemeinschaftlich. 
IV.  Die  beiden  Kegelschnitte  haben  vier   reelle  Punkte  und  vier 
reelle  Tangenten  gemeinschaftlich. 

B)  Von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  ist  nur  ein  Tripelpunkt  x 
und  ein  Tripelstrahl  X,  seine  Polare,  reell: 

V.  Die   beiden  Kegelschnitte  haben  nur  ztvei  reelle  Punkte  und 
gleichzeitig  nur  zwei  reelle  Tangenten  gemeinschaftlich. 

Wie  in  diesen  fünf  Fällen  das  gemeinsame  Tripel  rücksicht- 
lich der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte   gelegen  ist,   lässt  sich    auf 
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folgende  Weise  erkennen:  Ein  Tripel  conjugirter  Punkte  fiir  einen 
Kegelschnitt  liegt  (S.  148)  immer  so  zu  demselben^  dass  ein  Tripel- 
punkt  in  dem  inneren  Gebiete  des  Kegelschnitts ,  die  beiden  anderen 
in  dem  äusseren  Gebiete  enthalten  sind  d.  h.  von  den  drei  conjugirten 
Strahlen  zwei  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punktpaaren  und  der 
dritte  nicht  schneidet.  Das  gemeinschaftliche  Tripel  zweier  Kegel- 
schnitte kann  demnach^  wenn  es  vollständig  reell  ist^  nur  auf  zwei 
Arten  zu  demselben  gelegen  sein: 


entweder 


oder 


(«) 


X 

y 

z 

Y 
Z 


innerh.  K^^,  innerh.  Kf^ 
ausserh.  ÄT^*',  ausserh.  Kf* 
ausserh.  Z^^V^^^serh.  Kf^ 

trifft  weder ^(«),  nochZ:») 
triflft  jK"®  und  £■<«> 
trifffc  ZW  und  £:(«) 


(« 


X 

y 

z 

X 
Y 
Z 


ausserh.  Z^^  ausserh.  iT^^ 
innerh.  K^^\  ausserh.  K[^^ 
ausserh.  -fi?^,  innerh.  K[^^ 

trifft  JE:(2>  und  Kf^ 
trifft  nicht  Jfc«),  aber  JS:p> 
trifft  jK:^  aber  nicht  JfW 


In  dem  Falle  I.  liegt  das  Tripel  tmch  der  Art  (a);  da  von 
den  beiden  Kegelschnitten  der  eine  ganz  in  dem  innem  Gebiete  des 
andern  enthalten  ist  (s.  S.  364,  1)),  so  kann  der  Fall  (ß)  nicht  ein- 
treten, denn  läge  K[^  ganz  innerhalb  K^%  so  müsste  jeder  Punkt 
innerhalb  K^^  a  fortiori  auch  innerhalb  K^^^  liegen,  folglich  wäre  kein 
0  möglich,  es  muss  daher  der  Fall  (cc)  eintreten. 

Im  Falle  IL  liegt  das  Tripel  nach  der  Art  (/J);  da  der  eine 
Kegelschnitt  ganz  ausserhalb  des  andern  liegen  muss  (s.  S.  364,  2)),  so 
giebt  es  keinen  Punkt,  der  innerhalb  beider  liegt;  der  Fall  (a)  kann 
also  nicht  stattfinden,  weil  es  kein  x  giebt,  folglich  muss  der  Fall  (ß) 
eintreten.     • 

In  dem  Falle  III.  liegt  das  Tripel  nach  der  Art  (/3);  dies  folgt  aus 
dem  vorigen  Falle  durch  Polarisation;  denn  das  polarisirte  Gebilde 
des  vorigen  giebt  zwei  Kegelschnitte,  welche  keine  reellen  Tangenten, 
aber  vier  reelle  Punkte  gemein  haben,  und  das  Tripel  conjugirter 
Punkte  geht -in  das  Tripel  conjugirter  Strahlen  über;  es  ist  aber 
offenbar,  dass  beide  übereinstimmend  liegen  müssen,  folglich  liegt 
das  Tripel  im  Falle  IIL  so  wie  im  Falle  11.  nach  der  Art  (/J). 

In  dem  Falle  IV.  liegt  das  Tripel  na^ch  der  Art  (a);  denken  wir 
ims,  da  die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  reell  sind,  die  ganze 
Schaar  der  dem  Vierseit  einbeschriebenen  Kegelschnitte,  so  erfüllen 
dieselben,  wie  wir  wissen  (S.  282),  nur  die  fünf  elliptischen  Räume 
(e),    während    die    sechs    hyperbolischen    Eäume    (h)    frei    bleiben 
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(Fig.  81),  und  auf  diese  fünf  elliptischen  Bäume  vertheilen  sich  die 
Kegelschnitte  der  Schaar  in  zwei  Gruppen  Ellipsen  und  zwei  Gruppen 
Hyperbeln  der  Art,  dass  die  eine  Gruppe  Ellipsen  ganz  in  dem  Räume 
(e),  die  eine  Gruppe  Hyperbeln  ganz  in  den  Räumen  («J  und  (cg);  die 

Fig.  81. 


andere  Gruppe  Ellipsen  ganz  in  dem  Räume  (e^)  und  die  letzte  Gruppe 
Hyperbeln  ganz  in  den  Räumen  (e^)  and  (e^  enthalten  ist.  Wenn 
also  zwei  Kegelschnitte  dieser  Schaar  K^^^  und  JTJ*^  reelle  Schnittpunkte 
haben  sollen;  wie  in.IY.;  so  müssen  sie  entweder  beide  im  Räume  (e)j 
oder  beide  in  (ej  und  (e,),  oder  beide  in  {e^),  oder  beide  in  (e^)  und 
(fj,  oder  einer  in  (e^)  und  der  andere  in  (e^)  und  (e^)  enthalten  sein, 
denn  diese  Räume  e  schliessen  sich  gegenseitig  aus;  bei  diesen  fünf 
Annahmen  liegt  aber  immer  das  Tripel  xyz  nach  der  Art  (a)^  liegen 
nun  beide  Kegelschnitte  im  Räume  (e),  so  liegt  x  ausserhalb  beider 
und  auch  Jg\  sind  beide  in  (e^)  und  (e,)  enth  alten ,  so  liegen  y  und  e 
ausserhalb  beider;  sind  sie  in  (e^)  enthalten,  so  liegt  x  und  y  ausser- 
halb beider;  sind  beide  in  (e^)  und  (e^  enthalten,  so  liegen  wiederum 
X  und  y  ^ausserhalb  beider,  und  endlich  auch,  wenn  einer  in  (^),  der 
andere  in  (e^)  und  (^4)  enthalten  ist.  Unter  allen  möglichen  Annahmen 
liegt  also  im  Falle  IV.  das  Tripel  xyg  nach  der  Art  (a). 

In  dem  Falle  V,  liegt  der  reelle  TripelpunJct  x  ausserhalb  heider 
Kegelschnitte,  und  seine  Polare  X  schneidet  beide  Kegelschnitte  in  reellen 
PunJctpaaren,  welche  einander  trennen,  wie  wir  dies  schon  oben  ge- 
sehen haben. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass,  während  die  Lage  der  Fälle  L, 
IL,  IV.,  V.  bei  jeder  Art  von  zwei  Kegelschnitten  (Ellipse,  Parabel,  Hy- 
perbel) auftreten  kann,  der  Fall  III.  nur  möglich  ist,  wenn  wenigstens 
einer  der  beiden  Kegelschnitte  Hyperbel  ist.  Dies  folgt  wiederum 
durch  Polarisation  des  Falles  IL,  wo  jeder  Kegelschnitt  ganz  in  dem 
äusseren  Gebiet  des  andern  liegt,  also  kein  Punkt  existirt,  welcher 
gleichzeitig  innerhalb  beider  sich  befindet.  Das  Polar  •  Erzeugniss 
eines  Kegelschnitts  K^^  wird  aber  nur  Ellipse,  wenn  der  Mittelpunkt 
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der  Basis  innerhalb  K^^  liegt  (S.  146),  und  da  es  im  Falle  11.  keinen 
Punkt  giebt,  welcher  gleichzeitig  innerhalb  £"<*>  und  JTJ*^  liegt,  so  muss 
das  Polarerzeugniss  der  Art  sein,  dass  wenigstens  einer  der  beiden  er- 
zeugten Kegelschnitte  Hyperbel  ist  (oder  auch  beide);  weil  aber  durch 
Polarisation  des  Falles  IL  der  Fall  III.  hervorgeht,  so  muss  von  zwei 
Kegelschnitten,  welche  vier  reelle  Punkte,  aber  keine  reelle  Tangente 
gemein  haben,  wenigstens  einer  Hyperbel  sein. 

Wir  müssen  noch  eines  besonderen  Falles  Erwähnung  thun,  welcher 
*eine  Ausnahme  macht.  Aus  der  vorigen  Untersuchung  geht  nämlich 
hervor,  dass  im  Allgemeinen  zwei  Kegelschnitte  nur  ein  einziges  Tripel 
conjugirter  Pufikte  gemeinschaftlich  haben,  von  dem  entweder  alle  drei 
Punkte  xyz  oder  nur  einer  x  und  seine  Polare  X  reell  sind;  die  beiden 
auf  X  befindlichen  Punktsysteme,  welche  den  beiden  Kegelschnitten 
zugehören,  haben  als  gemeinschaftliches  Paar  conjugirter  Punkte  y  und 
z  und  können,  so  lange  sie  von  einander  verschieden  sind,  nur  ein 
einziges  gemeinschaftliches  Paar  besitzen;  es  kann  aber  der  besondere 
Fall  eintreten,  dass  diese' beiden  Punktsysteme  identisch  sind;  alsdann 
haben  sie  imendlich- viele  Paare  conjugirter  Punkte  gemeinschaftlich, 
und  die  beiden  Kegelschnitte  haben  unendlich -viele  Tripel  conjugirter 
Funkte  gemeinschaftlich,  welche  indessen  eine  Ecke  x  und  die  gegen- 
überliegende Seite  X  gemein  haben.  Die  Kegelschnitte  haben  dann 
(S.  344)  eine  reelle  oder  ideelle  doppelte  Berührung,  und  es  folgt  hieraus, 
dass  zwei  Kegelschnitte,  auch  ohne  identisch  zu  sein,  mehr  als  ein 
gemeinschaftliches  Tripel  haben  können;  dass  sie  dann  aber  eine 
(reelle  oder  ideelle)  doppelte  Berührung  haben  müssen  und  den  unendlich- 
vielen  gemeinschaftlichen  Tripeln  eine  .Ecke  und  die  gegenüberliegende 
Seite  (Polare)  gemeinsam  ist. 

Nachdem  wir  vermittelst  des  aufgefundenen  gemeinschaftlichen 
Tripels  zweier  Kegelschnitte  alle  möglichen  Fälle  hinsichtlich  der 
Realität  ihrer  gemeinschaftlichen  Punkte  und  Tangenten  erörtert  haben, 
bleibt  es  noch  übrig,  eine  directe  Gonstruction  der  letzteren  aufzu- 
finden, indem  das  gemeinschaftliche  Tripel,  dessen  Gonstruction  oben 
gegeben  wurde,  als  bereits  ermittelt  angenommen  wird.  Um  gemein- 
schaftliche Punkte  zweier  Kegelschnitte  K^^  imd  K^^^  aufzufinden,  kommt 
es  darauf  an,  solche  Gerade  in  der  Ebene  zu  ermitteln,  welchen  in 
Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  dasselbe  Punktsystem  zugehört^  denn 
eine  solche  Gerfide  muss  reelle  oder  ideelle  gemeinschaftliche  Secante 
beider  Kegelschnitte  sein,  je  nachdem  jenes  Punktsystem  hyperbolisch 
oder  elliptisch  ist;  um  andererseits  gemeinschaftliche  Tangenten  zweier 
Kegelschnitte  zu  finden,  kommt  es  darauf  an,  solche  Punkte  in  der 
Ebene  zu  ermitteln,  denen  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  dasselbe 
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Strahlsystem  zugehört;  denn  die  Asymptoten  eines  solchen  Strahl- 
systems, wenn  es  hyperbolisch  ist,  müssen  gemeinschaftliche  Tangenten 
beider  Kegelschnitte  sein,  und  weim  es  elliptisch  ist,  so  nennen  wir 
einen  solchen  Punkt  den  Durchschnittspunkt  zweier  imaginärer  gemein- 
schaftlicher Tangenten  beider  Kegelschnitte. 

Jene  Geraden  und  diese  Punkte  aufzufinden  giebt  uns  das  gemein- 
schaMiche  Tripel  ein  Hülfsmittel  an  die  Hand;  denn  ein  Tripelpunkt 
X  und  seine  Polare  X  besitzen  die  Eigenschaft,  dass  auf  irgend  einem 
durch  X  gezogenen  Strahl  der  Schnittpunkt  |  mit  X  und  der  Punkt* 
X  ein  Paar  conjugirter  Punkte  für  beide  Kegelschnitte  sind,  also  die 
beiden  Punktsysteme  auf  diesem  durch  x  gezogenen  Strahl,  welche  den 
beiden  Kegelschnitten  zugehoren,  das  Punktpaar  a:|  zu  einem  gemein- 
schaftlichen  Paar  conjugirter  Punkte  haben;  drehen  wir  jetzt  einen 
Strahl  um  x,  so  kann  es  vorkommen,  dass  auf  ihm  noch  ein  zweites 
Paar  conjugirter  Punkte  beiden  Punktsystemen  gemeinschaftlich  wird, 
und  dann  müssen  sie  identisch  sein,  weil  zwei  Paare  conjugirter  Punkte 
das  Punktsystem  bestimmen;  also  eine  gemeinschaftliche '  Secante 
wäre  gefunden.  Lassen  wir  wie  am  Anfange  unserer  Betrachtung 
einen  Punkt  p  eine  beliebige  Gerade  ®  durchlaufen,  und  treffen  sich 
die  Polaren  von  p  rücksichtlich  der  beiden  Kegelschnitte  K^^^  und  £"{*> 
in  dem  veränderlichen  Punkte  q,  so  beschreibt  q',  wie  wir  gesehen  haben, 
einen  bestimmten  Kegelschnitt  ^^^^,  welcher  dem  gemeinschaftlichen 
Tripel  xy0  umschrieben  ist,  und  jedem  Punkte  p  der  Geraden  ®  ent- 
spricht ein  bestimmter  Punkt  q  des  Kegelschnitts  ^<^>  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  p  und  q  ein  Paar  conjugirter  Punkte  beider  gegebenen 
Kegelschnitte  K^'^^  und  K[^^  sind»  Dem  Punkte  x  entspricht  der  Schnitt- 
punkt S  der  Geraden  @  mit  X,  den  Punkten  yz  (wenn  sie  reell  sind) 
die  Schnittpunkte  rj^  der  Geraden  @  mit  Y  und  Z.  Da  p  und  q 
immer  ein  Paar  conjugirter  Punkte  sind  für  K^^^  und  K^^,  und  x  und 
§  ein  zweites  Paar,  so  folgt  aus  dem  auf  S.  153  bewiesenen  Satze,  dass 
die  Schnittpunkte  {xp,  |q)  =  q*  und  {xq,  |p)  =  p^  ebenfalls  ein  Paar 
conjugirter  Punkte  för  beide  Kegelschnitte  sein  müssen;  weil  aber  der 
letztere  p^  auf  &  liegt,  so  muss  der  erstere  auf  Ä^*^  liegen,  d.  h.  die 
Verbindungsstrahlen  xp  und  |q  treffen  sich  in  einem  Funkte  q^  des 
Kegelschnitts  S^^^  dessen  conjugirter  Punkt  p^  auf  ®  derjenige  ist,  in 
welchem  xq  die  Gerade  @  trifft,  oder  mit  andern  Worten:  Verbinden 
wir  X  mit  einem  Paar  conjugirter  Punkte  p  und  q,  resp.  auf  ®  und 
^\  so  treffen  die  Verbindungsstrahlen  &  und  S^^^  zum  andern  Male 
in  einem  neuen  Paar  conjugirter  Punkte  p^  und  q^.  Hieraus  geht 
hervor,  dass  die  beiden  Verbindungsstrahlen  xp  und  xq  bei  der  gleich- 
zeitigen Bewegung^  von   p   und   q   ein  Strahlsystem   erzeugen.     Sind 
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nämlich  o  und  o^  die  Pole  der  Geraden  @  in  Bezug  auf  die  Kegel* 
schnitte  JST^^^  und  Kf^,  so  beschreiben  oq  und  o^q,  die  Polaren  von 
p,  zwei  projectivische  Strahlbüschel  mit  der  von  p  durchlaufenen  Punkt- 
reihe, erzeugen  also  jenen  Kegelschnitt  ^^^,  der  durch  x  geht;  folglich 
beschreibt  auch  XC(  ein  mit  o(\,  also  mit  der  Punktreihe  (p)  pro- 
jectivisches  Strahlbüschel;  xp  und  x(\  beschreiben  mithin  zwei  con- 
centrische  projectivische  Strahlbüschel;  welche  so  auf  einander  liegen, 
dass  die  Schenkel  entsprechender  gleicher  Winkel  verkehrt  auf  einander 
fallen;  denn  wir  haben  gesehen,  dass,  wenn  xp  mit  ^q^  coincidirt, 
x(\  auf  x'ifi^  fallen  muss;  nach  S.  60  bilden  daher  x)f  und  x(\  ein  Strahl- 
system; dieses  Strahlsystem  lässt  sich  leicht  anschauen,  sobald  die 
Gerade  ®  und  der  Kegelschnitt  ^^^>  bekannt  sind;  denn  wir  haben  ge- 
sehen, dass  zwei  conjugirte  Strahlen  x)f  und  x(\  desselben  den  Kegel- 
schnitt S^*>  in  den  Punkten  q  und  q^  durchbohren,  deren  Verbindungs- 
sehne durch  den  festen  Punkt  |  geht,  woraus  noch  einfacher  folgt, 
dass  xp  und  x(\  ein  Strahlsystem  erzeugen;  jeder  dufch  |  gehende 
Strahl  trifft  also  den  Kegelschnitt  ^'^^  in  solchen  zwei  Punkten  q  und 
q^,  welche  mit  x  verbunden  zwei  Strahlen  liefern,  die  in  den  conju- 
girten  Punkten  p^  und  p  der  Geraden  @  begegnen.  Hieraus  wird  es 
leicht,  die  eigentlich  vorgelegte  Frage  zu  beantworten;  denn  ist 
das  eben  ermittelte  Strahlsystem  [xl  hergestellt,  und  wir  drehen  einen 
veränderlichen  Strahl  um  rc,  indem  wir  den  jedesmal  ihm  conjugirten 
Strahl  aus  diesem  Strahlsystem  hinzufugen,  so  trifft  ersterer  den  Kegel- 
schnitt fi<*^  und  letzterer  die  Gerade  @  (und  zugleich  umgekehrt) 
allemal  in  zwei  Punkten  q  und  p,  welche  für  K^^^  und  Kf^  gleich- 
zeitig cosjugirt  sind;  sobald  daher  zwei  solche  conjugirte  Strahlen 
des  Strahlsystems  [rr]  zusammenfallen,  müssen  auf  diesem  Doppel- 
strahl nicht  allein  die  Punkte  p  und  q,  sondern  auch  die  Punkte  x 
und  der  Schnittpunkt  |  mit  X  je  ein  Paar  conjugirter  Punkte  für 
^(*)  und  £"}*>  sein,  und  da  durch  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  ein 
Punktsystem  vollständig  und  eindeutig  bestimmt  ist,  so  muss  diesem 
Doppelstrahl  in  Bezug  auf  K^^^  und  Kf^  dasselbe  Punktsystem  zuge- 
horen,  d.  h.  er  muss  (reelle  oder  ideelle)  gemeinschaftliche  Secante 
der  Kegelschnitte  K^^^  und  Kf>  sein.  Es  kommt  also  Alles  darauf  an, 
die  Asymptoten  des  Strahlsystems  [x']  zu  finden;  dieselben  werden 
dadurch  leicht  ermittelt,  dass  wir  durch  S  das  Tangentenpaar  an  den 
Kegelschnitt  ^^^  legen  und  die  Berühnmgspunkte  aa^  mit  x  verbinden. 
Die  vollständige  Auflösimg  der  Aufgabe:  „Die  gemeinschaßlichen  Punkte 
zweier  beliebig  gegebenen  Kegelschnitte  K^^  und  Kf^  zu  finden^,  lässt  sich 
also  folgendermassen  zusammenfassen: 

Man  nehme  von  den  Punkten  p  einer  beliebigen  Geraden  &  die 
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Polaren  in  Bezug  auf  K^*^  und  Kf^j  welche  sich  paarweise  in  einem  ver- 
änderlichen  Punkte  q  treffen  y  dessen  Ort  ein  bestimmter  Kegelschnitt  St^^ 
ist;  dasselbe  mache  man  mit  einer  zweiten  Geraden  &^j  dadurch  erhaU 
man  einen  zweiten  Kegelschnitt  9:[^.  Die  Kegdsdmitte  ^^  und  Sl^  haben 
einen  reellen  Punkt  Q  gemein,  den  Schnittpunkt  der  Polaren  von  (®,  ®i)  «=  P 
in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  K^  und  K^^.  Sie  haben  daher  im 
Allgemeinen  noch  drei  andere  Punkte  xyz  gemein,  (von  denen  wenigstens 
einer  x  und  die  Gerade  X,  auf  welcher  die  beiden  andern  liegen,  reeU 
sein  muse).  Die  drei  Verbindungslinien  (jfz)  =  X,  (zx)  «=  Y,  (xy)  =  Z 
treffen  &  in  den  Punkten  £i}(;  die  Tangentenpaare  aus  diesen  Schnitt'' 
punkten  an  den  Kegelschnitt  Sf^  gelegt  mögen  die  Berührungspunkte  aa\ 
ßß^9  yV^  haben,  dann  sind  die  sechs  Linien  xa,  xa^,  yß,  yß},  zy,  zy^ 
sechs  gem>einschaftliche  Secanten  der  beiden  Kegelschnitte  K^^^  und  K[^ 
und  müssen  sich  zu  je  dreien  in  vier  Punkten  treffen,  welche  die  ge- 
suchten sind. 

Hieraus  ergiebt  sich  beiläufig  ein  Satz^  welcher  auch  auf  directem 
Wege  zu  yerificiren  ist: 

Hat  man  einem  Dreieck  xyz  einen  Kegelschnitt  Sf^^  umschrieben, 
und  werden  die  Seiten  des  Dreiecks  yz,  zx,  xy  von  einer  bdi^igen  Trans- 
versale resp.  in  den  Punkten  irit getroffen;  legt  man  aus  ^ritdie  Tangenten- 
paare an  Sif^^  und  bestimmt  die  Berührungspunkte  derselben:  aa^,  ßß^y  yy\ 
so  schneiden  sich  die  sechs  VerbindungsstraMen  xa,  xa^,  yß,  yß^,  zy,  zy^ 
zu  je  dreien  in  vier  Punkten  und  sind  die  sechs  Seiten  eines  vollständigen 
Vierecks,  dessen  drei  Diagonälpunkte  xyz  sind. 

[Anmerkung.  Wir  bemerken  noch,  dass  die  Losung  unserer  Auf- 
gabe nur  eine  Zurückführung  derselben  auf  eine  andere  ist;  um  nämlich 
die  Tier  Schnittpunkte  zweier  beliebig  gegebenen  Kegelschnitte  K^^^K[^^ 
zu  finden ;  müssen  wir  drei  Schnittpunkte  xyz  zweier  andern  Kegel- 
schnitte Si^^^P  ermitteln;  welche  einen  bekannten  vierten  Punkt  Q 
gemein  haben.  Diese  Zurückführung  ist  in  der  Natur  der  Sache  be- 
gründet und  nicht  zu  eliminiren;  sie  ist  gleichbedeutend  mit  der  Zurück- 
führung der  Losung  der  biquadratischen  auf  die  der  cubischen  Glei- 
chung; wie  denn  überhaupt  in  unserer  Untersuchung  eine  geometrische 
Lösung  der  biquadratischen  vermittelst  einer  cubischen  und  quadra- 
tischer Gleichungen  enthalten  ist.] 

Die  analoge  Construction  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  der 
Kegelschnitte  K^^^  und  K\^  ist  nach  dem  bekannten  Uebertn^ungs- 
princip  unmittelbar  herzustellen;  mit  den  bereits  construirten  Linien 
und  Funkten  können  wir  sie  ein  wenig  abkürzen ,  wie  folgt:  Von  dem 
Punkte  P  =  (@,  &i)  werden  die  beiden  Polaren  in  Bezug  auf  K^^^  und 
K\^\  die  sich  in  Q  treflfen,  und  ein  Kegelschnitt  ©*>  construirt^  welcher 
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dieselben  berührt  und  dem  Dreiseit  XYZ  einbeschrieben  ist,  also 
durch  diese  fünf  Tangenten  vollständig  bestimmt  wird;  zieht  man  die 
drei  Strahlen  Px^  Py,  Pz\  dann  schneiden  dieselben  den  Kegelschnitt 
S^*>  in  sechs  Punkten,  deren  Tangenten  an  S^^^  beziehlich  aa^,  bb^,  cc^ 
heissen  mögen;  die  Schnittpunkte  (Xa)  (Xa^)  (Fb)  (Fb^  (Zc)  {TO) 
sind  die  sechs  Ecken  (drei  Paar  Gegenecken)  eines  vollständigen  Vier- 
seits,  welches  aus  den  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  dfer  beiden 
Kegelschnitte  K^^^Kf^  gebildet  wird  und  zu  seinen  drei  Diagonalen  XYZ 
hat.  Die  Kegelschnitte  ^*^  und  (£(*>  haben  die  Beziehung  zu  einander, 
dass  ersterer  den  beiden  Dreiecken  xyz,  Qoo^  zugleich  umschrieben  ist 
und  der  letztere  diesen  beiden  Dreiecken  gleichzeitig  einbeschrieben  ist. 

Die  gegebene  allgemeine  Lösung  ist  nun  hinsichtlich  der  Bealität 
der  construirten  gemeinschaftlichen  Punkte  und  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte JB?*>  und  KS^^  zu  discutiren,  und  es  sind  dabei  die  obigen  Fälle 
A)  und  B)  zu  unterscheiden.     (Seite  370.) 

A)  Ist  das  Tripel  xyz  und  XYZ  vollständig  reell,  so  kann  eine 
gerade  Linie  @  in  der  Ebene  zu  diesem  Dreieck  nur  auf  zwei  wesentlich 
verschiedene  Arten  gelegen  sein:  entweder  sie  trifft  alle  drei  Seiten 
desselben  in  ihren  Verlängerungen  (d.  h.  ausserhalb  der  Strecken 
yjs^'zx,  xy)  oder  nur  eine  in  der  Verlängerung  und  die  beiden  andern 
zvnschen  den  Ecken  des  Dreiecks;  da  der  Kegelschnitt  ^^^  dem 
Dreieck  xyz  umschrieben  ist,  so  müssen  die  drei  Schnittpimkte  £i){; 
der  Geraden  ®  mit  den  Dreiecksseiten  entweder  alle  drei  ausserhalb 
S<*^  liegen  oder  nur  einer  ausserhalb  und  die  beiden  andern  innerhalb; 
von  den  sechs  Berührungspunkten  txa^  ßß^  yy^  sind  mithin  entweder 
alle  oder  nur  zwei  reell,  und  es  giebt  daher  auch  entweder  sechs  reelle 
gemeinschaftliche  Secanten  oder  nur  zwei  für  die  beiden  Kegelschnitte 
K^^  und  Ä'P>,  d.  h.  die  beiden  Kegelschnitte  haben  entweder  vier 
reelle  Schnittpunkte  oder  keinen,  in  dem  letzten  Falle  aber  zwei 
angebbare  ideelle  gemeinschaftliche  Secanten. 

Andererseits  kann  ein  Punkt  P  zu  einem  Dreiseit  XYZ  nur  auf 
zwei  wesentlich  verschiedene  Arten  gelegen  sein:  entweder  seine  Ver- 
bindungslinien mit  den  Ecken  xyz  des  Dreiseits  treffen  alle  drei  Seiten 
in  Punkten  zwischen  den  Ecken  desselben,  oder  von  diesen  Schnitt- 
punkten liegt  nur  einer  zwischen  den  Ecken  des  Dreiseits  und  die 
beiden  andern  in  den  Verlängerungen  der  Seiten.  Hiemach  können 
wir  beurtheilen,  in  welche  Räume  die  drei  zusammengehörigen  Strahlen 
PXy  Py,  Pz  hineinfallen,  wie  auch  der  Punkt  P  in  der  Ebene  liegen 
mag,  und  müssen  dazu  sechszehn  verschiedene  Fälle  unterscheiden.  Die 
Seiten  des  Dreiecks  xyz  theilen  nämlich  die  ganze  Ebene  in  sieben 
von  einander  getrennte  Bäume,  den  endlichen  Dreiecksraum  e,  die  drei 
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an  die  Ecken  xyz  anstossenden  Scheitelräume  e^e^e^  von  unendlicher 
Ausdehnung  und  die  drei  den  gegenüberliegenden  Seiten  anliegenden 
Räume  hyh^\  ebenfalls  von  unendlicher  Ausdehnung  (Fig.  82).  Da 
nun  jede  durch  eine  der  drei  Ecken  des  Dreiecks  gezogene  Gerade 
immer  nur  zwei  zusammengehörige  Räume  e^  und  Ä^,  oder  e^  und  h^, 
oder  ^  und  \  und  ausserdem  einen  von  den  vier -Räumen  e\W 
treffen  kann,  so  vertheilen  sich  drei  zusammengehörige  Strahlen 
Px  Py  Pz  nur  auf  dreizehn  von  einander  verschiedene  Arten  auf  diese 
Räume  in  folgender  Weise: 

Fig.  82. 
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Ziehen  wir  nämlich  durch  xyz  drei  Parallelen  zu  den  Dreiecks- 
seiten, so  wird  dadurch  jeder  der  drei  Räume  h  in  vier  Räume  zer- 
legt, wodurch  wir  im  Oanzen  3  .  4%  -f-  46  »»  16  Räume  erhalten. 
Der  Lage  des  Punktes  P  in  je  einem  dieser  16  Räume  entsprechen 
16  Fälle,  die  sich  aber  auf  die  obigen  13  reduciren,  weil  dreimal  die 
Lage  des  Punktes  P  in  zwei  verschiedenen  Räumen  eine  gleiche  Lage 
von  Px,  Py,  Pz  hervorruft;  sobald  nämlich  P  in  dem  Scheitelraum 
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fj  und  in  dem  Scbeitelraum  Ton  h^  zwischen  den  beiden  durch  y  und 
z  gezogenen  Parallelen  sich  befindet,  wird  die  Lage  von  Fx,  Py,  P0 
gleichartig. 

Der  Kegelschnitt  6^^^,  welcher  dem  Dreieck  xyis  einbeschrieben 
ist,- kann  nur  so  gelegen  sein,  dass  er  ganz  enthalten  ist  in  einem  der 
Räume: 

1)       2)        3)        4)    oder     5)  6)  7) 

e        h^        h^        %3,  in  6^   und   %|  ,  in  ^   und   h^,  in  e^  und  h^. 

Von  den  drei  Strahlen  Px,  Py,  Pz  müssen  ihn  daher  solche  in  reellen 
Punkten  treffen,  welche  in  diese  Bäume  hineinfallen;  aus  dem  obigen 
Tableau  erkennen  wir  aber  leicht,  dass,  welcher  dieser  7  Fälle  auch 
angenommen  wird,  die  drei  Strahlen  PXj  Py,  Pz  den  Kegelschnitt 
"(£(*>  entweder  alle  drei  in  reellen  Punktpaaren  treffen,  oder  nur  einer 
von  ihnen;  von  den  sechs  Tangenten  Qlq}  b6^  CC^  sind  also  auch  ent- 
weder alle  oder  nur  zwei  reell,  und  von  dem  vollständigen  Vierseit 
der  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  existiren  daher  entweder  nur 
ein  Paar  Gegenecken  oder  drei  Paar,  d.  h.  die  beiden  Kegelschnitte 
haben  entweder  4  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  oder  keine;  in 
dem  letzten  Falle  existiren  aber  zwei  angebbare  Punkte,  welche  als 
ein  Paar  Gegenecken  des  imaginären  vollständigen  Yierseits  anzusehen 
sind.  Wir  erkennen  hieraus,  dass  bei  K)  in  der  That  nur  die  vier 
oben  mit  L,  IL,  IIL,  lY.  bezeichneten  Fälle  auftreten  können  und  auch 
wirklich  auftreten  müssen,  wie  die  angegebene  Construction  es  er- 
heischt. (Wir  sehen  dabei  von  speciellen  Fällen  ab,  indem  einige  der 
construirten  Punkte  oder  Linien  zusammenfallen  können,  welche  dann 
als  doppelt  aufzufassen  sind.) 

B)  Ist  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  der  gegebenen  Kegel- 
schnitte K^^^  und  Kf^  nur  ein  Tripelpunkt  x  und  ein  Tripelstrahl  X, 
seine  Polare  d.  h.  die  Verbindungslinie  der  beiden  andern  imaginären 
Tripelpunkte  reell,  so  schneidet  X  den  Kegelschnitt  ^^^  nicht  (denn 
schnitte  sie  ihn,  so  wären  die  Schnittpunkte  yz  reell,  was  nicht  der 
Fall  ist);  alle  Punkte  der  Geraden  X  liegen  also  ausserhalb  des  Kegel- 
schnitts S<*>,  mithin  auch  der  Punkt  S;  in  welchem  ®  von  X  getroffen 
wird;  es  giebt  also  aus  |  ein  reelles  Tangentenpaar  an  9f^y  und  die 
Berührungspunkte  aa^  mit  x  verbunden  geben  ein  Seitenpaar  des  voll- 
ständigen Vierecks  der  vier  gemeinschaftlichen  Punkte  von  K^^'^  tmd 
JSr{^\  Von  den  beiden  Geraden  xa  und  xa}  muss  nun  die  eine  in 
zwei  reellen  gemeinschaftlichen  Punkten  die  Kegelschnitte  K^^^  und 
Kf^  treffen,  die  andere  in  zwei  imaginären.  Denn  wir  können  die 
beiden  Punktsysteme  auf  den  Geraden  xa  und  xa}  bestimmen,  deren 
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Fig.  83. 


/■t  n 


jedes  beiden  Kegelschnitten  gleichzeitig  zugehört,  und  werden  finden, 
dass  das  eine  hyperbolisch,  das  andere  elliptisch  sein  muss;  mögen 
nämlich    (Fig.    83)    die    Geraden    xa    und    xa}    der    Geraden  X   in 

j  imd  j^  begegnen  und  der  Ge- 
raden (S  in  b  und  b^,  so  be- 
stimmen die  Punktpaare  x^  und 
ah  auf  der  ersten,  a^j^  und  a}h^ 
auf  der  zweiten  die  Punktsysteme, 
welche  den  Kegelschnitten  K^^^ 
und  i^l'^  gleichzeitig  zugehören. 
Die  Geraden  ®  und  X  treflfen 
sich  in  g,  und  aa}  ist  die  Polare  von  6  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt Ä^*);  triflft  diese  also  die  X  in  |\  so  sind  jj^  und  |5*  zwei 
Punktpaare  desjenigen  Punktsystems,  welches  der  Geradim  X  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ^^^^  zugehört;  dieses  ist  nothwendig 
elliptisch,  weil  die  Schnittpunkte  yss  von  X  und  fi^^^  imaginär  sind, 
folglich  müssen  5J^  durch  6|^  getrennt  werden,  d.  h.  wenn  g  zwischen 
££^  liegt,  so  liegt  |^  ausserhalb  dieser  Strecke  und  umgekehrt.  Nun 
liegen  aa}^^  in  einer  Geraden  und  bb^S  in  einer  zweiten  Geraden, 
und  diese  Punkte  sind  je  drei  Schnittpunkte  mit  den  Seiten  des  Dreiecks 
a?EE^;  von  den  Schnittpunkten  ||^  wissen  wir,  dass  sie  getrennt  werden 
durch  die  Dreiecksecken  jj^*;  von  den  Schnittpunkten  irgend  einer  Ge- 
raden in  der  Ebene  wissen  wir,  dass  nothwendig  entweder  keiner 
oder  zwei  zwischen  den  Ecken  eines  Dreiecks  liegen  müssen;  hieraus 
folgt:  Wenn  wir  in  einem  Dreieck  icjEi  auf  jeder  Seite  das  Eckenpaar 
als  ein  Paar  conjugirter  Punkte  eines  Punktsystems  auffassen,  und 
zwei  beliebige  gerade  Linien  X  und  @  in  der  Ebene  des  Dreiecks 
jede  Dreiecksseite  in  einem  zweiten  Paar  conjugirter  Punkte  treflfen 
lassen,  so  müssen  die  drei  dadurch  hervorgerufenen  Punktsysteme  auf 
den  Dreiecksseiten  entweder  a)  alle  drei  hyperbolisch  oder  6)  zwei 
elliptisch  und  eins  hyperbolisch  sein.  Es  können  aber  nie  alle  drei 
elliptisch  oder  eines  elliptisch  und  die  beiden  andern  hyperbolisch  sein. 
Da  von  unsem  drei  Punktsystemen  auf  den  Seiten  des  Dreiecks 
^tt\y  welche  durch  die  Geraden  X  und  %  bestimmt  werden,  das  eine 
S£u  ISi  bekanntermassen  elliptisch  ist,  so  müssen  die  beiden  andern 
verschiedener  Art,  d.  h.  eines  elliptisch,  das  andere  hyperbolisch  sein, 
folglich  müssen  die  Kegelschnitte  X^'^  und  Kf^  in  dem  Falle  B)  zwei 
reelle  imd  zwei  imaginäre  Schnittpunkte,  aber  ein  reelles  Paar  ge- 
meinschaftlicher Secanten  haben,  welches  durch  x  geht. 

Wir  können   in   ähnlicher  Weise   zeigen,    dass  in   diesem  Falle 
.  B)  andererseits  auf  der  Geraden  X  zwei  solche  reelle  Punkte  existiren, 
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dass  für  jeden  derselben  die  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  K^^^  und 
K[^^  zugehörigen  Strahlsysteme  identisch  werden,  und  dass  von  den 
dadurch  erhaltenen  zwei  Strahlsystemen  nothwendig  das  eine  hyper- 
bolisch und  das  andere  elliptisch  ist;  die  Asymptoten  des  ersteren 
sind  die  beiden  reellen  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  K^^^  und 
J^\^^y  während  die  anderen  beiden  imaginär  sind,  aber  als  reellen 
Schnittpunkt  auf  X  den  Mittelpunkt  des  andern  elliptischen  Strahl- 
systems haben.  Allein  es  bedarf  hier  keines  so  umständlichen  Nach- 
weises mehr,  weil  durch  Polarisation  des  bereits  gefundenen  Resultates 
das  andere  unmittelbar  zu  Tage  tritt;  denn  das  Polarerzeugniss  zweier 
Kegelschnitte,  für  welche  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  allein  x 
und  X  reell  sind,  wird  auspzwei  neuen  Kegelschnitten  bestehen,  für 
welche  von  dem  gem^schaftlichen  Tripel  allein  X  und  x  reell  sind; 
da  jene  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  gemeinschscftliche  Punkte 
haben  müssen,  so  müssen  diese  zwei  reelle  uQd  zwei  imaginäre  ge- 
meinschaftliche Tangenten  haben;  das  Polar-Oebilde  ist  aber  derselben 
Gattung  B),  wie- das  polarisirte,  folglich  tritt  in  der  That  für  den 
Fall  B)  nur  die  einzige  oben  mit  Y.  bezeichnete  Möglichkeit  ein,  dass 
die  Kegelschnitte  X^*>  und  K[^^  allein  zwei  reelle  Schnittpunkte  und 
zugleich  zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  haben. 

Wir  sind  durch  diese  Untersuchung  in  den  Stand  gesetzt,  wenn 
zwei  beliebige  Kegelschnitte  K^^^  und  K[^^  gegeben  sind,  sowohl  das 
Büschel,  als  auch  die  Schaar  Kegelschnitte  herzustellen,  welche  durch 
jene  beiden  bestimmt  werden.  Hierzu  bedarf  es  nur  der  oben  ange- 
gebenen Construction  eines  immer  reellen  gemeinschaftlichen  Paares  von 
Pol  und  Polare,  x  imd  X,  und  dann  des  reellen  Linienpaares  durch  x 
und  des  reellen  Punktpaares  auf  X,  deren  ersteres  ein  Paar  gemein- 
schaftlicher Secanten  der  beiden  Kegelschnitte  und  letzteres  ein  Paar 
Schnittpunkte  gemeinschaftlicher  Tangenten  ist  (d.  h.  ersteres  enthält 
zwei  Punktsysteme,  letzteres  zwei  Strahlsysteme,  welche  für  beide 
Kegelschnitte  zugleich  die  zugehörigen  sind).  Diese  beiden  Punkt- 
systeme und  Strahlsysteme,  mögen  sie  nun  elliptisch  oder  hyper- 
bolisch sein,  geben,  wie  wir  in  §§.  42  und  49  gesehen  haben,  eine 
unmittelbare  reelle  Construction  an  die  Hand  für  alle  Kegelschnitte 
einerseits  des  Büschels  und  andererseits  der  Schaar,  welche  durch  die 
beiden  gegebenen  X^*>  und  ^P^  bestimmt  werden.  Auch  zur  Ent- 
stehung gemischter  Kegelschnittschaaren  (§.  53)  geben  K^^^  und  X^^ 
Anlass.  Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass  durch  die  vorstehende 
Untersuchung  zu  den  aus  den  Elementen  bekannten  Figuren  des  voll- 
standigen  Vierecks  und  Yierseits  neue  hinzutreten,  indem  Ecken  und 
Seiten;  Diagonalpunkte  und  Diagonalen  derselben  paarweise  imaginär^ 
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d.  h.  durch  elliptische  Punkt-  und  Strahlsysteme  vertreten  werden, 
und  zwar  giebt  es  drei  wesentlich  verschiedene  Arten  dieser  beiden 
Figuren,  wie  aus  dem  Obigen  hervorgeht: 


Das  vollständige  Viereck  hat: 

L  vier  reelle  Ecken,  sechs  reelle 
Seiten  oder  drei  Paar  Gegenseiten, 
welche  sich  in  drei  reellen  Diago- 
nalpunkten paarweise  treffen. 

n.  keine  reelle  Ecke,  zwei  reelle 
Seiten,  d.  h.  ein  reelles  Paar  Gegen- 
seiten, die  sich  in  einem  reellen  Dia- 
gonalpunkte treffen;  die  beiden  an- 
dern Paare  Gegenseiten  sind  ima- 
ginär, aber  ihre  Durchschnitts- 
punkte sind  reell  und'  bilden  die 
beiden  übrigen  reellen  Diagonal- 
punkte. 

III.  zwei  reelle  Ecken  und  zwei 
imaginäre  Ecken,  ein  reelles  Paar 
Gegenseiten,  von  denen  eine  die 
beiden  reellen,  die  andere  die  beiden 
imaginären  Ecken  enthält;  einen 
reellen  Diagonalpunkt,  den  Schnitt- 
punkt jenes  reellen  Paares  Gegen- 
seiten;' die  beiden  andern  Paare 
Gegenseiten  sind  imaginär  und  auch 
die  beiden  andern  Diagonalpunkte, 
aber  die  Verbindungslinie  der  letz- 
teren ist  reell. 


Das  vollständige  Vierseit  hat: 

I.  vier  reelle  Seiten,  sechs  reelle 
Ecken  oder  drei  Paar  Gegenecken, 
welche  paarweise  verbunden  drei 
reelle  Diagonalen  liefern. 

II.  keine  reelle  Seite,  zwei  reelle 
Ecken,  d.  h.  ein  reelles  Paar  Gegen- 
ecken^  deren  Verbindungslinie  eine 
reelle  Diag^ale  ist;  die  beiden 
andern  Paare  Gegenecken  sind 
imaginär,  aber  ihre  Verbindungs- 
linien sind  reell  und  bilden  die 
beiden  übrigen  reellen  Diagonalen. 

IIL  zwei  reelle  Seiten  und  zwei 
imaginäre  Seiten,  ein  reelles  Paar 
Gegenecken,  von  denen  die  eine 
der  Schnittpunkt  der  beiden  reellen, 
die  andere  der  Schnittpunkt  der 
beiden  imaginären  Seiten  ist;  eine 
reelle  Diagonale,  die  Verbindungs- 
linie dieses  reellen  Paares  Gegen- 
ecken; die  beiden  andern  Paare 
Gegenecken  sind  imaginär  und  auch 
die  beiden  andern  Diagonalen,  aber 
der  Schnittpunkt  der  letzteren  ist 
reell. 


Da  das  vollständige  Viereck  (links)  in  allen  drei  Fällen  ein  reelles 
Paar  Gegenseiten  hat,  so  können  wir  diese  als  die  Träger  zweier 
Punktsysteme  ansehen,  deren  Doppelpunkte  die  Ecken  des  vollständigen 
Vierecks  sind,  und  hiemach  tritt  der  Fall  I.  ein,  wenn  beide 
Punktsysteme  hyperbolisch,  der  Fall  IL,  wenn  beide  elliptisch,  und 
der  Fall  lü.,  wenn  eines  elliptisch,  das  andere  hyperbolisch  ist; 
ebenso  kann  das  vollständige  Vierseit  (rechts)  als  gebildet  von  den 
Doppelstrahlen  zweier  Strahlsysteme  angesehen  werden,  und  es  treten 
die  drei  oben  angeführten  Fälle  ein,  je  nachdem  beide  Strahlsysteme 
hyperbolisch,  beide  elliptisch  oder  eines  hyperbolisch  und  das  andere 
elliptisch  ist. 
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§.  &5.  Harmoniscli-zageordnete  Eegelschnitte. 

Wenn  man  einen  Kegelschnitt  S^^^  und  eix^  Tripel  conjugirter 
Punkte  xyz  in  Bezug  auf  denselben  hat,  so  müssen  von  den  Ver- 
bindungslinien (yis)  =  X,  (zx)  =  Y,  {xy)  =  Z  zwei  den  Kegelschnitt 
S^*^  in  reellen  Punktpaaren  treffen,  während  die  dritte  ihn  nicht  trifiFt 
(S.  148);  möge  X  in  a  und  a,  F  in  6  und  /J  den  6<»>  schneiden  (f'ig.  84), 

Fig.  84. 


dann  weiss  man,  dass  der  Schnittpimkt  (a&,  a/3)  «=  c  und  der  Schnitt- 
punkt {aß,  ab)  =  y  beide  auf  der  Polare  Z  von  z  »=  (aa,  bß)  liegen 
müssen,  und  dass  zcy  ein  zweites  Tripel  conjugirter  Punkte  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  (£^^>  bilden,  weil  sie  die  Diagonalpunkte  des  dem 
Kegelschnitt  einbeschriebenen  vollständigen  Vierecks  aabß  sind;  wir 
erkennen  ferner,  dass  die  vier  Punkte  aabß  vier  harmonisch  gelegene 
Punkte  auf  C^*)  sind,  und  dass  auf  den  drei  Geraden  XYZ  sowohl 
aayZf  als  auch  bßzx  und  endlich  cyxy  je  vier  harmonisch  gelegene 
Punkte  sind.  Die  hierdurch  hergestellte  Figur  bietet  interessante 
Eigenschaften  dar. 
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Ebenso,  wie  dÄ:  Kegelschnitt  S^^^  durch  die  vier  Punkte  aabß 
geht  und  in  diesen  xa,  xa,  yby  yß  zu  Tangenten  hat,  lassen  sich 
zwei  andere  Kegelschnitte  Ä^^^  und  JB^*^  herstellen,  von  denen  der 
erstere  durch  bßcy  geht  und  in  diesen  Punkten  die  Tangenten  yb,  yß, 
zCy  zy  hat,  der  andere  aber  durch  cyaa  geht  und  die  Tangenten  zCy  zy, 
Xüj  xa  hat.  Denn  der  Kegelschnitt  $((^>,  welcher  in  b  und  ß  die 
Tangenien  yb  und  yß  hat  und  ausserdem  durch  c  geht,  wodurch  er 
Yollständig  bestimmt  ist^  muss,  weil  er  y  und  Y  zu  Pol  und  Polare 
hat  und  y  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  yxc  ist,  auch  durch  y 
gehen;  er  muss  ferner,  weil  xzbß  vier  harmonische  Punkte  sind,  auch 
X  und  X  zu  Pol  und  Polare  haben,  folglich  auch  z  und  Z,  also  xyz 
zu  einem  Tripel  conjugirter  Punkte;  da  die  Gerade  Z  den  Kegelschnitt 
$l^*>  in  c  und  y  tri£Pt,  so  müssen  die  Tangenten  in  diesen  Punkten 
durch  den  Pol  z  gehen;  der  Kegelschnitt  ?[^*>  besitzt  also  die  be- 
hauptete Eigenschaft  und  in  gleicher  Weise  95  ^^>.  Solche  drei  Kegel- 
schnitte: 


durch  die  Punkte  bßcy  mit  den  Tangenten  y6,  yß,  zc,  zy 
a5^»>      „       „        „        cyaa    „     „  „  zc,  zy,  xa,  xa 

m     „       „        „        aabß  „     „  „  xa,  xa,  yb,  yß 

heissen  Tmrrnonisch  •- zugeordnete  Kegelschnitte  und  treten  mehrfach  bei 
geometrischen  Untersuchungen  auf;  jeder  von  ihnen  berührt  die  beiden 
andern  doppelt,  und  die  Berührungspunkte  sind  die  drei  Paar  Gegen- 
ecken des  vollständigen  Yierseits  aa,  bß,  cy]  das  Diagonaldreieck  xyz 
desselben*  ist  gemeinschaftlich  für  alle  drei  Kegelschnitte  ein  Tripel 
conjugirter  Punkte;  die  vier  Punkte  auf  jedem  der  drei  Kegelschnitte, 
welche  allemal  zwei  Paar  Gegenecken  des  vollständigen  Vierseits  sind, 
bilden  immer  ein  Quadrupel  von  vier  harmonisch  gelegenen  Punkten 
auf  jedem  der  drei  Kegelschnitte  (S.  125),  d.  h.  irgend  ein  Punkt  des 
Kegelschnitts  mit  diesen  vier  Punkten  verbunden  liefert  allemal  vier 
harmonische  Strahlen.  Die  drei  Kegelschnitte  ?l(*)95^'^S^*^  erscheinen 
mithin  als  drei  harmonische  Kegelschnitte,  welche  bei  gehöriger  Zu- 
ordnung den  drei  Vierecken  bßcy,  cyaa,  aabß  umschrieben  sind 
(S.  125);  aus  diesem  Grunde  heissen  sie  harmonisch-zugeordnete  Kegel- 
schnitte. Gleichzeitig  erscheinen  dieselben  drei  Kegelschnitte  3l<*)g3^*^S^^^ 
aber  auch  als  drei  harmonische  Kegelschnitte,  welche  bei  gehöriger 
Zuordnung  den  drei  Yierseiten  eingeschrieben  sind,  die  in  einem  voll- 
ständigen Viereck  liegen;  bezeichnen  wir  nämlich  die  sechs  Strahlen: 

xa  xa  yb  yß  zc  zy    mit 

Ä  AB  B  C  r,    so  ist 

ersichtlich,  dass  diese  sechs  Strahlen  ein  vollständiges  Viereck  bilden. 
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d.  h.  zu  je*  dreien  sich  in  vier  Punkten  treffen,  wobei  Ä  und  A,  B 
und  B,  C  und  P  die  drei  Paare  von  Gegenseiten  sind;  denn  ebenso  wie 

ab c  in  einer  Geraden  liegen,  treffen  sich  ÄBT  in  einem  Punkt, 


^ßr  fj    V         V 

f}                    7>              n         'O.oLf        „           „ 

» 

«6y  „      „           „ 

w               }}          n      '0,JjLf     „        „ 

;; 

«/'ö  n       V              V 

ABP 

>; 

weil 

a  ab ß  cy 
AABBTC 

Pole  und  Polaren  in  Bezug  auf  den 

Kegelschnitt  ©W, 

in  gleicher  Weise 

" 

a  ab  ß  cy 
AABBCT 

^PoU^^    '"^  ^'"°ß  '^"^  '^'"'  ' 

lind  endlich 

a  ab  ß  cy 
'     AABBCF 

p  ,             in  Bezug  auf  SB^*)  sind. 

Der  Kegelschnitt  W^'^  ist  also  ein  dem  Vierseit  BBCF  einbe- 
schriebener harmonischer  Kegelschnitt,  für  welchen  die  Seitenpaare  B 
und  B,  C  und  P  als  zugeordnete  aufgefasst  sind;  ebenso  ist  83^^^  ein 
dem  Vierseit  CTAA  einbeschriebener  harmonischer  Kegelschnitt  und 
ew  ein  dem  Vierseit  ÄABB  einbeschriebener.  Es  '  giebt  aber 
(S.  124)  nur  einen  einzigen  harmonischen  Kegelschnitt,  welcher  bei 
gegebener  Zuordnung  einem  gegebenen  Vierseit  einbeschrieben  oder 
einem  Viereck  umschrieben  ist,  und  zugleich  ersehen  wir  aus  der  letzten  * 
Zusanmienstellung,  dass  das  Tollständige  Viereck  und  das  vollständige 
Vierseit  Polarfiguren  rücksichtlich  jedes  der  drei  Kegelschnitte  ?l<2)a5(*>(S(*> 
sind,  indem  nur  die  drei  einfachen  Vierecke,  aus  denen  das  vollständige 
Vierseit  besteht,  den  drei  einfachen  Vierseiten,  aus  welchen  das  voll- 
ständige Viereck  besteht,  in  verschiedener  Weise  entsprechen  bei  31^*^83^*^ 
und  ©*^;  da  also  auch  die  einfachen  Vierseite  die  Polarfiguren  der 
einfachen  Vierecke  sind,  so  müssen  die  jenen  einbeschriebenen  harmo- 
nischen Kegelschnitte  die  Polarfiguren  der  diesen  umschriebenen  Kegel- 
schnitte sein;  es  folgt  hieraus,  ckiss  die  drei  harmonisch  -  zugeordneten 
Kegelschnitte  9[(2)  35(2)^(2)  ^^  tnerJctvürdige  Eigenschaft  besifjsen,  dass  jeder 
als  seine  eigene  Folarfigur  erscheint ,  wenn  er  in  Bezug  auf  einen  der  beiden 
andern  jpolarisirt  wird. 

Um  z.  B.  die  Polarfigur  des  Kegelschnitts  31^*^  in  Bezug  auf  S5^^ 

zu  erhalten,  müssen  wir  von  den  vier  Punkten  bßcy  und  den  in  ihnen  « 

gezogenen  Tangenten  BBCV  die  Polaren  und  Pole  rücksichtlich  83 ^^^ 

nehmen;  erstere  sind  beziehlich  BBCT  und  letztere  ßbcy]  der  Polar- 
ste in  er,  Voilesungen  II.    2.  ÄxäL  25 
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kegelschnitt  geht  also  durch  dieselben  vier  Punkte  und  hat  dieselben 
vier  Tangenten  in  ihnen ;  wie  der  zu  polarisirende;  er  eoincidirt  daher 
mit  ihm.  Dasselbe  geht  hervor,  wenn  wir  den  dritten  Kegelschnitt 
(S^^)  als  Basis  nehmen.  Dieser  eigenthümliche  Zusammenhang  der 
drei  Kegelschnitte  §1^2)53(2)^(2)^  wonach  jeder  sich  selbst  wieder  erzeugt, 
lässt  sich  noch  deutlicher  überblicken,  wenn  wir  von  den  Punkten 
eines  dieser  Kegelschnitte  die  Polaren  in  Bezug  auf  einen  zweiten  auf- 
suchen, welche  selbst  Tangenten  des  ersten  sein  müssen,  und  wenn 
wir  zugleich  die  Berührungspunkte  der  letzteren  ermitteln. 

Nehmen  wir  irgend  einen  Punkt  a  auf  dem  Kegelschnitt  W^^  an, 
so  muss  seine  Polare  in  Bezug  auf  83^^^  eine  Tangente  von  W^  sein; 
sie  möge  den  Berührungspunkt  a'  haben;  dann  wird  die  Polare  von 
a'  in  Bezug  auf  83^^^  ebenfalls  eine  Tangente  von  W'^)  sein  und  offen- 
bar den  zuerst  angenommenen  Punkt  a  zum  Berührungspunkt  haben; 
nennen  wir  für  den  Augenblick  ta  und  ta'  diese  beiden  Tangenten  in 
a  und  a  am  Kegelschnitt  W^^  und  ihren  Schnittpunkt  S,  so  sind 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  S3^*^:  a  und  ta'  Pol  und  Polare,  ebenso 
auch  a'  und  ta,  folglich,  auch  ^  und  aa';  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
Ä^^^  sind  aber  ebenfalls  g  und  aa'  Pol  und  Polare,  weil  seine  Tangenten 
in  a  und  a'  durch  ö  gehen.  Der  Punkt  g  und  die  Gerade  aa'  sind 
daher  gemeinschaftlich  für  beide  Kegelschnitte  W^^  und  S3(^>  Pol  und 
Polare,  sie  »müssten  also  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  angehören; 
dies  ist  abfer  xyjsij  also  haben  die  Kegelschnitte  W^  und  93^^>  zwei 
und  somit  unendlich- viele  gemeinschaftliche- Tripel,  und  dies  ist  (S.  345) 

.  nicht  anders  möglich,  als  wenn  sie  ßine  doppelte  Berührung  haben; 
sie  haben  nun  in  der  That  eine  doppelte  Berührung  in  den  Punkten 
c  und  y;  z  und  Z  sind  Pol  und  Polare  für  beide  Kegelschnitte 
gleichzeitig  und  haben  in  Bezug  auf  beide  dasselbe  Strahl*  und 
Punktsystem;  alle  Tripel  conjugirter  Punkte,  welche  beiden  Kegel- 
schnitten gemeinschaftlich  sind,  müssen  daher  eine  Ecke  in  0  und 
eine  Seite  in  Z  haben,  imd  es  folgt  daraus,  dass  der  Punkt  ^  ia  Z 
liegen  und  die  Verbindungslinie  aa'  durch  0  laufen  muss.  Um  also 
die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  a  des  Kegelschm'tts  W^^  in  Bezug 
auf  85^*^  zu  erhalten,  ziehen  wir  a0,  welches  in  a'  dem  W^^^  zum  andern 
Male  begegnet;  dann  ist  die  Tangente  in  a'  an  W^^^  die  Polare  von  a 
in  Bezug  auf  83^^^;  um  gleicherweise  die  Polare  von  a  in  Bezug  auf 
®^^  zu  erhalten,  ziehen  wir  ay,  welches  in  a"  dem  W^^  zum  andern 
Male  begegnet;  die  Tangente  in  a"  an  Ä^^^  ist  dann  die  Polare  von 
a  in  Bezug  auf  (S^(^>;  hieraus  folgt  zugleich,  dass  die  Verbindungslinie 

*a'a"  durch  x  gehen  muss  (S.  149).  Jeder  durch  x  gellende  Strahl  trifft 
also  den  Kegelschnitt  %^^^  in  zwei  solchen  Punkten,  dass  die  Tangenten 
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derselben  die  Polaren  in  Bezug  auf  95^^^  und  6^^^  v(m  einem  und  demselben 
dritten  Punkte  des  Kegelschnitts  Sl^^^  sind,  und  das  Analoge  gilt  von  y  und  0. 
Femer  lassen  sich  die  Mittelpunkte  der  drei  Kegelschnitte  Sl^^^SS^^^E^^^ 
leicht  ermitteln;  da  aa  die  Berührungssehne  und  x  ihr  Pol  für  die 
Kegelschnitte  JB^^^  und  ß^^^  ist,  so  muss,  wenn  wir  mit  fi  die  Mitte 
der  Berührungssehne  aa  bezeichnen^  X(i  durch  die  Mittelpunkte  der 
Kegelschnitte  33^^^  und  ®^*^  gehen;  ist  ^'  die  Mitte  der  Sehne  6/S,  so 
muss  y[i  durch  die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  ^^  und  31^^)  gehen, 
folglich  ist  der  Schnittpunkt  {xfi,  yfi)  der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnitts 6^2^;  ist  endlich  ft"  die  Mitte  der  Sehne  cy,  so  geht  zii' 
durch  die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  W^^  und  83^*^,  und  daher  ist: 

(yfi',  z^xT)  =  3»     der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  %^^\ 

iz(i'\xii)  =  w   „      „         „         „        m, 

Die  drei  Punkte  (iii(i'  liegen  als  die  Mitten  der  drei  Diagonalen 
eines  vollständigen  Vierseits  auf  einer  Geraden  (S.  276).  '  Da  wir  von 
den  drei  harmonisch -zugeordneten  Kegelschnitten  ein  ihnen  gemein- 
sames Tripel  xyz  und  die  Mittelpunkte  WIWW  kennen,  so  lässt 
sich  nach  der  auf  S.  288  gemachten  Bemerkung  auch  die  Gattung  der 
Kegelschnitte  bestimmen.  Wir  sehen  nämlich,  dass  die  drei  Mitten 
ftft'ft"  der  Diagonalen  aa,  6/J,  cy  des  vollständigen  Vierseits  noth- 
wendig  ausserhalb  der  Seiten  des  Diagonaldreiecks  xy0  liegen  müssen, 
denn  es  sind  yg  z\x  aa  harmonisch  gelegen,  und  die  Mitte  des  einen 
Paares  zugeordneter  Punkte  aa  liegt  offenbar  ausserhalb  des  andern 
Paares  (wegen  der  hyperbolischen  Natur  des  Punktsystems);  wenn 
aber  eine  Transversale  die  Seiten  eines  Dreiecks  xyjs  so  trifft,  dass 
die  drei  Schnittpunkte  ^ii(i'  ausserhalb  der  drei  Seiten  yz,  zx,  xy 
zu  liegen  kommen,  so  wird  in  dem  vollständigen  Yierseit,  dessen  drei 
Paar  Gegenecken  a;ft,  y^',  z^"  und  dessen  Diagonalpunkte  äWSJi'äJi" 
sind,  nothwendig  einer  zwischen  a;ft,  ein  anderer  zwischen  yjt',  der 
dritte  aber  ausserhalb  x^l  und  j/ft'  liegen.  Von  den  7  Räumen,  in  welche 
die  Ebene  durch  die  Seiten  des  Dreiecks  xyz  zertheilt  wird,  müssen 
also  zwei  hyperbolische  Räume  (ä)  zwei  von  den  Mittelpunkten  ent- 
halten, während  der  dritte  entweder  in  den  dritten  hyperbolischen 
oder  den  gegenüberliegenden  elliptischen  Baum  hineinfallen  wird,  also: 
Von  drei  harmonisch-zugeordneten  Kegelschnitten  müssen  entweder  alle  drei 
Hyperbeln  y  oder  einer  EUipse  und  die  beiden  andern  Hyperbeln  sein. 

Als  besonderen  Fall  der  letzten  Art  giebt  es  ein  ^hr  einfaches 

Beispiel  von  drei  harmonisch-zugeordneten  Kegelschnitten:  Ist  nämlich 

insbesondere  z  der  Mittelpunkt  des  als  Ellipse  angenommenen  Kegel- 

26* 
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Schnitts  6^^^,  und  sind  die  Tripelstrahlen  X  und  Y  die  Axen  der 
Ellipse^  so  werden  die  beiden  andern  zugeordnet-harmonischen  Kegel- 
schnitte zwei  Hyperbehi^  derep  eine  die  Ellipse  in  den  Scheiteln  der 
grossen  Axe,  die  andere  in  den  Scheiteln  der  kleinen  Axe  doppelt 
berührt,  indem  die  beiden  Hyperbeln  dieselben  Asymptoten  haben, 
also  conjugirte  Hyperbeln  sind,  und  die  Asymptoten  dieser  Hyperbeln 
in  die  Richtungen  der  beiden  gleichen  conjugirten  Durchmesser  der 
Ellipse  fallen.  Dies  ist  der  einfachste  Fall  dreier  harmonisch -zuge- 
ordneter Kegelschnitte,  welche,  in  Bezug  auf  einander  polarisirt,  sich 
selbst  wiedererzeugen.  Wählt  man  für  6^^)  einen  Kreis,  so  bestehen 
S3(^>  und  W^^  aus  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  in  den  Endpunkten 
zweier  zu  einander  rechtwinkligen  Durchmesser  den  Kreis  berühren 
und  dieselben  Asymptoten  haben. 

In  eigenthümlicher  Art  tritt  zu  den  harmonisch  -  zugeordneten 
Kegelschnitten  S^^^ffl^^^S^*^  noch  ein  vierter  imaginärer  Kegelschnitt  %^'^\ 
von  dem  man  sagen  kann,  dass  er  dieselben  Beziehungen  darbietet, 
wie  die  drei  reellen  (vgl.  §.  57).  Wir  haben  nämlich  oben  drei  Zu- 
ordnungen der  Punkte  aa,  6/3,  cy  zu  den  Geraden  -4A,  J?B,  CT 
erkannt,  wonach  diese  Polaren  jener  sind;  durch  jede  dieser  Zuord- 
nungen wurde  ein  Kegelschnitt  bestimmt,  indem  eigentlich  mehr  Be- 
dingungen dadurch  gesetzt  waren,  die  sich  aber  nicht  widersprachen; 
jetzt  können  wir  noch  eine  vierte  Zuordnung  festsetzen,  nämlich: 

a  ab ß  cy  Pole  und  \ 
AÄBBVC   Polaren    J 

in  Bezug  auf  einen  unbekannten  zu  suchenden  Kegelschniti  ^<^>;  für 
diesen  Kegelschnitt  müssen  sowohl  xaa  als  auch  yhß  und  ebenso  jscy, 
endlich  auch  xyz  je  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  sein.  Auf  den 
drei  Tripelstrahlen  XYZ  kennen  wir  also  die  drei  Punktsysteme,  welche 
dem  Kegelschnitt  ^^^^  zugehören  müssen;  da  diese  alle  drei  elliptisch 
sind  (wegen  der  harmonischen  Eigenschaft  des  vollständigen  Vier- 
seits),  so  ist  es  ersichtlich,  dass  der  ganze  Kegelschnitt  imaginär  sein 
muss;  wir  erkennen  dies  aber  auch,  indem  wir  seinen  Mittelpunkt 
aufsuchen;  das  elliptische  Punktsystem,  von  dem  y0  und  aa  zwei 
Paare  conjugirter  Punkte  sind,  hat  nämlich  zum  Mittelpunkt  denjenigen 
Punkt  m,  in  welchem  yz  von  xWt  getroffen  wird,  denn  dasselbe 
Punktsystem  gehört  auch  dem  Kegelschnitt  W^'  zu,  und  da  x  und  X 
Pol  und  Polare  sind,  so  muss  xWl  durch  m  gehen;  die  drei  auf  diese 
Weise  erhaUenen  Linien  a;9W,  y3K',  zW  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  9R'"  (nach  bekannten  harmonischen  Eigenschaften),  dem  Mittel- 
punkte des  Kegelschnitts  2)^*^;  durch  diesen  Mittelpunkt  und  das  Tripel 
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xt/z  ist  der  Kegelschnitt  vollständig  bestimmt;  es  zeigt  sich  aber, 
dass  er  imaginär  sein  muss,  weil  W"  in  das  Innere  des  Dreiecks 
xyz  hineinfällt  (S.  288),  denn  die  drei  Puntte  fi  [i  (i"  liegen,  wie  wir 
oben  gesehen  haben,  in  einer  geraden  Linie,  welche  die  Seiten  des 
Dreiecks  xys  in  ihren  Verlängemngen  trifft.  Da  nun  (Fig.  85)  die 
Punkte  xft,  y(i,  zy!'  die  drei  Paar  Gegenecken  eines  yollständigen 
Vierseits  sind,  dessen  Diagonalen  sich  in  2RSDi'9Ä"  schneiden,  so 
werden  xW  und  xW  har- 
monisch getrennt  durch  xy 
and  xz,  und  da  x'St  die 
Linie  ye  im  Punkte  (i  ausser- 
halb ye  trifft,  so  muss  xWt 
dieselbe  zwischen  yz  treffen, 
ebenso  muss  y'SSl'  die  Seite 
zxzwiscben  ihren  Endpunkten 
treffen  und  gleicherweise  die 
dritte  a  Söi"  j  der  Schnittpunkt 
W"  hegt  daher  nothwendig 
innerhalb  des  Dreiecks  xyz, 
und  der  Kegelschnitt  ©**, 
fSr  welchen  xyz  ein  Tripel 
und  üß"'  der  Mittelpunkt  ist,  wird  also  imaginär.  Aus  dem  Um- 
stände, dass  die  drei  Strahlen  xWi,  y'SR',  aSDt"  sieh  in 'einem  Punkte 
9S"'  schneiden  oder  xyz  das  Diagonaldreieck  des  vollständigen  Vier- 
ecks 5K5Dt'aÄ"3K"'  ist,  geht  hervor,  dass  für  den  durch  den  Mittel- 
punkt 9H'"  und  das  Tripel  xyis  bestimmten  ima^ären  Kegelschnitt 
S)'«  m  der  That  • 

a  ab  ß  cy 

AABBTC 

sind.  Fügen  wir  diesen  vierten  imaginären  Kegelschnitt  den  oben 
untersuchten  dreien  hinzu,  so  haben  wir  für  diese  vier  harmonisck'gii' 
geordneten  K^elsclmitte  folgende  Zusammengehörigkeit  von  Pol  und 
Polare: 

für  I        ?!»>        I        iö<«  ©«        I        2)'*' 


Pole  und  .     _  ,  -.,„ 

„  ,  m  Bezug  auf  3;'" 

Polaren  " 


Pol  .  . \att'bßcy\  a  ah  ßcy     a  a  b  ßcy  1  a  ab  ßcy 

Polare I  AABBCF  I  ^ABJßCT     AABBTC  I  A^BBFC 

Aus  dieser  Zusammenstellung  tritt  es  aber  klar  vor  Augen,  dass 
jeder  der  vier  Kegelschnitte  als  Polarfigur  in  Bezug  auf  einen  der 
abrigen  selbst  wieder  hervorgeht,  denn  durch  Polarisation  wird  aus 
Pol  und  Polare  für  die  eine  Figur  Polare  und  Pol  für  die  Polarfigur; 
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wenn  wir  daher  einen  der  vier  Kegelschnitte  in  Bezug  auf  einen  an- 
dern polarisiren  wollen,  so  suchen  wir  von  den  Punkten  aa  . .  und 
den  Geraden  J.A...;  wie  sie  bei  dem  gewählten  Kegelschnitte  zu- 
sammengehören, die  Polaren  und  Pole  in  Bezug  auf  die  gewählte  Basis 
und  gelangen  dadurch  wieder  zu  denselben  Geraden  und  denselben  zu- 
gehörigen Punkten;  der  Kegelschnitt  muss  also  seine  eigene  Polar- 
figur sein,  weil  er  durch  diese  sechs  Paare  von  Polen  und  Polaren 
schon  mehr  als  bestimmt  ist.  Auch  für  den  imaginären  Kegelschnitt 
S)(^^  tritt  die  Eigenschaft  der  doppelten  Berührung  zu  Tage;  er  hat 
nämlich  mit  dem  Kegelschnitt  W^^  den  Punkt  x  *und  die  Gerade  X 
als  Pol  und  Polare  gemeinschaftlich,  und  das  Punktsystem  auf  X, 
welches  von  den  Paaren  yz  und  aa  bestimmt  wird,  ist  ebenfalls 
beiden  Kegelschnitten  zugehörig;  sie  haben  daher  eine  ideelle  doppelte 
Berührung  (S.  344)  und  X  zur  gemeinschaftlichen  Berührungssehne, 
X  zum  Durchschnittspunkt  der  gemeinschaftlichen  Tangenten;  ebenso 
S)W  und  W^:  Y  und  y,  S)(*)  und  ß^»^:  Z  und  z.  Wir  können  hier- 
nach die  vier  Kegelschnitte  ?l<2)  33(2)  gcs)  55(2)  g^^f  dreierlei  Art  in  Paare 
je  zweier  gewissermassen  zusammengehöriger  Kegelschnitte  theilen, 
nämlich:  Die  Kegelschnitte  S5^^^  und  ®^^^  haben  eine  reelle  doppelte 
Berührung  in  den  Punkten  aa,  sie  haben  also  X  zur  gemeinschaft- 
lichen Berührungssehne  und  x  zum  Pol  derselben;  dagegen  SK^^  und 
3)^*>  haben  eine  ideelle  doppelte  Berührung  mit  derselben  Berührungs- 
sehne X  xmd  dem  Pol  X'^  dies  ist  die  erste  Art  und  ähnlich  die 
übrigen;  es  gehören  also  zusammen: 

S8W  und  S(2),  21(2)  und  S)(«)  in  Bezug  auf  x  und  X, 

g(2)       ^^      21(2,^^(2)     ^^       2)(2)     ^^  ^^  ^^      y      ^^      Y, 

si(2)    ^    S5(%  m  „    a)(«)   „      „      „   z    „   Z 

Aus  dem  Obigen  geht  hervor,  wie  die  vier  harmonisch -zugeord- 
neten Kegelschnitte  bei  dem  völlig  reellen  vollständigen  Vierseit, 
dessen  drei  Paar  Gegenecken  aa^  6/3,  cy  und  dessen  Diagonalpunkte 
xyz  sind,  zum  Vorschein  kommen;  eine  sehr  einfache  und  natürliche 
Entstehimgs weise  solcher  vier  harmonisch -zugeordneter  Kegelschnitte 
siehe  §.  57.  Wir  übergehen  hier  die  Erörterung  der  Modificationen, 
welche  eintreten,  wenn  das  vollständige  Vierseit  nicht  mehr  völlig 
reell  angenommen  wird,  sondern  nach  der  Art  ü.  oder  III.  auf  S.  382 
beschaffen  ist. 

In  dem  von  uns  angenommenen  Fall  tritt  zu  der  bereits  erwähnten 
Eigenschaft,  dass  jeder  der  vier  harmonisch  -  zugeordneten  Kegel- 
schnitte seine  eigene  Polarfigur  ist,  noch  eine  allgemeinere;  bezeichnen 
wir  nämlich  das  vollständige  Vierseit,  dessen  vier  Seiten  ahc^  a/Jy, 
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ccby,  aßc  sind,  mit  SS  und  das  vollständige  Viereck,  dessen  vier  Ecken 
ABr,  ABC,  ABC,  ABT  sind,  mit  V,  so  sind  8S  mid  F  Polarfiguren 
in  Bezug  auf  jeden  der  vier  harmonisch -zugeordneten  Kegelschnitte, 
aber  jedesmal  entsprechen  sich  Ecken  und  Seiten -in  anderer  Weise, 
was  unmittelbar  aus  dem  oben  zusammengestellten  Schema  von  Polen 
und  Polaren  der  vier  Kegelschnitte  abzulesen  ist.  Es  zeigt  sich  nun 
weiter,  dctss  irgend  ein  dem  Vierseit  SS  einhesdiriehener  Kegelschnitt  zu 
seiner  Polarfigtir  in  Bezug  auf  jeden  der  vier  harmonisch  -  zugeordneten 
Kegelschnitte  einen  und  denselben  dem  Viereck  V  umschriebenen  Kegelschnitt 
Jiat.  Da  nämlich  vier  Punkte  einer  Geraden  dasselbe  Doppelverhältniss 
haben,  wie  ihre  vier  Polaren  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt,  so  wird, 
wenn  irgend  ein  dem  Vierseit  SS  einbeschriebener  Kegelschnitt  die 
Seite  abc  in  p  berührt,  die  Polare  von  p  in  Bezug  auf  W^^  diejenige 
Gerade  2  sein,  welche  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse 
(abcp)  =  {ABC2)  construirbar  ist;  diese  Gerade  ist  gleichzeitig  die 
Polare  eines  Punktes  p   der. Geraden  aßc  in  Bezug  auf  33^^^,  wenn 

(ABC2)  =  (aßcp)  ist; 
aus  der  Gleichheit: 

(abcp)  =  (ccßcp) 

folgt,  dass  sich  aa,  &/3,  pp  in  einem  Punkte  schneiden  müssen  oder 
pzp  in  einer  Geraden  liegen;  der  angenommene  Kegelechnitt,  welcher 
dem  Vierseit  SS  einbeschrieben  ist  und  abc  in  p  berührt,  muss  aber 
(S.  123)  aßc  in  p  berühren,  und  die  Polare  von  p  in  Bezug  auf  W^^ 
ist  identisch  mit  der  Polare  von  p'*  in  Bezug  auf  83^^^,  nämlich  die 
Gerade  fi;  folglich  ist  die  Polarfigur  des  angenommenen  Kegelschnitts 
in  Bezug  auf  die  Basis  81^*^  und  in  Bezug  auf  die  Basis  93^*^  derselbe 
djem  VierQck  V  umschriebene  Kegelschnitt;  und  Gleiches  folgt  ftir  die 
andern  Basen. 

Hieran  knüpft  sich  umgekehrt  die  Aufgabe:  Zu  zwei  in  der  Ebene 
beliebig  gegebenen  Kegelschnitten  einen  solcheti  dritten  zu  finden,  in  Beziig 
auf  welchen  der  eine  gegebene  Kegelschnitt  die  Polarfigur  des  andern  ist*). 
Es  liegt  nach  dem  Obigen  nahe,  zu  vermuthen,  dass  es  im  Allge- 
meinen vier  Basen  geben  wird,  welche  die  gegenseitige  Lage  von  vier 
harmonisch-zugeorduQten  Kegelschnitten  besitzen,  und  diese  Vermuthung 
bestätigt  sich  leicht.     Zuvörderst  ist  klar,  dass,  wenn  die  beiden  ge- 


*)  Diese  Aufgabe  hat  Steiner  in  einer  am  26.  März  1846  in  der  Berliner 
Akademie  der  Wissenschaften  gehaltenen  Vorlesung  behandelt,,  wovon  nur  die 
Anzeige  in  den  Monats-Berichten  nnd  in  Crdle'B  Journal,  Bd.  32,  S.  79  sich  findet. 
Eine  analytische  Behandlung  des  Problems  hat  Herr  /.  Bosanes  in  seiner  In- 
augaral-Dissertation :  de  polarium  reciprocarum  theoria  observationes,  Breslau  1865, 
geliefert. 
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gebenen  Kegelschnitte  K^^^  und  K^^\  deren  einer  die  Polarfigur  des 
andern  sein  soll^  eine  reelle  gemeinschaftliclLe  Tangente  haben,  sie 
nothwendig  auch  einen  reellen  Schnittpunkt  haben  müssen,  denn  der 
Pol  jener  in  Bezug  auf  die  angenommene  Basis  muss  sowohl  ein 
Punkt  von^K^^^^,  wie  von  Ä'{*^  sein;  es  folgt  hieraus,  dass  von' den  auf 
S.  370  unterschiedenen  Fällen,  welche  allein  bei  der  gegenseitigen 
Lage  zweier  Kegelschnitte  eintreten  können,  die  Fälle  11.  und  III. 
(sobald  K^^^  und  K[^  vier  reelle  Schnittpunkte  und  keine  reelle  gemein- 
schaftliche Tangente,  oder  sobald  sie  vier  reelle  gemeinschaftliche 
Tangenten  und  keinen  reelle^  Schnittpunkt  haben)  sofort  auszuschliessen 
sind,  also  nur  die  Fälle  I.  und  lY.,  wo  das  reelle  gemeinschaftliche 
Tripel  nach  der  Art  (a)  liegt,  und  andererseits  der  Fall  V.,  wo  es 
nur  theüweise  reell  ist,  übrig  bleiben. 

Die  Fälle  I.  und  IV.  (wo  die  beiden  Kegelschnitte  K^^^  und  ^,«> 
keinen  reellen  Schnittpunkt  und  keine  reelle  gemeinschaftliche  Tangente, 
oder  vier  reelle  Schnittpunkte  und  vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten 
haben)  lassen  sich  zusammen  behandeln;  wir  ermitteln  nämlich  zu- 
nächst das  reelle  gemeinschaftliche  Tripel  xyz  und  bemerken,  dass 
Pol  und  Polare  eines  Kegelschnitts,  in  Bezug  auf  irgend  eine  Basis 
polarisirt,  nothwendig  Polare  und  Pol  für  die  Polarfigur  werden;  wenn 
also  X  imd  X  gleichzeitig  für  beide  Kegelschnitte  JK'^*^  und  Kf^^,  deren 
einer  die  Polarfigur  des  andern  sein  soll,  Pol  und  Polare  sind,  so 
müssen  in  Bezug  auf  eine  solche  Basis  die  entsprechenden  Elemente 
X'  und  X  auch  für  K^^^  und  K[^'>  gleichzeitig  Polare  und  Pol  sein; 
dasselbe  gilt  von  y  und  Y,  z  und  Z,  deren  entsprechende  Elemente 
in  Bezug  auf  die  Basis  Y  und  y ,  Z'  und  /  seien;  da  nun  xyz  und  XYZ 
ein  Typel  bilden,  so  bilden  auch  XYZ'  und  xyjs  ein  Tripel  und 
zwar  ein  solches,  welches  beiden  Kegelschnitten  K^^^  und  ÄTJ*^  gemein- 
schaftlich sein  muss;  nun  haben  aber  K^^^  und  K\^^  nur  ein  gemein- 
schaftliches Tripel,  es  coincidirt  daher  xyz  mit  xyz,  d.  h.  das  ge- 
meinschaftliche Tripel  xyz  der  beiden  Kegelschnitte  K^^  und  JST^^  muss 
zugleich  ein  Tripel  für  die  unbeJcannte  Basis  sein. 

Wir  wissen  femer  (S.  370),  dass  in  den  Fällen  L  und  IV.  von 
dem  gemeinschaftlichen  Tripel  xyz  nothwendig  ein  Tripelpunkt  z 
innerhalb  beider  Kegelschnitte  liegt  und  die  durch  ihn  gehenden 
beiden  Tripelstrahlen  XY  die  Kegelschnitte  K^^^  und  Z'P>  in  reellen 
Punktpaaren  schneiden,  während  der  dritte  Tripelstrahl  Z,  welcher 
die  Punkte  x  und  y  enthält,  keinen  von  beiden  Kegelschnitten  trifft 
Möge  der  Tripelstrahl  X  dem  Kegelschnitte  K^^  in  p  und  jr,  dem 
K^^  in  jPi  imd  ä^,  dagegen  Y  dem  Kegelschnitte  K^^^  in  r  und  q,  dem 
K[^   in   r^   imd   q^^   begegnen;   die  Punkte  p  und  tc,  p^  und  äj  sind 
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Paare  conjugirter  Punkte  eines  hyperbolischen  Punktsystems,  dessen 
Asymptotenpunkte  z  und  y  sind,  und  ebenso  r  und  q^  r^  und  q^ 
Paare  conjugirter  Punkte  eines  zweiten  Punktsystems,  dessen  Asym- 
ptotenpunkte z  und  X  sind.  Die  Tangenten  in  den  Punkten  p^p^Tt^ 
sind  a?p,  xjty  xp^j  xvc^  und  in  den  Punkten  rgr^g^  die  Verbindungs- 
linien: yr,  yQ,  yr^,  yg^.  Wenn  nun  der  Kegelschnitt  JCf^  die 
Polarfigur  von  K^^^  sein  soll  in  Bezug  auf  eine  noch  zu  suchende 
Basis,  so  muss  die  Polare  yon  p  in  Bezug  auf  diese  Basis,  welche 
mit  K^^^  und  K[^^  das  Tripel  xyis  gemeinsam  hat,  einmal  durch  x 
gehen,  weil  p  auf  X  liegt,  und  andererseits  eine  Tangente  der  Poktr- 
figur  K[^^  sein;  sie  muss  also  eine  der  beiden  Tangenten  xp^  oder  xn;^ 
sein,  und  ebenso  muss  die  Polare  yon  7t  in  Bezug  auf  die  zu  suchende 
Basis  eine  der  beiden  Tangenten  xn^  oder  xp^  sein.  Das  Gleiche  gilt 
für  den  andern  Strahl  Y.  Die  Polare  von  r  in  Bezug  auf  die  noch 
unbekannte  Basis  muss  yr^  oder  yg^  sein  und  die  Polare  von  q:  yQ^ 
oder  yr^\  hiemach  stellen  sich  nur  vier  Möglichkeiten  heraus:  Für 
die  unbekannte  Basis  sind: 

1)  [         [         1         1  ie  zwei  conjugirte  Punkte 

2)  ^}     M     M     M    -'    - 

Pi)     %i      Qi)      »"J 

3)  M    "1    M    M  -    - 

»iJ     i>i)      nl      pJ 

4)  ^}   M    M   M  -    - 

äJ  Pi\  Qx\  ^J 
Dem  entsprechend  werden  sich  vier  Basen  ermitteln  lassen,  indem 
auf  den  Tripelstrahlen  XF  die  Punktsysteme  bekannt  sind,  welche 
einer  jeden  zugehoren  müssen;  auf  X  bilden  nämlich  die  vier  Punkte 
p7tp^%^  zwei  Punktpaare  pic,  p^n^  eines  hyperbolischen  Punktsystems, 
dessen  Asymptotenpunkte  y  und  z  sind;  andererseits  rufen  dieselben 
vier  Punkte  p^tp^n^  paarweise  als  conjugirte  Punkte  aufgefasst  noch 
zwei  neue  Punktsysteme  hervor  (S.  56),  von  denen  nothwendig  eines 
elliptisch,  das  andere  hyperbolisch  ist;  dasjenige,  bei  welchem  p  und 
7?!,  7t  und  Äi  conjugirte  Punkte  sind,  sei  das  hyperbolische  (Ä^),  und 
dasjenige,  bei  welchem  p  und  7t^y  %  und  p^  conjugirte  sind,  sei  das 
elliptische  Punktsystem  {e^\  in  gleicher  Weise  werden  auf  dem  Tripel- 
strahl  Y  durch  die  vier  Punkte  rgr^Q^  drei  Punktsysteme  hervor- 
gerufen, deren  erstes  durch  die  Paare  r  und  (>,  r^  und  q^^  bestimmt 
wird  und  hyperbolisch  ist  mit  den  Asymptotenpunkten  z  und  a;,  wäh- 
rend  von   den   beiden   übrigen  nothwendig  eines,  hyperbolisch  (Äg), 
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durch  die  Punktpaare  r  und  r^,  q  und  9^,  das  andere,  elliptisch  (cg), 
durch  die  Punktpaare  r  und  q^^  q  und  r^  bestimmt  wird.  Die  ge- 
suchte Basis  hat  daher  auf  den  beiden  Tripelstrahlen  X  und  Y 


entweder 

die  Punktsysteme: 

1). 

oder             2)  . 
3). 
4). 

....  (\)     (Asj) 

....  (ÄJ      (^2) 

.  .  .  .  (ei)    (Äg) 
....  (e^)     (^2) 

zu  zugehörigen. 

Die  beiden  hyperbolischen  Punktsysteme  (h^)  und  (h^)  auf  X 
und  Y  haben  Asymptotenpunkte,  welche  wir  beziehungsweise  mit  acc 
und  bß  bezeichnen  wollen;  diese  Asymptotenpunkte  sind  in  bekannter 
Weise  zu  ermitteln,  da  die  Punktsysteme  durch  die  bekannten  Paare 
conjugirter  Punkte  vollständig  bestimmt  sind;  sie  stehen  auch  zu  den 
elliptischen  Punktsystemen  (e^)  und  (c^)  in  eigenthüml^her  Beziehung; 
weil  aa  die  Asymptotenpunkte  des  durch  die  Paare  conjugirter  Punkte 
p  und  Pi,  %  und  n^  bestimmten  Punktsystems  {\)  sind,  so  findet  die 
Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse  statt: 

(pTtaa)  =  {p^it^aa)  =  (jr^jj^aa), 

folglich  sind  a  und  a  ein  Paar  conjugirter  Punkte  desjenigen  Punkt- 
systems, welches  durch  die  Paare  p  und  ä^  ,  n  und  jh  .bestimmt  wird, 
d.  h.  des  Punktsystems  (e^),  weil  entsprechende  gleiche  Strecken  aa 
und  aa  auf  einander  fallen  (S.  49).  Femer  folgt  daraus,  dass  yg  die 
Asymptotenpunkte  des  durch  p  und  ä,  p{  und  n^  bestimmten  hyper- 
bolischen Punktsystems  sind, 

also  auch  y0  sind  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  Punktsystems  (e^); 
durch  die  beiden  Paare  a  und  a,  y  und  0  ist  daher  das  Punktsystem 
(Cj)  bestimmt,  sowie  das  Punktsystem  (Äj)  durch  die  Asymptoten- 
punkte a  und  a  bestimmt  wird;  endlich  bemerken  wir  noch,  dass  aucfi 
y  imd  z  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  Punktsystems  (\)  sind, 
also  zu  aa  harmonisch  liegen,  was  aus  der  Gleichheit  der  Doppel- 
verhältnisse: 

(jpx^aa)  =  (jPiÄaa)  =  (np^aa) 

folgt;  denn  hieraus  geht  hervor,  dass  a«  ein  Paar  conjugirter  Punkte 
für  das  durch  p  und  sr,  p^  und  ä^  bestimmte  Punktsystem  ist,  dessen 
Asymptotenpunkte  y0  sind. 

In  ganz  gleicher  Weise  besitzen  die  Asymptotenpunkte  bß  auf 
dem  zweiten  Tripelstrahl  Y  die  Eigenschaft,  harmonisch  zu  X0  zu 
liegen,  und  die  beiden  Punktpaare  ft.und  ß,  x  und  z  bestimmen   das 
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elliptisclie  Punktsystem  (e^),  während  b  und  ß  als  Asymptotenpunkte 
das  hyperbolische  Punktsystem  (h^)  bestimmen.  Endlich  folgt  noch, 
weil  aa  harmonisch  liegen  zu  0y  und»&j3  zu  isx,  dass  die  Yerbindungs- 
linien  ab  und  aß  sich  in  einem  Piünkte  c  der  Geraden  xy  und  ebenso 
aßy  ab  sich  in  einem  Punkte  y  der  vorigen  Geraden  xy  treffen  müssen; 
also  die  Punkte  aa,  bß,  cy  sind  die  sechs  Ecken  (drei  Paar  Gegen- 
ecken) eines  vollständigen  Vierseits  SJ,  dessen  Diagonaldreieck  xyz  ist. 

Nach  diesen  Erörterungen  werden  sich  jetzt  die  vier  Basen  er- 
geben, in  Bezug  auf  welche  K^^"^  und  K^^'^  Polarfigi^ren  sein  sollen. 
Fassen  wir  zunächst  den  ersten  Fall  der  beiden  hyperbolischen  Punkt- 
systeme (A^)  und  (^2)  ^^  ^^g^;  so  muss  die  gesuchte  Basis  die 
Eigenschaft  besitzen,  dass  in  Bezug  auf  dieselbe  von  J9  die  Polare  a:^^ , 
von  3t  die  Polare  xti^  und  auch  von  p^  die  Polare  X'p^  von  %^  die 
Polare  xit  wird;  eine  solche  Basis  muss  also  xa  und  xa  in  den 
Punkten  a  und  a  berühren;  zweites  muss  sie  analoger  Weise  yb  und 
yß  in  den  Punkten  b  und  ß  berühren;  es  giebt  nun  aber  einen  solchen 
reellen  Kegelschnitt  6^*^,  wie  wir  aus  der  obigen  Betrachtung  har- 
monisch-zugeordneter  Kegelschnitte  wissen,  und  derselbe  ist  durch  die 
geforderten  Bedingungen  zwar  mehr  als  bestimmt,  aber  jene  Be- 
dingungen widersprechen  sich  nicht.  .  In  Bezug  auf  eine  solche  Basis 
ist,  wie  leicht  zu  sehen,  in  der  That  der  Kegelschnitt  Kf^  die  Polar- 
figur von  K^  und  umgekehrt,  denn  durch  die  vier  Punkte  'j^nrq  und 
ihre  Tangenten  ist  K^^^  mehr  als  bestimmt. 

in  zweiten  Falle  giebt  es  einen  reellen  Kegelschnitt  S3(*>,  welcher 
xa  and  xa  in  den  Punkten  a  und  a  berührt  und  gleichzeitig  das 
Punktsystem  (c^),  welches  durch  die  Paare  bß,  zx  bestimmt  wird, 
sowie  das  mit  ihm  perspectivische  Strahlsystem  durch  y  zu  zugehöri- 
gen hat;  im  dritten  Falle  giebt  es  einen  reellen  Kegelschnitt  Ä^*), 
welcher  yb  und  yß  in  den  Punkten  b  und  ß  berührt  und  das  ellip- 
tische Punktsystem  (e^),  durch  die  Paare  aa,  zy  bestimmt,  sowie 
das  mit  ihm  perspectivische  Strahlsystem  durch  x  zu  zugehörigen 
hat;  endlich  im  vierten  Falle  giebt  es  einen  imaginären  Kegelschnitt 
3)^'^,  welcher  die  beiden  elliptischen  Punktsysteme  («i)  und  (e^)  und 
die  mit  ihnen  perspectivischen  Strahlsysteme  durch  x  und  y  zu  den 
zugehörigen  hat.  Für  jeden  dieser  vier  Kegelschnitte  als  Basen 
müssen  K^^^  und  JE^W  Polarfiguren  sein,  was  in  derselben  Art,  wie 
für  den  Kegelschnitt  (J(^),  nachzuweisen  ist.  Diese  vier  Basen  haben 
aber  die  Eigenschaft  von  vier  harmonisch-zugeordneten  Kegelschnitten, 
welche  sich  auf  das  vollständige  Vierseit  beziehen,  dessen  drei  Paar 
Gegenecken  aa,  bß,  cy,  und  dessen  Diagonaldreieck  xyz  ist.  Nach 
dem  Früheren  ist  daher  von  den  vier  Basen  eine  imaginär,  die  drei 
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andern  sind  reell  und  entweder  alle  drei  Hyperbeln  oder  eine  Ellipse 
und  die  beiden  übrigen  Hyperbeln.  Die  Construction  dieser  Kegel- 
schnitte ist  in  der  Herleitung  selbst  enthalten.  Wir  können  nunmehr 
folgendes  Resultat  aussprechen: 

Sind  zwei  'beliebige  Kegelschnitte  K^^^  und  K[^^  in  der  Ebene  gegeben, 
so  können  im  Ällgefneinen  vier  andere  Kegelschnitte  von  der  Beschaffen- 
heit gefunden  werden,  dass  für  jeden  von  ihnen  als  Basis  die  gegebenen 
Kegelschnitte  Polarfiguren  von  einander  sind.  Diese  vier  Basen  sind  vier 
harmonisch- zugeordnete  Kegelschnitte.  Haben  K^^^  und  Kf^  entweder  vier 
reelle  Schnittputücte  und  Iceine  reelle  gemeinschaftliche  Tangente,  oder  vier 
reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  und  Iceinen  reellen  Schnittpunkt,  so  ist 
keine  der  Basen  reell;  haben  dagegen  K^^^  und  K[^^  enttveder  vier  reelle 
Schnittpunkte  und  vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten,  oder  Iceinen 
reellen  Schnittpunkt  und  keine  reelle  gemeinschaftliche  Tangente,  so  sind 
von  den  vier  Basen  drei  reell  und  eine  imaginär;  die  drei  reellen  Basen 
sind  entweder  alle  drei  Hyperbeln,  oder  eine  Ellipse  und  die  beiden  andern 
Hyperbeln.  Haben  K^^^  und  K\^^  endlich  zwei  reelle  Schnittpunkte  und 
•zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten,  so  sind  von  den  vier  Basen  nur 
zwei  reell,  und  eine  ist  Ellipse,  die  andere  Hyperbel. 

Die  letzte  Behauptung;  welche  wir  anticipirt  haben  ^  ist  noch 
nachzuweisen;  in  dem  Falle  B)  (S.  370),  wenn  die  beiden  Kegelschnitte 
K^^  und  jrp>  nur  zwei  reelle  Schnittpunkte  und  zwei  reelle  gemein- 
schaftliche Tangenten  haben ,  giebt  es  von  dem  gemeinschaftlichen 
Tripel  nur  einen  Funkt  x  und  dessen  Polare  X,  die  beiden  Kegel- 
schnitten gemeinschaftlich  ist  und  den  einen  in  |)  und  ?r,  den  andern  in 
|>j  und  Tc^  trifft;  diese  Funktpaare  müssen  reell  sein  und  einander 
trennen,  so  dass  |>^  zwischen  p  und  n,  n^  ausserhalb  pii  liegt,  wie 
auf  S.  368  gezeigt  ist;  die  Kegelschnitte  haben  femer  eine  reelle  gemein- 
schaftliche Secante,  welche  durch  ihre  beiden  reellen  Schnittpunkte* 
BQ  und  durch  x  geht,  und  eine  ideelle  gemeinschaftliche  Secante 
ebenfalls  durch  x\  die  erstere  treffe  X  in  o,  die  letztere  in  cd;  endlich 
haben  K^^^  und  K^^)  zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  ?ß  und 
D,  welche  sich  in  einem  Punkte  s  der  Geraden  X  treffen,  während 
die  beiden  andern  imaginären  gemeinschaftlichen  Tangenten  nur  ihren 
reellen  Schnittpunkt  a  auf  X  haben  (d.  h.  dem  Funkte  0  gehört  in 
Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  K^^^  und  Kf'^  dasselbe  elliptische,  dem 
Funkt  s  dasselbe  hyperbolische  Strahlsystem  zu).  Die  Funkte  picp^n^ 
stehen  nun  zu  den  vier  Funkten  oäsü  in  einer  eigenthümlichen  Be- 
ziehung, auf  welche  wir  vorher  nicht  aufmerksam  zu  machen  Ver- 
anlassung hatten,  deren  wir  aber  hier  bedürfen.  Es  sind  nämlich  zu- 
nächst 0  und  a  ein  Paar   conjugirter  Funkte   des   durch   die   beiden 
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Paare  px  und  pj^Tti  bestimmten  elliptisclien  Punktsystems,  weil  xo 
und  xä  das  einzig  reelle  Linienpaar  des  durch  K^^^  und  K[^^  bestimm- 
ten Büschels  ist,  und  andererseits  sind  auch  s  und  6  ein  Paar  con- 
jugirter  Punkte  desselben  Punktsystems,  weil  sie  das  einzig  reelle 
Punktpaar  der  durch  K^^^  und  K[^^  bestimmten  Schaar  bilden;  X 
schneidet  aber  das  Büschel  in  einem  Punktsystem,  und  die  von  x  an 
die  Kegelschnitte  der  Schaar  gelegten  Tangentenpaare  bilden  ein 
Strahlsystem. 

Hierzu  kommt  noch  ein  weiterer  Zusammenhang:  Die  vier  Punkte 
pjt,  Pi^^  bestimmen  nämlich  ausser  dem  erwähnten  elliptischen 
Punktsysteme,  in  anderer  Weise  zu  Paaren  geordnet,  zwei  hyper- 
bolische Punktsysteme  (S.  56),  wenn  wir  einmal  p  und  jpj,  %  und  ä^, 
das  andere  Mal  p  und  %,  %  und  p^  als  je  zwei  Paare  conjugirter 
Punkte  zur  Bestimmung  eines  Punktsystems  auffassen,  und  es  zeigt 
sich,  dass 

1)  für  das  elliptische  Punktsystem  (e)  conjugirte  Punkte  sind: 

7t]      ÄiJ       CD)      a\ 

2)  für  das  eine  hyperbolische  Punktsystem  (ä)  conjugirte  Punkte 


sind: 


p^l      äJ       s)       öf  ' 


3)   für    das    andere   hyperbolische   Punktsystem   (K)   conjugirte 
Punkte  sind: 


^1)      Pi)       ^i       «5)  ' 


Um  dies  nachzuweisen,  wollen  wir  umgekehrt  den  Punkt  s  für 
den  Fall  2)  als  conjugirten  Punkt  von  o  im  Punktsysteme  (A)  con- 
struiren  und  zeigen,  dass  für  den  so  construirten  Punkt  s  das  ihm 
zugehörige  Strahlsystem  rücksichtlich  beider  Kegelschnitte  K^^^K^^^ 
dasselbe  wird,  woraus  folgt,  dass  er  der  Schnittpunkt  zweier  gemein- 
schaftlicher Tangenteü  sein  muss.  Die  auf  S.  66  angegebene  Con- 
struction  des  sechsten  Involutionspunktes,  sobald  fünf  gegeben  sind, 
lässt  sich  hier  folgendermassen  benutzen:  Wir  bestinmien  die  Schnitt- 
punkte: 

(Pä,  Qp)  =*|  ,        (Ppi,  Qot,)  =  S, ,  (Fig.  86) 

dann  trifft  Ig^  den  Träger  X  in  demjenigen  Punkte  5,  welcher  dem 
0  conjugirt  ist  für  das  Punktsyetem  (Ä);  wir  erhalten  denselben  Punkt 
s  auch  in  anderer  Weise,  indem  vrir  die  Schnittpunkte: 
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(Pp,  Q%)  ^n     und  •  (Päi,  Qp^)  =  tii 
aufsuchen  und  «ji^^  ziehen^  welche  Linie  auch  durch  s  gehen  mass. 

Fig.  86. 


U 


Gleichzeitig  erhalten  wir  den  Punkt  0,  indem  wir  Siy^  ziehen, 
welche  Verbindungslinie  die  Gerade  X  in  6  trifft,  oder  auch  indem 
wir  die  Gerade  ^^17  ziehen,  die  ebenfalls  durch .<r  geht;  wir. haben  also: 

Dass  |i^  und  l^i^^  durch  x  gehen,  ist  selbstverständlich,  weil  PQox 
vier  harmonische  Punkte  sein  müssen.  Wir  bezeichnen  noch  die 
Schnittpunkte:  ' 

(I,,,  X)  =  l        {%,ri„  X)  =  g, . 

Nun  hat  das  dem  Kegelschnitt  K^^^  einbeschriebene  Viereck  PQpx 
zum  Diagonaldreieck  olrj]  dies  ist  also  ein  Tripel  conjugirter  Punkte 
in  Bezug  auf  K^^^]  femer  ist  oxt  ebenfalls  ein  Tripel;  es  sind  daher 
xp,  X7t,  Pij  Qi  die  vier  Tangenten  von  K^^^  in  den  Punkten  pnPQ-^ 
da  s  auf  der  Berührungssehne  dea  aus  x  an  K^^^  gelegten  Tangenten- 
paares liegt,  so  lässt  sich  leicht  Seite  136  das  dem  Punkte  s  in  Be- 
zug auf  K^^^  zugehörige  Strahlsystem  ermitteln,  indem  wir  xp  und 
xn  als  Träger  der  den  Kegelschnitt  K^^'^  erzeugenden  Punktreihen  von 
den  andern  Tangenten  (in  P  und  Q)  treffien  lassen;  die  Schnitt- 
punkte: 

{xp,  Pg)    und    {x%,  Pi) 

geben  mit  s  verbunden  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  des  dem  Punkt 
s  in  Bezug  auf  K^^^  zugehörigen  Strahlsystems,  und  die  Punkte: 

{xp,  Ql)    und    {xn,  Qi) 
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mit    s    verbunden    geben    ein    zweites    Strahlenpaar    dieses    Strahl - 
Systems. 

Ein  ganz  analoges  Yerhältniss  findet  beim  Kegelschnitt  JT^^  statt: 
xpi,  xn^^  P^i,  Qti  siiid  vier  Tangenten  desselben  und  die  Schnitt- 
punkte: 

{xpi,  Pgi)    und     (x7t^,  Pgi) 

geben  mi^  s  verbunden  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  des  dem  Punkt 
s  in  Bezug  auf  K[^^  zugehörigen  Strahlsystems ^  die  Punkte: 

(^i>i,  Qii)     lind     (xTt^,  Qti) 

mit  s  verbunden  ein  zweites  Strahlenpaar  dieses  Strahlsystems. 

Es  zeigt  sich  aber^  dass  diese  beiden  Strahlenpaare  in  dem  einen 
Strahlsystem  rücksichtlich  des  Kegelschnitts  K^^^  und  in  dem  andern 
rücksichtlich  des  Kegelschnitts  K[^^  identisch  zusammenfallen;  denn 
da  ll^s  in  gerader  Linie  liegen^  so  liegen  die  beiden  Strahlbüschel: 

P{npiOs)    und    x^^^^os) 
perspectivisch,  folglich  sind  die  Punktreihen  projectivisch: 

{n;p^os)    und     (itios) , 
mithin  auch  die  Strahlbüschel: 

x(xpiOs)     und    P(g£i05), 

und  da  Po a;  in  einer  Geraden   liegen,   so  liegen  diese  beiden  Strahl- 
büschel perspectivisch  d.  h.  die  Punkte: 

(xjc,  Pg)   J^xpi,  Pti)    und    s 
liegen  in  einer  Geraden  und  in  gleicher  Weise 

(xp,  Pt)     {ocit^y  PSi)     lind    s 
in  einer  zweiten  Geraden;  diese  beiden  Strahlen  sind  aber  nach  dem  Vorigen 
einerseits  conjugirte  Strahl^  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K^^^  und 
andererseits  in  Bezug  auf  K^^\  folglich  für  beide  Kegelschnitte  gleich- 
zeitig conjugirt    In  ganz  derselben  Weise  feigen  wir,  dass  die  Punkte: 

{^^7  Ql)     (^i>i;  Qii)    und     s 
in  einer  Geraden  liegen  und  andererseits 

(^i>;  Ql)  (^^i;  Qii)  ™d  s 
in  einer  zweiten  Geraden  liegen,  und  dass  diese  beiden  Geraden  ebenfalls 
ein  Paar  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  gleich- 
zeitig sind.  Wir  haben  also  durch  s  zwei  Paare  conjugirter  Geraden 
in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  (auch  ist  X  und  xs  ein  drittes  Paar), 
mithin  hat  der  Punkt  s  für  beide  Kegelschnitte  dasselbe  zugehörige 
Strahlsystem  d.  h.  ist  der  Schnittpunkt  zweier  gemeinschaftlicher 
Tangenten  von  K^^^  und  Kf\ 
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In  analoger  Weise  zeigt  sich  für  den  Punkt  <y  =  (6^1,  li^),  dass 
sowohl 

(xXf  Pg)     und     (äjjjTi,  Pgi)     mit  0 
als  auch  {xp,  Pg)    und    (xpi,  Pgi)    mit  ö 

in  je  -einer  Geraden  liegen^  sowie  auch 

(xjt,  Q^)    und     (iCÄi,  ögi)    mit  <y 
und     {xp,  Qi)    und     (xj)i,  Qt^)    mit  <y 

in  je  einer  Geraden  liegen;  also  ist  auch  der  Punkt  6  ein  solcher, 
dass  ihm  rücksichtlich  beider  Kegelschnitte  K^*^  und  K^^^  dasselbe 
Strahlsystem  zugehört. 

Endlich  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  von  den  beiden  Strahl- 
systemen (s)  und  (er)  das  erstere  hyperbolisch,  das  letztere  elliptisch 
ist;  denn  die  aus  den  vier  Punkten  pnp^TCj^  al^eleiteten  drei  Punkt- 
systeme : 

das  elliptische         (c),  bestimmt  durch  die  Paare  px     Pi^^ 
das  hyperbolische  (Ä),        -  -         -         -      ppy     %  ä^, 

das  hyperbolische  (Ä'),        -  .  .         -         -      ^%^    ^Pif 

stehen  in  der  eigenthümlichen  Verbindung  mit  einander,  wie  sie  auf 
Seite  57  beschrieben  ist:  weim  zu  dem  Punkte  0 

im  Strahlsystem  (e)  der  conjugirte  ä  ist , 

(Ä)    -  -  s    .    , 

(/»')-•-      «y  -  , 

so  sind  auch  s  und  6  conjugirte  in  (e)   , 
-      -        -      <y    .     o  -  .    (A)  ,      ^ 

-     c5     -     s  -  -    (h')  , 

und  das  neue  Quadrupel  oä^ö  hängt  ydb  dem  alten  p^pj^st^  ebenso 
ab,  wie  umgekehrt  letzteres  vom  ersteren.  Da  aber  s  und  6  conjugirte 
Punkte  im  Strahlsystem  {e)  sind,  so  werden  s  und  0  durch  p  und  x 
Yon  einander  getrennt;  also  da  xp  und  xtc  Tangenten  des  Kegel- 
schnitts Jr<«)  sind,  dessen  Berührungssehne  pjc  ist,  so  sind  die  beiden 
Strahlsysteme,  welche  den  Punkten  s  und  ö  in  Bezug  auf  K^^^  zuge- 
hören, verschiedener  Natur,  das  eine  hyperbolisch,  das  andere  ellip- 
tisch. Die  Asymptoten  des  hyperbolischen  Strahlsystems  sind  die 
beiden  reellen  gemeinschaftlichen  Tangenten  ^  und  O  der  Kegel- 
schnitte iCW  und  JTW. 

Sind  die  beiden  Kegelschnitte  K^^^  und  K[^^  Kreise,  j3o  sind  s  und 
<y  ihre  Aehnlichkeitspunkte,  X  die  Centrale,  0  der  Schnittpunkt  der 
letzteren  mit  der  Potenzlinie  und  c5  unendlich-entfernt;   die   hier  all- 
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gemein  ausgesprochene  Eigenschaft  führt  in  diesem  Fall  auf  die  bekannte 
Eigenschaft  der  sogenannten  „gemeinschaftlicfien  Potenz^  zweier  Kreise*). 
Nach  dieser  vorausgeschickten  Auseinandersetzung  bemerken  wir, 
daas,  wenn  es  eine  Basis  geben  soll,  für  welche  der  Kegelschnitt  K^^^ 
die  Polarfigur  von  K^^^  ist  und  also  auch  umgekehrt,  für  eine  solche 
Basis  die  Polare  des  Punktes  p  nothwendig  durch  x  gehen  und  zu- 
gleich eine  Tangente  von  JTJ^^  sein  muss,  also  entweder  xp^  oder  X7t^^ 
und  die  Polare  von  ä  alsdann  die  Gerade  xn:^  oder  xp^  ist;  da  nun 
X  und  X  gleichzeitig  Pol  und  Polare  für  die  gesuchte  Basis  sein 
müssen,  wie  wir  früher  erkannt  haben,  so  stellen  sich  für  dieselbe 
folgende  Bedingungen  heraus:  1)  entweder  der  Basis  gehört  das 
Punktsystem  (h)  zu,  d.  h.  p  und  jp^,  ä  und  ä^  sind  conjugirte  Punkte, 
und  da  dieses  Punktsystem  ein  hyperbolisches  ist,  dessen  Asymptoten- 
punkte a  und  a  heissen  mögen,  so  geht  die  gesuchte  Basis  durch  a 
und  a  und  hat  xa  und  xa  zu  ihren  Tangenten  in  diesen  Punkten; 
oder  2)  der  Basis  gehört  das  Punktsystem  (Ä')  zu,  d.  h.  p  und  jc^,  % 
und  py  sind  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  die  gesuchte  Basis,  und 
da  dieses  Punktsystem  ebenfalls  hyperbolisch  ist  (seine  Asymptoten- 
punkte mögen  da  heissen),  so  muss  die  Basis  durch  ad  gehen 
und  rra',  xd  zu  Tangenten  an  diesen  Punkten  haben.  Durch  diese 
Bedingungen  ist  die  Basis  noch  nicht  vollkommen  bestimmt.  Fügen 
wir  aber  hinzu,  dass  für  eine  reelle  Basiö*  die  Polare  eines  Schnitt- 
punktes der  Kegelschnitte  K^^^  und  Kf"^  nothwendig  eine  gemein- 
schaftliche Tangente  derselben  sein  muss,  so  ist  entweder  $  die  Polare 
von  P  und  O  von  ^,  oder  O  die  Polare  von  P  und  5p  von  Q\  in 
jedem  der  beiden  Fälle  ist  also  nothwendig  s  der  Pol  von-  P^,  d.  h. 
s  und  0  sind  conjugirte  Punkte  imd  ebenso  <r  und  (5;  hieraus  erkennen 
wir,  dass  der  zweite  Fall  des  Punktsystems  (Ä')  keine  reelle  Basis 
liefern  kann,  denn  für  ihn  wären  5  und  c5,  tf  und  o  je  zwei  conjugirte 
Punkte,  was  nicht  möglich  ist.  Es  bleibt  hiemach  nur  der  Fall  1) 
übrig:  das  Punktsystem  (Ä)  hat  o  und  s,  c5  und  tf  zu  conjugirten,  a 
und  a  zu  Asymptotenpunkten;  die  Punkte  o  und  s  liegen  also  harmo- 
nisch zu  aa  und  werden  durch  diese  getrennt.  Um  nun  eine  Basis 
zu  erhalten,  für  welche  K^"^^  und  Kf^  Polarfiguren  von  einander  sind, 
müssen  entweder  P  und  ^  und  gleichzeitig  Q  und  D  oder  anderer- 
seits P  und  D  und  gleichzeitig  Q  und  5ß  Pol  und  Polare  in  Bezug 
auf  die  Basis  sein;  die  reelle  gemeinschaftliche  Secante  ico,  welche 
durch  P  und  Q  geht,  treffe  ^  und  £l  in  den  Punkten  p  und  q;  dann 
müssen  sowohl  P  und  Q  zugeordnet-harmonische  Punkte  zu  x  und  r 

*)  J.  Steiner:  Einige  geometriscbe  Betrachtungen,   Grelle' s  Journal  f.  Mat] 
Bd.  I.  S.  176. 

Btelner,  Vorleiangcn  n.  2.  Aufl.  26 
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sein^  als  auch  p  und  q^  wie  ersichtlich  ist;  es  sind  daher  x  und  o  die 
Asymptotenpunkte  eines  hyperbolischen  Punktsystems ,  von  dem  zwei 
Paare  conjugirter  Punkte  P  und  Q,  p  und  q  sind;  diese  yier  Punkte 
bestimmen  noch  zwei  andere  Pmiktsysteme,  tou  denen  eines  noüi- 
wendig  elliptisch^  das  andere  hyperbolisch  ist;  wenn  nämlich  P 
und  p;  Q  und  q  als  conjugirte  Punkte  aufgefasst  werden^  so  sei 
dies  das  hyperbolische  Punktsystem  und  habe  die  Asymptotenpunkte 
h  und  /3;  werden  dagegen  P  und  q^  Q  imd  p  als  conjugirte  Punkte 
aufgefasst;  so  sei  dies  das  elliptische  Punktsystem;  für  beide  sind  x 
und  0  ein  Paar  conjugirter  Punkte^  denn  da: 

(PQxo)  =  —  1     und    {p(^a)o)  =  —  1  ist, 
so  folgt: 

(PQxo)  =  (l^qoa?)    und  auch 
(PQxo)  =  ((\pox)] 

es  liegen  daher  x  und  o  harmonisch  zu  b  und  ß,  und  andererseits 
sind  Pq,  Qp,  xo  drei  Paare  conjugirter  Punkte  des  elliptischen  Punkt- 
systems. Hieraus  geht  herror^  dass  der  Kegelschnitt,  welcher  durch 
aa,  hß  geht  und  xa,  xa  za  Tangenten  hat,  nothwendig  die  eine  Basis, 
derjenige  Kegelschnitt  aber,  welcher  durch  aa  gejht,  in  diesen  Punkten 
Ton  xa  imd  xa  berührt  wird  und  das  elliptische  Punktsystem,  dessen 
zwei  Paare  conjugirter  Punkte  b  und  ß,  x  und  o  sind,  zu  dem  ihm 
zugehörigen  hat,  die  zweite  Basis  ist,  für  welche  K^^^  und  K^*^  Polar- 
figuren sind.  Durch  diese  sich  nicht  widersprechenden  Bedingungen 
sind  die  beiden  reellen  Basen  vollständig  bestimmt,  und  es  bleibt  nur 
nachzuweisen,  dass  noth wendig  die  eine  von  ihnen  Ellipse,  die  andere 
Hyperbel  ist;  dies  erhellt  aus  folgender  Bemerkung:  Ziehen  wir 
(a6,  aß)  =  c  und  {aß,  ab)  =  y,  so  liegen  c  und  y  auf  xs  und  werden 
durch  diese  Punkte  harmonisch  getrennt;  während  die  erste  Basis  durch 
b  und  ß  geht,  muss  die  zweite  durch  c  imd  y  gehen,  und  die  beiden 
reellen  Basen  sind  daher  harmonisch-zugeordnete  Kegelschnitte.  Da 
nun  auch  a  und  a  z\x  o  und  5  harmonisch  liegen,  so  wird  entweder  o 
zwischen  und  s  ausserhalb  cra  liegen  oder  umgekehrt;  im  ersten  Falle 
wird  diejenige  Basis,  welche  durch  b  und  ß  geht,  Ellipse,  die  andere 
Hyperbel  werden,  im  zweiten  Falle  umgekehrt;  denn  wir  wissen,  dass 
in  dem  S.  372  untersuchten  Falle  B)  für  die  Lage  der  beiden  Kegel- 
schnitte K^^^  und  K!^^  nothwendig  x  ausserhalb  beider  liegen  und  X 
beide  in  reellen  Punktpaaren  schneiden  muss;  es  werden  daher  P 
und  Q  zwischen  sich  o  und  ausserhalb  x  haben  und  in  gleicher  Weise 
auch  p  imd  q,  folglich  können  die  yier  Punkte  PQpC{  nur  auf  eine 
der  beiden  Arten  gelegen  sein: 
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X  p    P       0  Q  q 

-I 1 — I 1 1 1 


OS  P    p        0  q  Q 

und  hieraus  lolgt^  dass  die  beiden  Asymptotenpimkte  b  und  ß  des 
durch  die  Punktpaare  P  und  py  Q  und  q  bestimmten  hyperbolischen 
Punktsystems  nothwendig  ebenfalls  den  Punkt  o  zwischen  sich  und  x 
ausserhalb  haben  müssen;  der  durch  x  gehende  Strahl  xo  hat  also 
beide  Punkte  b  und  ß  auf  derselben  Seite  von  x.  Wenn  nun  xo 
zwischen  a  und  a  hindurchgeht,  so  ist  der  durch  bß  gelegte  Kegel- 
schnitt; welcher  xa  und  xa  in  a  und  cc  berührt,  nothwendig  Ellipse 
und  der  andere  Kegelschnitt,  welcher  durch  c  und  y  geht  und  xa 
und  xa  in  a  und  a  berührt,  Hyperbel;  wenn  dagegen  xo  ausserhalb 
aa  diese  Gerade  X  trijBPb,  so  geht  xs  zwischen  aa  hindurch,  und  der 
durch  aacy  gelegte  Kegelschnitt  wird  Ellipse,  der  durch  aabß  ge- 
legte Hyperbel;  einer  von  beiden  Fällen  kann  aber  nur  eintreten; 
von  den  beiden  reellen  Basen  ist  daher  immer  eine  Ellipse,  die  andere 
Hyperbel;  der  oben  ausgesprochene  Satz  ist  dadurch  vollständig  er- 
wiesen. 


Aufgaben  und  Sätze. 

1.  Sind  in  der  Ebene  eine  Punktreihe  Ä  (abc  . . .  J  . .)  und  ein  mit 
derselben  projectivisches  Strahlbüschel  B  {abc  . . .  a; . .)  in  fester 
Lage  gegeben,  und  dreht  sich  um  einen  festen  Punkt  P  eine  ver- 
änderliche Gerade  S^,  welche  .von  dem  Strahlbüschel  in  der  Punkt- 
reihe OibjCi  ...  jfi  ..  geschnitten  wird,  so  erzeugen  die  beiden  pro- 
jectivischen  Punktreihen  (abc . . .  j  . .)  und  (a^biCi  . . .  Ej  . .)  einen 
Kegelschnitt  Ä^^^  Die  sämmtlichen*  Kegelschnitte  ^^^^  bilden  eine 
Schaar,  deren  Eigenschaften  untersucht  werden  sollen. 

2.  Es  sollen  folgende  drei  Gruppen  von  Kegelschnitten:  • 

a)  alle  Kegelschnitte,  welche  gleichzeitig  durch  einen  gegebenen 

• 

Punkt  P  gehen,  eine  gegebene  Gerade  2  berühren  und  denen 
'     ein  gegebenes  Strahlsystem  B  (l,  A)  zugehört; 

ß)  alle  Kegelschnitte,  welche  gleichzeitig  eine  gegebene  Gerade 
2  berühren,  durch  einen  gegebenen  Punkt  P  gehen  und  denen 
ein  gegebenes  Punktsystem  Sl  (jp,  n)  zugehört ; 

y)  alle  Kegelschnitte,  denen  gleichzeitig  ein  gegebenes  Strahl- 
system B  {If  A)  und  ein  gegebenes  Punktsystem  8t  (|?,  ä)  zu- 
gehört, 

26* 
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einer  Untersuchung  unterzogen  werden  hinsichtlich  der  verschie- 
denen Gattungen  der  Kegelschnitte;  welche  bei  ihnen  auftreten, 
hinsichtlich  des  Ortes  ihrer  Mittelpunkte,  Brennpunkte,  Axen, 
Asymptoten  und  hinsichtlich  der  Polaritats-Beziehimgen,  welche 
sie  darbieten.  Die  Punkt-  und  Strahl-Systeme  5K  (j>,  ä)  und 
B  (?,  X)  können  hyperbolisch  oder  elliptisch  angenommen  werden. 

3.  Sind  zwei  Punkte  P^,  IP  und  ein  Dreieck  ABC  gegeben,  so 
kann  man  Ä  B  C  als  die  Mittelpunkte  dreier  Strahlsysteme  an- 
nehmen, welche  so  hergestellt  werden: 

Wir  bezeichnen  in  doppeltem  Sinne: 

die  Seite  AB  durch  a  und  ß  , 

-      BC      '    yb    '         , 

CA       -       c     -      a ; 

ferner  die  Strahlen  P'A  =  aP  ,     n'^A  =  6® , 

p^B  =  f,   WB  =  'n\ 

alsdann  bestimmen  die  Strahlenpaare  aa  und  cfil^  das  Strahlsystem  in  (A) , 

ebenso  -  -  -  hß    -.    frf^    -  -  -  (J5) , 

endlich  -  -  -  cy  '-    sP^    -  -  -(C), 

und  diese  drei  Strahlsysteme  sind  in  der  Weise  von  einander 
abhängig,  dass,  wenn  irgend  ein  Punkt  P  der  Ebene  mit  ABC 
verbunden  die  drei  Strahlen  P^  =  rc,  PB  =  y,  PC  =  z  liefert, 
die  drei  conjugirten  Strahlen  |i?5  in  jenen  drei  Strahlsystemen 
sich  allemal  in  einem  correspondirenden  Punkte  TT  treffen.  Hier- 
durch wird  eine  Verwandtschaft  der  beiden  mit  den  Punkten  P 
und  77  erfüllten  Ebenen  hergestellt,  deren  Natur  und  Eigen-- 
Schäften  untersucht  werde.  Auch  sind  irgend  drei  Strahlenpaare 
jener  drei  Strahlsysteme  allemal  sechs  Tangenten  eines  Kegel- 
sclinitts.  Wie  hängen  alle  solche  Kegelschnitte  in  der  Ebene 
mit  einander  zusammen? 

Die  drei  Strahlsysteme  lassen  sich  zu  je  zweien  auf  drei 
Arten  zusammenfassen;  alle  Kegelschnitte,  welche  zwei  gegebene 
Strahlsysteme  zu  den  ihnen  zugehörigen  haben,  bilden  eine 
Kegelschnittschaar,  und  die  drei  dadurch  erhaltenen  Schaaren 
heissen  conjugirte  KegelschnUtschaaren;  ihr  Zusammenhang  und 
ihre  Eigenschaften  sollen  aufgesucht  werden  (vgl.  §.  51), 

4.  Wenn  zwei  gegebene  projectivische  Strahlbüschel  (P)  und  (P,) 
in  ihrer  Beziehung  unverändert  bleiben  und  das  eine  (P)  auch 
seine  Lage  unverändert  beibehält,  während  das  andere  (Pi)  sich 
continuirlich   um   den  festgehaltenen  Mittelpunkt  dreht,    so   ver- 
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ändert  sich  der  von  (B)  und  (Bj)  erzeugte  Kegelschnitt  JSr^^>  und 
beschreibt  eine  Kegelschnittgruppe  (§.  25).  Die  Bedingungen, 
denen  die  Kegelschnitte  dieser  Gruppe  unterworfen  sind,  und 
die  Eigenschaften  derselben  sollen  aufgesucht  werden. 

5.  Auf  zwei  gegebenen  Trägem  %  und  Äj  werden  durch  ein  beliebi- 
ges Strahlbüschel  (B)  mit  dem  Mittelpunkte  B  zwei  perspecti- 
visch  liegende,  also  projectivische  Punktreihen  ausgeschnitten.  Ist 
eine  solche  projectivische  Beziehung  durch  den  Punkt  B  her- 
gestellt imd  werden  die  beiden  Punktreihen  auf  ihren  festgehal- 
tenen Trägem  Sl  und  ^  um  zwei  der  Grösse  und  Richtung  nach 
gegebene  Strecken  (Schiebstrecken)  verschoben,  so  erzeugen  sie 
nach  der  Verschiebung  im  Allgemeinen  einen  Kegelschnitt.  Es 
wird  gefragt: 

1)  Wo  muss  der  Punkt  B   liegen,   damit  nach   der   gegebenen 
Verschiebung  der  entstehende  Kegelschnitt  ein  Kreis  wird? 

.  2)  Welches  ist  der  Ort  des  Punktes  B,  dauiit  nach  der  gegebenen 
Verschiebtmg  der  entstehende  Kegelschnitt  eine  gleichseitige 
Hyperbel  wird? 

6.  Welches  ist  der  Ort  sämmtlicher  Asymptoten  der  Kegelschnitte 
einer  Schaar  von  vier  (reellen  •  oder  imaginären)  gemeinschaft- 
lichen Tangenten? 

7.  unter  den  einem  gegebenen  Vierseit  einbeschriebenen  Kegel- 
schnitten (Kegelschnittschaar)  haben  je  drei  gleichen  Inhalt  d.  h. 
gleiches  Axenproduct;  es  giebt  unter  denselben  zwei,  eine  Ellipse 
und  eine  Hyperbel,  welchen  ein  Maximum  des  Axenproductes 
zukommt.  Wie  sind  die  Mittelpunkte  dieser  beiden  Kegelschnitte 
zu  finden? 

8.  Unter  den  einem  gegebenen  Viereck  umschriebenen  Kegelschnitten 
(KegelschnittbQschel)  haben  im  Allgemeinen  je  sechs  gleichen  In- 
halt d.  h.  gleiches  Axenproduct.  Es  giebt  unter  denselben  drei 
solche,  deren  Axenproducte  relative  Maxima  oder  Minima  sind, 
und  zwar  sind  dieselben  je  nach  der  Beschaffenheit  des  gegebenen 
Vierecks  entweder  alle  drei  Hyperbeln,  deren  Axenproducte 
Maxima  sind,  oder  eine  Ellipse,  deren  Inhalt  ein  Minimum,  und 
zwei  Hyperbeln,  deren  Axenproducte  Maxima  sind.  Die  Mittel- 
punkte dieser  drei  ausgezeichneten  Kegelschnitte  zu  finden. 

9.  Die  Axen  aller  einem  gegebenen  Dreieck  einbeschriebenen  Para- 
beln umhüllen  eine  specielle  Curve  dritter  Klasse  und  vierten 
Grades,  welche  die  unendlich-entfernte  Gerade  ®^  zur  ideellen 
Doppeltangente  und  drei  Rückkehrpunkte  hat;  nämlich  die  Curve 
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ist  eine  bestimmte  dreibogige  oder  dreispitzige  Hypocycloide ; 
ihre  drei  Bückkehrtangenten  treffen  sich  im  Mittelpunkt  des  dem 
Dreieck  umschriebenen  Kreises  unter  gleichen  Winkeln  (=  120^) 
und  sind  gleich  lang  und  zwar  dem  dreifachen  Radius  des  Kreises 
gleich-,  die  drei  Bückkehrpunkte  liegen  daher  auf  einem  mit  dem 
letztem  concentrischen  Kreise;  derselbe  ist  die  Basis  der  Hypo- 
cycloide^  und  der  sie  erzeugende  rollende  Kreis  ist  dem  erst- 
genannten Kreise  gleich. 

10.  Wie  müssen  zwei  Kegelschnitte  zu  einander  gelegen  sein,  damit 
jedem  derselben  solche  Dreiecke  umschrieben  werden  können^ 
welche  zugleich  dem  andern  einbeschrieben  sind? 

11.  Einen  Kegelschnitt  zu  finden,  welcher  zwei  gegebene  Kegelschnitte 
doppelt  berührt  und  ausserdem  entweder  a)  eine  gegebene  Gerade 
berührt  oder  b)  durch  eineb  gegebenen  Punkt  geht. 

12.  Einen  Kegelschnitt  zu  finden,  welcher  einen  gegebenen  Kegel- 
schnitt doppelt  berührt  und  ausserdem  entweder  a)  drei  gegebene 
Gerade  berührt,  oder  b)  zwei  gegebene  Gerade  berührt  und  durch 
einen  gegebenen  Pimkt  geht,  oder  c)  eine  gegebene  Gerade  be- 
rührt und  durch  zwei  gegebene  Punkte  geht,  oder  d)  durch  drei 
gegebene  Punkte  ge^t. 

13.  Eine  Gerade,  welche  in  zwei  gegebenen  festen  Kreisen  solche 
Sehnen  ausschneidet,  deren  Verhältniss  irgend  einen  gegebenen 
constauten  Werth  Tc  hat,  umhüllt  einen  bestimmten  Kegelschnitt; 
lässt  man  den  Werth  Ic  nach  einander  alle  Grössen  durchlaufen, 
so  erhält  man  eine  Kegelschnittschaar  von  vier  (reellen  oder  ima- 
ginären) gemeinschaftlichen  Tangenten,-  und  zwar  gehören  die 
gegebenen  Kreise  selbst  zu  dieser  Schaar,  indem  sie  den  Wertheu 
Ä  =  0  und  Tc  =  oo  entsprechen;  dem  Werthe  &  =^  1  entspricht  die 
einzige  Parabel  der  Schaar. 

14.  Wenn  man  in  einen  beliebigen  Peripheriepunkt  P  eines  Kegel- 
schnitts den  Mittelpunkt  eines  Strahlsyst^ms  hineinverlegt,  so 
durchbohren  die  Strahlenpaare  desselben  den  Kegelschnitt  in 
Punktpaaren,  deren  Sehnen  durch  einen  festen  Punkt  0  (Sehnen- 
pol) laufen  (S.  152).  Nimmt  man  insbesondere  für  das  Strahl- 
system ein  circulares  (d.  h.  die  Schenkel  aller  rechten  W^inkel 
mit  dem  gemeinsamen  Scheitel  P),  so  gehört  zu  dem  Punkte  P 
ein  bestimmter  Punkt  0.  Welches  ist  der  Ort  von  0,  wahrend 
P  die  ganze  Peripherie  des  Kegelschnitts  durchläuft?  Der  Punkt 
0  liegt  offenbar  auf  der  Normale  des  Punktes  P  für  den  gegebe- 
nen  Kegelschnitt.     Giebt    es    solche    besondere   Punkte    P,    für 
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welche   0  der  Krümmangsmittelpimkt  wird,  und  wie  findet  man 
diese? 

15.  Für  sämmtliche  Parabeln,  welche  ein  gegebenes  Dreieck  zu  einem 
Tripel  conjugirter  Punkte  haben,  gehen  die  Leitlinien  durch  den 
Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises;  der  Ort  der  Brennpunkte 
ist  derjenige  Ej*eis,  welcher  durch  die  Mitten  der  Seiten  imd  die 
Fusspunkte  der  Höhen  des  gegebenen  Dreiecks  geht  {Feuerbacli^' 
scher  Kreis.) 

16.  Wie  viel  Kegelschnitte  einer  Schaar  (imd  eines  Büschels)  haben 
eine  gegebene  Gerade  zur  Normale,  und  wie  findet  man  sie? 

1 7.  Sind  zwei  projectivische  Punktreihen  21  (abc ..?..)  und  %^  (OiBiCj . .  Ji . .) 
gegeben,  und  bewegen  sich  zwei  veränderliche  Punkte  x  und  x^^ 
so,  dass  sie  auf  zwei  andern  geraden  Trägem  £  und^  S^  zwei 
projectivische  Punktreihen  beschreiben,  dann  erzeugen  die  beiden 
Strahlbüschel: 

X  (abc . . .  E  . .)  und  x^  {^i\h  •••?!••) 
allemal  einen  Kegelschnitt  K^^'^y  welcher  sich  verändert  mit  der 
Veränderung  der  Mittelpunkte  xx^  der  erzeugenden  Strahlbüschel 
Welchen  Bedingungen  ist  die  dadurch  erhaltene  Gruppe  von 
Kegelschnitten  unterworfen,  und  welcher  Art  sind  die  in  ihr  ent- 
haltenen Kegelschnitte?  Wie  vereinfacht  sich  die  Kegelschnitt- 
gruppe, wenn  die  von  x  und  x^  beschriebenen  Punktreihen  per- 
spectivisch  liegen? 

18.  Wenn  man  ein  Kegelschnittbüschel  hat  und  verlegt  in  einen  der 
vier  Grundpunkte  desselben  den  Mittelpunkt  eines  beliebigen 
Strahlsystems,  so  bestimmt  dieses  für  jeden  Kegelschnitt  des 
Büschels  einen  gewissen  Punkt  0  (Sehneupol),  durch  welchen 
die  sämmtlichen  Durchbohrungssehnen  für  jedes  Strahlenpaar  des 
Strahlsystems  gehen.  Welches  ist  der  Ort  des  Punktes  0  für 
alle  Kegelschnitte  des  Büschels? 

19.  Legt  man  durch  den  Mittelpunkt  eines  beliebigen  Strahlsystems 
{Xy  I)  zwei  Kegelschnitte  K^^^  und  Kf^y  so  durchbohrt  jedes 
Strahlenpaar  x^  den  ersten  Kegelschnitt  in  einem  Punktpaar, 
dessen  Sehne  durch  einen  festen  Punkt  P  läuft  und  ein  Strahl- 
bflschel  (P)  beschreibt;  in  gleicher  Weise  erhält  man  für  den 
zweiten  Kegelschnitt  ein  Strahlbüschel  (Pi).  Die  beiden  Strahl- 
büschel (P)  und  (Pj)  sind  projectivisch  und  erzeugen  einen  neuen 
Kegelschnitt  S^^>,  welcher  durch  die  drei  übrigen  gemeinschaft- 
lichen Punkte  der  Kegelschnitte  K^^^  und  Kf^^  aber  nicht  durch 
den  Mittelpunkt  des  Strahlsystems  hindurchgeht.    Bezeichnet  man 
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die  Schnittpunkte  irgend  eines  Strahlenpaares  des  gegebenen 
Strahlsystems  mit  dem  Kegelschnitte  K^^^  durch  aß  und  mit  dem 
Kegelschnitte  Kf^  durch  «i/Si,  so  laufen  aß  durch  P  und  ct^/Sj 
durch  P^;  die  vier  Schnittpunkte  lassen  sich  aber  noch  durch 
zwei  andere  Linienpaare  verbinden:  aa^^,  ßß^,  aß^^  a^ß.  Welchen 
Ort  umhüllen  diese  Geraden  bei  der  Veränderung  des  Strahlen- 
paares in  dem  gegebenen  Strahlsystem? 

20.  Es  sind  fünf  Gerade  als  Träger  von  fünf  bestimmten  Punkt- 
systemen gegeben;  es  soll  ein  Kegelschnitt  gefunden  werden^ 
welcher  jede  Gerade  in  einem  Paare  conjugirter  Punkte  des  auf 
ihr  gegebenen  Punktsystems  trifft. 

21.  Es  giebt  vier  Kegelschnitte,  welche  einem  gegebenen  Dreieck 
umschrieben  sind  und  zugleich  zwei  gegebene  @erade  SS^  be- 
rühren. Die  sechs  übrigen  Schnittpunkte  dieser  vier  Kegelschnitte 
liegen  paarweise  auf  drei  Geraden,  welche  durch  den  Schnittpunkt 
(SSj)  hindurchgehen. 

22.  Es  giebt  unendlich-viele  Kegelschnitte,  welche  einem  gegebenen 
Dreieck/ umschrieben  sind  und  eine  gegebene  Gerade  2  berühren. 
Wenn  man  vier  Kegelschnitte  dieser  Gruppe  festhält  und  einen 
fünften  verändert,  so  bestimmen  die  ersteren  vier  Durchschnitts- 
piinkte  auf  dem  letzteren,  deren  Doppelverhältniss  von  constantem 
Werthe  ist,  nämlich  gleich  dem  der  vier  Berührungspunkte  der 
vier   festen   Kegelschnitte   mit    der  Geraden  S. 

23.  Sind  Sf<^>  und  fi^^  zwei  Kegelschnitte,  welche  einem  Dreieck  ABC 
umschrieben  sind  und  eine  Gerade  2  berühren,  und  ist  K^^^  der- 
jenige Kegelschnitt,  w^lßher  durch  ABC  und  die  beiden  Berüh- 
rungspunkte gelegt  werden  kann,  so  werden  die  Tangenten  von 
K^^^  in  den  Punkten  ABC  die  Gerade  S  in  denjenigen  drei 
Punkten  trefiFen,  in  weichen  dieselbe  von  den  übrigen  drei  gemein- 
schaftlichen Tangenten  der  Kegelschnitte  Ä^^^  und  ^f^  getroffen 
wird. 

24.  Die  beiden  Kegelschnitte,  welche  vier  Gerade  berühren  und  durch 
einen  gegebenen  Punkt  P  gehen,  sind,  wenn  sie  reell  sind,  beide 
Ellipsen  oder  beide  Hyperbeln,  sobald  der  Punkt  P  ausserhalb 
derjenigen  Parabel  liegt,  welche  die  vier  gegebenen  Geraden  be- 
rührt; dagegen  ist  einer  der  Kegelschnitte  Ellipse  und  der  andere 
Hyperbel,  sobald  der  Punkt  P  innerhalb  jener  Parabel  liegt. 

25.  Sind  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC  zwei  beliebige  Gerade 
22^    gegeben,   so    bestimmen   auf  jeder  Dreiecksseite  die  beiden 
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Ecken  und  die  beiden  Schnittpunkte  mit  S  und  2^  als  zwei  Paare  ^ 
conjugirter  Punkte  aufgefasst,  ein  gewisses  Punktsystem.  Diese 
drei  Punktsysteme  auf  den  Dreiecksseiten  sind  entweder  1)  alle 
drei  hyperbolisch,  oder  2)  es  ist  eines  hyperbolisch  und  die  beiden 
andern  sind  elliptisch.  Wie  lässt  sich  aus  der  Lage  der  gege- 
benen Stücke  der  Figur  das  Eintreten  des  einen  oder  des.  andern 
Falles  entscheiden?  Im  ersten  Falle  liegen  die  sechs  Asymptote^- 
punkte  der  drei  hyperbolischen  Punktsysteme  zu  je  dreien  auf 
vier  Geraden  und  bilden  die  drei  Paar  Gegenecken  eines 
vollständigen  Yierseits,  dessen  Diagonaldreieck  das  gegebene 
Dreieck  ABC  ist.  Seien  s  und  t  die  Asymptotenpunkte  eines 
dieser  drei  Punktsysteme  (und  eines  muss  immer  hyperbolisch 
sein);  drehen  wir  um  s  einen  beliebigen  Strahl,  welcher  in  a  und 
b  die  beiden  andern  Dreiecksseiten  trififi;,  und  sind  a  und  ß  die 
conjugirten  Punkte  in  den  auf  diesen  Seiten  befindlichen  Punkt- 
systemen, so  muss  auch  aß  durch  8  gehen.  Welchen  Ort  um- 
hüllen aber  aß  und  ba? 

26.  Welchen  Ort  wird  eine  veränderliche  Gerade  2  umhüllen,  welche 
zwei  gegebene  Kegelschnitte  K^^^  imd  K[^^  beziehlich  in  zwei 
solchen  Punktpaaren  s  und  t,  s^  und  t^  triflFk,  dass  das  Doppel- 
verhältniss: 

einen  gegebenen  constanten  Werth  Je  hat?     Wie  vereinfacht  steh 
der  gefundene  Ort,  wenn  Je  =  —  1  ist? 

27.  Wenn  man  drei  Polardreiecke  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt 
hat,  so  liegen  die  sechs  Ecken  je  zweier  derselben  auf  einem 
neuen  Kegelschnitt;  in  welchem  Zusammenhange  stehen  die  auf 
diese  Weise  erhaltenen  drei  neuen  Kegelschnitte  mit  einander? 

28.  Gegeben  sei  ein  Dreieck  ABC  und  zwei  beliebige  Punkte  FQ] 
die  Verbindungslinie  FQ  treffe  die  Dreiecksseiten  BC,  CA,  AB 
in  Punkten,  deren  zugeordnete  vierte  harmonische  Punkte  A^B^Ci 
seien;  alsdann  lassen  sich  durch  die  beiden  Punkte  F  und  Q  drei 
Kegelschnitte  legen,  von  denen  der  erste  durch  ABC,  der  zweite 
durch  Aj^B^Ci  gehe  und  der  dritte  das  gegebene  Dreieck  ABC 
zum  Polardreieck  habe.  Diese  drei  Kegelschnitte  gehören  einem 
und  demselben  Büschel  an,  d.  h.  gehen  ausser  durch  F  und  Q 
durch  dieselben  beiden  (reellen  oder  imaginären)  Punkte,  deren 
(stets  reelle)  YerbindungsUnie  construirt  werde. 

29.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  Ä^*>  und  Ä{*>  so  liegen,  dass  es  einmal 
ein  Dreieck   giebt,   welches   gleichzeitig  dem  ß^^^  ^in-   imd  dem 
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S!p>  lunbeschrieben  ist,  so  giebt  es  bekanntlich  unzahlig  viele 
solcher  Dreiecke  xyz.  Nimmt  man  irgend  drei  Punkte  ABC  des 
Kegelschnitts  ^^^\  so  berühren  die  sechs  Seiten  der  beiden  Drei- 
ecke ABC  und  xyz  einen  Kegelschnitt  jBl(*>,  welcher  bei  der 
Veränderung  des  Dreiecks  xyz  eine  Kegelschnittschaar  durch- 
läuft d.  h.  beständig  ausser  den  Dreiecksseiten  BC^  CAy  AB 
noch  eine  feste  Gerade  berührt,  die  zugleich  eine  Tangente  von 
«W  ist. 

30.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  P  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
ÄW  gehen  im  Allgemeinen  vier  solche  Sehnen  desselben,  die 
eine  gegebene  Länge  l  haben.  Die  Mitten  dieser  vier  Sehnen 
liegen  allemal  auf  einem  Kreise.  Wie  verändert  sich  der 
Kreis,  wenn  bei  festgehaltenem  Punkte  P  die  Länge  l  variirt? 
Man  kann  an  Stelle  der  Entfernung  der  beiden  Schnittpunkt« 
eines  Strahles  mit  einem  Kegelschnitt  die  Potenz  desjenigen 
Punktsystems  einführen,  welches  dem  Strahl  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  zugehört,  und  sich  allgemeiner  die  folgende 
Frage  stellen: 

31.  Wenn  sich  ein  Strahl  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  fi^*^  luu 
einen  festen  Punkt  P  dreht,  wie  verändert  sich  die  Potenz  des- 
jenigen Punktsystems,  welches  dem  Strahle  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  zugehört?  Wie  oft  und  wann  erreicht  diese  Potenz 
ein  relatives  Maximum  oder  Minimum? 

32.  Wenn  mau  von  den  .Punkten  a  eines  Kegelschnitts  -4^^^  in  Bezug 
aui*  einen  Basis-Kegelschnitt  §i^^^  die  Polaren  construirt,  so  um- 
hüllt die  Polare  83  des  Punktes  a  in  Bezug  auf  Ä^*^  einen  Kegel- 
schnitt jÖ^^^,  welcher  in  dem  Punkte  h  von  der  Geraden  8  be- 
rührt wird;  die  Polare  Sl  des  Punktes  6  in  Bezug  auf  ü^*>  ist 
die  Tangente  21  im  Punkte  a  am  Kegelschnitt  ^^^^.  Bezeichnen 
wir  die  Verbindungslinie  {ah)  =^  X  und  den  Schnittpunkt  (S,  S3)  =  Xj 
welche  Ortscurven  werden  bei  der  Veränderung  von  a  auf  A^^^ 
die  Gerade  X  und  der  Punkt  x  beschreiben?  Und  in  welchem 
Zusammenhange  stehen  dieselben  mit  einander  und  mit  den 
Kegelschnitten  A^^^  und  P<2)? 

33.  Welches  ist  der  Ort  der  Berührungspunkte  sämmtlicher  Tangenten- 
.  paare  aus  einem  festen  Punkte  P  an  die  Kegelschnitte  einer  ge- 
gebeneu Schaar  imd  eines  gegebenen  Büschels?    In  welchem  Zu- 
sammenhange   stehen    drei    solche    Ortscurven,    welche  'bei    drei 
conjugirten  Kegelschnittbüscheln  (§.  51)  auftreten? 


Vierter  Abschnitt. 

Netze: 
Das  InYOlutions-Netz  (Polarsystem)  und  das  Kegelschnitt-Netz, 


§.  56.    Erklänmg  und  Gonstmction  des  Polarsystems. 

Die  in  den  §§.  29  und  30  auseinandergesetzten  Polar-Eigenschaften 
des  Kegelschnitts  haben  eine  eigenthümliche  Beziehung  von  sämmt- 
liehen  Punkten  der  Ebene  zu  sämmtlichen  Geraden  in  ihr  und  eine 
paarweise  Verkettung  der  Punkte  einer  Geraden  zu  einem  Punktsystem, 
sowie  der  Strahlen  durch  einen  Punkt  zu  einem  Strahlsystem  ans 
Licht  gebracht,. nämlich:  Jeder- Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
wird  durch  denselben  in  ein  bestimmtes  Strahlsystem,  jede  Gerade  in 
ein  bestimmtes  Punktsystem  verwandelt,  dessen  Construction  aus  der 
projectivischen  Erzeugung  des  Kegelschnitts  hervorgeht.  Dreht  man 
eine  Gerade  um  einen  festen  Punkt,  so  verändert  sich  das  Punktsystem 
auf  ihr;* die  zu  dem  festen  Punkt  conjugirten  Punkte  für  jedes  dieser 
Punktsysteme  liegen  auf  einer  Geraden  (Polare  des  festen  Punktes); 
nehmen  wir  auf  dieser  Geraden  verschiedene  Punkte  und  fassen 
die  ihnen  zugehörigen  Strahlsysteme  auf,  so  laufen  die  zu  der  Ge- 
raden in  jedem  Strahlsystem  conjugirten  Strahlen  durch  einen  festen 
Punkt  (Pol  der  Geraden),  der  mit  dem  zuerst  angenommenen  Punkte  zu- 
sammenfallt. Diese  Zusammengehörigkeit  der.  Punkte  und  Geraden  einer 
Ebene  lässt  sich  nun  auch  unabhängig  vom  Kegelschnitt  herstellen 
imd  führt  zu  dem  Begriff  des  Involutions-Netzes  oder  Polarsystems. 

Sämmtliche  Punkte  und  Gerade  in  einer  Ebene  sollen  derartig 
mit  einander  in  ein  Nets*)  verflochten  werden,  dass  auf  jeder  Geraden 
die  Punkte  sich  paarweise  zu  einem  bestimmten  Punktsystem  und  zu- 
gleich die  durch  jeden  Punkt  gehenden  Strahlen  sich  paarweise  zu 
einem  bestimmten  Strahlsystem  ordnen;  je  zwei  conjugirte  Punkte 
und  Strahlen  eines  solchen  Punkt-  und  Strahlsystems  sollen  cmiju- 
girte  Funkte  und  conjugirte  Strahlen  des  Netzes  heissen.  Femer  sollen 
für   alle   durch  einen  Punkt  B   gehende  Strahlen   diejenigen  Punkte, 

♦)  Wir  wollen  zur  Abkürzung  das  Wort  ,,Netz'*  statt  des  längeren  „Polar- 
system" beibehalten,  verstehen  aber  darunter  eben  nur  ein  solches  luTolutionsnetz 
von  Punkten  und  Strahlen  in  der  Ebene,  wie  es  beschrieben  wird. 
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welche  dem  B  coujugirt  sind,  rücksichtlich  der  auf  diesen  Strahlen 
befindlichen  Punktsysteme  auf  einer  und  derselben  Geraden*  21  liegen 
imd  zugleich  alle  diejenigen  Strahlen,  welche  dem  Strahl  %  conjugirt 
sind,  in  denjenigen  Strahlsystemen,  deren  Mittelpunkte  auf  Ä  liegen, 
durch  einen  und  denselben  Punkt  und  zwar  durch  den  vorgenannten 
Punkt  B  gehen.  Der  Punkt  B  und  die  Gerade  Ä  sollen  Pol  und 
Polare  des  Netzes  heissen.  Dass  eine  ^solche  Verflechtung  der  Punkte 
und  Geraden  einer  Ebene  möglich  ist,  wird  die  sogleich  anzugebende 
Construction  lehren;  zuvörderst  bemerken  wir,  dass  aus  der  gegebenen 
Erklärung  unmittelbar  folgt:  Jedes  einem  Punkte  B  zugehörige  StraJU- 
System  liegt  mit  dem  seiner  Polare  8t  zugehörigen  Punktsystem  per- 
spectivisch;  denn  seien  a  und  a  irgend  ein  Paar  conjugirter  Punkte 
des  Punktsystems  auf  dem  Träger  21,  und  B  der  Pol  desselben  (Fig.  87), 

so  sind  B^  und  a  auf  dem  Strahl  Ba^  ein 
Paar  conjugirter  Punkte,  weil  gleichzeitig 
21  die  Polare  von  B  ist  nach  dem  Obigen; 
zweitens  sind  auch  a  und  a  conjugirte 
Punkte,  folglich  ist  Ba  die  Polare  von  a 
und  ebenso  Ba  die  Polare  von  a;  wenn 
aber  a  der  Pol  von  Ba  ist,  so  müssen 
^  Ba  und  Ba  conjugirte  Strahlen  sein;  denn 
alle  zu  Ba  conjugirten  Strahlen  müssen  durch  a  gehen;  also  liefert 
das  beliebig  angenommene  Paar  conjugirter  Punkte  aa  auf  dem  Träger 
21,  mit  B  verbimden,  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  Ba  und  Ba  des 
Strahlsystems,  welches  dem  Punkte  B  zugehört,  und  es  liegen  daher 
Pimktsystem  und  Strahlsystem  perspectivisch. 

Die  drei  Punkte  aaB  sind  in  der  Weise  mit  einander  verknüpft,  da«s 
je  zwei  von  ihnen  conjugirte  Punkte  des  Netzes  sind,  oder  jeder  der  Pol  des 
Verbindungsstrahles  der  beiden  andern  ist;  sowie  auch  das  von  den  Verbin- 
dungslinien solcher  drei  Punkte  gebadete  Dreiseit  die  Eigenschaft  besitzt, 
dass  je  zwei  Seiten  conjugirte  Strahlen  des  Netzes  sind,  oder  jede  Seite  die 
Polare  des  Schnittpunktes  der  beiden  übrigen  ist;  solche  drei  Punkte  sollen 
ein  Tripel  conjugirter  Punkte  und  ihre  drei  Verbindungslinien  cm  Trij)el  con- 
jugirter Strahlen  des  Netzes^  oder  auch  Polardreieck  und  Polardrciseit  heissen. 
Wir  können  die  vorige  Eigenschaft  auch  umkehren:  Sind  6  und  ß  irgend 
zwei  conjugirte  Strahlen,  die  sich  in  B  treflen,  und  sind  auf  diesen  als  Trä- 
gem von  Punktsystemen  die  dem  Punkte  B  conjugirten  Punkte  resp.  a  und 
a,  so  ist  a  der  Pol  von  ß  und  a  der  Pol  von  6,  also  aaB  ein  Tripel  conjugirter 
Pimkte  und  hß%  ein  Tripel  conjugirter  Strahlen.  Femer  folgt  aus  dem  Obi- 
gen: Die  Polaren  b  von  sämmtliclien  Pu^ikten  d  einer  Geraden  21  laufen  durch 
einen  und  deiiselheri  Punkt  B,  den  Pol  der  Geraden  2t  und  beschreiben  ein 
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Sirahlbüschel,  welches  mit  der  von  a  durchlaufenen  Bunktreihe  projectivisch 
ist  (weil  der  Punkt  a  und  der  Schnittpunkt  a  seiner  Polare  b  mit 
dem  Träger  %  das  diesem  zugehörige  Punktsystem  bilden)^  und  um- 
gekehrt: Die  Pole^a  sämmtlicher  durch  einen  Punkt  B  geJienden  Strahlen 
ß  liegen  auf  einer  Geraden  ?l,  der  Polare  des  Punktes  B,  und  beschreiben 
eine  mit  dem  von  ß' beschriebenen  StrahJbüschel  projectivische  Punktfreilie. 
Das  Polarsystem  oder  Netz'kann  auf  folgende  Art  construirt  werden: 
Wenn  zum  conjugirte  Strahlen  des  Netzes  und  auf  jedem  das  ihm  zu- 
gehörige Punktsystem,  oder  wenn  zwei  conjugirte  Punkte  des  Netzes  und 
in  jedem  das  ihm  zugehörige  Strahlsystem  gegeben  sind,  so  ist  das  Netz 
vollständig  bestimmt.  Seien  %  und  %^  zwei  beliebige  Gerade^  welche 
conjugirte  Strahlen  des  Netzes  sein  sollen^  und  sei  auf  jeder  derselben 
ein  Punktsystem  durch  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  gegeben,  so 
wird,  dem  Schnittpunkt  B2  der  Geraden  ^^^  in.  der  ersten  Geraden 
21  ein  bestimmter  Punkt  B^,  imd  in  der  zweiten  Slj  ein  bestimmter 
Punkt  B  für  jedes  der  beiden  Punktsysteme  conjugirt  sein  (Fig.  88); 
die  Verbindungslinie  BB^  =  Slj  wird  die  Polare  von  B^,  und  die 
Punkte   B  und   B^    werden  p.^  ^ 


die  Pole  von  21  und  n^  sem. 
Um  zu  einer  beliebigen  Ge- 
raden Äg  den  Pol  ^3  zu  fin- 
den^ suchen  wir  zu  den  Schnitt- 
punkten a  imd  a^,  in  welchen 
3I3  die  Geraden  Sl  und  «j 
trifft,  die  conjugirten  Punkte 
a  und  Ui  auf;  dann  sind  Ba 
und  ^i«i  die  Polaren  von 
a  und  a^,  folglich  der  Schnitt- 
punkt (BcL,  B^a^  =  JB3  der 
gesuchte  Pol  von  ^(3;  es  ist 
klar,  dass  derselbe  hierdurch 
unzweideutig  bestimmt  wird,  und  rückwärts  findet  man  durch  dieselbe 
Constmction  zu  jedem  beliebigen  Punkte  B^  die  Polare  %^.  Diese 
Oonstruction  zeigt  femer,  dass,  wenn  wir  einen  veränderlichen  Punkt 
B4  auf  Slg  bewegen,  seine  Polare  SI4  beständig  durch  B^  läuft;  denn  BBj^ 
und  -Bi^4  treffen  %  und  Sl^  in  den  Punkten  b  und  \,  und  da  jene 
zwei  perspectivische  Strahlbüschel  beschreiben,  so  'sind  auch  die  von 
b  und  61  durchlaufenen  Punktreihen  projectivisch;  die  zu  b  und  \  con- 
jugirten Punkte  ß  und  /J^,  deren  Verbindungslinie  die  gesuchte  Polare 
5S4  ist,  beschreiben  also  auch  zwei  projectivische  Punktreihen,  weil 
im  Punktsystem  b  und  /3,   2»^  und  ß^   projectivische  Punktreihen  be- 
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schreiben;  die  yon  ß  und  ß^  beschriebenen  Punktreihen  liegen  aber 
perspectivisch,  weil,  wenn  B^  in  den  Schnittpunkt  (Ä^,  8(3)  fallt,  b 
nach  B^  und  b^  nach  B  gelangt  und  die  zu  ihnen  conjugirten  ß  und 
ßi  in  B2  zusammenfallen;  die  Polare  Sl^  läuft  also  durch  einen  festen 
Punkt,  imd  dass  dieser  B^  ist,  erhellt  unmittelbar;  denn  gelangt  B^ 
nach  a,  so  ist  seine  Polare  Ba,  und  gelangt  £4  nach  a^,  so  ist  seine 
Polare  B^Ui,  also  der  Schnittpunkt  beider,  d,  h.  B^,  ist  der  feste 
Punkt,  durch  welchen  die  veränderliche  Polare  $(4  läuft.  Es  ist  zu- 
gleich ersichtlich,  dass  die  von  £4  durchlaufene  Punktreihe  mit  dem 
von  ^^  beschriebenen  Strahlbüschel  projectivisch  ist,  denn  jene  liegt 
perspectivisch  mit  der  Pu^ktreihe  b,  imd  diese  ist  perspectivisch  mit 
der  Punktreihe  /);  b  und  ß  sind  aber  conjugirte  Punkte  eines  Punkt- 
systems, also  in  sich  projectivisch  (S.  52);  folglich  ist  auch  die  von 
J?4  beschriebene  Punktreihe  mit  dem  von  A4  beschriebenen  Sljrahl- 
büschel  projectivisch,  oder  wenn  wir  mit  B^  den  Schnittpunkt  der 
Polare  ^^  mit  der  von  B^  durchlaufenen  Greraden  8I3  bezeichnen,  so 
durchlaufen  B4  und  B\  auf  einander  liegende  projectivische  Punbt- 
reihen;  es  erhellt  ferner,  dass  diese  ein  Punktsystem  erzeugen, 
denn  die  Polare  von  B'^  muss,  wie  wir  eben  bewiesen  haben,  durch 
den  Pol  von  ^4  gehen,  dieser  ist  aber  B^  nach  der  oben  angegebenen 
Construction;  folglich  fallen  bei  den  beiden  auf  einander  liegenden 
projectivischen  Punktreihen  entsprechende  gleiche  Strecken  verkehrt 
auf  einander;  wir  haben  also  ein  Punktsystem  auf  ^^  (S.  49),  dessen 
conjugirte  Punkte  B^  und  B[  sind;  auf  gleiche  Weise  erhalten  wir 
ein  Stra&lsystem  in  B^,  welches  mit  diesem  Punktsystem  perspectivisch 
liegt.  Jede  Gerade  ^  wird  also  durch  die  angegebene  Construction 
in  ein  Punktsystem,  jeder  Punkt  B^  in  ein  Strahlsystem  verwandelt, 
und  beide  Systeme  liegen  perspectivisch,  wenn  B^  und  SI3  Pol  und 
Polare  sind ;  hierdurch'werden  alle  für  das  Netz  geforderten  Bedingungen 
erfüllt  und  die  obige  Construction  leistet  in  der  That  dasjenige,  was 
wir  vom  Polarsystem  forderten.  Wir  können  auch  kürzer  sagen:  Im 
Folarsystem  haben  allemai  eine  gerade  Punktreihe  (St,)  und  das  van  den 
Polaren  Hirer  Punkte  gebildete  Strahibüschd  (B^)  involutorische  Lage; 
ebenso  haben  ein  beliebiges  StrahUnischd  (B^)  und  die  von  den  Polen  seiner 
Strahlen  gebildete  gerade  PuYÜctreihe  (8I3)  involutorische  Lage  (Seite  65). 
Nur  für  eine  einzige  Lage  der  Geraden  Sl,  wird  die  vorige  Construction 
illusorisch.  Wenn  nämlich  %^  mit  Sl^  zusammenfällt,  also  a  nach 
jBj  imd  a^  nach  B  kommt,  mithin  a  und  a^  in  B^  zusammenliegen, 
so  ergiebt  sich  zwar  B^  als  der  Pol  von  $l|,  aber  das  Punktsystem 
auf  ^  und  das  Strahlsystem  in  B^  werden  nicht  unmittelbar  durch 
die  obige  Construction  erhalten.     Bedenken  wir  indessen,  dass,  wenn 
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für  irgend  eine  andere  Gerade  9lg  der  Pol  B^  construirt  ist,  auch  für 
den  Schnittpunkt  (St^,  SI3)  die  Polare  die  Verbindungslinie  ^^^s  sein 
muss^  so  sehen  wir,  wie  zu  jedem  Punkte  der  Geraden  Slg  ^^^  conju- 
girte  in  dem  ihr  zugehörigen  Punktsystem  construirt  werden  kann, 
also  auch  wie  das  ganze  Punktsystem  auf  Sl^  ^^^  ^^  ^^^  ^^^^  P^^" 
spectivische  Strahlsystem  in  B2  erhalten  wird;-  hieraus  lässt  sich  fol- 
gende Construction  ableiten: 

Um  zu  einem  beliebigen  Punkte  a^  der  Geraden  Sl^  den  conjagirten 
«2  ^w  erhalten,  ziehe  man  durch  a^  irgend  einen  Strahl ,  welcher  in  a 
und  a^  die  Träger  %'Und  %^  trifft;  sind  a  und  a^  die  conjugirten  Punkte 
zu  a  und  a^  auf  diesen,  so  suche  man  den  Schnittpunkt  von  aa^  mit  ^ 
und  nehme  den  ihm  zugeordneten  vierten  harwtonischen  Punkt  a^,  indem 
B  und  Bi  das  andere  Paar  zugeordneter  Punkte  bilden;  dann  ist  a^  der  ge- 
suchte cowjugirte  Punkt  zu  a^.  Diese  Construction  lehrt  zugleich  zu 
irgend  einem  durch  B^  gehenden  Strahl  ^  den  Pol  B^  zu  construiren, 
welcher  auf  ^  liegen  muss;  sobald  nämlich  das  dem  Punkte  B2  zu- 
gehörige Strahlsystem  ermittelt  ist,  wird  der  gesuchte  Pol  J83  der 
Schnittpunkt  des  zu  ^  conjugirten  Strahls  in  diesem  Strahlsystem 
mit  der  Geraden  «^  sein. 

Wir  erhalten  nach  dem  Vorigen  das  einem  beliebigen  Strahle  SI3 
des  Netzes  zugehörige  Punktsystem  sehr  einfach  dadurch-,  dass  wir 
die  den  Schnittpunkten  (31, 8tg)  =  a  und  (St^,  SI3)  ==  a^  conjugirten  Punkte 
a  und  cc^  aufsuchen  und  aB,  «iJBi  ziehen,  welche  Strahlen  SI3  be- 
ziehungsweise in  Q  und  a^  treffen  mögen;  dann  sind  a  und  a,  a^  und 
a^  zwei  Paare  conjugirter.  Punkte  des  gesuchten  Punktsystems  auf  äj, 
und  Ba,  B^^a^  schneiden  sich  in  dem  Pole  B^\  da  nun  a  und  a,  a^ 
und  aj  die  Schnittpunkte  von  zwei  Paar  Gegenseiten  des  vollständigen 
Vierecks  BB^B^B^  sind,  so  muss  jeder  durch  diese  vier  Punkte  ge- 
legte Kegelschnitt  die  Transversale  8I3  in  einem  Paar  conjugirter 
Punkte  ihres  durch  die  genannten  beiden  Paare  bestimmten  Punkt- 
systems treffen,  oder  umgekehrt  irgend  ein  Paar  conjugirter  Punkte 
auf  dem  Strahl  SCj  liegt  mit  den  vier  Punkten  BB^^B^B^  auf  einem 
Kegelschnitt.  Es  sind  aber  B^  und  irgend  ein  Paar  conjugirter  Punkte 
B^  und  B\  (auf  SI3)  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  des  Netzes,  und  die 
drei  Punkte  BB^B^  sind  auch  ein  Tripel  des  Netzes,  welches  zwar 
zur  Construction  desselben  verwendet  ist,  aber  durchaus  nichts  vor 
jedem  andern  Tripel  hinsichtlich  der  Eigenschaften  des  Netzes  voraus 
hat;  wir  schliessen  daher  den  Satz: 

Irgend  zwei  Trijfel  conjugirter  Punkte  des  Netzes  liegen  allemal  auf 
einem  Kegelschnitt,  und  die  Seiten  dieser  beiden  Dreiecke  berühren  zu- 
gleich einen  andern  Kegelschnitt, 
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Das  Letztere  ist  bekanntlich  eine  unmittelbare  Folge  des  Erste- 
ren  (S.  129)5  es  ergießt  sich  aber  auch  hier  aus  der  Bemerkung, 
dass  die  sechs  Seiten  dieser  beiden  Dreiecke  die  Polaren  ihrer  Ecken 
sind.  Denn  wir  wissen,  dass  die  Polaren  einer  geraden  Pnnktreihe 
ein  Strahlbfischel  bilden,  welches  mit  jener  projectivisch  ist,  und  um- 
gekehrt; nehmen  wir  zwei  projectivische  gerade  Punktreihen,  deren 
Erzeugniss  ein  Kegelschnitt  ist,  so  werden  die  beiden  Strahlbüschel 
ihrer  Polaren  auch  projectiyisch  sein,  also  einen  neuen  Kegelschnitt 
erzeugen;  dieser  ist  der  Ort  der  Pole  von  den  Tangenten  des  ersteren, 
und  der  Beprocitat  wegen  sind  seine  Tangenten  zugleich  die  Polaren 
von  den  Punkten  des  ersteren,  also: 

Van  äUen  Punkten  des  Netzes  y  welche  auf  einem  Kegelschnitt  liegen, 
umhüllen  die  Polaren  einen,  neuen  Kegelschnitt,  und  die  Punkte  des  letz- 
teren sind  zugleich  die  Pole  von  den  Tangenten  des  ersteren;  solche  zwei 
Kegelschnitte  sind  (reciproke)  Polarfiguren  Yon  einander  in  Bezug  auf 
das  Netz.  Ein  Kegelschnitt  K^^\  der  durch  zwei  Tripel  des  Netzes 
geht,  hat  daher  zu  seiner  Polarfigur  einen  neuen  Kegelschnitt  R^% 
welcher  von  den  sechs  Seiten  der  beiden  Polardreiecke  berührt  wird. 
Ein  solcher  Kegelschnitt  K^^^  enthalt  unendlich' viele  Tripel  des  Netzes;  denn 
nehmen  wir  von  irgend  einem  Punkte  p  desselben  die  Polare  des 
Netzes,  so  muss  sie  eine  Tangente  von  fö^^^  sein,  und  schneidet  sie 
den  ersten  Kegelschnitt  K^^^  in  den  Punkten  s  und  er,  so  muss  die 
Polare  des  Punktes  s  einmal  durch  p  gehen  und  andererseits  eine 
Tangente  von  54^*^  sein,  und  ebenso  muss  die  Polare  von  6  eine  der 
beiden  von  p  an  den  Kegelschnitt  Ä^^^  gelegten  Tangenten  sein;  der 
durch  das  erste  Tripel  und  die  beiden  Punkte  p  und  s  gehende  Kegel- 
schnitt K^^^  muss  auch  den  dritten  Tripelpunkt  zu  p  und  s  enthalten, 
also  ist  pa  die  Polare  von  s  und  ebenso  ps  die  Polare  von  cy;  der 
Kegelschnitt  Ä^^^  ist  also  dem  Dreiseit  ps0  einbeschrieben,  sowie  der 
Kegelschnitt  K^^^  diesem  Tripel  umschrieben  ist;  überhaupt  sdineidet 
jede  Tangente  des  Kegelschnitts  St^^^  den  K^^^  in  zwei  conjugifien  Punkten 
des  Netzes,  und  jedes  Tangentenpaar  aus  einem  PunJäe  von  K^^^  an  Ä^*^ 
ist  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  des  Netzes.  Diese  Eigenschaft  gilt 
in  noch  allgemeinerer  Weise,  indem  auf  einem  beliebigen  Kegel- 
schnitt in  der'*Ebene  eines  Netzes  im  Allgemeinen  unendlich-viele 
Paare  conjugirter  Punkte  lieg^,  deren  Verbindungsstrahlen  einen 
andern  Kegelschnitt  umhüllen,  und  andererseits  unter  den  Tangenten 
eines  beliebigen  Kegelschnitts  in  der  Ebene  eines  Netzes  unendlich- 
viele  Paare  conjugirter  Strahlen  deslselben  vorkommen,  deren  Schnitt- 
punkte auf  einem  neuen  Kegelschnitt  liegen. 

Denken  wir  uns  einen  beliebigen  Kegelschnitt  K^^^  in  der  Ebene 
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des  Netzes  und  nehmen  irgend  einen  Punkfc  B  desselben,  so  wird 
die  Polare  Ä  von  B  den  K^^  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  6  und 
b'  treffen  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  sowohl  B  und  b  als  auch 
B  und  6'  je  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  Netzes  sind,  welche  auf 
dem  gegebenen  Kegelschnitte  K^^^  liegen;  verändern  wir  B  auf  dem 
Kegelschnitt  K^^\  so  erhalten  wir  unendlich -viele  solcher  Strahlen- 
paare Bb  und  Bb\  deren  UmhüUungscurve  ermittelt  werden  soll.  Zu- 
nächst zeigt  sich,  dass,  wenn  wir  drei  solcher  Paare  (B  und  Sl,  B^ 
und  %^,  B^  und  ^  seien  Pole  und  Polaren  des  Netzes,  und  %  treffe 
JSTW  in  6  und  b\  Äj  in  b^  und  b^,  Stg  in.  ftg  "^^^^  V)  beliebig  heraus- 
nehmen, diese  sechs  Geraden  Bb,  Bb\  B^b^^  ^iV;  -^2^2?  -^2^  einen 
Kegelschnitt  umhüllen;  das  Dreieck  JS^i  B2  liegt  nämlich  mit  dem  von  den 
Polaren  SCStiStg  gebildeten  Dreieck  perspectivisch,  wie  aus  den  Polareigen- 
schaffcen  des  Kegelschnitts  (S.  155)  bekannt  ist  und  in  gleicher  Weise  für 
das  Netz  nachgewiesen  werden  kann  (§.  58),  so  dass  die  Schnittpunkte: 

auf  einer  Geraden  liegen;  nun  ist  früher  bei  anderer  Gelegenheit  (S.  315) 
der  Satz  gefunden  worden: 

,Jst  einem  Kegelschnitt  K^^^  ein  Dreieck  BB^B^  einbeschrieben, 
und  werden  die  Seiten  desselben  B^B^jB^B^BB^  von  einer  beliebigen 
Geraden  in  den  Punkten  aa^a^  getroffen,  wird  endlich  durch  jeden 
dieser  Punkte  ein  beliebiger  Strahl  gezogen,  der  den  Kegelschnitt  K^^^ 
beziehlich  in  dem  Punktpaar  &&';  616/;  62^2'  triff*;  so  berühren  die  sechs 
Strahlen  J3&,  BV]  B^b^,  ^iW]  ^2^2?  ^2^  einen  neuen  Kegelchnitf 

Nachdem  hierdurch  bewiesen  ist,  dass  irgend  drei  Strahlenpaare 
von  der  beschriebenen  Art  denselben  Kegelschnitt  berühren,  denken 
wir  uns  zum  Punkte  b  die  Polare  des  Netzes  construirt,  welche  durch 
B  gehen  muss  und  ausserdem  in  c  den  K^*^  treffe;  nach  dem  eben 
bewiesenen  Satze  werden  dann  auch 

bB      BJ>^      B^b^  \  sechs  Tangenten  eines  Kegel- 
b  c      B^b^      B^b^  1      Schnitts  sein,  wie  vorhin: 
Bb      B^b^      B^b^  \ 
BV     B^b;     B^b^]' 

Diese  beiden  Kegelschnitte  haben  aber  fünf  Tangenten  gemein: 
BJ>^yB^b^ jB^b^yB^b^  yaxABbf  welches  identisch  ist  mit  6JB;  folglich 
sind  die  Kegelschnitte  selbst  identisch,  und  alle  sieben  Geraden: 
Bb,  BV,  bCy  B^b^y  J?iV>  -^2^2;  -^2^  berühren  einen  und  denselben 
Kegelschnitt.  Nehmen  wir  endlich  an  Stelle  des  willkürlich  gewählten 
Paares  £2^2  ^nd  JSgV  irgend  ein  anderes  Paar,  so  gelten  dieselben 
Schlüsse,  imd  der  vorhin  erhaltene  Kegelschnitt  tritt  wieder  hervor, 
weil  er  durch  die  fünf  übrigen  Tangenten  schon  bestimmt  ist;  also 
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berühren  alle  mögliclien  Strahlenpaare  B^b^y  B^b^'  einen  und  denselben 
Kegelschnitt;  d.  h.:  Sämmfliche  Geraden  Bb,  welche  je  zwei  conjugirte 
Funkte  des  Netzes  y  die  auf  einem  gegebenen  Kegelschnitt  K^^^  liegen  ^  ver- 
binden^  umhüllen  einen  andern  Kegelschnitt  £^^>.  Nehmen  wir  für  das 
Netz  das  bekannte  Polarsjstem  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  C^^^  so 
sind  Bb  harmonisch  gelegen  zu  den  Schnittpunkten  der  Geraden  Bb  mit 
dem  Kegelschnitt  C^^^j  und  der  vorige  Satz  lässt  sich  so  aussprechen: 

Sind  zwei  beiiänge  Kegelschnitte  in  der  Ebene  gegeben,  so  können 
im  Allgemeinen  unendlichrvide  Gerade  von  solcher  Beschaffenheit  gefunden 
werden,  dass  ihre  zu)ei  Pa4w  Schnittpunkte  mit  den  beiden  KegelsdmiUen 
harmonisch  liegen  und  je  zwei  Schnittpunkte  desselben  Kegelschnitts  zu- 
geordnet sind;  alle  diese  Geraden  umhüllen  einen  und  denselben  neuen  KegeJr 
schnitt,  welcher  insbesondere  auch  die  acht  Tangenten  in  den  vier  gemein- 
schaftlichen Punkten  der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  berührt   (S.  126). 

Die  angegebene  Construction  des  Netzes  lässt  alle  wesenÜichen 
Eigenschaften  y  welche  wir  als  Polareigenschaften  eines  Kegelschnitts 
kennen  gelernt  haben,  unabhängig  von  diesem  Kegelschnitt  selbst 
hervortreten;  es  möge  hier  noch  eine  häufiger  benutzte  angeführt 
werden.  Die  obige  Construction  für  ein  beliebiges  Paar  von  Pol 
(^3)  und  Polare  («3)  liefert  für  den  Schnittpunkt  (St^,  «3)  «=  a;  die 
Polare-  {B^,  B^  =  X,  und  das  dieser  Geraden  X  zugehörige  Punkt- 
system wird  durch  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  bestimmt;  indem  den 
Punkten  B^  und  B^  die  Schnittpunkte  von  X  mit  %^  und  83  conju- 
girt  sind  (Fig.  88)5  zu  einem  beliebigen  Punkt  p  auf  X  wird  sich 
also  der  conjugirte  %  folgendermassen  finden  lassen:  Man  ziehe  pB, 
welches  SC3  in  g  treffe,  qB^,  welches  BB^  in  r  treffe,  und  xr,  welches 
durch  n  gehen  muss;  denn  in  dem  vollständigen  Viereck  Bqrx  treffen 
zwei  Seitenpaare:  Bx  und  qr,  Br  und  xq  die  Transversale  ^gJB,  in 
zwei  Paaren  conjugirter  Punkte  des  obigen  Punktsystems;  folglich  trifft 
auch  das  dritte  Seitenpaar  Bq  und  rx  dieselbe  in  einem  Paar  conju- 
girter Punkt«  desselben  Punktsystems;  es  ist  daher  rx  die  Polare  von 
p,  weil  sie  durch  x,  den  Pol  von  X,  und  den  conjugirten  Punkt  « 
geht;  hieraus  folgt,  dass  auch  p  und  r  conjugirte  Punkte  des  Netzes 
sind.     Nun  sind  aber  die  Punkte  p  und  r  so  auszudrücken: 

(Bq,  B,B,)  =p        {B,q,  BB,)  =  r, 

und  da  B  auf  der  Polare  von  B^,  q  auf  der  Polare  von  B,  liegt,  so 
sind  B  und  B^,  ebenso  wie  q  und  B,  zwei  Paare  conjugirter  Punkte 
des  Netzes;  diese  beiden  Paare  conjugirter  Punkt-e  sind  übrigens  ganz 
unabhängig  von  einander,  imd  jede  zwei  anderen  Paare  können  will- 
kürlich an  ihre  Stelle  gesetzt  werden,  daher  schliessen  wir  den  Satz: 
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Hfxt  man  irgend  zwei  Paare  conjugirter  Putikte  des  Netzes  a  und 
Uf  h  und  ßy  so  bilden  allemal  die  Schnittpunkte: 

{ah,  aß)  =  c        (aß,  ab)  «=  y 
ein  drittes  Paar  conjugirter  Punkte,  und  diese  drei  Paare  sind  die  sechs 
Ecken  eines  vollständigen  Vierseits.    (Hessens  Satz.) 

Die  der  auseinandergesetzten  Constraction  des  Netzes  gleich- 
laufende,  welche  Ton  zwei  beliebigen  Strahlsystemen^  deren  Mittel- 
punkte B  und  Bi  als  conjugirte  Punkte  angenommen  werden,  aus- 
geht, bedarf  keiner  näheren  Auseinandersetzung. 

Anmerkung.  Wir  machen  noch  auf  eine  Betrachtung  aufmerksam, 
welche  zwar  nicht  in  den  systematischen  Oang  unserer  Untersuchung 
passt,  weil  sie  das  Operationsfeld  der  Ebene  yerlässt  und  auf  die 
Eugeloberfläche  übergeht,  aber  besonders  geeignet  erscheint,  das 
Wesen  des  Netzes  an  einem  sehr  einfachen  FaUe  anschauen  und  aus 
diesem  auf  die  Eigenschafken  des  ebenen  Netzes  schliessen  zu  lassen. 
Wir  nennen  auf  der  Eugelfläche  je  zwei  solche  Punkte  conjugirt, 
welche  einen  Abstand  von  90^  von  einander  haben;  zu  einem  beliebigen 
Punkte  X  der  Eugelfläche  gehören  also  unendlich-yiele  conjugirte,  die 
auf  einem  grössten  Ereise  X,  dem  Aequator  zu  dem  Pole  x,  liegen; 
auf  diesem  grössten  Ereise  bilden  sodann  solche  Punktpaare,  die  um 
90®  von  einander  abstehen,  ein  (elliptisches)  Punktsystem;  ein-  Tripel 
conjugirter  Punkte  bilden  solche  drei,  welche  die  Ecken  eines  Eugel- 
octanten  sind;  je  zwei  grösste  Ereise,  deren  Ebenen  rechtwinklig  zu 
einander  stehen,  heissen  conjugirt;  zu  einem  grössten  Ereise  giebt  es 
daher  unendlich-yiele  conjugirte,  welche  alle  durch  dieselben  beiden 
diametral  gegenüber  liegenden  Punkte  der  Eugelfläche  (Pole)  hindurch- 
gehen; alle  Paare  rechtwinkliger  Ebenen,  die  durch  denselben  Durch- 
messer gehen,  bilden  ein  involutorisches  Ebenensystem  und  ihre  Schnitte  mit 
der  Eugelfläche  ein  Strahlsystem  grösster  Ereise;  ein  Tripel  conjugirter 
Strahlen  begrenzt  einen  Octanten  der  Eugelfläche;  zu  einem  Pol  x  ge- 
hört eine  bestimmte  Polare  X,  der  zugehörige  Aequator,  zu  diesem 
aber  Pol  und  Gegenpol,  die  Endpunkte  des  auf  der  Ebene  des  Aequators 
senkrechten  Eugeldurchmessers.  Projiciren  wir  vom  Mittelpunkte  der 
Eugel  das  Netz  der  Eugelfläche  auf  eine  beliebige  Ebefle,  so  erhalten 
wir  ein  Involutions-Netz  (besonderer  Art);  Pol  und  Polare  werden  be- 
stimmt durch  einen  Durchmesser  und  die  darauf  senkrechte  Diametral- 
ebene der  Eugel,  und  hieraus  finden  die  Eigenschaften  des  Involutions- 
Netzes  unmittelbar  ihre  Bestätigung.  Nehmen  wir  insbesondere  für  die 
Projectionsebene  die  unendlich- entfernte  Ebene  (j^^),  so  erhalten  wir  ein 
Polarsystem  von  besonderer  Wichtigkeit:  das  unendlich-entfernte  circulare 
Polarsystem]  jeder  Strahl  im*Raume  und  die  darauf  senkrechte  Ebene 
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schneiden  E^  in  einem  Punkt  und  einer  Geraden,  einem  Paar  von  Pol 
\md  Polare  dieses  besonderen  circularen  Polarsystems.  Je  drei  im- 
endlieh-entf ernte  Punkte,  die  in  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Rich- 
tungen liegen,  bilden  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  desselben;  seine 
Kemcurve  (§  57)  ist  der  imaginäre  unendlich -entfernte  Ereis,  durch 
welchen  alle  Kugeln  des  Raumes  gehen. 

§.  57.    Der  Eem-Eegelschnitt;  hyperbolisches  und  elliptisches  Netz. 

Es  ist  von  besonderem  Interesse,  vermittelst  der  im  vorigen  Para- 
graphen angegebenen  Construction  des  Netzes  solche  Punkte  in  der 
Ebene  desselben,  deren  Polaren  durch  sie  selbst  gehen,  oder  solche 
Strahlen,  deren  Pole  auf  ihnen  selbst  liegen,  sowie  den  Ort  dieser 
und  jener  zu  ermitteln.  Wir  treffen  jeden  Punkt  der  Ebene,  indem 
wir  eine  doppelte  Bewegung  ausfuhren,  einmal  auf  einer  beliebigen 
Geraden  &  einen  veränderlichen  Punkt  bewegen  und  dann  diese  Ge- 
rade um  einen  beliebigen  in  ihr  festgehaltenen  Punkt  herumdrehen. 
Wenn  nun  der  Punkt  B  auf  der  Geraden  ®  sich  bewegt,  so  beschreibt 
seine  Polare  %  ein  Strahlbüschel,  welches  im  veränderlichen  Punkte 
B  die  Gerade  ®  trifft.  Die  Punkte  B  und  B  bilden  ein  Punktsystem, 
und  wenn  dasselbe  hyperbolisch  ist,  so  sind  seine  Asymptotenponkte 
von  der  verlangten  Beschaffenheit,  dass  ihre  Polaren  durch  sie  selbst 
hindurchgehen.  Ist  ein  solcher  Asymptotenpunkt  s  gefunden,  so  wird 
für  jede  durch  ihn  gehende  Gerade  hinsichtlich  desjenigen  Punkt- 
systems auf  ihr,  welches  dem  Netze  zugehört,  dieser  Punkt  s  allemal 
ein  Asymptotenpunkt  sein,  und  indem  wir  die  Gerade  @  um  den 
Punkt  s  drehen,  haben  wir  nur  den  Ort  des  andern  Asymptotenpunktes 
aufzusuchen,  um  sämmtliche  Punkte  in  der  Ebene  des  Netzes  zu  er- 
halten, deren  Polaren  durch  sie  hindurchgehen. 

Seien  s  und  t  die  beiden  Asymptotenpunkte  auf  der  zuerst  ange- 
nommenen Geraden  ®  (Fig.  89);  sei^  ein  beliebiger  Punkt  derselben^  und 
treffe  seine  Polare  £  die  Gerade  @  in  g,  dann  sind  p  und  q  conjugirte 
Punkte  des  Netzes,  liegen  also  harmonisch  zu  den  Asymptotenpunkten 
s  und  t]  ziehen  wir  eine  beliebige  andere  Gerade  durch  s,  welche  in 
a  der  2  begegnen  mag,  und  sei  pa  die  Polare  von  a,  d.  h.  a  der 
conjugirte  Punkt  zu  a  in  dem  der  Geraden  2  zugehörigen  Punkt- 
system des  Netzes,  so  wird  der  Schnittpunkt  von  sa  und  pa  der  con- 
jugirte Punkt  zu  a  in  dem  auf  sa  befindlichen  Punktsystem  sein;  also 
der  vierte  harmonische,  dem  s  zugeordnete  Punkt  x  muss  der  andere 
Asymptotenpunkt  dieses  Punktsystems  sein,  von  dem  s  einer  ist;  um 
den  vierten  harmonischen  Punkt  x  zu  finden,  brauchen  wir  nur  a^  zu 
ziehen;  denn  da  pqst  harmonisch  liegen  und  sa  von  ap  und  aq  in 
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einem  Paar  zugeordneter  Punkte  getroffen  wird,  s  aber  der  Schnitt- 
punkt von  pq  und  sa  ist,  so  wird  der  vierte  harmonische,  dem  s  zu- 
geordnete Punkt  der  Schnittpunkt  (sa,  ta)  sein;  drehen  wir  jetzt  den 
Strahl  sa  um  den  festen  Punkt  s,  so  ergiebt  sich  leicht  der  Ort  des 

Fig.  89. 


Punktes  X]  denn  a  und  a  sind  conjugirte  Punkte  des  auf  S  befind- 
lichen Punktsystems  im  Netze,  beschreiben  also  zwei  auf  einander 
liegende  projectivische  Punktreihen,  sa  und  ta  beschreiben  mithin 
zwei  projectivische  Strahlbüschel,  und  der  Ort  des  Punktes  x  =  (sa,  ta) 
ist  daher  ein  Kegelschnitt  K^^K 

Die  Tangenten  dieses  Kegelschnitts  in  den  Punkten  s  und  t  er- 
halten wir,  indem  wir  in  den  beiden  ihn  erzeugenden  projectivischen 
Strahlbüscheln  diejenigen  Strahlen  aufsuchen,  welche  den  in  der  Ver- 
bindungslinie der  Mittelpunkte  st  zusammenliegenden  Strahlen  ent- 
sprechen; wir  suchen  also  den  Punkt  r  in  S  auf,  welcher  dem  q  con- 
jugirt  ist,  oder  den  Pol  von  pq  im  Netze,  dann  sind  rs  und  rt  die 
Tangenten  des  Kegelschnitts  K^*^]  dies  sind  offenbar  die  Polaren  der 
Punkte  s  und  t  in  dem  Netze,  welche  durch  s  und  t  selbst  hindurch-  . 
gehen  müssen;  folglich  ist  pqr  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  nicht 
nur  für  das  Netz,  sondern  auch  für  den  Kegelschnitt  K^^^;  auch  ist 
pa  die  Polare  von  a  und  pa  die  Polare  von  a  fär  den  Kegelschnitt 
K^^j  wie  für  das  Netz;  hieraus  folgt,  dass,  wenn  wir  den  Schnitt- 
punkt (sr,  pa)  mit  x  verbinden,  diese  Verbindungslinie  die  Tangente 
im  Punkte  x  für  den  Kegelschnitt  K^^^  sein  muss,  auf  derselben  Linie 
also  auch  der  Schnittpunkt  (tr,  pa)  liegen  muss;  der  Punkt  (sr,  pa) 
hat  im  Netze  zu  seiner  Polare  sa,  und  der  Punkt  (tr,pa)  hat  im  Netze  zu 
seiner  Polare  ta,  und  da  sich  sa  und  ta  in  x  treffen,  so  ist  die  Verbindungs- 
linie der  Schnittpunkte  (sr,pa)  und  (tr,pa)  die  Polare  des  Punktes  x  im 
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Netze;  welche  noth wendig  durch  x  selbst  hindurchgehen  muss  und,  wie 
wir  eben  gesehen  haben^  die  Tangente  in  o;  am  Kegelschnitt  K^^  isl. 
Hieraus  ersehen  vrir;  dass  für  sämmtliche  Punkte  x  des  gefundenen  Kegel- 
schnitts K^^  die  Polare  im  Netze  allemal  die  Tangente  dieses  Punktes 
X  an  K^^^  ist;  und  hiemach  können  wir  folgendes  Resultat  aussprechen : 
Der  Ort  solcher  Punkte  des  Netzes,  deren  Polaren  durch  sie  selbst 
gehen,  ist  im  Allgemeinen  ein  bestimmter  Kegelschnitt,  und  alle  solche 
Strahlen  in  der  Ebene  des  Netzes,  deren  Pole  auf  ihnen  selbst  liegen, 
umhüUen  denselben  Kegelschnitt,  indem  ein  Punkt  und  die  zugehörige 
Tangente  dieses  Kegelschnitts  fol  und  Polare  des  Netzes  von  der  verlangten 
Art  sind.  Dieser  Kegelschnitt  enthält  die  Asymptotenptinkte  aUer  Punkt- 
systeme, welche  auf  sämmtlichen  Geraden  in  der  Ebene  des  Netzes  vor- 
kommen, und  die  Tangenten  dieses  Kegelschnitts  sind  zugleich  die  Asymptoten 
sämmüicher  Strählsysteme  des  Netzes.  Er  heisst  der  Kern  des  Netzes, 
und  letzteres  ist  nichts  anderes,  als  das  gesammte  Polarsystem  für  den  Kern- 
Kegelschnitt,  d.  h.  Pol  und  Polare  des  Kegelschnitts  sind  allemal  Pol  und 
Polare  für  das  Netz. 

Die  vorige  Untersuchung  ging  von  der  Voraussetzung  aus,  dass 
das  auf  der  willkürlich  angenommenen  Geraden  @  befindliche  Punkt- 
system ein  hyperbolisches  sei  mit  den  Asymptotenpunkten  s  und  t] 
wenn  dies  Punktsystem  aber  elliptisch  ist,  so  fällt  die  Untersuchung; 
welche  sich  wesentlich  auf  die  Realität  der  Asymptotenpunkte  stützte; 
wir  werden  alsO;  um  den  Kemkegelschnitt  zu  finden,  überhaupt  eine 
solche  Gerade  ®  in  der  Ebene  aufzusuchen  haben ;  deren  Punktsystem 
im  Netze  ein  hyperbolisches  ist;  wenn  nur  eine  solche  existirt;  so 
giebt  es  unendlich  viele;  und  der  Ort  ihrer  Asymptotenpunkte  ist  der 
Kemkegelschnitt;  welcher  auf  die  angegebene  Art  constmirt  werden 
kann.  Ob  es  aber  immer  eine  solche  Gerade  geben  musS;  oder  ob 
unter  Umständen  gar  kein  hyperbolisches  Punktsystem  im  Netze  vor- 
kommt; werden  wir  aus  den  zur  Construction  des  Netzes  erforderlichen 
Daten  erkennen  können  (S.  413). 

Sind  die  auf  den  Trägern  9t  und  St^,  welche  conjugirte  Strahlen 
des  Netzes  sein  sollen,  angenommenen  Punktsysteme  beide  hyper- 
bolisch oder  auch  nur  eines  von  ihnen ;  so  hat  nach  dem  Vorigen  das 
Netz  einen  reellen  Kern;  wenn  dagegen  beide  gegebenen  Punktsysteme 
elliptisch  sind;  so  ist  die  Frage  zu  entscheiden;  ob  sonst  in  dem 
Netze  hyperbolische  Punktsysteme  vorkommen;  oder  nicht.  Sei  der 
Construction  des  Netzes  gemäss  B^  der  Schnittpunkt  der  beiden  Träger 
%%i,  und  seien  die  beiden  ihm  conjugirten  Punkte  in  den  gegebenen 
Punktsystemen:  B  auf  «^  und  B^  auf  «,  also  (BB^)  =  %  die  Polare 
von  B^,  so  wird;  wenn  die  gegebenen  beiden  Punktsysteme  elliptisch 
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sind;  auch  das  dem  Strahle  Sl^  zugehörige  Punktsystem  des  Netzes 
elliptisch  sein.  Um  dasselbe  zu  bestimmen,  nehmen  wir  auf  St  einen  be- 
liebigen Punkt  a  zwischen  B^B^^  und  auf  Ä^  einen  beliebigen  Punkt 
Ol  zwischen  B^B,  so  dass  die  Verbindungslinie  aa^  also  nothwendig 
in  einem  Punkte  a^  ausserhalb  BBy^  den  Strahl  H,  trifft  (Fig.  90); 
die  eonjugirten  Punkte  a  und  «^  zu  a  und  a^  auf  den  Trägern  ^%^  der 
beiden  gegebenen  Punktsysteme  müssen,  da  diese  elliptisch  sind,  ausser- 
halb B^Bi  und  ausserhalb  B^B  liegen;  ihre  Verbindungslinie  muss 
also  auch  die  dritte  Dreiecksseite  BB^  in  einem  Punkte  ausserhalb 
BB^  treffen,  und  der  vierte  harmo- 
niscne,  welcher  a^  ist,  liegt  daher 
zwischen  B  und  B^\  da  nun  BB^, 
ein  Paar  conjugirter  Punkte,  ge- 
trennt wird  durch  a^a^j  ^^^  zweites 
Paar  conjugirter  Punkte  des  auf  %^ 
befindlichen  Punktsystems,  so  ist  das 
letztere  elliptisch;  in  gleicher  Weise 
würden  wir  gesehen  haben,  dass, 
wenn  beide  gegebenen  Punktsysteme 
auf  Ä  und  Äj  hyperbolisch  sind,  das  ^ 

dritte  Punktsystem  auf  ^  elliptisch  sein  muss,  wenn  dagegen  eines 
von  beiden  gegebenen  Punktsystemen  auf  %  oder  St^  hyperbolisch, 
das  andere  elliptisch  ist,  alsdann  das  dritte  auf  %^  hyperbolisch  sein 
muss.    Wir  schliessen  hieraus: 

Von  dm  drei  auf  einem  Tripel  conjugirter  Strahlen  des  Netzes  be- 
findlichen Punktsystemen  müssen  entweder  alle  drei  elliptisch,  oder  eines 
elliptisch  und  die  beiden  andern  hyperbolisch  sein;  und  daher  auch:  Von 
den  drei  einem  Tripel  conjugirter  Punkte  zugehörigen  Strahlsystemen 
müssen  entweder  alle  drei  elliptisch ,  oder  eines  elliptisch  und  die  beiden 
andern  hyperbolisch  sein. 

In  dem  zu  imtersuchenden  Falle,  wo  alle  drei  den  Tripel- 
strahlen  %%^^  zugehörigen  Punktsysteme  elliptisch  sind,  zeigt  sich 
nun,  dass  auf  jeder  Geraden  in  der  Ebene  des  Netzes  das  ihr 
zugehörige  Punktsystem  elliptisch  sein  muss,  also  überhaupt  kein 
reeller  Punkt  des  Kemkegelschnitts  existirt.  Wir  können  von  dem 
Tripeldreieck  B^B^B,  dessen  drei  Seiten  die  drei  elliptischen  Punkt- 
systeme enthalten,  irgend  zwei  der  letzteren  mit  ihren  Punktsystemen 
als  zur  Construction  des  Netzes  gegeben  ansehen;  irgend,  eine  Gerade 
Stj  in  der  Ebene  kann  alsdann  nur  zwei  wesentlich  verschiedene  Lagen 
zu  dem  Dreieck  B^B^B  haben;  nämlich  1)  sie  schneidet  zwei  Dreiecks- 
seiten zwischen  den  Eckpunkten,  die  dritte  in  der  Verlängerung,  oder 
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2)  sie  schneidet  alle  drei  Seiten  in  ihren  Verlängerungen.  Untersuchen 
wir  zunächst  den  ersten  Fall  und  nehmen  an^  %^  treffe  B^B^  in  a 
und  B^B  in  a^  zwischen  den  Eckpunkten  des  Dreiecks  (Fig.  91);  das 
Punktsystem  des  Netzes  auf  Jt,  wird  dadurch  bestimmt ^  dass  wir  zu 
a  und  ttj^  die  coajugirten  Punkte  a  und  a^  nehmen  und  die  Schnitt- 
punkte der  Verbindungslinien  aB  mit  ^  (den  Punkt  a)  und  cciB^ 
mit  ^  (den  Punkt  a^)  aufsuchen;  die  beiden  Paare  a,  a  und  a^,  a^ 
sind  conjugirte  Punkte  des  Punktsystems  auf  ^.  Da  nun  a  noth- 
wendig  ausserhalb  der  Strecke  ^82-^1  liegen  muss,  weil  das  auf  % 
gegebene  Punktsystem  elliptisch  ist,  so  kann  Ba  die  Gerade  Äj  nur 
in  der  endlichen  Strecke  zwischen  a^  und  a^  treffen  (a^  ist  der 
Schnittpunkt    von   SIg  ^^^   ^3)?    ^^^   ^^  ebenso    «^    ausserhalb  B^B 

Fig.  91. 


liegt,  so  kann  Bj^a^  die  Gerade  St,  nur  ausserhalb  der  Strecke  act^ 
treffen;  das  Stück  zwischen  aa^  bleibt  beidemal  verschont,  und  die 
Punkte  aa^aai  liegen  so,  dass  das  eine  Paar  conjugirter  Punkte 
aa  durch  das  andere  a^a^  getrennt  wird;  das  Punktsystem  auf  81,  ist 
also  elliptisch.  Dasselbe  ßaisonnement  bleibt  bestehen,  wenn  ^  eine 
solche  Lage  hat,  dass  sie  zwei  andere  Seiten  des  Tripeldreiecks  JBgJBiB 
zwischen  den  Ecken  und  die  dritte  in  der  Verlängerung  trifft.  Im 
zweiten    Falle,    wenn    die    Punkte   a   und  c^    ausserhalb    B^B^    und 
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JBjJB  liegen;  müssen  a  und  a^  zwischen  B^B^  und  B^B  liegen;  der 
Strahl  Ba  kann  also  $(3  nur  ausserhalb  der  Strecke  a^a^  treffen 
und  B^a^  nur  innerhalb  der  Strecke  «2^5  ^^^  Theil  aa^  bleibt  also 
wiederum  verschont ,  und  die  Schnittpunkte  a  und  Q^  liegen,  wie 
früher^  so^  dass  das  eine  Paar  conjugirter  Punkte  aa  durch  das  andere 
Paar  a^a^  getrennt  wird;  das  Punktsystem  auf  Slg  ist  also  wieder 
elliptisch;  da  aber  die  Gerade  $[3;  wie  sie  auch  in  der  Ebene  liegen 
mag,  nothwendig  eine  der  beiden  untersuchten  Lagen  haben  muss,  so 
folgt;  dass  alle  Punktsysteme,  die  im  Netze  vorkommen;  elliptisch 
sind  und  also  auch  alle  Strahlsysteme. 

Wir  unterscheiden  hiemach  zwei  wesentlich  verschiedene  Arten 
des  Netzes: 

d)  Bas  eUiptiscfie  Net$  enthält, nur  elliptische  Punktsysteme  auf 
allen  Geraden  und  daher  auch  nur  elliptische  Strahlsysteme  in  allen 
Punkten  der  Ebene  (da  jedes  Strahlsystem  mit  dem  ihm  zugehörigen 
Punktsystem  auf  der  Polare  perspectivisch  liegt,  daher  gleichartig  ist). 

V)  Bas  hyperbolische  Netz  enthält  theils  elliptische,  theils  hyper- 
bolische Punktsysteme  und  ebenso  Strahlsysteme;  bei  einem  Tripel 
conjugirter  Strahlen  und  Punkte  sind  immer  zwei  Systeme  hyper- 
bolisch und  das  dritte  elliptisch;  die  Asymptotenpunkte  aller  Punkt- 
systeme liegen  auf  dem  Eemkegelschnitt,  und  die  Asymptoten  aller 
Strahlsysteme  berühren  denselben  Eemkegelschnitt;  das  Netz  ist  das 
bekannte  Polarsystem  für  diesen  Kegelschnitt. 

Ein  Punktsystem  hat,  wenn  es  hyperbolisch  ist,  zwei  reelle 
Asymptotenpunkte,  welche  dasselbe  vollkommen  bestimmen,  und  um- 
gekehrt zwei  reelle  Punkte  einer  Geraden,  als  die  Asymptotenpunkte 
eines  hyperbolischen  Punktsystems  aufgefasst,  werden  durch  dieses 
Punktsystem  vertreten;  wenn  dagegen  das  Punktsystem  elliptisch  ist, 
hat  es  keine  reellen  Asymptotenpunkte  und  ist  nichtsdestoweiiiger  ein 
völlig  reelles,  in  ganz  gleicher  Weise  construirbares  Gebilde,  von 
dem  wir  der  Uebereinstimmung  wegen  sagen,  dass  es  zwei  imaginäre 
Asymptotenpunkte  hat;  durch  das  elliptische  Punktsystem  wird  also 
ein  imaginäres  Punktpaar  vertreten.  Analogerweise  haben  wir  in 
dem  Involutionsnetz  ein  völlig  reelles,  immer  in  derselben  Art  con- 
struirbares Gebilde,  welches,  wenn  es  hyperbolisch  ist,  einen  reellen 
Kegelschnitt,  seinen  Kern,  vertritt,  und  von  dem  wir  wiederum  der 
Uebereinstimmung  wegen,  wenn  es  elliptisch  ist,  sagen,  es  habe  einen 
imaginären  Kern,  so  dass  das  elliptische  Netz  einen  imaginären  Kegel- 
schnitt vertritt.  Wir  verstehen  hiemach  unter  einem  imaginären  Kegel- 
schnitt den  Kern  eines  elliptischen  Netzes  und  operiren  mit  dem  Netze, 
dessen,  wesentliche  Eigenschaften  bestehen  bleiben  unabhängig  davon. 
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ob  der  Kern  reell  oder  imaginär  ist.  Es  ist  ersichtlich;  dass  es  for 
die  synthetische  Behandlung  geometrischer  Probleme  yon  grosser  Be- 
deutung ist;  ein  YÖllig  reelles  Gebilde  zu  besitzen^  welches  an  Stelle 
eines  imc^inären  Kegelschnitts  zu  setzen  ist. 

Nehmen  wir  zur  Bestimmung  eines  Netzes  zwei  hyperbolische 
Punktsysteme  auf  den  Trägem  ^^i,  die  conjugirte  Strahlen  des 
Netzes  sein  sollen,  und  sei  dem  Schnittpunkt  z  der  Träger  auf  dem 
ersten  der  Punkt  y,  auf  dem  andern  der  Punkt  x  conjugirt;  seien 
ferner  die  Asymptotenpunkte  des  ersten  Punktsystems  aa^  die  des 
zweiten  iE)/);  so  kann  man  zwei  neue  Punktsysteme  aus  denselben 
Punkten  bilden;  die  elliptisch  sind;  indem  man  einmal  z  und  y^  a  und 
ff;  das  andere  Mal  z  und  Xy  b  und  ß  als  Paare  conjugirter  Punkte 
auffasst,  die  jedesmal  ein  elliptisches  Punktsystem  erzeugen;  weil  sie 
harmonisch  gelegen  sind.  Dadurch  hat  man  auf  jedem  der  Träger 
zwei  Punktsysteme;  ein  hyperbolisches  und  ein  elliptisches;  und  indem 
man  zwei  auf  verschiedenen  Trägem  befindliche  zur  Bildung  eines 
Netzes  verwendet;  was  auf  vier  Arten  geschehen  kann,  erhält  man 
vier  verschiedene  NetzC;  die  in  eigenthümlicher  Verbindung  mit  einander 
stehen;  ihre  Kemkegelschnitte  sind  nämlich  vier  harmomsch-ztigeordnete 
Kegelschnitte  (§.  55);  von  denen  drei  reell;  der  vierte  im^inär  ist. 
Wenn  wir  demgemäss  die  Punktsysteme  auf  den  beiden  Trägern  durch 
(A)  (e)  (hl)  (61)  bezeichnen  und  die  vier  Verbindungen: 

(Ä)(M,        (*)(«,),        (e)i\),        («)(«,). 
auf  den  xonjugirten  Trägern  31  Sl^  zur  Erzeugung  der  Netze  verwenden; 
so  werden  die  drei  ersten  Netze  hyperbolisch;  das  letzte  elliptisch. 

Die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung  folgt  unmittelbar  aus  der 
Construction  der  vier  Mittelpunkte  dieser  Netze;  denn  da  xyz  ein  ge- 
meinschaftliches Tripel  für  alle  ist,  so  sind  sie  vollkommen  bestimmt, 
sobald  man  noch  den  Mittelpunkt  kennt;  seien  fi  und  fi^  die  Mittel- 
punkte von  (h)  und  (h^),  so  ergiebt  sich  (nach  S.  59);  dass  der  Mittel- 
punkt V  des  Systems  (e)  der  vierte  harmonische  zu  zy^y  dem  (i  zu- 
geordnete und  ebenso  der  Mittelpunkt  v^  des  Systems  (e^)  der  vierte 
harmonische  zu  zxfti,  dem  ft^  zugeordnete  Punkt  ist;  folglich  haben  wir: 

(xii,  y\L^  =  SR  (iPft;  j/Vi)  =  W 

(XV,  yii,)  =  2R"  {XV,  yv,)  =  2ß'" 

als  Mittelpunkte  dieser  vier  Netze.    Dies  ist  aber  nach  S.  389  (Fig.  85) 

genau  die  Lage  der  vier  Mittelpun]s:te  von  vier  harmonisch-zugeord- 

neten  Kegelschnitten;  welche  das  Tripel  xyz  gemeinschaftlich  haben. 

Wir  müssen  jetzt  noch  einige  besondere  Fälle  erwähnen :  Beim  hyper- 
bolischen Netz  wird  die  doppelt-unendliche  Schaar  von  Geraden  in  der 
Ebene;   welche   theils   elliptische;   theils*  hyperbolische  Punktsysteme 
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enthalten,  in  diese  beiden  Gattungen  getrennt  durch  eine  einfach- 
unendliche Beihe  Ton  solchen  Geraden,  welche  parabolische  Punkt- 
systeme enthalten;  wir  haben  ein  parabolisches  Punktsystem  einen 
solchen  besonderen  Fall  des  hyperbolischen  genannt,  bei  welchem  die 
beiden  Asymptotenpunkte  zusammenfallen;  es  hat  die  Eigenthümlich- 
keit,  dass  zu  diesem  Doppelpunkte  jeder  beliebige  andere  Punkt  der 
Geraden  als  conjugirter  und  wiederum  zu  jedem  beliebigen  Punkt  der 
Geraden  der  Doppelpunkt  als  conjugirter  anzusehen  ist;  f&r  alle  die- 
jenigen Geraden,  welche  Tangenten  des  Eemkegelschnitts  sind,  ist  also 
das  zugehörige  Punktsystem  ein  parabolisches,  und  sie  bilden  die  ge- 
nannte Grenze.  Andererseits  giebt  es  unter  den  doppelt  imendlich- 
vielen  Punkten  der  Ebene,  deren  Strahlsysteme  theils  elliptisch,  theils 
hyperbolisch  sind,  eine  einfach-unendliche  Reihe  solcher  Punkte,  deren 
Strahlsysteme  parabolisch  werden;  dies  sind  die  Punkte,  des  Kemkegel- 
Bchnitts,  und  sie  bilden  die"  Grenze  zwischen  dem  einen  und  dem 
andern  Gebiet;  in  jeder  Tangente  des  Kegelschnitts,  welche  ein  para- 
bolisches Punktsystem  des  Netzes  enthält,  ist  der  Berührungspunkt 
der  Doppelpunkt  des  Systems,  und  fiir  jeden  Punkt  des  Kemkegel- 
schnitts)  welcher  ein  parabolisches  Strahlsystem  enthält,  ist  die  Taugente 
der  Doppelstrahl  desselben. 

In  besonderer  Weise  vereinfacht  sich  das  hyperbolische  Netz, 
wenn  wir  von  den  beiden  erzeugenden  Punktsystemen  eines  parabolisch 
annehmen;  sei  das  Punktsystem  auf  Sl  parabolisch,  so  ist  B^  der 
Doppelpunkt  desselben  (Fig.  92),  weil  er  zu  jedem  beliebigen  Punkte 
der  conjugirte  ist,  mithin  auch  zu  jß^; 
dem  Schnittpunkte  («,  «j);   die  Polare  ^''^'  '*• 

SCg  von  B^y  welche  B^B  verbindet,  wird 
alsdann  nach  der  Gonstruction  des  Netzes 
ein  Punktsystem  enthalten,  welches  eben- 
falls parabolisch  ist  und  seinen  Doppel- 
punkt in  Bi  hat;  um  den  Kern  eines  ^  -  ^" 
solchen  besonderen  Netzes  zu  finden, 
kommt  es  darauf  an,  zu  wissen^  ob  das 
zweite  auf  ^  gegebene  Punktsystem 
hyperbolisch  oder  elliptisch  ist;  wenn 
es  hyperbolisch  ist  mit  den  Asymptoten- 
punkten s  und  tf  so  zeigt  die  frühere 
Gonstruction  des  Kemkegelschnitts,  dass 
derselbe    in    das   Linienpaar   B^s   und 

B^t  zerfällt;   von  jeder  beliebigen   Geraden  in  der  Ebene  wird  der 
Pol  der  feste  Punkt  B^  und  von  jedem  beliebigen  Punkte  in  der  Ebene 
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geht  die  Polare  durch  B^]  das  Strahlsystem ^  welches  in  B^  seinen 
Mittelpunkt  hat  und  mit  dem  auf  S^  gegebeneu  Punktsystem  per- 
spectivisch  liegt,  schneidet  daher  sämmtliche  Geraden  in  der  Ebene 
in  denjenigen  Punktsystemen,  welche  ihnen  im  Netze  zugehoren; 
wenn  dagegen  zweitens  das  auf  9j  gegebene  Punktsystem  elliptisch 
ist,  so  reducirt  sich  der  Eemkegelschnitt  auf  den  einzigen  Punkt  B^ ; 
alle  Punktsysteme  sind  elliptisch  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche 
auf  den  durch  B^  laufenden  Strahlen  liegen,  und  diese  sind  sämmÜich 
parabolisch;  wir  können  auch  sagen,  dase  sich  in  diesem  Falle  der 
Eemkegelschnitt  auf  ein  imaginäres  lAnienpaar  reducirt,  dessen  reeller 
Doppelpunkt  B^  ist,  indem  dieses  Linienpaar  von  den  imaginären 
Asymptoten  des  in  B^  befindlichen  elliptischen  Strahlsystems  gebildet 
wird.  In  dem  ^alle,  wo  der  Eemkegelschnitt  des  Netzes  sich  auf  ein 
reelles  Linienpaar  oder  einen  Punkt  (Schnittpunkt  eines  imaginären  Linien- 
paares) reducirt,  heisst  das  Netz  ein  parabolisches.  Daß  parabolische  Netz 
besteht  also  eigentlich  aus  nichts  anderem,  als  einem  gewohnlichen  ebenen 
Strahlsystem. 

Werden  beide  erzeugenden  Punktsysteme  parabolisch  angenommen 
mit  den  Doppelpunkten  B^  B,  so  zieht  sich  der  Eemkegelschnitt  anstatt 
auf  ein  Linienpaar  auf  eine  einzige  doppelt  zu  zählende  Gerade  B  Bi 
zusammen;  nehmen  wir  an,  dass  von  den  beiden  erzeugenden  Punkt- 
systemen eines  parabolisch  mit  dem  Doppelpunkt  B^,  das  andere  hyper- 
bolisch sei  und  einen  Asymptotenpunkt  in  B^^  habe,  dieser  also  der 
Schnittpunkt  der  beiden  Träger  wird,  so  ist  das  Netz  unbestimmt 
und  verlangt  zu  seiner  vöUigen  Bestimmung  noch  ein  weiteres  Datupi. 
Gehen  wir  von  der  Bestimmung  des  Netzes  durch  zwei  Strahlsysteme 
aus,  deren  Mittelpunkte  zugeordnete  Punkte  sein  sollen,  so  ergeben 
sich  analoge  besondere  Fälle,  wenn  wir  eines  derselben  parabolisch 
wählen.  Der  Eemkegelschnitt  reducirt  sich  auf  ein  reelles  oder  imagi- 
näres Punktpaar,  dessen  Träger  immer  reell  ist,  oder  wenn  beide 
Strahlsysteme  parabolisch  sind,  auf  einen  einzigen  doppelt  zu  zählenden 
Punkt.  Wir  kehren  nach  diesen  besonderen  Fällen  wieder  zu  dem  all- 
gemeinen Involutionsnetz  zurück. 

§.  58.    YerscMedene  Besttmmungs-Arten  des  Netzes. 

Wenn  wir  als  bestimmende  Elemente  des  Netzes  annehmen:  1)  ein 
Paar  conjugirter  Punkte  oder  Strahlen,  2)  ein  Punktsystem,  welches 
zwei  Paare  conjugirter  Punkte  vertritt,  oder  ein  Strahlsystem,  3)  ein 
Paar  von  Pol  und  Polare ,  welches  ebenfalls  zwei  Paare  conjugirter  Punkte 
oder  Strahlen  vertritt,  endlich  4)  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  oder 
Strahlen,  welches  drei  Paare   conjugirter  Punkte   oder  Strahlen  ver- 
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tritt,  80  lassen  sich  diese. Elemente  in  mannigfacher  Weise  zur  Be- 
stimmung des  Netzes  zusammenstellen;  Yon  diesen  Bestimmungsarten 
wollen  wir  einige  hier  anführen,  und  zwar  nur  solche,  die  das  Netz 
eindeutig  bestimmen.  ^ 

Die  auf  S.  413  zur  Construction  des  Netzes  angenommenen  Be- 
stimmungsstücke waren: 

1)  istvei  conjugirte  StrcMen  des  Netzes  (?l  und  Äj)  wid  auf  jede^n 
das  Pimktsystem,  welches  dem  Netze  zugehören  soll,  oder  auch  zwei  con- 
jugirte Punkte  und  in  jedem  das  zugehörige  Strahlsystem  des  Netzes. 
Hieraus  ergiebt  sich  sofort  eine  zweite  Bestimmungsart  durch 

2)  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  BB^B^  des  Netzes  und  eine  be- 
lange Gerade  Stg  mit  dem  ihr  zugdiörigen  Punktsystem^  denn  die  drei 
Verbindungslinien  (B^B^)  =  «,  (B^B)  =  St^,  (BB^)  =  %^  mögen  die 
Gerade  ^3  beziehlich  in  den  Punkten  aa^a^  trejBPen;  seien  die  drei  con- 
jugirten  Punkte  zu  diesen  in  dem  auf  ^  gegebenen  Punktsystem 
aa^ag,  so  treffen  sich  aB,  cc^Bj^,  a^B^  in  einem  Punkte  B^,  dem  Pol 
Ton  $(3;  und  zugleich  treffen  sie  ^^^2  ^  solchen  Punkten  dd^a^y 
welche  auf  diesen  drei  Geraden  conjugirt  sind  den  Punkten  aa^a^\  da 
nun  je  zwei  Tripelpunkte  ausserdem  ein  zweites  Paar  conjugirter 
Punkte  sind,  so  keimen  wir  die  Punktsysteme  auf  zwei  conjugirten 
Strahlen  des  Netzes  ^  also  nach  1)  das  ganze  Netz.  In  analoger  Weise 
ist  das  Netz  bestimmt  durch  ein  Tripel  conjugirter  Strahlen  und  ein 
beliebiges  Strahlsystem  Bv^,  welches  dem  Netze  zugehören  soll.  Femer 
ergiebt  sich;  dass  es  auch  bestimmt  wird  durch 

3)  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  BB^B^  und  ein  beliebiges  Paar  von 
Pol  und  Polare:  B^  und  8I3;  denn  möge  %^  die  beiden  Verbindungs- 
linien B^B^  und  B^B  in  a  und  a^  treffen^  und  seien  die  Schnittpunkte 
(BB^,  B^B^)  =  a,  (B^B^,  -Sg-B)  =  «i>  ^o  sind  a  und  a,  sowie  a^ 
und  a^  conjugirte  Punkte  des  Netzes^  und  da  auch  zwei  Tripelpunkte 
immer  conjugirt  sind;  so  kennen  wir  die  Punktsysteme  auf  zwei  con- 
jugirten Strahlen  des  Netzes^  mithin  nach  1)  das  ganze  Netz.  Um- 
ständlicher wird  die  Bestimmung  des  Netzes  durch 

4)  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  BB^B^  und  zum  beliebige  Paare 
p  und  %y  p^  und  x^,  welche  conjugirte  Punkte  sein  sollen.  Hier  können 
wir  so  verfahren^  dass  wir  durch  tc  eine  beliebige  Gerade  ziehen,  die- 
selbe als  Polare  von  p  auffassen ,  wodurch  dann  nach  3)  das  Netz  be- 
stimmt ist,  und  für  das  so  bestimmte  Netz  die  Polare  zu  jP|  con- 
struiren;  verändern  wir  dann  die  durch  ;r  angenommene  Gerade,  so 
verändert  sich  auch  die  zuletzt  construirte  Polare;  sobald  es  vor- 
kommt, dass  sie  durch  den  gegebenen  Punk^  n^  geht,  ist  das  Netz 
den  gegebenen  Bedingungen  gemäss  bestimmt.     Die  dabe}.  eintretende 
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Yeranderung  lässt  sich  aber  leicht  überschajien^  wenn  wir  folgende  Be- 
merkung YorauBSchicken:  Das  Punktsystem  auf  einer  Geraden  ist  durch 
zwei  Paare  conjugirter  Punkte  a  und  a,  b  und  ß  bestimmt,  und  zu 
einip  dritten  Punkte  c  kann  der  conjugirte  y  nach  S.  66  so  gefunden 
werden  (Fig.  93):   durch   c  ziehe  man  eine  beliebige  Gerade,  nehme 

Fig.  93. 


auf  ihr  zwei  Punkte  P  und  Q  an,  suche  die  Schnittpunkte : 

(Pa,  Qh)  -  B        {Pß,  Qa)  =  S, 

dann  geht  BS  durch  y,  w.egen  der  Eigenschaft  des  Tollstandigen 
Vierecks  PQBS,  dessen  Seiten  eine  Transversale  in  sechs  Punkten 
einer  Involution  schneiden.  Wenn  wir  nun  von  den  vier  zur  Be- 
stimmung des  Punktsystems  erforderlichen  Punkten  aabß  drei  aa 
und  b  festhalten,  den  vierten  ß  aber  verändern,  so.  variirt  das 
Punktsystem,  und  zu  dem  festen  Punkt  c  gehört  jedesmal  ein  an- 
deres y]  aus  der  Construction  geht  aber  hervor,  dass  bei  der  Be- 
wegung von  ß,  während  die  Punkte  aabcPQ  festgehalten  werden, 
auch  B  fest  bleibt,  8  dagegen  sich  verändert,  indem  es  auf  Qa  eine 
mit  ß  perspectivisch  liegende  Punktreihe  durchläuft;  y  durchläuft 
wiederum  eine  mit  S  perspectivische  Punktreihe,  also  beschreiben  auch 
ß  und  y  zwei  aufeinanderliegende  projectivische  Punktreihen,  deren 
Doppelelemente  a  und  a  werden. 

Dies  vorausgeschickt,  sei  nun  BB^B^  das  gegebene  Tripel,  also 
(Bj^Bj)  =  Ä  und  (B^B)  ^=  Äj  sind  conjugirte  Strahlen;  Ä  werde  von 
pB  und  jpi^B  in  a  und  b  getroffen,  Äj  dagegen  von  pBi  und  p^B^  ia 
o^  und  b^]  wenn  wir  durch  tc  eine  beliebige  Gerade  S  ziehen,  welche 
9   und   %i   in    tt   und   a^    trifft,    und   auf  %    das    durch    die    Paare 


JBgPi  und  aa^   dagegen   auf  St^  das   durch  die  Paare  B^B  und  Qj^a^ 

m 

bestimmte  Punktsystem  auffassen  und  in  dem  ersten  zu  b  den  con- 
jugirten  Punkt  /},  in  dem  andern  zu  b^  den  conjugirten  Punkt  ß^  be- 
stimmen, Solist  ßßi  die  Polare  von  jp^;  indem  wir  nunmehr  die  Gerade 
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S  um  den  Punkt  %  drehen  ^  verändern  sich  a  und  a^  und  mit  ihnen 
ß  und  ß^\  aus  der  yorausgeschickten  Hülfsbetrachtung  geht  hervor^ 
dass  ß  und  a  projectivische  Punktreihen  beschreiben^  deren  Doppel- 
elemente  JB^  und  JB^  sind;  ebenso  beschreiben  ß^  und  a^  projectivische 
Punktreihen  mit  den  Doppelpunkten  B^  und  B\  a  und  «^  durchlaufen 
aber  persyctivische  Punktreihen,  deren  Projectionspunkt  %  ist,  folg- 
lich beschreiben  auch  ß  und  ß^  projectivische  Punktreihen  auf  den 
Trägem  %  imd  Sl^,  und  dieselben  liegen  perspectivisch;  denn  sobald 
a  nach  B^  kommt,  geht  auch  a^^  dahin,  nach  dem  Vorigen  aber  auch 
ß  und  ß^,  mithin  fallen  in  den  Schnittpunkt  der  Träger  entsprechende 
Punkte  der  projectivischen  Punktreihen,  diese  liegen  daher  perspecti- 
visch,  also  ßß^  läuft  durch  einen  festen  Punkt  o,  der  durch  zwei  be- 
liebig gewählte  Lagen  fSr  2  leicht  zu  construiren  ist.  Auch  sehen  wir, 
dass  diese  Polare  ßßi  =  ^i  des  Punktes  p^  ein  Strahlbüschel  beschreibt, 
welches  projectivisch  ist  mit  dem  von  2  beschriebenen.  Durch  den 
letzten  gegebenen  Punkt  tc^  giebt  es  also  nur  eine  einzige  Gerade  S^, 
nämlich  die  Verbindungslinie  %^o  (es  müsste  denn  der  besondere  Fall 
eintreten,  dass  n^  mit  o  zusammenfiele,  dann  wäre  das  Netz  unbestimmt); 
ziehen  wir  nach  der  Construction  des  Punktes  o  den  Strahl  n.o  und 
nehmen  diese  Gerade  als  Polare  von  p^,  so  ist  das  Netz  durch  dieses 
Paar  von  Pol  und  Polare  und  durch  das  Tripel  5  JB^Bg  nach  3)  völlig 
bestimmt  und  genügt  offenbar  den  verlangten  Bedingungen;  das  Netz 
ist  also  im  Allgemeinen  vollkommen  und  eindeutig  bestimmt  durch 
die  gegebenen  Bestimmungsstücke  und  die  Construction  desselben  aus 
der  vorigen  Betrachtung,  wenn  auch  etwas  umständlich,  doch  allein 
mittelst  des  Lineals  ausführbar.  Am  einfachsten  gestaltet  sich  diese 
Construction,  wenn  wir  für  die  eine  Lage  von  S  die  Gerade  nB 
und  fSr  die  andere  Lage  tcB^  nehmen;  dann  föUt  das  eine  Mal  a^ 
nach  B,  folglich  auch  ß^  nach  By  das  andere  Mal  a  nach  B^  und 
auch  ß  nach  JB^,  imd  der  Punkt  o  wird  auf  folgende  Art  gefunden: 

*  Sind  das  Tripel  B^B^B  und  das  Paar  conjugirter  Punkte  j>,  % 
gegeben,  so  ziehe  man  BB^j  BB^  und  Bp,  Bx,  wodurch  man  zwei 
Paar  Strahlen  erhält,  welche  ein  Strahlsystem  bestimmen,  imd  suche 
den  zu  Bp^  conjugirten  Strahl  dieses  Strahlsystems;  zweitens  ziehe 
man  Bj^B^y  B^B  und  B^py  B^Tt,  wodurch  man  zwei  Strahlenpaare 
eines  andern  Strahlsystems  erhält,  in  welchem  man  den  dem  Strahle 
BiPi  conjugirten  aufsuche;  dieser  und  der  vorige  in  dem  Strahlsystem 
(B)  schneiden  sich  im  gesuchten  Punkt  o;  man  erhält  auch  ein  drittes 
Strahlsystem  in  B^  durch  die  Strahlenpaare  B^Bj  B^B^  und  B^y  B^n, 
imd  der  zu  B^^  conjugirte  Strahl  des  letzten  Strahlsystems  muss  eben- 
falls durch  0  gehen.    Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz:  Für  alle  Nä0€,  welche 
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ein  Tripel  BB^B^  und  ein  Paar  cotyugirter  Punkte  p,  %  gemeinsdwfÜich 
haben  j  laufen  die  Polaren  eines  und  desselben  Punktes  (p^)  durch  einen 
festen, Punkt  (o)  (§.  62). 

'Eine  einfachere  Consianiction  dieser  Aufgabe  ergiebt  sich  aus 
der  Bemerkung^  dass  die  sechs  Ecken  zweier  Polardreiecke  eines 
Polarsystems  allemal  auf  einem  Kegelschnitt  liegen  und  gleichzeitig 
die  sechs  Seiten  dieser  beiden  Dreiecke  einen  Kegelschnitt  berühren 
(S.  415).  Sind  demnach  das  Polardreieck  J5jBiJ?2  und  zwei  Paare  con- 
jugirter  Punkte  pn  und  p^Tt^  gegeben,  so  legen  wir  durch  BB^B^pjc 
einen  Kegelschnitt  K^^^  und  durch  BB^B^p^n^  einen  Kegel- 
schnitt Kf^'^  dieselben  haben  noch  einen  vierten  gemeinschaftlichen 
Punkt  ä;,  welcher  linear  zu  construiren  ist  (Seite  238).  Alle  Kegel- 
schnitte ^^^,  welche  dem  Dreiseit  BB^B^  einbeschrieben  sind  und 
gleichzeitig  die  Verbindungslinie  pjc  berühren,  bilden  eine  Kegel- 
schnittschaar  S(ßf^^^)  von  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  und  die 
Tangentenpaare  aus  dem  Punkte  x  an  die  Kegelschnitte  dieser  Schaar 
bilden  ein  Strahlsystem  (Seite  280),  dessen  Strahlenpaare  den  Kegel- 
schnitt K^'^  in  Punktpaaren  durchbohren;  die  Durchbohrungssehnen 
derselben  laufen  durch  einen  festen  Punkt  (Sehnenpol)  o  (Seite  151). 
In  gleicher  Weise  werden  alle  Kegelschnitte  Ä^*^,  welche  dem  Dreiseit 
BB^B^  einbeschrieben  sind,  und  zugleich  die  Verbindungslinie  p^n^ 
berühren,  eine  Kegelschnittschaar  S{^^^)  von  vier  gemeinschaftlichen 
Tangenten  bilden,  und  die  Tangentenpaare  aus  dem  Punkte  x  an  die 
Kegelschnitte  dieser  Schaar  werden  ebenfalls  ein  Strahlsystem  bilden, 
dessen  Strahlenpaare  den  Kegelschnitt  K^^^  in  Punktpaaren  durch- 
bohren; diese  Durchbohrungssehnen  laufen  gleichfalls  durch  einen  festen 
Punkt  (Sehnenpol)  o^.  Die  Verbindungslinie  oo^  =  X  ist  alsdann  die 
Polare  von  x  in  dem  durch  die  gegebenen  Stücke  bestimmten  Polar- 
systeme und  dieses  ist  daher  vollständig  bekannt,  da  man  ein  Tripel 
BB^B^  und  ein  Paar  von  Pol  und  Polare  desselben  kennt,  nach  der 
Construction  3).  Man  kann  noch  die  dritten  Tripelprmkte  zu  ^ä  und 
j^i^i  finden,  indem  man  den  besonderen  Kegelschnitt  construirt,  welcher 
die  Seiten  des  Dreiecks  BB^B^  und  die  Geraden  pjt  und  X  berührt; 
die  Tangenten  aus  p  und  n  an  diesen  Kegelschnitt  treÖen  sich  in  dem 
dritten  Tripelpunkt  zu  p7t.  In  ähnlicher  Weise  findet  man  den  dritten 
Tripelpunkt  zu  Pi^tj^. 

5)  2koei  Tripel  conjugirter  Punkte  BB^B^  und  B^B^B^  enthalten 
mehr  Elemente,  als  zur  Bestimmung  des  Netzes  erforderlich  und  aus- 
reichend sind;  wenn  diese  sechs  Punkte  aber  der  Bedingung  genügen, 
dass  sie  auf  einem  Kegelschnitt  liegen  (S.  415),  so  ist  wiederum  das 
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Netz  vollkommen  mid  eindeutig  durch  sie  bestimmt;  es  genügt  alsdann, 
zu  seiner  Construction  das  Tripel  BB[B^  und  das  Paar  von  Pol  und 
Polare:  B^  und  B^^B^^  zu  wählen,  wodurch  nach  3)  das  Netz  be- 
stimmt wird,  dann  müssen  B^^  und  B^^  von  selbst  ein  Paar  conjugir: 
ter  Punkte  sein. 

An  die  in  1)  enthaltene  Entstehungsweise  des  Netzes  durch  zwei 
Punktsysteme,  deren  Träger,  oder  zwei  Strahlsysteme,  deren  Mittel- 
punkte conjugirte  Elemente  sind,  knüpft  sich  noch  eine  neue  Bestim- 
mungsart durch  ein  Punktsystem  und  ein  Strahlsystem,  welche  per- 
spectivisch  liegen  und  Pol  und  Polare  des  Netzes  liefern;  hierdurch 
allein  ist  aber  das  Netz  noch  nicht  völlig  bestimmt;  zu  seiner  Be- 
stimmung ist  noch  erforderlich  ein  Paar  conjugirter  Punkte  oder 
Strahlen;  also: 

6)  ein  Strahlsystem  mit  deni  Mittelpunkt  B,  das  auf  einer  beliebigen 
Geraden  5K  durch  das  Strahlsystem  ausgeschnittene  Punktsystem,  die  Be- 
dingung, dass  B  und  81  Pol  und  Polare  des  Netzes  seien  mit  den  ihnen 
zugehörigen  Systemen,  und  endlich  noch  ein  beliebiges  Paar  conjugirte^' 
Punkte  jp,  n  bestimmen  das  Netz  vollständig;  treffe  nämlich  pic  die 
Gerade  %  in  5,  und  sei  6  der  conjugirte  Punkt  in  dem  auf  Sl  gegebe- 
nen Punktsystem,  so  wird  Bö  die  Polare  von  s  sein,  also  pn  in  einem 
solchen  Punkte  a  treffen,  dass  pic,  sa  zwei  Paare  conjugirter  Punkte 
sind,  welche  das  dem  Netze  zugehörige  Punktsystem  auf  dieser  Ge- 
raden bestimmen;  nehmen  wir  daher  irgend  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  B^B^j,  des  auf  81  gegebenen  Punktsystems,  so  haben  wir  ein 
Tripel  BB^B^  und  ausserdem  ein  Punktsystem  auf  pn,  wodurch  das 
Netz  nach  2)  bestimmt  ist  In  gleicher  Weise  ist  das  Netz  bestimmt, 
sobald  Pol  und  Polare  mit  ihren  Systemen  und  ein  beliebiges  Paar 
conjugirter  Strahlen  gegeben  sind.   * 

7)  Zwei  beliebige  Paare  von  Pol  und  Polare:  B  und  Ä,  B^^  und  ä^, 
und  ein  Paar  conjugirter  Punkte  p,  n  bestimmen  das  Netz  ebenfalls 
eindeutig;  »ei  der  Schnittpunkt  (81,  Sl^)  =  B^  und  die  Verbindungslinie 
(-BJ?,)  =  8I5,,  so  sind  auch  B^  und  ^2  ^^^  V^2ly  von  Pol  und  Pol^e; 
bezeichnen  wir  die  Schnittpunkte  (81^2)  =  B  und  (81^812)  =  B^,  so 
haben  wir  auf  81^  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  JSB  und  Byi^,  also 
das  ganze  dem  Netze  zugehörige  Punktsystem  und  zugleich  das  mit 
ihm  perspectivische  Strahlsystem  in  B^,  welches  dem  Netze  zugehört, 
weil  B.^  der  Pol  von  81^  ist;  wir  haben  nmi  ausserdem  noch  ein  Paar 
conjugirter  Punkte  pn,  wodurch  nach  dem  vorigen  Falle  6)  das  Netz 
vollständig  und  eindeutig  bestimmt  wird. 

8)  Drei  beliebige  Paare  von  Pol  und  Polare:  B  und  81,  B^  und  8ti, 
2^2  ^'^^  ^2  enthalten  mehr  Elemente,  als  zur  Bestimmung  des  Netzes 
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erforderlich  sind;  wir  können  indessen  die  Abhängigkeit  ermitteln, 
in  welcher  diese  sechs  Stücke  zu  einander  stehen  müssen,  damit 
sie  das  Netz  bestimmen.  Nehmen  wir  B  und  Ä,  B^  und  Äj 
und  den  Punkt  B^  willkürlich  an  (Fig.  94),  so  ist  die  Verbin- 
dungslinie (BB^)  =  ^  die  Polare  des  Schnittpunktes  (ä,  Äj)  =  B^] 
das  Punktsystem   auf  ^3  ist   bestimmt  durch  zwei  Paare  conjugirter 


Punkte:  B  und  den  Schnittpunkt  93  =  (9,  ^3),  B^^  und  den  Schnittpunkt 
93i  =  (Äj,  ^[3);  ziehen  wir  B^B^,  so  muss  der  Pol  dieser  Geraden  auf 
^  liegen  und  der  conjugirte  Pimkt  0  zu  dem  Schnittpunkte  ^  sein, 
in  welchem  B^B^  die  Stg  trifft;  es  sind  also  B^  und  a  conjugirte  Pimkte, 
d.  h.  die  Polare  von  B^  muss  durch  6  gehen;  sie  ist  mithin  nicht 
mehr  vollkommen  frei,  sondern  muss  durch  einen  bestimmten,  von 
den  beiden  andern  Paaren:  B  und  Sl,  B^  und  %^  und  dem  Punkt  JSg 
abhängigen  festen  Punkt  a  gehen;  ziehen  wir  durch  ö  eine  beliebige 
Gerade  %^  als  Polare  von  B^y  so 'ist  jetzt  das  Netz  bestimmt,  und  die 
Abhängigkeit  der  drei  Punkte  BB^B^  und  ihrer  Polaren  %%^%^  von 
einander  stellt  sich  in  folgender  Weise  heraus:  sei  der  Schnittpuukt 
(8t,  «2)  =  /Jj,  der  Schnittpunkt  («i,  a^)  =  ß  und  (ßß,  B^  =  0,  dann 
gehen  in  dem  vollständigen  Viereck  ßoß^B^  zwei  Seitenpaare  durch  die 
Punkte  BIO  und  B^^^  des  auf  8I3  befindlichen  Punktsystems,  vom  dritten 
Seitenpaar  geht  ein  Theil  ßßi  durch  <T,  folglich  deir  andere  B^o  durch  den 
conjugirten  Punkt  s,  d.  h.  Bß,  ^ißu  ^2^3  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  0;  nun  sind  aber  BB^B^  die  Ecken  eines  Dreiecks  und  B^ßß^ 
die  Ecken  des  von  den  drei  Polaren  8(8(28(2  gebildeten  Dreiseits;  diese 
beiden  Dreiecke  liegen  also  perspectivisch  (S.  155),  und  es  gilt  der 
Satz:  Hat  man  in  einem  Netze  drei  helidnge  Punkte  BB^B^  und  deren 
drei  Polaren  8(8(18(2,  welche  sich  paarweise  in  den  Punkten  (8(,  8(1)  ==  B^, 
(^17  ^)  ==  B,  (8(2, 8()  =  Bi  schneiden,  so  liegen  die  beiden  Dreiecke  BB^^ 
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und  BB^B^  perspectivisch ,  d,  h.  BB,  B^Bi,  -B^B^  schneiden  sich  in  einem 
Punkte,  Hieraus  folgt  die  gleichbedeutende  Bedingung^  dass  die  Schnitt- 
punkte: {%  B,B^),  («1,  B^B)  und  (Sijs,  BB^)  drei  Punkte  in  gerader 
Linie  sein  müssen.  Um  dann  zu  irgend  einem  Punkte  P  in  der  Ebene 
die  Polare  !^  zu  construiren^  kann  man^  wie  leicht  nachzuweisen  ist, 
in  folgender  Weise  verfahren:  Man  ziehe  PB^  welches  Äi  in /Jj  treffe, 
undPJSj,  welches  %mß  treffe,  dann  wird  (ßß^^^BB^)  «=  a;  ein  Punkt  der 
Polare  fi  sein;  bestimmt  man  in  gleicher  Weise  die  Schnittpmikte: 

SO  trifft  ihre  Verbindungslinie  B^B^  in  y,  einem  zweiten  Punkte  der 
gesuchten  Polare  fi;  diese  ist  also  schon  bekannt;  man  kann  noch 
einen  dritten  Punkt  is  von  ihr  finden,  indem   man  die  Schnittpunkte: 

(PB„  %)        {PB,  «,) 

verbindet  und  diese  Verbindungslinie  bis  zum  Schnittpunkte  mit  BB^ 
verlängert,  welcher  z  ist.  Dies  liefert  einen  Satz,  welcher  unabhängig 
vom  Netze  gilt.  Nun  können  wir  auch  rückwärts  schliessen:  Wenn  die 
zur  Bestimmung  des  Netzes  gegebenen  drei  Paare  B  und  $[,  B^  und 
%i,  J?2  ^^^  ^2  ^^^  Bedingung  genügen,  dass  die  beiden  Dreiecke 
BB^B^  und  ^St^Sl^  beziehlich  perspectivisch  liegen,  dann  ist  ein 
Netz  durch  sie  vollständig  und  eindeutig  bestimmt 

9)  Zwei  beliebige  Punktsysteme  auf  den  Trägetm  S  und  Sl^,  welche 
niefit  conjugirte  Strahlen  sein  sollen,  und  irgend  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  p,  n  bestimmen  das  Netz.  Sei  JB2  ^^^  Schnittpunkt  der  beiaen 
Geraden  8l?ti,  dann  ist  die  Verbindungslinie  derjenigen  beiden  Punkte 
der  Träger,  welche  ihrem  Schnittpunkte  in  den  gegebenen  Punktsystemen 
conjugirt  sind,  die  Polare  von  B^;  auf  der  Verbindungslinie  pn 
kennen  wir  nur  dies  eine  Paar  conjugirter  Punkte;  wäre  uns  das  ganze 
Punktsystem  auf  dieser  Geraden  bekannt,  und  bezeichnen  wir  ihren 
Schnittpunkt  mit  %  durch  B^y  mit  91|  durch  JB,  so  hätten  wir  auch 
die  Polaren  von  B  imd  B,,  indem  wir  die  ihnen  conjugirten  Punkte 
in  den  beiden  Paaren  von  Punktsystemen  verbinden,  deren  Träger 
sich  einmal  in  P,  das  andere  Mal  in  B^  treffen;  wir  hätten  dann  also 
drei  Paare  von  Polen  und  Polaren,  welche  der  in  8)  gefundenen  Bedingung 
Genüge  leisten.  Sei  nämlich  (Fig.  95)  in  dem  auf  %  gegebenen  Punkt- 
system dem  J?2  conjugirt  ß^^  dem  B^  conjugirt  &|,  in  dem  auf  ^^ 
gegebenen  Punktsystem  dem  B^  conjugirt  b^^  dem  B  conjugirt  ß  und 
endlich  in  dem  auf  der  Verbindungslinie  {BB^^=%^  angenommenen 
Punktsystem  dem  B  conjugirt  6,  dem  B^  conjugirt  j3^,  dann  sind  bß^ 
6j/J^,  \ß^  beziehlich  die  Polaren  von  BB^B^\  es  müssen  nun  die  Seiten 
dieses  Polardreiseits  die  entsprechenden  Seiten  des  Dreiecks  BB^B^  in 

28* 


436 


Vierter  Abgcbnitt. 


Fig.  95. 


drei  Punkten  einer  Geraden  treffen,  nämlich  (ftgft»  -^-^i)  =  ^2»  (pßy^i^i) 

=  0,  (b^ßi,  S^B)  =  0^]  von  diesen 
drei  auf  einer  Geraden  liegenden 
Punkten  o^oo^  ist  einer,  nämlich 
^2;  gegeben  als  der  Schnittpunkt 
der    durch     die     beiden    Punkt- 
systeme auf  8  Sil  bekannten  Po- 
lare von  J?2  mit  der  Verbindungs- 
linie pn.   Wir  können  also  durch 
den  bekannten  Punkt  o^  eine  ver- 
änderliche Gerade  S  ziehen,  durch 
welche  dann  das  Netz  völlig  be- 
stimmt wird,   und   filr  dieses   so 
bestimmte  Netz  zu  dem  gegebenen 
festen  Punkte  p  den  conjugirten 
Punkt    auf   St^    bestimmen;    mit 
der  Veränderung  von  ß  verändert 
sich  auch  der  zuletzt  construirte 
Punkt,  und  es  wird  nur  einmal  vorkommen,  dass  er  mit  dem  gegebe- 
nen Punkte  n  zusammenfällt;  durch  diese  besondere  Lage  der  Geraden 
fi  ist  alsdann  das  Netz  allen  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäss  bestimmt 
Es    ist    leicht    in    der    Figur    zu    verfolgen,    wie    sich    mit    der 
Drehung  von   S   um  o^    das   durch    sie    bestimmte    Punktsystem   auf 
%f,   also  auch    der    dem   festen   Punkt  p  jedesmal    conjugirte   Punkt 
p    verändert.      In    der    That    o   und    o,    beschreiben   zwei    perspecti- 
vische  Punktreihen  auf  %  und  Sl^,  also  fc^o,  und  bo  zwei  projectivisehe 
Strahlbüschel,    die   Punkte  ß^  und  6  zwei  projectivisehe  PunktreihcD 
auf  %2  ^^^  'A.rt,  dass,  wenn  ß^  nach  B  gelangt,   b  nach  B^  kommt 
und  zugleich,  wenn  ß^  nach  B^  kommt,    b   nach  B  gelangt;    also  ß^ 
und  b  erzeugen  bei  der  Bewegung  selbst  ein  neues  Punktsystem,  von 
dem  B  und  B^  ein  Paar  conjugirter  Punkte  bilden.    Nun  bestimmen  die 
beiden  Paare  Bb  und  B^ß^  dasjenige  Punktsystem  auf  äg,  für  welches 
der  dem  festen  Punkt  p  conjugirte  p  bestimmt  werden  muss;  nach  der 
bekannten,  schon  öfters  angewendeten  Construction  eines  sechsten  Punktes 
der  Involution  ziehen  wir  durch  j>  irgend  eine  Gerade,  nehmen  zwei 
beliebige  Punkte  P  und  Q  derselben,  bestimmen  die  Schnittpunkte: 

dann  trifft  ES  die  Gerade  Jlg  in  dem  gesuchten  Punkte  p.  Bei  der 
auszuführenden  Bewegung  wird  R  fest  bleiben  und  S  einen  Kegel- 
schnitt beschreiben,  weil  b  und  ß^  projectivisehe  Punktreihen  durch- 
laufen; dieser  Kegelschnitt  geht  durch  P  und  Q,  aber  auch  durch  li, 
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weil;  wenn  ß^  nach  B  gelangt;  b  nach  B^^  kommt;  folglich  beschreibt 
RS  ein  Strahlbiischel,  welches  mit  PS  projectivisch  ist,  also  auch 
mit  der  Punktreihe  ß^  und  h,  daher  mit  o,,  o  und  schliesslich  mit  dem 
von  der  Geraden  S  erzeugten  Strahlbüschel;  der  Schnittpunkt  p  der 
Geraden  RS  mit  %^  beschreibt  daher  eine  Punktreihe,  welche  mit  dem 
durch  die  Bewegung  von  S  hervorgerufenen  Strahlbiischel  projectivisch 
ist.  Nachdem  diese  projectivische  Beziehung  erkannt  und  durch  eine 
einfache  Construction;  zu  welcher  man  nur  des  Lineals  bedarf;  her- 
gestellt ist;  leuchtet  es  ein,  dass  nur  für  eine  einzige  bestimmte  Lage 
von  2  der  veränderliche  Punkt  p  mit  dem  gegebenen  ä  zusammen- 
fallen kami;  und  diese  Lage  von  £.  ist  durch  die  bekannte  projectivi- 
sche Beziehung  allein  mittelst  des  Lineals  zu  ermitteln;  indem  man 
zu  dem  gegebenen  Punkte  7t,  als  der  Punktreihe  (p)  angehörig;  den 
entsprechenden  Strahl  des  Strahlbüschels  (£)  aufsucht.  Hierdurch 
wird  nun  die  letzte  gegebene  Bedingung  erfüllt;  dass  2>  mid  n  conju- 
gii-te  Punkte  des  Netzes  seien;  das  Netz  ist  also  vollständig  und  ein- 
deutig durch  die  oben  angegebenen  Stücke  bestimmt.  Die  Construction 
wird  zwar  in  vollständiger  Ausführung  etwas  umständlich;  aber  ohne 
Schwierigkeit   und   ist  allein  mittelst  des  Lineals   zu  bewerkstelligen. 

In  analoger  Weise  ist  das  Netz  durch  zwei  beliebige  Strahl- 
systeme (B)  und  (^i),  deren  Mittelpunkte  nicht  conjugirte  Punkte 
sein  sollen;  und  ein  beliebiges  Paar  conjugirter  Strahlen  l,  l  voll- 
ständig und  eindeutig  bestimmt. 

Eine  einfachere  und  weit  übersichtlichere;  wenn  auch  nicht  mehr 
lineare  Construction  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ableiten: 

Sei  x^  ein  veränderliches  Punktpaar  des  auf  dem  Träger  5K  ge- 
gebenen Punktsystems;  x^ij^  ein  solches  auf  dem  Träger  2Ii  und  px 
das  einzeln  gegebene  Paar  conjugirter  Punkte;  denken  wir  uns  den 
ersten  Punkt  p  mit  den  Paaren  xl^  und  x^^^  durch  Strahlenpaare  ver- 
bunde^;  so  erhalten  wir  in  p  zwei  auf  einander  liegende  Strahlsysteme, 
welche  im  Allgemeinen  ein  gemeinschaftliches  Strahlenpaar  haben. 
(S.  58  und  158).  Dieses  kann  nur  dann  imaginär  werden;  wenn  beide 
Punktsysteme  (x^)  und  (^iSi)  hyperbolisch  sind;  ein  Fall;  den  wir 
nachträglich  erledigen  wollen.  Ist  das  gemeinschaftliche  Strahlenpaar 
durch  p  ermittelt  und  triflft  es  21  und  S^  in  den  Punktpaaren  x^^p, 
x^l^,  so  dass  also 

(xPxP,  g^|f)=i)    ist; 

dann  bestimmen  wir  den  Punkt: 

und   erhalten,   da  p   und   ä^   nach   Hessens   Satz   (S.  419)   conjugirte 
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Punkte  des  Netzes  sein  müssen,  die  Verbindungslinie  nx^  als  Polare 
von  p. 

In  gleicher  Weise  operiren  wir,  indem  wir  den  Punkt  ä  an  Stelle 
von  p  setzen  d.  h.  die  beiden  durch  ä  mit  den  gegebenen  Punkt- 
systemen (a;5)  und  (^iS,)  perspectivisch  liegenden  Strahlsysteme  und 
deren  gemeinschaftliches  Strahlenpaar  ermitteln,  welches  %  und  9^  in 
den  Punktpaaren  a;*|*,  x^i^  trifft,  so  dass 

und     (a;^Sf,  6^a^f)  =1?*     wird; 
dann  ist  pp^  die  Polare  von  sr;  der  Schnittpunkt: 

(ääS  pp^)  =  p 

ist  also  der  Pol  der  Verbindungslinie  px  und  wir  haben  ein  Tripel 
2>Äp  und  ausserdem  eines  der  beiden  Punktsysteme  ?( (a:|)  oder  Äj  (x,£i), 
wodurch  das  Netz  nach  2)  vollständig  bestimmt  ist. 

Nur  in  dem  Falle,  dass  beide  Punktsysteme  Ä  (x^)  und  Äj  (j^ili) 
hyperbolisch  sind,  kann  die  Construction  wegen  imaginärer  Elemente 
illusorisch  werden;  dies  ist  aber  gerade  der  einfachste  F'all;  dann 
muss  nämlich  das  Netz  hyperbolisch  sein  und  der  Kernkegelschiiitt 
(S.  422)  durch  die  vier  Asymptotenpunkte  der  beiden  gegebenen  hy- 
perbolischen Punktsysteme  aa,  üia^  hindurchgehen.  Betrachten  wir 
ausserdem  px  als  die  Asymptotenpunkte  eines  hyperbolischen  Puiikt- 
systems  auf  der  Verbindungslinie  pjt  =  ß,  so  können  wir  durch 
drei  Punkte  aaai  und  je  zwei  conjugirte  Punkte  dieses  hyperbolischen 
Punktsystems  auf  il  Kegelschnitte  legen,  welche  noth wendig  durch 
einen  vierten  festen  Punkt  s  laufen  müssen  (S.  235);  ist  s  ermittelt, 
so  wird  der  durch  aa  a^a^  und  s  gelegte  Kegelschnitt  der  Kernkegel- 
schnitt des  Netzes,  also  dieses  vollständig  bestimmt  sein. 

10)  Drei  beliebige  Punktsysteme  auf  den  Trägern  SläiSt^  enthalten 
mehr  Elemente,  als  zur  Bestimmung  des  Netzes  ausreichend  sind; 
wir  können  indessen  aus  dem  Vorigen  die  Bedingung  ermitteln,  welche 
erfüllt  werden  muss,  damit  das  Netz  durch  dieselben  bestimmt  wird 
und  die  Bestimmungsstücke  keinen  Widerspruch  enthalten.  Es  ist 
nämlich  schon  in  9)  angegeben,  dass,  wenn  für  den  Schnittpunkt 
(Sil,  Äg)  die  beiden  conjugirten  Punkte  auf  diesen  Trägem  6  und  ß, 
für  den  Schnittpunkt  (Sl^»  ä)  ^^^  conjugirten  Punkte  fc^  und  /Jj,  endlich 
für  den  Schnittpunkt  (?l,  ÄJ  die  conjugirten  Punkte  b^  und  ß^  sind,  die 
drei  Verbindungslinien  bß,  b^ß^,  b^ß^  die  Polaren  jener  drei  Schnitt- 
punkte sein  werden  und  daher  die  drei  Punkte: 

in  einer  Geraden  liegen  müssen.    Ist  diese  Bedingung  för  die  Lage 
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der   drei    Punktsysteme    erfüllt^   so   bestimmen    sie    ein   Netz^   dessen 
Construction  aus  8)  sich  ergiebt. 

11)  Ein  Punktsystem  auf  dem  Träger  %,  ein  Paar  von  Pol  und  Polare: 
Bi  und  %i  und  ein  Paur  conjugirter  Punkte  p  und  %  bestimmen  das 
Netz.  Sei  nämlich  der  Schnittpunkt  (?l?l|)  =  s  und  6  sein  conjugirter 
Punkt  in  dem  auf  Ä  gegebeneu  Punktsystem,  so  wird  B^ü  die  Po- 
lare von  s  sein  und  St^  in  einem  solchen  Punkte  t  treffen,  dass  B^st 
ein  Tripel  conjugirter  Punkte  ist;  nehmen  wir  auf  %  irgend  ein  Paar 
conjugirter  Punkte  n^p^  des  gegebenen  Punktsystems,  so  haben  wir 
zur  Construction  des  Netzes  ein  Tripel  und  zwei  Paare  conjugirter  Punkte, 
wodurch  also  das  Netz  bestimmt  wird  und  nach  4)  zu  construiren  ist; 
dass  dabei  die  Punkte  p^%^  mit  einem  Tripelpunkte  {s)  in  gerader 
Linie  liegen,  ändert  im  Wesentlichen  nichts  in  der  Construction. 

In  analoger  Weise  wird  das  Netz  bestimmt  durch  ein  Paar  von  Pol 
und  Polare,  ein  Strahlsystem  und  ein  beliebiges  Paar  conjugirter 
Strahlen. 

Wir  können  auch  in  folgender  Weise  construiren: 
Ist  x|  ein  veränderliches  Paar  conjugirter  Punkte  des  auf  31  ge- 
gebenen Punktsystems,  so  sind  die  Schnittpunkte: 

{pXf  nl)  =  y  und  (pg,  nx)  =  i? 
ebenfalls  conjugirte  Punkte  nach  dem  Hesse  ^(^^n  Satze  (S.  419)  und 
beschreiben  bei  der  Veränderung  von  x^  einen  Kegelschnitt  iT^^ 
während  die  Verbindungslinie  yri  durch  einen  festen  Punkt  o  der  Ge- 
raden pic  läuft,  den  vierten  harmonischen,  dem  Schnittpunkte  (21,  pit) 
zugeordneten  Punkt.  Ist  der  Kegelschnitt  K^^^  ermittelt,  so  wird  die 
Verbindungslinie  oB^  ihn  in  einem  besonderen  Punktpaar  ^rf^  treffen; 
diese  Gerade  oB^  trifft  ferner  %y  in  einem  Punkte  h^  und  die  beiden 
Punktpaare  tf^rf^  und  ^i^i  bestimmen  ein  Punktsystem,  welches  dem 
Netze  zugehört'.  Wir  haben  also  zwei  Gerade  mit  den  ihnen  zugehö- 
rigen Punktsystemen  im  Netze,  und  ausserdem  ein  Paar  von  Pol  und 
Polare,  wodurch  das  Netz  mehr  als  bestimmt  ist  und  auf  verschiedene 
Arten  leicht  hergestellt  werden  kann. 

12)  Ein  Punktsystem  auf  dem  Träger  %  und  drei  belidnge  Paare 
conjugirter  Punkte  p  und  tc,  p^  und  n^,  p^  und  ic^  bestimmen  das  Netz. 
Um  es  zu  «onstruiren,  können  wir  in  folgender  Weise  verfahren:  Nach 
dem  oben  (Seite  419)  bewiesenen  Satze  sind,  wenn  p,  ä  und  x,  S 
irgend  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  sind,  allemal  die  Schnittpunkte: 

(jix,  nl)  =  y        {pl,  nx)  =  iy 
ein  drittes  Paar  conjugirter  Punkte,  und  in  dem  vollständigen  Viereck 
pjtxi  geht  die  Verbindungslinie  yi]  durch  die  beiden  vierten  harmoni- 
schen Punkte,  welche  zu  dem   Schnittpunkte  der  beiden  Geraden  j)7C 
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und  x^  zugeordnet  harmonisch  liegen,  indem  das  zweite  Paar  zuge- 
ordneter Punkte  einmal  pTC,  das  andere  Mal  xl^  ist;  wählen  wir  nun 
für  pit  das  erste  gegebene  Paar  conjügirter  Punkte  und  für  x^  ein 
beliebiges  Paar  conjügirter  Punkte  des  auf  dem  Träger  %  gegebenen 
Punktsystems,  so  werden,  indem  wir  das  letztere  Paar  verändern,  sich 
auch  die  Punkt«  y  und  rj  verändern,  ihre  Verbindungslinie  aber  wird  durch 
einen  festen  Punkt  o  auf  ^>3r,  den  vierten  harmonischen,  dem  Schnitt- 
punkte mit  81  zugeordneten  Punkt  gehen.  Die  Punkte  y  und  rj  be- 
schreiben, wie  leicht  zu  sehen  ist,  einen  und  denselben  bestimmten 
Kegelschnitt  Ä^*^,  weil  ^)x  und  ä|  projectivische  Strahlbflschel  be- 
schreiben und  in  ihnen  auch  jj^  "^d  ^^  entsprechende  Strahlen  sind; 
jeder  durch  o  gehende  Strahl  trifft  daher  diesen  vollständig  bestimmten 
und  leicht  herzustellenden  Kegelschnitt  SS^^>  in  einem  Paare  conjügir- 
ter Punkte  des  zu  construirenden  Netzes.  Setzen  wir  an  Stelle  des 
Punktpaares  pic  das  zweite  gegebene  Panktpaar  jh^i  ^^^  operiren 
wir  mit  ihm  in  ganz  derselben  Weise,  so  erhalten  wir  einen  zweiten 
Kegelschnitt  Sf  }^>  und  einen  Punkt  Oi  auf  jj^jTi  von  solcher  Beschaffen- 
heit, dass  jeder  durch  Oj  gehende  Strahl  den  Kegelschnitt  ^\^^  in 
einem  Paare  conjügirter  Punkte  des  Netzes  trifft.  Ziehen  wir  nun 
die  Verbindungslinie  oo^^,  und  möge  sie  den  Kegelschnitt  Ä^^^  in  s  und 
ö,  den  Ä{*>  in  s,  und  6^  treffen,  so  haben  wir  auf  Of>,  zwei  Paare 
conjügirter  Punkte  des  Netzes,  welche  auf  dieser  Geraden  das  ganze 
dem  Netze  zugehörige  Punktsystem  bestimmen;  da  ausserdem  die 
Gerade  31  mit  dem  ihr  zugehörigen  Punktsysteme  gegeben  ist,  so 
haben  wir  nunmehr  zwei  bekannte  Punktsysteme  auf  den  Trägern  81 
und  oOi,  ausserdem  noch  ein  Paar  conjügirter  Punkte  2>2%?  "^^  durch 
diese  Stücke  ist  das  Netz  nach  9)  vollkommen  bestimmt. 

Es  ist  hierbei  noch  der  Fall  zu  berücksichtigen,  dass  eines  oder 
beide  Punktpaare  sex,  s^ö^j  welche  zur  Bestimmung  des  Punktsystems 
auf  oOi  dienen,  imaginär  werden;  in  diesem  Falle  werden  sie  vertreten 
durch  die  elliptischen  Punktsysteme,  welche  dem  Träger  00^  in  Bezug 
auf  die  bekannten  Kegelschnitte  Ä^*>  und  Sl[*^  zugehören;  auch  in  dem 
reellen  Falle  köimen  die  Punktpaare  so,  6\^,  durch  die  hyperbolischen 
Punktsysteme  vertreten  werden,  welche  dem  Träger  oo^  in  Bezug  auf 
die  beiden  Kegelschnitte  Ä^^^  und  St\^^  zugehören;  diese  beulen  Punkt- 
paare haben  nun  im  Allgemeinen  ein  gemeinschaftliches  Paar  conjü- 
girter Punkte,  welches  sowohl  zu  sö,  als  auch  zu  s^ö^  harmonisch 
liegen  muss,  also  die  Asymptotenpunkte  des  neuen  Punktsystems 
liefert,  dessen  Bestimmung  durch  die  Paare  S6  und  Sj^ö^  gegeben  wird. 
Wir  schliessen  daher:  Wenn  die  beiden  Punktsysteme  auf  dem  TVäger 
ooi  —  oder  auch  nur  eines  —  elliptisch  sind,  so  suchen  wir  ihr  ge- 
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ineinschaftliches  Paar  conjugirter  Punkte  (S.  58  und  158);  diepes  ist 
nothwendig  reell,  sobald  eines  oder  beide  Punktsysteme  elliptisch 
sind;  wir  nehmen  dieses  Paar  zu  den  Asymptotenpunkten  eines  dritten 
hyperbolischen  Punktsystems,  welches  auf  dem  Träger  oo^  dem  zu 
bestimmenden  Netze  zugehört,  und  haben  daher  in  jedem  Falle  eine 
völlig  reelle  Construction  des  Netzes. 

In    analoger  Weise    wird   das  Netz  bestimmt    durch   ein  Strahl- 
system und  drei  beliebig  liegende  Paare  conjugirter  Strahlen. 

13)  Ein  Paar  von  Pol  und  Polare:  B  und  81,  und  ausserdem  drei  heliebige 
Paare  conjugirter  Punkte  p  und  n,  p^  und  n^,  2h  ^^^  ^2  bestimmen 
das  Netz.  Um  es  zu  construiren,  bemerken  wir,  dass  zu  dem  Punkte 
JB  jeder  beliebige  Punkt  der  Polare  ?l  als  conjugirter  zu  betrachten 
ist;  nehmen  wir  daher  einen  beliebigen  Punkt  p  auf  der  Geraden  ?l 
und  bestimmen  die  Schnittpunkte  (Bp,itp)  =  x,  {B7C,pp)  =  1^,  so 
sind  nach  dem  oben  angezogenen  Satze  auch  x  imd  ^  conjugirte 
Punkte  des  Netzes,  und  wenn  wir  p  auf  der  Geraden  St  verändern, 
so  erhalten  wir  unendlich-viele  Paare  conjugirter  Punkte  x  und  5,  von 
denen  der  eine  eine  Punktreihe  auf  Bp,  der  andere  auf  Bn  durch- 
läuft, und  beide  Punktreihen  sind  offenbar  projectiviscK,  weil  sie  beide 
mit  der  von  p  beschriebenen  Punktreihe  perspectivisch  liegen.  Die 
Verbindungslinie  x^  umhüllt  daher  einen  Kegelschnitt  k^^\  welcher, 
wie  leicht  zu  sehen  ist,  die  Geraden  Bp  und  Bn  in  denjenigen  Punkten 
berührt,  in  welchen  sie  von  91  getroffen  werden;  da  der  Kegelschnitt 
ft<2>  ausserdem  pjt  berührt,  so  ist  er  durch  diese  Bedingungen  voll- 
ständig bestimmt.  Wir  können  ihn  umgekehrt  benutzen,  um  den 
Verlauf  des  veränderlichen  Paares  conjugirter  Punkte  x^  des  gesuchten 
Netzes  besser  zu  übersehen.  Verbinden  wir  irgend  einen  Punkt  0  der 
Berührungssehne  91,  welche  die  Berührungspunkte  auf  den  Trägem 
der  erzeugenden  Pimktreihen  Bp  und  Bx  verbindet,  mit  einem  Paar 
entsprechender  Punkte  xl^,  so  erhalten  wir  nach  S.  136  durch  0  Strahlen- 
paare, die  ein  Strahlsystem  bilden  und  zwar  dasjenige,  welches  dtm 
Punkte  0  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  Ä^^>  zugehört.  Es  wird  also 
jedes  Strahlenpaar  dieses  bekarmten  Strahlsystems  BjJ  und  Btc  in  je 
zwei  conjugirten  Punkten  des  gesuchten  Netzes  treflFen.  Dies  Strahl- 
system in  (0)  wird  hyperbolisch  oder  elliptisch  sein  je  nach  der  Lage 
des  Punktes  0  auf  der  Berührungssehne  91.  Wir  könneli  aber,  da 
die  Berührungspunkte  reell  sind,  0  immer  so  wählen,  dass  es  ellip- 
tisch wird. 

Wenn  wir  nun  das  zweite  gegebene  Paar  p^  %i  nehmen  un*  in 
ganz  derselben  Weise  verfahren,  wie  eben  mit  dem  Paare  pn,  so  er- 
halten wir  einen  zweiten  Kegelschnitt  ÄPV^^I^^®^  JPi^i  ^^^  Tangeute 
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hat  und  B2)i  uud  Bn^  in  denjenigen  beiden  Punkten  berührt,  in  wel- 
chen sie  von  Sl  getroffen  werden.  Jedem  Punkte  o  der  Berührungs- 
sehne %  gehört  ein  bestimmtes  Strahlsystem  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt ^p^  zu,  imd  wenn  man  ein  beliebiges  Strahlenpaar  dieses 
Strahlsystems  nimmt,  so  trifft  der  eine  Strahl  desselben  J5pi  in  ^u 
der  andere  JSä^  in  |i,  so  dass  x^^^  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des 
gesuchten  Netzes  sein  müssen. 

Die  beiden  Strahlsysteme,  welche  demselben  Punkte  o  auf  %  in 
Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  Ä^*^  und  Wf^  zugehören,  haben  aber 
im  Allgemeinen  ein  gemeinschaftliches  Strahlenpaar  (S.  58  und  158), 
und  es  ist  leicht,  o  so  zu  wählen,  dass  dieses  reell  wird,  indem  man 
nur  nöthig  hat  ein  solches  o  zu  nehmen,  für  welches  ein  Strahlsystem 
elliptisch  wird,  was  nach  dem  Obigen  immer  möglich  ist.  Haben 
wir  aber  dies  gemeinschaftliche  Strahlenpaar  gefunden,  und  trifft  der 
eine  Strahl  desselben  £^;  und  Bp^  in  x  und  x^,  der  andere  in  Bn 
und  Byti  in  g  und  ^u  so  liegt  der  Schnittpunkt: 

{xxi,  Ui)  =  o 
auf  ä,    und   da  x^  und  x^^^   zwei   Paare   conjugirter  Punkte  des   ge- 
suchten Netzes^ sind,  so  sind  auch  o  und  der  Schnittpunkt 

(^6i,  ixi)  =  ä 
conjugirte  Punkte  nach  dem  ^cssc'schen  Satze;  folglich  da  B  und  3t 
Pol  und  Polare  sind,  so  werden  auch  o  und  Bä  Pol  und  Polare  sein. 
Wir  können  also  für  verschiedene  Lagen  von  o  das  ganze  Punkt- 
system auf  2t  und  das  Strahlsysteni  in  B  herstellen,  welches  dein  ge- 
suchten Netze  zugehört,  und  da  wir  ausserdem  noch  ein  drittes  bisher 
nicht  benutztes  Paar  conjugirter  Punkte  2h^2  ^"^  Bestimmung  des 
Netzes  gegeben  haben,  so  ist  dasselbe  nach  6)  bekannt  und  leicht 
zu  construiren. 

Es  bleibt  uns  jetzt  noch  die  allgemeinste  Aufgabe  zu  lösen  übrig,  wenn 

14)  fünf  beliebige  Paare  conjugirter  Punkte  zur  Bestimmung  des 
Netzes  gegeben  sind.  Um  das  Netz  aus  diesen  gegebenen  Bestimmungs- 
stücken  auf  eindeutige  Weise  zu  construiren,  wiederholen  wir  noch 
einmal  die  Fälle  7)  und  13),  welche  die  Construction  vorbereiten, 
und  bedienen  uns  dabei  einer  etwas  abgeänderten,  mehr  symmetrischen 
Bezeichnung : 

a)  Zur.  Bestimmung  des  Netzes  sind  gegeben:  Zwei  Punkte  B 
und  B^,  ihre  resp.  Polaren  31  und  31^  und  ein  Paar  conjugirter  Punkte 
B^  und  b^]  die  Polare  31^  von  B^  soll  also  durch  b^  gehen;  betrach- 
ten^wir  das  Dreieck  BB^B.^  und  das  von  den  drei  Polaren  3l3Ii2l, 
dieser  Punkte  gebildete  Dreiseit,  so  müssen  bekanntlich  diese  beiden 
Figuren  perspectivisch  liegen,  d.  h.  die  drei  Schnittpunkte: 
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(B,B„  «)        iB,B,  %)        (BB„  «,) 

liegen  auf  einer  Geraden  (S.  434).  Durch  die  beiden  ersten  Punkte  ist 
diese  Gerade  schon  bestimmt;  der  Punkt,  in  welchem  sie  BB^^  triflTt, 
muss  auf  Sl«  liegen;  also  seine  Verbindungslinie  mit  b^  die  Polare  ^2  ^^1^- 
Haben  wir  sonach  drei  Paare  von  Polen  und  Polaren:  jBSI;  B^^^]  ^a^lg, 
so  können  wir  zu  einem  beliebigen  Punkte  B^  die  Polare  H3  nach 
demselben  Princip  construiren,  indem  wir  uns  das  Dreieck  BB^B^ 
und  sein  Polardreiseit,  femer  BB^B^  und  sein  Polardreiseit,  endlich 
noch  B^B^B^  und  sein  Polardreiseit  in  der  noth wendigen  perspectivi- 
schen  Lage  denken  und  dadurch  für  SI3  drei  Punkte  finden ,  von  denen 
zwei  schon  zur  Bestimmung  dieser  Geraden  ausreichen.  Die  Con- 
struction  lässt  sich  also  folgendermassen  hinschreiben: 

Gegeben:  B  und  ?l,  B^  und  Stj,  B^  und  Jg; 

Bestimme:  • 

{B,B,,  %)  =  s,,  {B,B,  «,)  =  S20  (BB,,  s,,s,,)  =  s,, 

'   {B, Bar  81 )  =  .9,3  {B,B  ,  «,)  =  ^3^  {B  B, ,  s,,  s^,)  =  c^ot       • 
(-B2-B3,  «  )  =  5g3  {B^B  ,  2I2)  =  (^3,  (B  B^,  ^23(^3,)  =  tf,2 
(B,B„  %)  =  0^  {B^B,,  ?l,)  =  0,,  {B,B,,  ö^ö,^)  =  0,, , 

dann  liegen  die  drei  Pimkte  ^^oi  ^02*^12  ^^^  ^^^  Geraden  8(3,  der  Polare 
des  Punktes  B^  für  das  oben  bestimmte  Netz.  Da  durch  zwei  dieser 
Punkte  die  Gerade  Stg  schon  bestimmt  wird,  so  liegt  hierin  ein  geo- 
metrischer Satz,  den  wir  nicht  weiter  hervorheben  wollen. 

Wir  denken  uns  jetzt  von  den  zur  Bestimmung  des  Netzes  ge- 
gebenen Stücken  die  Gerade  äj  um  einen  festen  Punkt  b^  gedreht,  so 
dass  für  jede  Lage  von  Stj  ein  anderes  Netz  entsteht,  und  ermitteln 
nach  der  vorigen  Construction  für  jedes  derselben  die  dem  Punkte 
^3  zugehörige  Polare  SI3;  es  wird  sich  zeigen,  dass  alsdann  auch  %^ 
um  einen  festen  Punkt  p^  sich  dreht  und  ein  Strahlbüschel  beschreibt, 
welches  mit  dem  von  Ä^  beschriebenen  projectivisch  ist.  In  der  That, 
bei  der  Bewegung  von  St,  um  den  festen  Punkt  fej  bleiben  die  Punkte 
^'12^13%  fßst,  der  Punkt  Sg^  durchläuft  eine  gerade  Punktreihe  auf  dem 
Träger  B^B,  ebenso  s^^  auf  dem  Träger  BB^,  die  Gerade  SC,  be- 
schreibt also  ein  Strahlbüschel  um  &g,  welches  mit  dem  von  21,  be- 
schriebenen projectivisch  ist;  s^q  und  ^30  durchlaufen  daher  auf  dem 
Träger  B^B  Punktreihen,  die  gleichfalls  mit  dem  Strahlbüschel  (StJ 
projectivisch  sind,  und  die  Punkte  (^01^02  durchlaufen  endlich  auf  den 
Trägem  BiB  und  B2B  projectivische  Punktreihen;  diese  beiden  Punkt- 
reihen liegen  aber  perspectivisch,  weil  in  den  Schnittpunkt  B  ihrer 
Träger    ein    Paar    entsprechende    Punkte   hineinfallen.     Nehmen   wir 
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uamlich  insbesondere  an,  dass  die  bewegliche  Gerade  Ä^  durch  B 
geht,  so  gelangt  unter  dieser  Annahme  s^  nach  B,  ebenso  auch  s^^ 
und  5^1,  also  geht  auch  Slg  durch  B,  mithin  kommen  in  diesem  Falle 
auch  (Tqi,  (^3,3  und  6^  nach  B\  es  fallen  daher  zwei  entsprechende 
Lagen  der  Punkte  tf^jj  und  0^  nach  B^  und  die  von  0^01^02  d'irch- 
laufenen  Punktreihen  liegen  daher  perspectivisch;  die  Verbindungs- 
linie entsprechender  Punkte,  d.  h.  die  Gerade  SI3,  läuft  folglich  durch 
einen  festen  Punkt  p^  und  beschreibt  ein  mit  (Stj)  projectivisches 
Strahlbüschel.  Fügen  wir  jetzt  zur  Bestimmung  des  Netzes  noch  die 
neue  Bedingung  hinzu,  dass  die  Polare  von  JB3  durch  einen  gegebenen 
Pimkt  ftg  gehen  soll  d.  h.  ^3  und  \  conjugirte  Punkte  seien,  so  giebt 
es  unter  den  unzählig  vielen  Netzen  nur  ein  einziges,  welches  den 
Bedingungen  genügt,  dass  « 

.    f  jB  und  Sl  Pol  und  Polare, 

^  \  B^  und  hyy  B2  und  fcg,  B^  und  63  conjugirte  Punkte  des  Netzes 

seien,  und  wir  gelangen  zur  Bestimmung  dieses  Netzes,  indem  wir 
den  vorhin  ermittelten  Punkt  p^  mit  h^  verbinden  und  (i^^b^)  =  SI3  als 
Polare  von  B^  annebmen,  so  dass  alsdann  das  Netz  auf  die  vorige 
Art  durch  die  Bestimmungsstücke  B  und  ?l,  B^  und  Slj,  B^  und  ftg 
(oder  auch  B^  und  bj)  construirt  wird.  Es  bleibt  nun  übrig,  für  das 
durch  die  gegebenen  Stücke  bestimmte  Netz  zu  einem  gegebenen 
Punkte  B^  die  Polare  31^  zu  construiren,  und  hierzu  ist  es  erforderlich, 
den  Punkt  p,-^  zu  kennen,  welchen  wir  so  ermitteln,  dass  wir  awei 
beliebige  Lagen  von  ^^  durch  den  Punkt  b^  annehmen  und  vermöge 
der  obigen  Construction  die  zugehörigen  Lagen  von  SI3  bestimmen, 
deren  gemeinschaftlicher  Punkt  ^^3  sein  wird.  Diese  Construction  wird 
allerdings  etwas  weitläufig,  aber  ohne  alle  Schwierigkeit,  und  wir 
werden  uns  die  Mühe  nicht  ersparen  können,  sie  hinzuschreiben: 

Gegeben  B  und  ä,  Bi  und  i^,  JBg  und  b^,  B^  und  feg;  es  soll  zu 

B^  die  Polare  5I4  construirt  werden;  wir  ziehen  durch  fej  zwei  be- 
liebige Gerade  ^l/  und  5B[/',  und  bestimmen  folgende  Schnittpunkte 
und  Verbincfungslinien: 

(B,B„  21   )  =  s„     iB,B  ,%\)  =  s;,    (2?  B„s,,  s^,  )  =  sj,  5 

(Mo'.)=«; 

iB,B„  «  )  =  s.,      (B,B  ,  «;')  =  si',  {B  B„  s,,  s,",)  =  s,",  ; 

(Vo"l)=^2 

(5, JB„ «;)  =  *•,' 3  iB,B„%)  =  <f;,  {B,B„s;,i};,)  =  0;J 
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(^o'l^^l  2)  =  ^3 

(«'3,«3)-i>3  (63l>8)  =  «3 

(B^Bj^,  a     )  =  «28      (-B  -^2;  ^3   )  =  «02      (^S-B  ^    «28  «02  )  =  «30 

(*2«8o)  =  ^2 

{B,B,,%)  =  s^    {B,B,%,)  =  s,^    {BB,,s^s^)  =  a,,\ 
(B,B^,%)  =  s,^    {BB,,%)=^6^    (B,B  ,s,^a^)  =  0^J 

K3^02)=5l,. 

Dies  ist  die  Construction  der  gesuchten  Geraden«  ^(^^  möglichst 
kurz  ausgedrückt  und  mit  Aufgabe  vollkommener  Symmetrie^  indem 
von  den  Geraden  Sl'sSljÄ^  nur  je  zwei  zu  ihrer  Bestimmung  erforder- 
liche Punkte  ermittelt  sind,  der  dritte,  leicht  angebbare,  aber  fort- 
gelassen ist. 

Wir  denken  uns  jetzt  diese  Figur  einer  neuen,  letzten  Verände- 
rung unterworfen,  indem  wir  die  Gerade  ?l  um  einen  festen  Punkt  6 
drelien,  und  untersuchen  die  von  dieser  Bewegung  abhängige  Ver- 
änderung der  Geraden  ^4*,  es  wird  sich  dabei  zeigen,  dass  ^4  um 
einen  festen  Punkt  ^4  sich  dreht  und  ein  Strahlbüschel  beschreibt, 
welches  mit  dem  von  81  beschriebenen  projectivisch  ist.  Hieraus  wird 
dann  folgen,  dass,  wenn  zur  vollständigen  Bestimmung  des  Netzes 
noch  die  neue  Bedingung  hinzutritt:  8(4  solle  durch' einen  gegebenen 
Punkt  b^  gehen,  das  Netz,  wie  oben  angegeben,  durch  fünf  Paare 
eonjugirter  Punkte:  B  und  b,  B^  und  b^,  B^  und  &j,  B^  und  63,  B^ 
und  b^  völlig  bestimmt  ist  und  in  eindeutiger  Weise  hergestellt  werden 
kann.  Das  Verfolgen  der  Bewegung  von  ?l  in  der  zuletzt  ausgeführten 
Construction  ist  ohne  Schwierigkeit,  wenn  auch  etwas  umständlich, 
was  in  der  Natur  der  Sache  liegt.  Aus  dem  obigen  Schema  erkennen 
wir  zunächst,  dass  $12,  $13  und  $23  gerade  Punktreihen  durchlaufen, 
welche  mit  dem  von  der  Geraden  9t  beschriebenen  Strahlbüschel  pro- 
jectivisch sind;  die? unkte  s^q,  s^'q,  s^q,  s^'q,  «23  ^^^  «28  bleiben  fest; 
daher  werden  sj^,  Sq\  projectivische  Punktreihen  auf  J?-Bi,  a-lso  ä^ 
und  8I2  projectivische  Strahlbüschel  beschreiben,  die  mit  dem  Strahl- 
büschel (ä)  projectivisch  sind;  hiernach  durchlaufen  auch  ö^^  und 
012  projectivische  Punktreihen  auf  den  Trägem  BB^  und  BiB^]  in 
den  Schnittpunkt  B^  dieser  Träger  fallen  aber  zwei  entsprechende 
Punkte  hinein:  denn  sobald  der  veränderliche  Strahl  8  durch  Bi-  geht, 
fallen  ö^^  und  a^^  ebenfalls  in  B^  hinein;  die  Verbindungslinie 
^01  ^12  ^^®^  ^3  '^^^*  *1^^  durch  einen  festen  Punkt  jr'g  und  in  ganz 
gleicher  Weise  die  Gerade  W\  durch  einen  festen  Punkt  Äg,  und 
beide  beschreiben  Strahlbüschel,  welche  mit  dem  ursprünglichen  Strahl- 
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büschel  (%)j  also  auch  unter  einander  projectivisch  sind.  Es  zeigt  sich 
aber  noch  weiter,  dass  dieselben  perspectivisch  liegen;  denn  sobald 
insbesondere  31  durch  JB^  geht,  fallen,  wie  wir  gesehen  haben,  V^ 
und  W2  zusammen  in  die  Gerade  &2^i7  ^'3  ^^^  ^'3  niQssen  auch 
durch  Bi  gehen;  ausserdem  können  wir  von  der  Geraden  A3  noch 
einen  dritten  Punkt  ö^^  bestimmen,  nämlich: 

(B,B„  H)  =  <3     {B,B,  «,')  =  ff,'«     (BB,,  <3 a;,)  =  <jj. 


// 


und  von  der  Geraden  äj  den  Punkt  ö^^. 


t  r 


Da  nun  in  dem  Falle,  dass  %  durch  B^  geht,  die  Geraden  %!^ 
und  ^2  zusammenfallen,  so  werden  die  Punkte  c'^^  und  q!^^  offenbar 
auch  zusammenfallen  und  hiemach  auch  c'^^  imd  ajj)  ^^  <1^^  Geraden 
'3    und   %3    in    dem   genannten  Falle    schon  den  Punkt   B^    gemein 


haben  und  ausserdem  noch  diesen  leicht  zu  construirenden  Punkt  c'^^^ 
welchen  wir  so  erhalten: 

so  fallen  sie  ganz  zusammen,  und  es  liegen  daher  die  beiden  Strahl- 
büschel (83)  und  (A3)  perspectivisch,  weil  zwei  entsprechende  Strahlen 
auf  einander  fallen;  die  Punkte  it^  und  n"^  müssen  daher  in  gerader 
Linie  liegen  mit  B^^  und  das  Erzeugniss  der  beiden  von  %!^  und  9(3 
beschriebenen  Strahlbüschel  d..  h.  deu  Ort  des  Punktes  ]}^  wird  eine 
gerade  Linie  oder  der  Träger  einer  geraden  Punktreihe,  welche 
mit  dem  ursprünglichen  Strahlbüschel  (Ä)  projectivisch  ist.  (Wir 
können  das  vorige  Resultat  auch  aus  der  Bemerkung  schliessen,  dass 
das  Netz  in  dem  Falle  parabolisch  wird,  wenn  wir  %  durch  B^  legen, 
also  der  Pol  jeder  nicht  durch  B^  gehenden  Geraden  sich  in  B^  be- 
findet, während  die  Polare  jedes  Punktes  der  Ebene  durch  B^  geht 
u.  s.  f.)  Da  hiernach  Äj  =  {b^p^  ein  mit  (8t)  projectivisches  Strahl- 
büschel beschreibt,  so  durchlaufen  ^^^  und  s^  projectivische  Punkt- 
reihen auf  den  Trägern  ^2-^3  ^^^  ^^t\  ^^®  VeAindungsliriie  i^^s^s 
umhüllt  daher  einen  Kegelschnitt,  welcher  B^B^  und  BB^  berührt; 
dieser  Kegelschnitt  berührt  gleichzeitig  BB^\  denn  sobald  %  durch 
£3  geht,  muss  %^  durch  B  gehen;  dies  folgt  sowohl  aus  der  Grund- 
eigenschaft des  Involutionsnetzes,  als  auch  aus  dem  obigen  Con- 
structionsschema,  weil  in  dem  Falle,  dass  %[  durch  B^  geht,  die 
Punkte  ^yjj  und  <yj\  nach  B  gelangen,  also  zwei  entsprechende  %\ 
imd  %'l  sich  in  B  treffen,  p^  nach  B  gelangt  und  %^  durch  B  geht. 
Der  Kegelschnitt,  welchen  die  Verbindungslinie  5^3  s^a  umhüllt,  ist 
also  dem  Dreieck  B^B^B  einbeschrieben,  und  die  Tangente  B^B  wird 
von  der  veränderlichen  Tangente  SgsV  i^  einem  Punkte  s^q  getroffen, 
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welcher  eine  gerade  Punktreihe  durchläuft,  die  mit  der  von  s^^  oder 
So2  durchlaufenen  Punktreihe  projectivisch  ist  (S.  88).  Hieraus  folgt, 
dass  auch  ^  ein  mit  (%[)  projectivisches  Strahlbüschel  beschreibt; 
endlich  ergiebt  sich  in  gleicher  Weise,  dass  s^  und  s^^  und  auch 
^03?  ^42?  ^04  ^^^  ^02  projectivische  Punktreihen  durchlaufen;  die  beiden 
von  003  ^^^  ^02  *^^  ^®^  Trägem  BB^  und  BB^  durchlaufenen  Punkt- 
reihen liegen  aber  perspectivisch,  weil  in  den  Schnittpunkt  B  der 
Träger  zwei  entsprechende  Punkte  der  beiden  Punktreihen  hineinfallen, 
denn  sobald  %  durch  B^  geht,  gelangen  sowohl  ö^^  als  auch  a^  nach 
B^  fallen  also  in  diesem  Punkte  zusammen;  hieraus  schliessen  wir,  ' 
dass  die  Verbindungslinie  (tfos^o«)  "^  ^4  durch  einen  festen  Punkt  p^ 
läuft  und  ein  Strahlbüschel  beschreibt,  welches  mit  dem  von  %  be- 
schriebenen projectivisch  ist.  Dieses  Resultat  lässt  sich  als  Satz  so 
aussprechen: 

Es  giebt  unendlich-viele  Netze  von  der  Beschaffenheit,  dass  vier  ge- 
gebene Punktpaare  B  und  b,  B^  und  h^,  B^  und  h^,  B^  und  h^  conju- 
girte  Punkte  derselben  sind.  Wenn  man  en  irgend  einem  festen  Punkte 
B^  für  jedes  Netz  die  Polare  Sü^  construirt,  so  laufen  diese  sämmtlichen 
Geraden  A4  durch  einen  festen  Punkt  p^  und  bilden  ein  Straktbüschel; 
irgend  zwei  solcher  Strahlbüschel  sind  allemal  projectivisch  und  ent- 
sprechende Strahlen  derselben  je  zwei  Polaren  in  Bezug  auf  dasselbe  Netz. 
Eine  solche  Gruppe  von  Netzen  besitzt  also  dieselbe  Eigenschaft,  wie 
ein  Kegelschnittbüschel  mit  vier  Grundpunkten  (S.  299),  und  in  der  That 
bilden  die  Kemkegelschnitte  dieser  Netze  ein  solches  Büschel  (vgl. 
§.  62).  Fügen  wir  nun  noch  die  fünfte  Bedingung  hinzu,  dass  die 
Polare  des  gegebenen  Punktes  B^  durch  einen  gegebenen  Punkt  b^ 
gehen  soll,  so  giebt  es  nur  ein  einziges  Netz,  welches  diesen  fünf 
Bedingungen  gleichzeitig  genügt,  dass  c)  B  und  b,  B^  und  &,,  B^  und  b^ 
jgg  und  fcg ,  B^  und  b^  fünf  Paare  conjugirter  Putzte  eines  Netzes  seien. 
Die  Construction  dieses  Netzes  geschieht  auf  reellem  und  eindeutigem 
Wege  durch  Ermittelung  des  Punktes  p^,  und  derselbe  wird  gefunden, 
indem  wir  die  vorhin  angegebene  Construction  zweimal  ausführen  für 
zwei  beliebige  durch  den  Punkt  b  gezogene  Gerade  8'  und  Ä"  zwei 
besondere  Lagen  von  Ä;  wir  erhalten  dadurch  zwei  bestimmte  Gerade 
^\  und  A4,  welche  sich  in  dem  gesuchten  Punkte  p^  schneiden;  die 
Verbindungslinie  (b^  p^  =  A4  ist  dann  die  Polare  des  Punktes  B^  in 
dem  zu  bestimmenden  Netze,  und  indem  wir  die  vorige  Construction 
noch  einmal  anwenden  unter  Annahme  der  Bestimmungsstücke:  JB^ 
und  84,  Bg  und  63,  B^  und  ft^,  B^  und  b^  (oder  ji5  und  ft),  sind  wir* 
im  Stande,  zu  jedem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  Br,  die  rücksichtlich 
des  Netzes  zugehörige  Polare  Ä5  zu  construiren,  also  das  ganze  Netz 
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herzustellen.  Die  Ausführung  dieser  Construction  wird  zwar  sehr 
weitläufig,  ist  aber  ohne  theoretische  Schwierigkeit,  und  wir  glauben 
sie  übergehen  zu  dürfen,  weil  der  Verlauf  derselben  aus  dem  oben 
angegebenen,  nur  dreimal  zu  wiederholenden  Constructionsschema  sicli 
ergiebt.  üebrigens  würde  sich  die  Construction  durch  eine  passender 
gewählte  Bezeichnung  wohl  symmetrischer  machen  und  vereinfachen 
lassen,  was  wir  als  eine  zweckmässige  Uebung  dem  Leser  empfehlen. 

§.  59.    Durchmesser  und  Mittelpunkt,  System  der  conjugirten  Durch- 
messer und  die  Axen  des  Netzes. 

Es  giebt  einige  besondere  Elemente  des  Netzes,  welche  dieselbe 
Bedeutung  haben,  wie  die  gleichnamigen  besonderen  Elemente  des 
Kegelschnitts.  Da  der  Mittelpunkt  eines  Punktsystems  derjenige  ist, 
dessen  conjugirter  der  unendlich-entfernte  ist,  so  wird  jeder  Punkt  m 
in  der  Ebene  eines  Netzes  als  der  Mittelpunkt  einet',  aber  im  Allge- 
meinen nur  einer  einzigen  Geraden  Ä  rücksichtlich  des  auf  ihr  befind- 
lichen Punktsystems  auftreten,  nämlich  derjenigen,  welche  mit  der 
Polare  des  Punktes  m  im  Netze  parallel  durch  m  gezogen  wird. 
Gäbe  es  insbesondere  einen  solchen  Punkt  3t  in  der  Ebene  des  Netzes, 
welcher  Mittelpunkt  für  die  Punktsysteme  zweier  durch  ihn  gehenden 
Geraden  wäre,  so  .müsste  seine  Polare  durch  die  beiden  unendlich- 
entfernten Punkte  jener  beiden  Geraden  gehen,  mithin  ganz  im  Un- 
endlichen liegen  d.  h.  ®^  sein ;  dann  würde  M  zugleich  der  Mittel- 
punkt sämmtlicher  durch  ihn  gehenden  Geraden  rücksichtlich  der  auf 
ihnen  befindlichen  Punktsysteme  sein;  und  umgekehrt,  der  Pol  der 
unendlich-entfernten  Geraden  &^  ist  Mittelpunkt  für  alle  Punktsysteme 
der  durch  ihn  gehenden  Geraden  (wofern  er  nicht  selbst  unendlich- 
entfernt  liegt).  Um  den  so  beschaffenen  Punkt  M  zu  finden,  sei  in 
der  Mittelpunkt  einer  bestimmten  durch  m  gehenden  Geraden  81,  und 
A  der  conjugirte  Strahl  für  das  dem  Punkte  7n  zugehörige  Strahl- 
system des  Netzes,  dann  wird  A  durch  den  Mittelpunkt  derjenigen 
Geraden  SW  gehen,  welche  die  Polare  von  m  ist,  und  zugleich  die 
Polare  desjenigen  unendlich  -  entfernten  Punktes  sein,  nach  welchem 
die  parallelen  Geraden  ?l  und  3W  gerichtet  sind;  sucht  man  nun  den 
Mittelpunkt  M  der  Geraden  A,  so  wird  dieser  die  verlangte  Eigen- 
schaft besitzen,  zugleich  Mittelpunkt  der  Geraden  zu  sein,  welche 
durch  ihn  parallel  zu  ?l  (oder  3K)  gezogen  wird;  er  Avird  also  der 
Mittolpmikt  für  jede  durch  ihn  gehende  Gerade  sein. 

Dieser  Punkt  M  soll  MitteljnmJct  des  Netzes  genannt  werden;  dass 
es  nur  einen  solchen  Punkt  geben  kann,  ist  klar;  denn  gäbe  es  zwt»i, 
so    müsste   die   Gerade,    welche   beide    verbände,  jeden   dieser   Punkt« 
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zum  Mittelpunkt,  also  zwei  Mittelpunkte  haben,  was  dem  Wesen  des 
Punktsystems  widerstreitet.  Ferner  soUen  sämmtliche  Gerade,  welche 
durch  den  Mittelpunkt  M  gehen,  Durchmesser  des  Netzes,  die  conju- 
girten  Strahlen  des  dem  Punkte  M  rücksichtlich  des  Netzes  zuge- 
hörigen Strahlsystems  conjugirie  Durchmesser  und  die  Axen  dieses  Strahl- 
systems die  Axen  des  Netzes  genannt  werden.  Hiernach  ist  die  Con- 
struction  des  Mittelpunktes  M  und  des  ihm  zugehörigen  Strahlsystems 
durch  folgende  Eigenschaft  gegeben: 

Wevm  man  in  einer  beliebigen  Richtung  zwei  oder  mehrere  parallele 
Gerade  in  der  Ebene  eines  Netzes  zieht,  so  liegen  die  Mittelpunkte  der 
ihnen  zugehörigen  Punktsysteme  allemal  auf  dnem  Durchmesser  des 
Netzes;  verändert  man  die  angenommene  Richtung,  so  Ictufen  alle  Durch- 
messer durch  einen  festen  Punkt,  den  Mittelpunkt  des  Netzes,  und  je 
zwei  Durchmesser,  von  denen  einer  der  angenommenen  Richtung  parallel 
ist,  der  andere  die  Mittelpunkte  aller  zu  dieser  Richtung  parcdlelen  Ge- 
raden enthält,  sind  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  eines  Strahlsystems 
oder  conjugirte  Durchmesser,  indem  auch  umgekehrt  die  dem  letzteren 
parallelen  Geraden  ihre  Mittelpunkte  sämmtlich  auf  dem  ersteren  haben. 

Dies  lässt  sich  mit  anderen  Worten  auch  so  aussprechen:  Der 
Mittelpunkt  M  des  Netzes  ist  der  Pol  der  unendluh-entfemten  Ge- 
raden &^,  das  conjugirte  Durchmesser-System  das  diesem  Punkte  zu- 
gehörige Strahlsystem  des  Netzes.  Fällt  insbesondere  der  Mittelpunkt 
M  des  Netzes  selbst  ins  Unendliche,  so  liegt  er  auf  seiner  Polare 
und  ist  also  ein  Punkt  des  Kerns  vom  Netze;  das  Netz  ist  also  ein 
hyperbolisches  und  der  Kemkegelschnitt  offenbar  eine  Parabel.  Liegt 
dagegen  der  Mittelpunkt  M  des  Netzes  nicht  im  Unendlichen,  so  wird 
das  ihm  zugehörige  Strahlsystem  entweder  ein  hyperbolisches  oder 
ein  elliptisches  sein;  ist  es  ein  hyperbolisches,  so  enthält  jede  der 
beiden  Asymptoten  zwei  zusammenfallende  conjugirte  Strahlen,  und 
da  der  unendlich-entfernte  Punkt  des  einen  Strahls  der  Pol  des  con- 
jugirten  Strahls  ist,  so  liegt  der  unendlich-entfernte  Punkt  der  Asymptote 
zugleich  auf  seiner  Polare,  ist  daher  ein  Punkt  des  Kerns  vom  Netze; 
das  Netz  ist  also  ein  hyperbolisches  und  der  Kernkegelschnitt  eine 
Hyperbel.  Ist  das  Strahlsystem  des  Mittelpunktes  M  dagegen  ein 
elliptisches,  so  können  zwei  Fälle  eintreten:  Entweder  ist  das  Netz 
ein  hyperbolisches  und  der  Kernkegelschnitt  eine  Ellipse,  oder  das 
Netz  ist  ein  elliptisches  und  der  Kernkegelschnitt  imaginär;  der  erste 
Fall  tritt  ein,  sobald  das  auf  irgend  einem  Durchmesser  befindliche 
Punktsystem  des  Netzes  ein  hyperbolisches,  der  letzte  Fall,  sobald  es 
ein  elliptisches  ist;  alsdann  sind  auch  die  Punktsysteme  sämmtlich  er 
Durchmesser  im  ersten  Fall  hyperbolisch,  im  letzten  elliptisch. 

Steiner,  Yorletungen  IL    2.  Anfl.  29 


450 


Vierter  Abschnitt. 


Wir  bemerken  noch^  dass  das  einem  lusliebigen  Punkte  B  in  der 
Ebene  des  Netzes  zugehörige  Strahlsystem  immer  ein  Paar  conju* 
girter  Strahlen  besitzt,  welche  einem  Paar  conjugirter  Durchmesser 
parallel  laufen,  und  dass  sogar  der  eine  jener  Strahlen  mit  dem  einen 
dieser  Durchmesser  zusammenfallt;  denn  ziehen  wir  JBM,  so  läuft  der 
conjugirte  Durchmesser  parallel  mit  dem  zu  BM  conjugirten  Strahle 
des  Strahlsystems  (B)]  hieraus  folgt,  dass  alle  Strahlsysteme,  deren 
Mittelpunkte  auf  einem  und  demselben  Durchmesser  liegen,  ein  System 
paralleler  conjugirter  Strahlen  haben,  von  denen  die  eine  Hälfte  auf 
diesen  Durchmesser  fällt. 

Zwischen  den  verschiedenen  Punktsystemen  auf  sämmtlichen  Durch- 
messern des  Netzes  bestehen  ganz  analoge  Beziehungen,  wie  zwischen 
den  conjugirten  Durchmessern  des  Kegelschnitts  (S.  169).  Dieselben 
lassen  sich  auf  analogem  Wege  aus  der  Construction  der  Axen  ab- 
leiten; nehmen  wir  zu  diesem  Zweck  ein  Paar  conjugirter  Durch- 
messer mit  den  auf  ihnen  befindlichen  Punktsystemen  als  gegeben  an; 
diese  sind  bekanntlich  zur^  Bestimmung  des  Netzes  erforderlich  und 
ausreichend;  stellen  wir  uns  dann  die  Aufgabe,  die  Axen  mit  den  auf 
ihnen  befindlichen  Punktsystemen  zu  construiren.  Durch  den  Mittel- 
punkt und  den  unendlich-entfernten  Punkt  ist  auf  jedem  Durchmesser 
bereits  ein  Paar  conjugirter  Punkte  gegeben;  durch  ein  zweites 
Paar  wird  also  das  Punktsystem  vollständig' bestimmt    Seien  (Fig.  96) 

Fig.  96. 


91  und  93  die  sich  in  M  schneidenden  gegebenen  conjugirten  Durch- 
messer, auf  dem  ersteren  das  Paar  conjugirter  Punkte  a  und  a,  auf 
dem  letzteren  b  und  ß  gegeben,  und  setzen  wir  den  Fall  eines  elliptisdien 
Netzes  voraus,  weil  dieser  in  dem  Früheren  nicht  enthalten  ist;  dann 
müssen  a  und  a  und  ebenso  h  und  ß  auf  entgegengesetzten  Seiten 
von  M  liegen;  das  Product  Ma  .  Ma  heisst  die  Potenz  des  auf  dem 
Durchmesser  3(  befindlichen  Punktsystems  und  ist  eine  negative  Grosse, 
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weil  Ma  und  Ma  entgegengesetzte  Rü^htung  haben  (der  Gang  der 
Untersuchung  bleibt  im  Wesentlichen  ungeändert  fQr  jede  andere  An- 
nahme hinsichtlich  der  Lage  der  Punkte  aa,  bß).  Wir  bezeichnen 
die  Potenz  des  auf  dem  Durchmesser  %  befindlichen  Punktsystems 
durch  P«  t=  Ma  .  Ma  und  ebenso  die  auf  S9  durch  P©  =  Mb .  Mß.  Wäre 
das  Punktsystem  auf  8  hyperbolisch,  so  wäre  die  Potenz  P«  positiv 
imd  gleich  dem  Quadrat  des  halben  Abstandes  der  beiden  Asymptoten- 
punkte von  einander,  also  gleich  dem  Halbmesser  des  Kemkegelschnitts 
auf  dem  Durchmesser  S.  , 

Um  die  Axen  des  Netzes  zu  finden,  müssen  wir  das  dem  Mittel- 
punkte M  zugehörige  Strahlsystem  des  Netzes,  von  dem  wir  bis  jetzt 
nur  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  haben,  vollständig  kennen  imd  seine 
Axen  ermitteln,  welche  die  gesuchten  Axen  des  Netzes  sind.  Die 
Polare  des  Punktes  a  ist  nun  die  durch  a  zu  S3  gezogene  Parallele 
und  die  Polare  von  b  die  durch  ß  zu  %  gezogene  Parallele,  der 
Schnittpunkt  s  dieser  beiden  Parallelen  also  der  Pol  von  ab]  der  un- 
endlich-entfernte Punkt  von  ab  hat  zu  seiner  Polare  oflFenbar  Ms] 
ziehen  wir  also  durch  M  eine  Parallele  zu  ab^  nennen  dieselbe  S9', 
während  Ms  =  8'  ist,  so  sind  W  und  S'  ein  neues  Paar  conjugirter  Durch- 
messer, d.  h.  ein  zweites  Paar  conjugirter  Strahlen  des  Strahlsystems 
(Jf),  und  dieses  ist  hierdurch  vollständig  bestimmt;  wir  können  noch 
ein  drittes  Paar  conjugirter  Duchmesser  erhalten,  indem  wir  durch  a 
und  b  ein  Paar  Parallelen  zu  93  und  $(  ziehen,  die  sich  in  ö  treffen, 
dann  sind  Mö  (==^  W)  und  die  durch  M  zw  aß  gezogene  Parallele  35" 
ein  drittes  Paar  conjugirter  Durchmesser  des  Netzes.  Um  die  Axen 
des  Strahlsystems  (M)  zu  finden,  lassen  wir  dasselbe  von  einer  Ge- 
raden (Transversale)  schneiden,  welche  durch  a  parallel  zu  83  gezogen 
ist;  auf  dieser  Transversale  wird  durch  das  Strahlsystem  {M)  ein 
Punktsystem  ausgeschnitten,  dessen  Mittelpunkt  offenbar  a  ist  Die 
Kreise,  welche  über  den  Strecken  zwischen  je  zwei  conjugirten  Punkten 
dieses  Punktsystems  als  Durchmesser  beschrieben  werden  können,  bilden 
ein  Kreisbüschel  mit  zwei  reellen  gemeinschaftlichen  Punkten  oder 
einer  ideellen  gemeinschaftlichen  Secante,  und  es  giebt  einen  einzigen, 
leicht  construirbaren  Kreis  dieses  Büschels,  welcher  durch  M  geht; 
dieser  Kreis  schneidet  die  Transversale  offenbar  in  zwei  solchen  conju- 
girten Punkten  ihres  Punktsystems,  welche  mit  M  verbunden  zwei  conju- 
girte  Strahlen  des  Strahlsystems  (JMT)  liefern,  und  da  diese  Strahlen  einen 
Peripherie- Winkel  über  einem  Halbkreise  einschliessen,  also  zu  einander 
rechtwinklig  sind,  so  sind  sie  die  gesuchten  Axen  a.  und  b  des  Netzes. 
Seien  Mx  und  ilf|  die  so  construirten  Axen,  x  und  5  ihre  Schnitt- 
punkte mit  der  Transversale  durch  a,  so  ist  zu  bemerken,  dass  wegen 
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der  Constanten  Potenz  ax .  cr|  gleich  ist  dem  analogen  Prodncte  für 
irgend  zwei  andere  conjugirte  Punkte  des  Punktsystems  auf  der  Trans- 
Tersale,  also  auch  für  ihre  beiden  Schnittpunkte  mit  W  und  93"',  d.  h. 
=  a6,aa\  nun  ist  aber  aa  =  3f  6  und  wegen  der  Parallelität  ver- 
hält sich: 

-=  — 1-       also 


Ma 


aM 


Ma 


Fig.     97. 


xa  ,ai  =  Mb  ,  Mß  .  ^ , 

eine  Relation,  von  welcher  wir  sogleich  Gebrauch  machen  werden. 
Es  bleibt  jetzt  übrige  nachdem  die  Axen  des  Netzes  gefunden  sind, 
die  auf  ihnen  befindlichen  Punktsysteme  zu  ermitteln.  Dies  kann  auf 
folgende  Art  geschehen:  Die  Polare  von  x  muss  parallel  laufen  zu 
3/|  (Fig-  97),  also  senkrecht  stehen  auf  Mx,  femer  muss  sie  durch 
den  Punkt  a  gehen,  weil  x  auf  der  Polare  von  a  liegt,  nämlich  auf  der 

durch  a  parallel  zu  SB  gezoge- 
nen Geraden;  folglich  wird  das 
aus  a  auf  Mx  gefällte  Perpen- 
dikel die  Polare  von  x  sein 
und  Mx  in  dem  Punkte  x 
treflfen,  welcher  der  conjugirte 
von  X  ist  für  das  auf  der 
a-Axe  befindliche  Punktsystem 
des  Netzes;  ebenso  trifft  das 
aus  a  auf  die  &-Axe  herabge- 
lassene Perpendikel  dieselbe  id 
r,  dem  conjugirten  Punkte  zu 
I  in  dem  der  b-Axe  zugehörigen  Punktsystem.  Da  wir  ausserdem 
den  Mittelpunkt  M  für  diese  beiden  Punktsysteme  kennen,  so  ist  uns 
ihre  Potenz: 

Mx  .  Mx  =  P^     und     3f  g  .  Mi'  =  P* 

bekannt  und  hierdurch  auch  jedes  der  beiden  Punktsysteme  selbst 
Zugleich  ergeben  sich  die  erwähnten  Beziehungen  zwischen  den  Grössen 
P^PfßPaPö,  wie  folgt: 

Wir  haben  bereits  auf  S.  176  auf  zwei  elementare  Hülfssätze  über 
das  rechtwinklige  Dreieck  aufmerksam  gemacht,  welche  so  lauten:  Wenn 
das  rechtwinklige  Dreieck  xMl^  in  M  den  rechten  Winkel  hat  und  a 
irgend  ein  Punkt  seiner  Hypotenuse  ist,  die  Perpendikel,  aus  a  auf 
Mx  und  M^  geföllt,  die  Katheten  in  y  und  tj  treffen,  so  ist  allema): 

I.     Mx  .  My   .   Mi  .  Mri  =  xa  .  ai  Ma^sin^  {Ma,  ag) 
IL    Mx  .  My  -f  Mi  .  Mtj  =  Ma^  •■{'  xa  .ai 
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Der  ganz  elementare  Beweis  dieser  Sätze  kann  hier  unterdrückt 
werden;*  der  zweite  Satz  ist  die  Verallgemeinerung  eines  bekannten 
Satzes  fbr  den  besonderen  Fall^  dass  a  in  der  Mitte  der  Hypo- 
tenuse liegt. 

Die  Strecken  My  und  Mri  können  wir  nun^  indem  wir  diese 
Sätze  auf  unsere  Figur  anwenden^  ersetzen  durch  Mx  und  M^,  denn 
die^  Parallelität  liefert  folgende  Verhältnisse: 

My  Ma Mri 

'Mx~'Mi~  ST' 

dies  in  die  vorigen  Relationen  substitnirt  giebt: 

Mx  .  Mx  .  Mi  .  Mi'  =  xa.ai.  Ma*  .  sin«  («,  ») 
Mx  .  Mx'  +  Mi  .  Mi'  =  Ma  .  Ma  -^  xa  ,ai.  -^ , 

oder,    wenn   nach   dem  Obigen  für   xa  ,ai  =  Mb  .  Mß  .  -j^    gesetzt 

wird,  und  die  Producte  durch  die  eingeführte  Bezeichnung  der  Potenz 
ersetzt  werden: 

I.     PH.P».8in«(a,83)  =  Pa.P6 

IL      Pfi  +  P9  =  Pa+Pöy      d.   h. 

I)  „Das  Product  ans .  den  Potenzen  der  auf  einem  Paar  conjugirter 
Durchmesser  des  Netzes  befindlichen  Punktsysteme  multiplicirt  mit  dem 
Quadrat  des  sinus  des  eingeschlossenen   Winkels  ist  constant.^'  ^ 

II)  yyDie  Summe  der  Potenzen  der  auf  einem  Paar  canjugirter  Durclir 
messer  des  Netzes  befindlichen  Punktsysteme  ist  constantJ^ 

Diese  Sätze  sind  gleichlautend  mit  den  bekannten  Eigenschaften 
der  conjugirten  Durchmesser  des  Kegelschnitts;  sie  bleiben  bestehen 
für  das  Netz,  auch  wenn  dasselbe  elliptisch  ist,  also  keinen  reellen 
Kemkegelschnitt  besitzt,  wofern  wir  nur  an  die  Stelle  der  Durch- 
messer den  allgemeineren  Begriff  der  Potenz  des  zugehörigen  Punkt- 
systems setzen.  In  dem  Falle  eines  elliptischen  Netzes  sind  allemnl 
beide  Werthe  P«  und  P©  negativ,  in  dem  Falle  eines  hyperbolischen 
Netzes  entweder  beide  positiv  (Kernkegelschnitt  =  Ellipse)  oder  einer 
positiv,  der  andere  negativ  (Kernkegelschnitt  =  Hyperbel).  Für  zwei 
conjugirte  Hyperbeln,  welche  dasselbe  Strahlsystem  der  conjugirten 
Durchmesser  haben  (S.  165),  findet  allemal  ein  derartiges  Verhalten 
statt,  dass,  wenn  bei  der  einen  P«  positiv  und  P©  negativ,  bei  der 
andern  umgekehrt  P«  negativ  und  P«  positiv  ist,  übrigens  aber  die 
absoluten  Werthe  dieser  Potenzen  beziehlich  dieselben  sind.  In  diesem 
Sinne  können  wir  uns  auch  zu  der  EUipse  den  conjugirten  Kegelschnitt, 
der  vollständig  imaginär  ist,  denken,  indem  wir  ihm  dasselbe  Strahl- 
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System  der  conjugirien  Durchmesser  zuweisen,  aber  auf  jedem  Paar 
conjugirter  Durchmesser  die  Potenzen  der  zugehörigen  Punktsysteme 
gleich  und  entgegengesetzt  annehmen,  also  die  hyperbolischen  Punkt- 
systeme in  gleichwerthige  elliptische  verwandeln.  Solche  vier  Netze 
(Kegelschnitte),  welchen  die  Werthe: 


+  -P« 


+  Pa 

-Pö 


-Pa 

+  P^ 


-Pa 
-Pö 


zukommen,  sind  vier  harmonisch 'Zugeordnete  Netze ^  wie  auf  Seite  426 
nachgewiesen  ist. 

Sind  insbesondere  die  Werthe  von  P«  und  P^  einander  gleich,  so 
lässt  die  obige  Construction  erkennen,  dass,  wenn  beide  positiv  oder 
beide  negativ  sind,  das  dem  Mittelpunkte  M  zugehörige  Strahlsystem  des 
Netzes  (das  System  der  conjugirten  Durchmesser)  ein  circulares  Strahl- 
system wird,  also  je  zwei  conjugirte  Durchmesser  auf  einander  recht- 
winklig sind,  woraus  denn  folgt,  dass  der  Kemkegelschnitt  des  Netzes 
ein  reeller  oder  imaginärer  Kreis  wird.  Hieraus  folgt  die  bekannte 
Eigenschaft  eines  solchen  besonderen  Netzes,  dass  die  Polare  irgend 
eines  Punktes  p  senkrecht  steht  auf  der  Verbindungslinie  {pM)  des- 
selben mit  dem  Mittelpunkte  des  Netzes,  und  zwar  in  demjenigen 
Punkte  Ä  dieses  Durchmessers  pjf,  für  welchen  Mp  .  Mn  gleich  ist  dem 
festen  (positiven  oder  negativen)  Werthe  der  Potenz  P«  (=  P*).  Sind 
dagegen  die  Werthe  von  P«  und  P^  gleich  und  entgegengesetzt,  so 
fit  das  Netz  hyperbolisch  und  der  K^rnkegelschnitt  eine  gleichseitige 
Hyperbel,  indem  das  dem  Mittelpunkte  M  zugehörige  Strahlsystem 
des  Netzes  ein  gleichseitig-hyperbolisches  wird. 

§.  60.    Die  Brennpunkte  des  Netzes. 

Es  bietet  sich  uns  als  nächste  Aufgabe  dar,  solche  Punkte  in 
der  Ebene  des  Netzes  aufzusuchen,  deren  zugehörige  Strahlsysteme 
circulare  werden;  ein  circulares  Strahlsystem  ist  ein  besonderes  ellip- 
tisches Strahlsystem,  welches  nicht  nur  ein  Paar,  sondern  unend- 
lich -  viele  Paare  von  Axen  hat  d.  h.  bei  welchem  je  zwei  jjonjugirte 
Strahlen  zu  einander  rechtwinklig  sind;  dies  ist  der  Fall,  sobald  es 
zwei  Paare  zu  einander  rechtwinkliger  conjugirter  Strahlen  giebt,  durch 
welche  das  Strahlsystem  bestimmt  wird.  Es  ist  nun  leicht  einzusehen, 
dass,  wenn  es  überhaupt  Punkte  in  der  Ebene  des  Netzes  giebt,  deren 
zugehörige  Strahlsysteme  circulare  sind,  diese  nothwendig  auf  den 
Axen  des  Netzes  liegen  müssen.  Denn  wäre  B  irgend  ein  nicht  auf 
einer  Axe  liegender  Punkt  und  M  der  Mittelpunkt  des  Netzes,  so 
würde  dem  Durchmesser  BM  ein  conjugirter  Durchmesser  zugehören, 
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Fig.  98. 


welcher  nicht  senkrecht  auf  ihm  stände;  zögen  wir  nämlich  durch  B  eine 
Parallele  zu  letzterem^  so  hätten  wir  den  eonjugirten  Strahl  zu  BM 
in  dem  Strahlsystem  (J3);  wir  hätten  also  zwei  conjugirte  Strahlen 
dieses  Strahlsystems,  welche  nicht  rechtwinklig  zu  einander  wären-, 
das  Strahlsystem  {B)  wäre  also  augenscheinlich  kein  circulares.  Hier- 
von macht  allerdings  der  Fall  eine  Ausnahme^  wenn  das  dem  Punkte 
{M)  zugehörige  Strahlsystem  selbst  ein  circulares  ist;  in  diesem  Falle 
ist  es  indessen  leicht  einzusehen  ^  dass  das  so  construirte  Paar  das 
einzige  Paar  rechtwinkliger  conjugirter  Strahlen  des  Strahlsystems  (B) 
ist;  denn  ziehen  wft  durch  B  einen  beliebigen  zweiten  Strahl,  so 
wird  dessen  Pol  auf  der  aus  M  auf  ihn  herabgelassenen  Senkrechten 
liegen  und  im  Allgemeinen  nicht  im  Unendlichen;  verbinden  wir  ihn 
mit  B,  so  haben  wir  also  wieder  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  des 
Strahlsystems  {B)y  die  nicht  zu  einander  rechtwinklig  sind,  und  das 
Strahlsystem  {B)  ist  also  kein  circulares. 

Wir  haben  demnach  die  Punkte  von  der  verlangten  Eigenschaft  nur 
auf  den  Axen  des  Netzes  zu  suchen;  wir  nehmen  einen  beliebigen 
Punkt  X  auf  einer  Axe  (Fig.  98),  ermitteln  seine  Polare  X,  welcte  in 
X  senkrecht  auf  dieser  Axe  steht,  dann  sind  xM  imd  X  die  Axen 
des  dem  Punkte  x'  zugehörigenStrahl- 
systems,  ebenso  xM  und  die  Senk- 
rechte in  X  die  Axen  des  dem 
Punkte 2; zugehörigen  Strahlsystems; 
andere  Paare  conjugirter  Strah- 
len des  letzteren  können  wir  da- 
durch finden,  dass  wir  das  Punkt- 
systenf  auf  X  ermitteln,  welches 
^mit  dem  Strahlsystem  {x)  perspec- 
tivisch  liegt.  Ziehen  wir  durch  x 
einen  beliebigen  Strahl  Y,  welcher 
in  z  die  Polare  X  trifft,  und  be- 
stimmen den  Pol  y  von  Y,  welcher 
auf  X  liegen  muss,  so  ist  {xy)  =  Z 

die  Polare  von  j^;  y  und  z  sind  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  dem 
Netze  zugehörigen  Punktsystefiis  auf  X,  und  Z  und  Y  sind  ein  Paar 
conjugirter  Strahlen  des  dem  Punkte  x  zugehörigen  Strahlsystems  im 
Netze.  Die  beiden  Strahlen  Y  und  Z  werden  aber  im  Allgemeinen 
nicht  rechtwinklig  auf  einander  stehen,  und  das  Strahlsystem  {x)  wird 
also  im  Allgemeinen  kein  circulares  sein;  verändern  wir  indessen  den 
Punkt  X  auf  der  Axe,  so  kann  es  sich  ereignen,  dass  diese  Perpen- 
dicularität  eintritt,   und   ein   solcher  Punkt  Xy   für  welchen  dies  der 
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Fall  ist,  muss  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  sein  StraUsystem  ein 
circulares  wird.  Bei  der  Bewegung  von  x  können  wir  noch  die  Rich- 
tung der  durch  ihn  gehenden  Geraden  Y  ganz  willkürlich  annehmen, 
es  wird  aber  für  die  Betrachtung  zweckmässig  sein,  für  Y  eine 
(übrigens  beliebige)  Richtung  unverändert  beizubehalten  und  also  Y 
nur  parallel  mit  sich  zu  verschieben;  die  Allgemeinheit  der  Betrach- 
tung wird  dadurch  nicht  beeinträchtigt;  in  dem  Punktsystem  auf  X, 
von  welchem  y  und  z  ein  Paar  conjugirter  Punkte  sind,  ist  offenbar 
X  der  Mittelpunkt,  und  wegen  der  Eigen^haft  der  constanten  Potenz 
eines  Punktsystems  haben  wir: 

a;'y  .a:';gr  =  const. 
In  dem  Dreieck  xyz  ist  xx'  eine  Höhe,  die  beiden  andern  Höhen 
yy   und  zz   schneiden  sich  also  in  einem  Punkte  |  der  ersteren,  d.  h. 
der   in    Betracht  gezogenen   Axe   des  Netzes.     Die  Aehnüchkeit  der 
'Dreiecke  giebt  femer: 

xy  .  X  z  =  XX  .  ix  =  const. 

Wenn  wir  also  den  Punkt  x  festhalten  und  das  Paar  conjugirter 
Punkte  y^  z  auf  seiner  Polare  X  beliebig  verändern,  d.  h.  das  ganze 
Punktsystem  durchlaufen  lassen,  so  bleibt  der  Höhenpunkt  ^  des 
Tripeldreiecks  xyz  immer  derselbe  feste  Punkt. ' 

Die  Fusspunkte  y  und  z  der  aus  y  und  z  auf  die  Seiten  des 
Tripeldreiecks  xyz  gefällten  Perpendikel  besitzen  die  Eigenschaft^  dass 
yy  und  yz^  ebenso  z'y  und  z  z  je  zwei  conjugirte  Strahlen  des  Netzes 
sind  und,  da  diese  auf  einander  senkrecht  stehen,  die  Axen  der  den 
Punkten  y  und  /  zugehörigen  Strahlsysteme  des  Netzes.  Bei  der 
Veränderung  von  y  und  z  beschreiben  nun  y  und  z  einen  Kreis, 
dessen  Durchmesser  xi  ist.  Jeder  Punkt  dieses  Ejreises  mit  a;*und  J 
verbunden  liefert  die  Axen  des  ihm  zugehörigen  Strahlsystems  im  Netze. 

Um  die  Veränderung  zu  verfolgen,  welche  mit  der  Bewegung  des 
Punktes  x  eintritt,  müssen  wir  ermitteln,  wie  der  Punkt  |  mit  x  sich 
verändert;  mit  x  verändert  sich  zunächst  X,  indem  es  sich  bestandig 
parallel  bleibt  und 

Mx  .  Mx'  ==  const. 

ist;  die  durch  x  gezogene  Gerade  Y  soll  auch,  wie  oben  bestimmt  ist, 

in  ihrer  Richtung  festgehalten  werden, *der  Pol  y  wird  also  auf  dem 

zu  dieser  Richtung  conjugirten  Durchmesser  My  sich  bewegen;  das 

Perpendikel   yy    bleibt  beständig  sich  parallel,  und  es  bleiben  daher 

die  Verhältnisse  constant: 

My  ,  Mx  , 

jg^  =  const. ,       -^  =  const.  , 

und  hieraus  auch: 
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-tCtt  =7=  const. 
Diese  Kelation  mit  der  obigen  verbunden  giebt: 

Mx  .  M^  =  const. , 

UDd  hieraus  schliesseu  wir^  dass  die  Punkte  x  und  |  conjugirte  Punkte 
eines  bestimmten  vieuen  auf  der  Axe  befindlichen  Punktsystems  sind^ 
welches  denselben  Mittelpunkt  M  hai  [Wollten  wir  die  kleine  Rech- 
nung vermeiden ;  so  wäre  ebenso  leicht  zu  zeigen ,  dass  bei  der  Be- 
wegung von  X  der  Punkt  %  eine  mit  ihm  projectivische  Punktreihe 
durchläuft;  und  dass  entsprechende  gleiche  Strecken  der  beiden  pro- 
jectivischen  Punktreihen  verkehrt  auf  einander  fallen^  d.  .h.  wenn  | 
nach  X  gelaugt,  x  nach  l  kommt,  woraus  dann  ebenfalls  die  involu- 
torische  Eigenschaft  des  Punktpaares  {x,  |)  erhellt.] 

Nachdem  diese  Abhängigkeit  der  Punkte  x  und  g  von  einander 
ermittelt  ist,  wird  die  ursprünglich  vorgelegte  Frage  leicht  zu  beant- 
worten sein.  Soll  nämlich  das  dem  Punkte  x  zugehörige  Strahl- 
system  ein  circulares  werden,  so  muss  das  Tripeldreieck  xyz  bei 
X  rechtwinklig  sein,  d.  h.  der  Hohenpunkt  §  dieses  Dreiecks  muss 
mit  der  Ecke  x  zusammenfallen,  und  umgekehtt:  Wenn  der  Hohen- 
punkt I  mit  X  zusammenfällt,  nur  dann  werden  Y  und  Z  recht- 
winklig zu  einander  sein.  Da  nun  x  und  ^  conjugirte  Punkte  eines 
bestimmten  und  aus  dem  Obigen  leicht  zu  ermittelnden  Punktsystems 
sind,  80  kommt  es  darauf  an,  die  Asymptotenpunkte  dieses  Punkt- 
systems zu  finden.  Diese  sind  nur  reell ,  wenn  das  Punktsystem  hyper- 
bolisch ist,  im  andern  Falle  werden  sie  durch  dieses  bestimmte 
(elliptische)  Punktsystem  vertreten.  Es  kann  also  auf  jeder  Axe  des 
Netzes  höchstens  zwei  Punkte  von  solcher  Beschafi^enheit  geben,  dass 
die  ihnen  zugehörigen  Strahlsysteme  des  Netzes  circulare  werden. 
Um  zu  erfahren,  ob  diese  Punkte  reell  sind,  müssen  wir  das  oben 
ermittelte  Punktsystem  {x,  g)  auf  jeder  Axe  genauer  zu  bestimmen 
suchen.  Da  die  Punkte  x^  |  auf  der  in  Betracht  gezogenen  Axe  des 
Netzes  ein  Punktsystem  bilden,  so  werden  sämmtliche  über  den 
Strecken  x^  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  ein  Kreisbüschel 
bilden  und  zwar  mit  einer  reellen  gemeinschaftlichen  Secante,  wenn 
das  Punktsystem  (x,  |)  elliptisch  ist,  dagegen  mit  einer  ideellen  ge- 
meinschaftlichen Secante,  wenn  das  Punktsystem  {Xj  §)  hyperbolisch 
ist,  indem  die  beiden  Asymptotenpunkte  desselben  die  Grenzpunkte 
(Null-Kreise)  des  Kreisbüschels  werden.  Welcher  Art  aber  auch 
dieses  Kreisbüschel  sei,  immer  giebt  es  durch  einen  Punkt  B  der 
Ebene  nur  einen  einzigen,  stets  reellen  Kreis,  welcher  dem  Büschel 
angehört,  oder  mit  andern  Worten,  das  Kreisbüschel  erfüllt  die  ganze 
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unendliche  Ebene.  Wir  haben  oben  gesehen,  dass  jeder  Punkt  J?  eines 
solchen  Kreisen,  welcher  über  x^  als  Durchmesser  beschrieben  ist, 
mit  X  und  |  verbunden  zwei  rechtwinklige  Strahlen  liefert,  welche 
die  Axen  des  Strahlsystems  für  B  im  Netze  sind.  Da  aber  jedem  Punkte 
B  in  der  Ebene  des  Netzes  nur  ein  bestimmtes  Strahlsystem  zugehört 
und  auch  durch  jeden  Punkt  B  nur  ein  bestimmter  Kreis  des  Kreis- 
büschels hindurchgeht^  so  können  wir  umgekehrt  schliessen:. 

Denkt  man  sich  in  sämmÜichen  Punkten  B  der  Ebene  eines  Netzes 
die  Axen  der  ihnen  im  Netze  zugehörigen  Strahlsysteme  ermittelt,  und  trifft 
ein  solches  Axenpaar  eine  (oder  die  andere)  Axe  des  Netzes  in  dem 
Punktpaar  x,  5;  so  badet  die  GesamnUheit  dieser  Paare  x,  |  ein  be- 
stimmtes Punktsystem  auf  der  Axe  des  Netzes,  d.  h,  x,  5  sind  aüemal  ein 
Paar  conjugirter  Punkte  eines  und  desselben  Punktsystems,  wo  audi  der 
Punkt  B  in  der  Ebeme  angenommen  werden  mag. 

Hierdurch  wird  das  Punktsystem  (x,  {)  auf  eine  zweite,  sehr  ein- 
fache Weiöe  bestimmt  und  zwar  für  jede  der  Axen  des  Netzes  in 
gleichartiger  Weise,  denn  die  eine  der  Betrachtung  zu  Grunde  ge- 
legte Axe  hat  vor  der  anderen  nichts  voraus,  und  durch  einen  be- 
stimmten Punkt  B  giebt  es  nur  ein  einziges  Paar  Axen  desjenigen 
Strahlsystems,  welches  dem  Punkte  B  im  Netze  zugehört.  Denken 
wir  uns  also  einen  beliebigen  Punkt  B  in  der  Ebene  und  die  Axen 
seines  Strahlsystems,  welche  in  x  und  |  die  eine,  in  y  und  17  die 
andere  Axe  des  Netzes  treffen  mögen,  so  bestimmen  x,  g  und  der 
Mittelpunkt  M  das  eine,  y,  ri  und  der  Mittelpunkt  M  das  andere 
Punktsystem  auf  den  Axen  des  Netzes,  und  es  ist  jetzt  leicht  ersicht- 
lich, dass  von  diesen  beiden  Punktsystemen  noth wendig  eines  hyper- 
bolisch und  das  andere  elliptisch 
sein  muss;  denn  sobald  x  und  ^  auf 
derselben  Seite  von  M  gelegen  sind, 
müssen  y  und  17  auf  entgegengesetz- 
ten Seiten  von  M  liegen  und  umge- 
kehrt (Fig.  99).  Die  vier  Punkte 
xl^yri  liegen  nämlich  so,  dass  jeder 
-v^<:: —  von  ihnen  der  Höhenpunkt  des  von 
den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks 
ist,  und  es  findet  demzufolge  die  Be- 
dingung statt: 

Mx.Ml  +  My.Mn  =  0:, 
das  eine  dieser  beiden  Producte  ist  also  gleich,  aber  entgegengesetzt 
dem  andern,  d.  h.  wenn  das  eine  positiv  ist,  muss  das  andere  negativ 
sein  und  umgekehri     Von  den  beiden  auf  den  Axen  des  Netzes  her- 


Fig.  99. 
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vorgerufenen  Punktsystemen  ist  also  eines  nothwendig  hyperbolisch, 
das  andere  elliptisch.  Die  Asymptotenpuukte  des  hyperbolischen 
Punktsystems,  i^und  F^y  sind  die  einzigen  reellen  Punkte  in  der  Ebene 
des  Netzes,  für  welche  das  zugehörige  Strahlsystem  ein  circulares 
wird;  sie  heissen  die  Brennpmikte  des  Netzes^  auf  der  andern  Axe 
giebt  es  ein  bestimmtes  elliptisches  Punktsystem,  dessen  Potenz  den 
gleichen  aber  entgegengesetzten  Werth  hat,  und  dessen  imaginäre  Asym- 
ptotenpunkte als  das  zweite  Paar  Brennpunkte  des  Netzes  aufgefasst 
werden  können.  Wollen  wir  noch  die  unendlich-entfernte  Oerade  @ 
als  dritte  Axe  des  Netzes  gelten  lassen,  insofern  sie  der  dritte  Tripel- 
strahl  zu  den  beiden  endlichen  Axen  des  Netzes  ist  und  gewisser- 
masseu  als  auf  jeder  Geraden  in  der  Ebene  senkrecht  stehend  ange- 
nommen werden  kann,  so  wird  auf  dieser  dritten  Axe  ebenfalls  ein 
Punktsystem  {z,  g)  durch  die  Axen  eines  jeden  Strahlsystems  im  Netze 
bestimmt  werden,  und  dieses  Punktsystem  ist  ein  für  allemal  dasselbe 
(circulare),  indem  es  von  je  zwei  miendlich  -  entfernten  Punkten  in 
zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  erzeugt  wird.  Die  imagi-- 
nären  Asymptotenpunkte  desselben  sind  die  imaginären  Kreispunkte 
der  unendlich-entfernten  Geraden  (S.  78)  und  können  allemal  als  ein 
Paar  imaginäre  Brennpunkte  für  jedes  Netz  angesehen  werden. 

Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  die  Potenz  des  Punktsystems  (:r,  |), 
welche  gleich  und  entgegengesetzt  der  des  andern  Punktsystems  (j^,  ri) 
ist,  zu  bestimmen  oder«  was  dasselbe  ist,  den  Abstand  jedes  der 
Brennpunkte  FF^  von  dem  Mittelpunkte  M  des  Netzes  zu  ermitteln; 
dieser  ist  leicht  auszudrücken  durch  die  Potenzen  P«  und  P^  der- 
jenigen beiden  Punktsysteme,  welche  den  Axen  des  Netzes  zugehören. 
Nehmen  wir  von  den  beiden  Axen  des  dem  Punkte  B  zugehörigen 
Strahlsystems  eine,  welche  in  x  und  y  die  Axen  des  Netzes  treö'en 
möge,  so  wird  ihr  Pol  P  auf  der  andern  liegen  müssen  (Fig.  99), 
also  in  der  durch  B  auf  ihr  gezogenen  Senkrechten,  welche  in  g  und 
71  die  Axen  des  Netzes  trifft;  die  Polare  von  x  muss  nun  durch  P 
gehen  und  senkrecht  stehen  auf  Mx,  also,  wenn  das  aus  P  auf  Mx 
herabgelassene  Perpendikel  diese  Gerade  in  x  triflFt,  so  ist  Mx .  Mx=^Pa 
und  ebenso  My .  My  =  Pö,  wo  y  den  Fusspunkt  des  aus  P  auf  My 
herabgelassenen  Perpendikels,  d.  h.  der  Polare  von  y  bedeutet.  Aus 
der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  folgt  aber: 

Mri        y.r\ y  y\         Mri — My 

Ml  ~  yP  ~  M^'  Mx         ' 

und  setzen  wir  dies  Yerhaltniss  in  die  oben  gefundene  Relation: 

Mx,M^  +  My.Mri  =  0 
ein,  so  folgt: 
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Mx  .  Mx  —  My  .  My  =  —  My  .  Mri  =  Mx .  if  | 
oder:         *  [Mx.Ml^P.-P, 

\  My.Mri=P,  -- Pa. 

Die  Potenz  desjenigen  Punktsystems  ^  dessen  Asymptotenpunkte 
die  Brennpunkte  des  Netzes  sind,  ist  hiernach  gefunden^  also  auch 
die  Entfernung  der  Brennpunkte  FF^  vom  Mittelpunkte,  deren  Quadrat 
gleich  dem  absoluten  Werthe  von  (P«  —  Pb)  ist. 

Es  ist  vorhin  erwähnt  worden,  dass  die  Kreise,  welche  über  je 
einer  Strecke  xl^  zwischen  zwei  conjugirten  Punkten  des  Punktsystems 
(Xf  I)  als  Durchmesser  beschrieben  werden,  ein  Kreisbüschel  bilden, 
dessen  Grenzpunkte  (Nullkreise)  die  Brennpunkte  des  Netzes  sind. 
Wir  erhalten  hiemach  für  die  'beiden  endlichen  Axen  des  Netzes 
zwei  Kreisbüschel,  deren  eines  zur  ideellen,  das  andere  zur  reellen  ge- 
meinschaftlichen Secante  die  eine  und  die  andere  Aze  des  Netzes  imd 
zur  Centrale  die  jedesmalige  zweite  Axe  hat;  da  die  Potenz  des 
Punktes  M  in  Bezug  auf  die  Kreise  des  einen  Büschels  gleich  aber 
entgegengesetzt  der  Potenz  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  die  Kreise 
des  andern  Büschels  ist,  so  schneidet  jeder  Kreis  des  einen  jeden  des 
andern  Büschels  rechtwinklig,  und  die  Kreise  über  x^  und  yt}  als 
Durchmesser  stehen  daher  in  der  bekannten  Beziehung  zu  einander, 
dass  sie  zwei  conjugirte  Kreisbüsdiel  bilden.  Wir  können  dies  als  Satz 
folgendermassen  aussprechen: 

Die  beiden  Brennpunkte  auf  der  einen  Axe  des  Netzes  und  die 
Schnittpunkte  der  andern  mit  irgend  einem  Axenpaar  des  StraJUsystems, 
welcfies  einem  beliebigen  Punkte  in  der  Ebene  des  Netzes  zugehört,  liegen 
ällenial  auf  einem  Kreise, 

Das  dritte  zu  den  beiden  conjugirten  Kreisbüscheln  zugehörige 
Kegelschnittbüschel,  welches  aus  sämmtlichen  gleichseitigen  Hyperbeln 
besteht,  die  M  zum  Mittelpunkt  haben  und  durch  die  Brennpunkte 
FF^  gehen  (S.  339),  tritt  bei  dieser  Betrachtung  ebenfalls  hervor,  wenn 
man  @^  als  dritte  Axe  des  Netzes  hinzunimmt.  Wenn  man  die  Axen 
des  einem  beliebigen  Punkte  P  in  Bezug  auf  das  Netz  zugehörigen 
Strahlsystems  hat  und  durch  M  Parallele  zu  denselben  zieht,  so  giebt 
es  eine  gleichseitige  Hyperbel,  welche  diese  beiden  Parallelen  zu 
Asymptoten  hat  und  durch  P  geht;  alle  diese  Hyperbeln  bilden  ein 
Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  mit  zwei  reellen  (FF^)  und  zwei 
imaginären  Grundpunkten.  Wir  erhalten  eine  solche  gleichseitige  Hy- 
perbel, wenn  wir  (Fig.  98)  bei  dem  obigen  Tripel  xyz  die  Bewegung  ein- 
treten lassen,  dass  wir  Y  parallel  mit  sich  verschieben  und  aus  dem  jedes- 
maligen Pole  y  von  Y  das  Perpendikel  auf  F  fallen,  dessen  Fusspunkt 
y   die  gleichseitige  Hyperbel  beschreibt. 
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§.  61.   Einige  Eigensöhaften  der  Axen  sämmtllclier  StraUsysteme,  welche 
den  Punkten  in  der  Ebene  eines  Netzes  zugeliören. 

Wir  haben  oben  (S.  422)  das  Gesetz  aufgesucht^  welchem  die  Asymptoten 
sämmtlicher  Strahlsysteme;  die  den  Punkten  in  der  Ebene  eines  Netzes 
zugehoren,  unterworfen  sind^  sowie  den  Ort.  sämmtlicher  Asymptoten- 
punkte auf  allen  Geraden  in  der  Ebene  des  Netzes;  letzterer  war  der 
Kern  des  Netzes  und  sämmtliche  Asymptoten  Tangenten  dieses  Eern- 
kegelschnitts.  Es  bietet  sich'  jetzt  die  Frage  dar^  welchem  Gesetze 
die  Axen  sämmtlicher  Strahlsysteme  im  Netze  unterworfen  sind?  Jede 
Gerade  9  in  der  Ebene  ist  Axe  eines  bestimmten  Strahlsystems;  denn 
treffe  sie  eine  Axe  X  des  Netzes  in  x  und  sei  %  der  conjugirte  Punkt 
in  demjenigen  Punktsystem  {Xy  S)  auf  dieser  Axe  (S.  458),  dessen 
Asymptotenpunkte  die  reellen  (oder  imaginären)  Brennpunkte  des 
Netzes  sind;  so  wird  das  Perpendikel  aus  %  auf  die  Gerade  %  dieselbe 
in  demjenigen  Punkte  p  treffen,  für  welchen  die  Gerade  %,  und  die 
darauf  Senkrechte  dfe  Axen  des  dem  Punkte  ji  zugehörigen  Strahl- 
systems im  Netze  sind.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  P  in  der 
Ebene  gehen  also  unendlich-viele  Gerade  %y  welche  als  Axen  für  be- 
stimmte dem  Netze  zugehörige  Strahlsysteme  auftreten;  suchen  wir 
den  Ort  der  zugehörigen  zweiten  Axe  93  zu  bestimmen.  Das  von  der 
Geraden  91  beschriebene  Strahlbüschel  (P)  trifft  die  Axe  X  des  Netzes 
in  der  Punktreihe  (^)  und  die  unendlich-entfernte  Gerade  ®^  in  einer 
PunktreihC;  die  mit  der  Punktreihe  {x)  perspectivisch  liegt;  denken 
wir  uns  das  StrahlbQschel  (P)  um  90^  gedreht^  so  trifft  es  die  %^  in 
einer  neuen  Punktreihe ^  welche  ebenfalls  mit  dem  Strahlbüschel  (P) 
projectivisch  ist;  der  dem  x  conjugirte  Punkt  \  beschreibt  bei  der 
Bewegung  Yon  x  eine  Punktreihe  (g)^  welche  wegen  der  projectivischen 
Natur  des  Punktsystems  (S.  52)  ebenfalls  mit  der  Punktreihe  (oS)  pro- 
jectiyisch  ist;  und  die  Perpendikel  aus  $  auf  den  jedesmaligen  Strahl 
%  sind  nichts  anderes ,  als  Verbindungsstrahlen  entsprechender  Punkte 
zweier  projectivischer  Punktreihen  auf  den  Trägern  X  und  @)„  y  indem 
letztere  von  dem  um  90^  gedrehten  Strahlbüschel  (P)  auf  %^  ausge- 
schnitten wird.  Die  der  Axe  %  zugehörige  zweite  Axe  93  umhüllt 
daher  einen  Kegelschnitt  und  zwar  eine  Parabdy  weil  &^  eine  Tangente 
desselben  ist;  diese  Parabel  berührt  die  beiden  endlichen  Axen  X  und 
Y  des  Netzes^  und  der  Mittelpunkt  M  des  Netzes  ist  daher  ein  Punkt 
der  Leitlinie  dieser  Parabel,  weil  durch  ihn  zwei  rechtwinklige 
Tangenten  an  dieselbe  gehen.  Da  femer  dem  festen  Punkte  P  selbst 
ein  bestimmtes  Strahlsystem  im  Netz  zugehört,  dessen  Axen  ein  be- 
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Fig.  100. 


J^- 


sonderes  Axenpaar  81,  85  sind,  so  liegt  auch  P  in  der  Leitlinie,  und 
FM  ist  daher  die  Leitlinie  der  Parabel.  Wir  können  auch  leicht  den 
Brennpunkt  dieser  Parabel  ermitteln;  die  Axen  des  dem  Punkte  P  zu- 
gehörigen Strahlsystems  mögen  X  in  x^Iq  und  Y  in  y^ri^  treffen 
(Fig.  100),  dann  gehören  die  beiden  über  x^l^  und  y^^o  «Js  Durch- 
messer beschriebenen  Kmse 
den  beiden  vorhin  (S.  460)  er- 
wähnten conjugirten  Kreis- 
büscheln an;  diese  beiden 
Kreise  haben  aber  ausser  dem 
Punkte  P  noch  einen  zweiten 
(reellen)  Punkt  «P  gemein,  und 
0  ist  der  Brennpunkt  unserer 
Parabel;  denn  da  der  Brenn- 
punkt einer  Parabel,  welche 
einem  Dreiseit  einbeschrieben 
ist,  .allemal  auf  dem  dem 
Dreiseit  umschriebenen  Kreise 
liegt  (S.  280)  imd  wir  hier 
zwei  der  Parabel  umschriebene 
Dreiecke  Px^i^  und  PVo^Jo 
haben,  so  muss  der  gemein- 
schaftliche Punkt  der  ihnen 
umschriebenen  Kreise  der  gesuchte  Brennpunkt  der  Parabel  sein;  da 
aber  P  dieser  Punkt  offenbar  nicht  sein  kann,  so  ist  O  der  Brenn- 
punkt der  Parabeh  Es  ist  femer  leicht  zu  sehen,  dass  0  =  (Xq^tIq,  y^l^) 
der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  j^^i^o  und  yQ^Q  ist,  und  dass  die- 
selben auf  einander  senkrecht  stehen,  oder  dass  <P  der  dritte  Diagonal- 
punkt des  YoUsiandigen  Vierecks  a^o^oSo'^o  ^^^;  dessen  beide  andern  P 
und  M  sind.  Die  Gerade,  welche  die  Fusspunkte  der  aus  O  auf  die 
Axen  XY  gefällten  Perpendikel  verbindet,  ist  also  nach  bekannten 
Eigenschaften  der  Parabel  die  Tangente  am  Scheitel  derselben  und 
läuft  parallel  der  Leitlinie  PM,  Die  hier  auftretende  Parabel  ist  uns 
also  jetzt  durch  Leitlinie  und  Brennpunkt  vollständig  bekannt,  und 
wir  können  das  Ergebniss  der  vorigen  Untersuchung  folgendermassen 
zusammenfassen:  • 

Jede  Gef'ode  81  in  der  Ebene  eines  Netzes  ist  eine  Axe  eines  be- 
stimmten dem  Netze  zugehörigen  Strahlsystems;  die  andei-^  Axe  S3  wird 
gefunden^  indem  man  den  Schnittpunkt^  x  der  Geraden  %  mit  einer  Axe 
X  des  Netzes  aufsudit,  den  conjugirten  Punkt  5  desjenigen  Punktsystetns 
bestimmt  y  welches  die  (reellen  oder  inmginären)*  Brennpunkte  des  Netzes 
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auf  dieser  Axe  zu  Asymptotenpunkten  hat,  und  aus  i  ein  Perpendikel 
auf  Sl  herablässt;  dieses  Perpendikel  ist  die  andere  Axe  93  und  der 
Schnittpunkt  (Ä,  93)  =i)  derjenige  Punkt  von  81,  dessen  Strahlsystem  im 
Netze  %  und  93  zu  Axen  hat.  Beuwgt  man  die  Gerade  ?l  um  einen 
beliebigen  festen  Punkt  P,  so  verändert  sich  auch  93  und  umhüllt  eine 
Parabel  ^^*\  Diese  Parabel  hat  PM,  die  Verbindungslinie  des  festen 
Punktes  P  mit  dem'Mittdpunkte  M des  Netzes,  zur  Leitlinie  und  berührt 
sotvohl  die  beiden  Axen  des  Netzes,  als  auch  die  beiden  Axen  des  beson- 
deren Strahlsystems,  welches  dem  Punkte  P  \m  Netze  zugehört  Jeden^ 
Punkte  P  in  der  Ebene  entspricht  also  eine  bestimmte  Parabel  ?ß^*^'  be- 
wegt sich  P  auf  einer  Geraden  Äq,  so  durchläuft  5ß^*>  eine  ParabelSchaar 
von  vier  festen  Tangenten;  dies  sind  die  unendlich-entfernte  Gerade  ®^, 
die  beiden  Axen  XY  des  Netzes  und  diejenige  Gerade  ^q,  tpdche  zur 
anderen  Axe  %q  hcU;  die  Leitlinien  dieser  Parabdschaar  laufen  durch 
den  festen  Punkt  M  (S.  279)  u.  s.  f. 

Halten  wir  den  Punkt  P  fest  und  suchen  den  Zusammenhang 
der  Parabel  ^^^^  mit  den  beiden  conjugirten  Kreisbüscheln  zu  erkennen, 
denen  wir  noch  das  dritte  conjugirte  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln 
hinzufügen,  so  zeigen  sich  die  in  §.  51  allgemein  gefundenen  Eigen- 
schaften dreier  conjugirten  Kegelschnittbüschel  für  diesen  besonderen 
Fall  vollständig  bestätigt.  Ein  Kegelschnitt,  welchem  die  beiden  Punkt- 
systeme {x,  I)  und  (y,  ij)  auf  den  Axen  X  und  Y  des  Netzes  zuge- 
hören, ist  allemal  eine  gleichseitige  Hyperbel,  welche  M  zum  Mittel- 
punkte hat;  denn  nach  der  auf  S.  150  angegebenen  Construction  geht 
durch  einen  gegebenen  Punkt  P  nur  ein  einziger  bestimmter  Kegel- 
schnitt, welcher  die  Punktsysteme  {x,  |)  und  (y,  i^)  zu  zugehörigen 
hat,  und  dieser  Kegelschnitt  wird  gefunden,  indem  man  das  einzige 
Strahlenpaar  -durch  P  aufsucht,  welches  gleichzeitig  sowohl  das  eine, 
wie  das  andere  Punktsystem  in  einem  Paare  conjugirter  Punkte  trifft. 
In  unserm  Falle  ist  nun  dieses  Strahlenpaar  immer  reell,  nämlich  das 
Axenpaar  des  dem  Punkte  P  im  Netze  zugehörigen  Strahlsystems, 
welches  in  x^^  die  Axe  X  und  in  y^ri^  die  Axe  Y  trifft.  Die  Punkte, 
in  welchen  diese  beiden  Strahlen  die  Polare  des  Schnittpunkts  (X,  Y) 
=  M,  d.  h.  ®^  treffen,  also  die  unendlich-entfernten  Punkte  jener 
beiden  rechtwinkligen,  durch  P  gehenden  Strahlen  sind  Punkte  des 
gesuchten  Kegelschnitts,  und  dieser  ist  also  eine  gleichseitige  Hy- 
perbel, weil  er  zwei  unendlich -entfernte  Punkte  in  zwei  zu  einander 
rechtwinkligen  Richtungen  hat.  Diese  beiden  Punkte,  die  Brennpunkte 
FF^  des  Netzes,  und  der  Punkt  P  bestimmen  vollständig  den  Kegel- 
schnitt. Nennen  wir  zur  Abkürzung  die  beiden  Kreise,  welche  x^^ 
imd  y^riQ  zu  Durchmessern  haben,  Si?*  und  ^^y\  die  gleichseitige  Hyper- 
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bei  ^^^  (Fig.  100),  so  hat  §^*^  mit  jedem  der  beiden  Kreise  Doch  einen 
reellen  gemeinschaftlichen  Punkt  ausser  P,  und  diese  Punkte  HH^ 
sind  leicht  zu  finden;  Xq^^  sind  nämlich  ein  Paar  conjngirter  Punkte 
für  die  Hyperbel  §^*>  und  P  ein  Punkt  derselben;  die  Strahlen  Px^  und 
P|q  treffen  die  Hyperbel  ^^^^  in  den  beiden  unendlich-entfernten  Punkten, 
deren  Verbindungslinie  (@^)  den  Pol  von  Xq^q  in  Bezug  auf  die  Hy- 
perbel enthält,  weil  x^I^q  durch  M  geht;  folglich  müssen  (S.  149)  die 
durch  Xq  und  l^  parallel  zu  Pl^  und  Pxq  gezogenen  Geraden  sich  in 
einem  Punkte  H  der  Hyperbel  ^^^^  treffen;  dieser  liegt  gleichzeitig  auf 
dem  Kreise  ^x\  denn  er  ist  der  diametral  gegenüberliegende  Punkt  zu 
P  auf  diesem  Kreise  oder,  was  dasselbe  bedeutet,  der  zweite  Schnitt- 
punkt  der  Tangente  in  P  am  Kreise  Siy^\  mit  dem  Kreise  ^«  ^;  in  gleicher 
Weise  trifft  die  Tangente  in  P  am  Kreise  ^l?^  den  Kreis  B^^^  in  einem 
Punkte  JJi  der  Hyperbel  ^^*^;  die  beiden  Punkte  H  und  J,  liegen  in 
gerader  Linie  mit  <2>,  dem  zweiten  Schnittpunkte  der  Kreise  9]?*  und 
Bp^^ ,  denn  die  Mittelpunkte  dieser  beiden  Kreise  sind  die  Mitten  der 
Strecken  PH  und  PSiy  und  die  Centrale  halbirt  die  gemeinschaftliche 
Secante  P0;  da  sie  zugleich  auf  ihr  senkrecht  steht,  so  ist  auch  die 
Gerade,  in  welcher  die  Punkte  HH^  0  liegen,  zur  Geraden  P0  recht- 
winklig. Femer  zeigt  sich,  dass  P0  die  Tangente  im  Punkte  P  an 
der  Hyperbel  §^^^  ist,  denn  da  x^^  ein  Paar  conjugirter  Punkte  sind  in 
Bezug  auf  §^^>  und  y^ri^  ein  zweites  Paar,  so  ist  (S.  153)  das  Paar 

(^oJ/ü,  lo%)  =  P  und  (oToi^o;  ^oVo)  "  ^  «i»  drittes  Paar  conjugirter 
Punkte  für  die  Hyperbel  §^*>;  und  da  P  selbst  auf  ihr  liegt,  so  ist 
P0  Tangente  in  P.  Die  Gerade  HH^^  ist  die  Polare  des  Punktes 
P  in  Bezug  auf  die  ihm  entsprechende  Parabel  ^^*),  denn  P  liegt  in 
der  Leitlinie  dieser  Parabel,  deren  Pol  der  Brennpunkt  O  derselben 
ist;  ferner  steht  HH^  senkrecht  auf  PO;  folglich  ist  nach  bekannten 
Eigenschaften  der  Parabel  HH^  die  Polare  von  P  in  Bezi]^  auf  die 
Parabel  ^^^);  die  Schnittpunkte  von  HH^  mit  den  beiden  durch  P 
gehenden  rechtwinkligen  Strahlen  Pxq  und  P|g  sind  daher  deren  Be> 
rührungspunkte  mit  der  Parabol  $^^>,  und  hieraus  folgt,  dass  H  und 
Hy^  die  Pole  der  durch  P  zu  X  und  Y  gezogenen  Parallelen  in  Bezug 
auf  die  Parabel  ?ß^^)  sind,  ebenso  wie  0  der  Pol  von  PM  ist  Wir 
können  hiemach  folgendes  Ergebniss  zusammenstellen: 

Die  auf  den  Geraden  X,  F,  Z  (=  @^)  des  Netzes  befindlichen 
Punktsysteme  {x,  |)  (y,  fj)  {z,  £),  welche  von  den  Axenpawen  sämmt- 
Ikher  Strahlsystenie  im  Netze  ausgeschnitten  werden  ^  bestimmen  pf$arweise 
zusammengefasst  drei  conjugirte  Kegelschnittbüschel,  sodass  die  Kegeh 
schnitte  eines  Büschels  je  zivei  von  den  Punktsystemen  zu  zugehörigen 
haben;   diese   drei  Büschel   bestehen  aus  zwei  conjugirten  Kreidnischeln , 
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welche  über  xl^  und  yr^  als  Durchmesser  heschrieben  sindy  und  einem 
Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln ,  welche  durch  je  zwei  unendlichrentfemte 
Punkte  z^  £,  die  in  rechtivinUigen  Richtungen  zu  einander  liegen,  sowie 
durch  die  beiden  reellen,  Brennpunkte  des  Netzes  FF^  gehen  und  den 
Mittelpunkt  M  des  Netzes  zu  ihrem  gemeinscJuiftlichen  Mittelpunkte  hohen. 
Durch  einen  beliebigen  Punkt  P  des  Netzes  gehen  drei  bestimmte  Kegel- 
schnitte dieser  Büschel:  zwei  Kreise  S^  *Äi^*  und  eine  gleichseitige  Hyperbel 
§^*>;  treffen  nämlich  die  dem  Punkte  P  im  Netze  zugehörigen  Axen  in 
XqIq  die  Axe  X,  in  yQ%  die  F,  in  z^t^  die  Axe  Z  (®^)f  so  &^  Äi?'  der 
über  Xq^q  als  Durchmesser  beschriä)ene  Kreis y  ÄJ,^*  der  über  .yo^o  ^^^ 
Durchmesser  beschriebene  Kreis  und  §^*^  die  durch  z^t^FF^  und  P  ge- 
legte gleichseitige  Hyperbel.  Die  drei  Kegelschnitte  Äi?'  SJ,'*§(*)  haben  zu  je 
zweien  noch  einen  vierten  reellen  Punkt  gemein,  nämlich  Äi**  und  ^^^  den 
Punkt  0,  Ä;^'  und  §<«>  den  Punkt  H,  ä;^^  und  ^<2)  den  Punkt  H,.  Die  drei 
Punkte  HH^O  liegen  in  einer  Geraden,  welche  die  Polare  des  Punktes 
P  in  Bezug  auf  die  oben  betrachtete  Parabel  ^^^^  ist,  und  die  drei 
Strahlen  PH,  PH^,  PO  sind  die  Tangenten  der  beiden  Kreise  Äi* 'Ä^^^  und 
der  gleichseitigen  Hyperbel  §^*^  in  dem  gefneinschaftlichen  Punkte  P.  Die 
Punkte  HHyO  sind  auch  die  Pole  der  drei  Strahlen,  welche  von  P  nacli 
den  Schnittpunkten  der  Seiten  des  Dreiseits  XYZ  hingehen,  in  Bezug 
auf  die  Parabel  ^^^K 

Da  jede  Gerade  Ä  in  der  Ebene  des  Netzes  eine  .Axe  für  ein 
bestimmtes  dem  Netze  zugehöriges  Strahlsystem  ist  und  der  Punkt  p, 
welchem  dieses  Strahlsystem  zugehört^  nach  dem  Obigen  leicht  ge- 
funden wird  als  Schnittpunkt  der  zweiten  Axe  93  mit  ^,  so  bietet 
sich  die  Frage  dar,  welches  der  Ort  des  Punktes  p  ist,  wenn  wir  die 
Gerade  Ä  um  einen  festen  Punkt  P  drehen.  Da  die  Gerade  S5  bei 
dieser  Bewegung  eine  bestimmte  Parabel  5ß^*^  beschreibt,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  so  ist  der  Ort  des  Punktes  p  der  Ort  der  Fusspunkte 
von  allen  Perpendikeln,  welche  aus  P  auf  die  Tangenten  dieser  Para- 
bel herabgelassen  werden  können,  d.  h.  die  Fusspunktscurve  für  die 
Parabel  in  Bezug  auf  den  Punkt  P.  Diese  ist  eine  Curve  dritten 
Grades  C^^\  welche  in  P  einen  Doppelpunkt  hat,  denn  sie  ist  das  Er- 
zeugniss  zweier  projectivischer  Gebilde:  eines  Strahlbüschels  (P)  und 
eines  krummen  Tangentenbüschels  (der  Parabel)*);  wir  können  aber 
auch  direct  nachweisen,  dass  sie  vom  dritten  Grade  ist,  indem  wir 
zeigen,  dass  es  auf  jeder  beliebigen  Geraden  in  der  Ebene  im  Allgemeinen 
und  höchstens  drei  Punkte  des  gesuchten  Ortes  giebt.    Lassen  wir  auf 


*)  Siebe  Crelle-Borchardt' achea  Journal  für  Mathematik  Bd.  LIV,  Seite  31  ff.: 
„Ueber  die  Erzeugnisse  krummer  projectivischer  Gebilde^*  von  H.  Schröter, 
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einer  beliebigen  Geraden  fi  einen  veränderlichen  Punkt  j  sich  bewegen, 
ziehen  Pj:  und  die  darauf  Senkrechte  in  i,  so  umhüllt  die  letztere 
oifenbar  eine  zweite  Parabel  ^\^\  welche  P  zum  Brennpunkte  und  S 
zur  Tangente  am  Scheitel  hat;  die  beiden  Parabeln  ^^^^  und  ?ßp^  haben 
in  der  unendlich-entfernten  Geraden  ®^  bereits  eine  gemeinschaftliche 
Tangente^  mithin  im  Allgemeinen  und  höchstens  noch  drei  andere;  die 
Schnittpunkte  derselben  mit  der  Geraden  S  sind  offenbar  Punkte  des 
gesuchten  Ortes,  dieser  ist  also  vom  dritten  Grade.  Denken  wir  uns 
continuirKch  den  Strahl  Ä  um  den  festen  Punkt  P  gedreht,  so  trifft 
ihn  die.  jedesmal  zu  seiner  Richtung  senkrechte  (einzige)  Tangente 
der  Parabel  ^^*>  in  dem  Punkte  p^  welcher  continuirlich  die  ganze 
Curve  C^^^  beschreibt;  auf  jedem  durch  P  gehenden  Strahl  Ä  giebt  es 
also  nur  einen  solchen  Punkt  2>  d^s  Ortes  C^*^;  insbesondere  aber  ge- 
langt der  Strahl  %  bei  seiner  continuirlichen  Drehung  nothwendig 
einmal  in  die  Lage  $q  einer  der  beiden  Axen  des  Strahlsystems,  wel- 
ches dem  Punkte  P  in  Bezug  auf  das  Netz  zugehört;  die  andere^  Axe 
33^  trifft  ihn  dann  in  P  selbst,  und  P  ist  daher  auch  ein  Punkt  des 
Ortes;  zweitens  gelangt  aber  auch  der  veränderliche  Strahl  $  in  die 
Lage  von  83^,  und  der  veränderliche  Punkt  p  fällt  also  zum  zweiten 
Mal  nach  P;  hieraus  erkennen  wir,  dass  der  Punkt  P  ein  Doppelpunkt 
der  Curve  C^^^  ist;  die  Verbindungslinie  Pp  ist  immer  Sehne  der 
Curve  C^^^  und  geht  also  bei  der  continuirlichen  Drehung  um  P,  so- 
bald ä  in  die  Lage  von  Ä^  oder  Sq  kommt,  in  die  Tangente  an  C7^*> 
für  den  Doppelpunkt  P  über,  weil  in  jedem  dieser  Fälle  P  mit  p  zu- 
sammenfällt. Die  beiden  Tangenten  in  dem  Doppelpunkte  der  Curve 
C^^^  stehen  daher  auf  einander  senkrecht. 

Es  ist  leicht,  einige  besondere  Punkte  der  Curve  C^^^  anzugeben ;  offen- 
bar geht  sie  durch  die  Brennpunkte  FF^  des  Netzes,  denn  die  Gerade  Pi'^  und 
die  darauf  Senkrechte  in  F  sind  auch  ein  Paar  Axen  des  dem  Punkte  P' zuge- 
hörigen Strahlsystems,  weil  dieses  ein  circulares  ist.  (Hieraus  schliessen 
wir,  dass  sie  in  gleicher  Weise  durch  die  beiden  imaginären  Brenn- 
punkte auf  der  zweiten  Axe  und  die  beiden  unendlich-entfernten  ima- 
ginären Kreispunkte  auf  der  dritten  Axe  @^  geht.)  Ferner  geht  C^^^ 
durch  die  Fusspunkte  der  beiden  Perpendikel,  welche  von  P  aus  auf 
die  beiden  endlichen  Axen  X  Y  des  Netzes  herabgelassen  werden,  weil 
die  Parabel  ^^*^  die  Axen  XY  5;u  Tangenten  hat;  sodann  geht  C^^^ 
durch  den  unendlich-entfernten  Punkt  der  Leitlinie  der  Parabel  ^^^\ 
weil  ®^  als  die  einzige  Tangente  der  Parabel,  welche  auf  dieser 
senkrecht  steht,  -  anzusehen  ist.  Endlich  sind  noch  zwei  Punkte 
der  Curve  C^^^  in  dem  Falle  anzugeben,  dass  das  Net^  eift  hyperboli- 
sches ist.     Dann  kann  es  nämlich  zwei  reelle  Tangenten  aus  P  an  den 
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Eemkegelsiihiiitt  des  Netzes  geben,  deren  Berührungspunkte  offenbar 
der  C^^^  angehören,  weil  Tangente  und  Normale  allemal  als  ein  Axen- 
paar  eines  dem  Kegelschnitt  zugehörigen  Strahlsystems  anzusehen 
sind.  Der  Polare  von  P  im  Netze  gehört  also  ein  Punktsystem  zu, 
dessen  Asymptotenpunkte  auf  der  Curve  C^^^  liegen. 

Noch  zu  erwähnen  sind  einige  besondere  Fälle,  in  denen  die  be- 
trachtete Curve  C^^^  zerfallt.  Wenn  nämlich  P  insbesondere  auf  einer 
Axe  des  Netzes  angenommen  wird,  z.  B.  auf  X,  und  wir  nennen  x 
diese  besondere  Lage  des  Punktes  P,  so  treffen  alle  durch  x  gehenden 
Strahlen  Ä  die  Axe  X  in  demselben  Punkte  x,  und  die  Perpendikel 
aus  dem  conjugirten  Punkte  |  des  Punktsystems  {x,  |)  schneiden  jene 
Strahlen  ?t  in  solchen  Punkten  p,  welche  auf  einem  Kreise  liegen, 
der  xl^  zum  Durchmesser  hat;  dieser  Kreis  Äi?'  ist  ein  Theil  der  Curve 
(7^^>,  und  der  andere  ist  die  Axe  X  selbst,  denn  für  jeden  ihrer  Punkte 
ist  die  Axe  X  und  die  darauf  Senkrechte  ein  Axenpaar  des  dem 
Netze  zugehörigen  Strahlsystems  und  X  geht  beständig  durch  den  an- 
genommenen Punkt  X.  Die  Curve  dritten  Grades  zerföUt  also  in 
diesem  Falle  in  einen  Kreis  Äx  und  eine  Gerade  X;  die  Parabel  ^^^^ 
zieht  sich  dabei  auf  zwei  Punkte,  den  Punkt  5  und  den  unendlich-ent- 
fernten Punkt  von  Y,  oder  auf  deren  doppelt  zu  zählende  Verbindungs- 
linie zusammen.  In  ganz  analoger  Weise  zerfällt  C^^^  in  einen  Kreis 
Jfy^*  und  eine  Gerade  Y,  falls  der  angenommene  Punkt  P  auf  der  Axe 
Y  des  Netzes  liegt.  Wird  endlich  P  insbesondere  auf  der  unendlich- 
entfernten  Geraden  @^  (der  dritten  Axe  Z  des  Netzes)  angenommen, 
so  zerfällt  die  Curve  C^^^  in  diese  Gerade  selbst  und  eine  gleichseitige 
Hyperbel  §'*^,  denn  sobald  P  im  Unendlichen  liegt,  werden  sämmtliche 
durch  ihn  gehende  Strahlen  parallel;  suchen  wir  zu  jedem  Schnittpunkt 
X  der  Geraden  81  mit  X  den  conjugirten  Punkt  £  des  Punktsystems 
(x,  5)  und  fällen  aus  'ihm  ein  Perpendikel  auf  Sl,  so  bleiben  auch 
diese  Perpendikel  ©  sich  beständig  parallel,  und  da  x,  £  ^^^  Punkt- 
system bilden,  also  projectivische  Punktreihen  durchlaufen,  so  be- 
schreiben %  und  95  zwei  projectivische  Strahl büschel,  deren  Mittel- 
punkte im  Unendlichen  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen 
liegen.  Ihr  Erzeugniss  ist  daher  eine  gleichseitige  Hyperbel  §(*^,  und 
Äx*Äy^*§^*'  gehören  den  oben  erwähnten  drei  conjugirten  Büscheln  an; 
denn  es  ist  ersichtlich,  dass  die  Hyperbel  §<^)  durch  die  Brennpunkte 
des  Netzes  FF^  geht  und  die  Tangenten  in  ihren  unendlich-entfernten 
Punkten  sich  in  3f,  dem  Mittelpunkte  des  Netzes,  sehneiden,  dieser 
also  zugleich  Mittelpunkt  von  §<^)  ist.  Wir  können  die  gewonnenen 
Resultate  folgendermassen  zusammenfassen: 

Jede  Gerade  %  in  der  Ebene  des  Netzes  ist  Axe  für  ein  bestimmtes 
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dem  Netze  mgehöriges  Strahlsystem;  der  MiUelpunM p  desselben  beschreibt, 
während  ?l  sich  %im  einen  festen  Funkt  P  dreht,  eine  bestimmte  Curve 
dritten  Grades  C^^\  welche  P  mm  DqpjyelpunJct  und  in  diesem  zwei  eu 
einander  rechtwinklige  Tangenten  hat,  nämlich  die  Axen  desjenigen  Strahl- 
Systems,  welches  dem  Punkte  P  im  Netze  zugehört;  die  Curve  (7^>  gelU 
durch  die  Brennpunkte  des  Netzes,  durcJi  die  Fusspunkte  der  aus  P  auf 
die  beiden  endlichen  Axen  des  Netzes  herabgelassenen  Perpendikel,  durch 
den  unendlich' entfernten  Punkt  der  Verbindungslinie  PM  des  festen 
Punktes  P  mit  dem  Mittelpunkte  M  des  Netzes,  durch  die  beiden  unend- 
lich-entfernten ifnaginären  Kreispunkte  und  durch  die  beiden  Asymptoten' 
punkte  desjenigen  Punktsystems,  welches  der  Polare  des  PutJctes  P  im 
Netze  zugeJwrt  Insbesondere  zerfällt  die  Curve  C^\  sobald  der  Punkt  P 
auf  einer  der  drei  Axen  des  Netzes  X,  Y,  Z(=  @^)  angenommen  wird, 
und  zwar  in  die  jedesmalige  Axe  und  einen  Kegelschnitt,  u^elcher  fiir  die 
Axen  X  und  Y  je  ein  Kreis  Äx*^  wwrf  ^'^\  für  die  Axe  Z  (=  @^)  eine 
gleichseitige  Hyperbel  §<^>  wird.  Die  drei  Kegelschnitte  Äi?*Äy^*^'^*  gehöt^en 
drei  conjugirten  Kegelschnittbüscheln  an  (§.  51). 

Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Frage  beantworten,  welchen 
Ort  die  Axen  der  dem  Netze  zugehörigen  Strahlsysteme  aller  solchen 
Punkte  umhüllen,  welche  auf  einer  beliebigen  Geraden  @  liegen;  wir 
brauchen,  um  die  Klasse  dieses  Ortes  zu  bestimmen,  nur  zu  unter- 
suchen, wie  viele  solcher  Axen  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  des 
Netzes  gehen.  Denken  wir  uns  zu  diesem  Zweck  die  vorhin  betrach- 
tete Curve  (7^^>,  welche  dem  Punkte  P  entspricht,  construirt,  so  schneidet 
dieselbe  die  Gerade  %  im  Allgemeinen  und  höchstens  in  drei  Punkten, 
welche  offenbar  die  verlaugte  Eigenschaft  besitzen,  dass  ihre  Verbin- 
dungslinien mit  P  drei  Axen  solcher  Strahlsysteme  sind,  welche  ihnen 
im  Netze  zugehören.  Da  durch  den  beliebig  angenommenen  Punkt  P 
drei  Axen  der  verlangten  Art  gehen,  so  isl?  der  gesuchte  Ort  eine 
Curve  dritter  Klasse  K^^^]  dieselbe  berührt  die  angenommene  Gerade 
@  selbst  und  zwar  in  demjenigen  Punkte  p,  in  welchem  sie  von  der 
zweiten  Axe  des  Strahlsystems  getroffen  wird,  welches  die  Gerade  @ 
zu  einer  Axe  hat;  denn  da  ®  Axe  eines  einzigen  bestimmten  Strahl- 
systems im  Netze  ist,  so  berührt  sie  K^^\  und  durch  jeden  Punkt  von 
@  gehen  also  drei  Tangenten,  von  denen  die  eine  @  fest  bleibt;  be- 
wegt sich  nun  ein  veränderlicher  Punkt  auf  @,  so  fallen,  wenn  er 
nach  p  gelangt,  zwei  unendlich-nahe  Tangenten  zusammen,  und  es  ist 
also  p  der  Berührungspunkt  von  ®  mit  K^^^.  Tangenten  von  K^^ 
siud  ferner  die  beiden  endlichen  Axen  X,  Y  des  Netzes  und  die  in 
den  Schnittpunkten  derselben  mit  @  zu  den  Axen  gezogenen  Parallelen; 
auch  die  unendlich  -  entfernte  Gerade  ®_   berührt  K^^\     Insbesondere 
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zerfallt  diese  Curve,  wenn  die  angenommene  Gerade  &  durch  einen 
der  beiden  Brennpunkte  des  Netzes  ^  z.  B.  F,  hindurchgeht.  In  diesem 
Falle  ist  nämlich  jedes  durch  F  gehende  Paar  zu  einander  recht- 
winkliger Strahlen  ein  Axenpaar  des  Netzes^  weil  das  Strahlsystem 
für  den  Brennpunkt  F  ein  circulares  ist;  die  Curve  K^^^  zerfällt  daher 
in  einen  Punkt  F  und  einen  Kegelschnitt^  nämlich  eine  Parabd,  welche 
den  andern  Brennpunkt  des  Netzes  F^  zu  ihrem  Brennpunkt  und  die 
Gerade  ®  zur  Leitlinie  hat. 

In  der  That  zeigt  sich  dies  in  folgender  ganz  elementaren  Weise: 
Sei  P  ein  beliebiger  Punkt  der  durch  F  gehenden  Geraden  ®  (Fig.  101), 
so  finden  wir   die  Axen  des   dem   Punkte   P  im   Netze   zugehörigen 

Fig.  101. 


Strahlsystems  dadurch,  dass  wir  durch  PFF^  einen  Ereis  legen;  der- 
selbe trefiEe  die  andere  Axe  X  des  Netzes,  welche  die  Brennpunkte 
nicht  enthält,  in  den  Punkten  x  und  6;  <Jann  sind  Px  und  P|  die 
Axen  des  Strahlsystems  für  P,  deren  Ort,  während  P  sich  jiuf  ®  be- 
wegt, gesucht  wird.  Da  nun  X  in  der  Mitte  M  zwischen  FFy^  senk- 
recht darauf  steht,  so  sind  in  dem  Kreise  die  Winkel  LFPx  und 
L  xPFi  einander  gleich;  ziehen  wir  durch  M  eine  Parallele  zu  ®, 
welche  Px  und  Pg  in  s  und  tf,  PF^  in  fi  treffe,  so  wird  also 
L  FPx  ==  L  Psii  =  L  sP^\  folglich  IIS  =  ^iP  und,  weil  das  Dreieck 
sP(f  bei  P  rechtwinklig  ist,  Sfi  =  fiP=  fitf;  femer  ist,  weil  M  die 
Mitte  von  FF^,  auch  (i  die  Mitte  von  F^P,  und  hieraus  folgt,  dass 
F^s  und  Fi(f  senkrecht  stehen  auf  Px  und  P|  und  auch  auf  einander; 
um  nun  zu  erkennen,  wie  die  Geraden  Px  und  PS  (oder  nur  eine 
von  ihnen)  sich  verändern,  wenn  P  auf  der  Geraden  ®  fortrückt, 
brauchen  wir  nur  zu  bemerken,  dass  s  und  0  auf  der  festen  Geraden, 
welche  durch  M  parallel  zu  @  gezogen  ist,  sich  bewegen  und  die  auf 
F^s  und  F^ö  errichteten  Perpendikel  in  s  und  0  eben  jene  Strahlen 
Px  und  P|  sind.     Hieraus  erkennen  wir,  dass  dieselben  eine  Parabel 
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umhüllen ;  welche  F^  zum  Brennpunkt  und  @)  zur  Leitlinie  hat^ 
auch  die  Axe  X  des  Netzes  berührt  (Seite  197).  Verändern  wir  die 
Gerade  ®,  indem  wir  sie  um  den  Punkt  F  drehen,  so  verändert  sich 
auch  die  entsprechende  Parabel,  behält  aber  immer  denselben  Brenn- 
punkt F^  und  die  Tangente  X;  ihre  Tangenten  am  Scheitel  gehen 
durch  den  festen  Punkt  Jf,  und  die  Scheitel  liegen  auf  einem  Kreise, 
welcher  MF^  zum  Durchmesser  hat. 

Das  Ergebniss  der  letzten  Betrachtung  lässt  sich  demgemäss 
so  zusammenfassen: 

Die  Axen  der  Strahlsysteme  im  Netze  für  aUe  solche  Punkte,  welche 
auf  einer  beliebigen  Geraden  @  liegen,  umhüllen  eine  Curve  dritter  Klasse 
K^^\  welclhe  die  Gerade  ®  selbst  in  demjenigen  Punkte  berührt,  für  wel- 
clbcn  &  eine  Axe  des  ihm  zugehörigen  Strahlsystems  im  Netze  ist;  die 
Curve  K^^^  berührt  auch  die  drei  Axen  X,  Y  und  Z  (=  ®^)  des  Netzes. 
Sie  zerfällt  allemal,  sobald  &  durch  einen  der  beiden  Brennpunkte  des 
Netzes,  z.  B,  F,  geht,  in  diesen  Punkt  F  und  eifie  Parabel,  welche  den 
änderet  Brennjnmkt  F^  zu  ihrem  Brennpunkt  und  die  Gerade  ®  zu  ihrer 
Leitlinie  hat. 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  ganze  Betrachtung  dieses  Para- 
graphen allein  abhängt  von  den  drei  Axen  des  Netzes  X,  Y  und 
Z {=  &^)  und  den  auf  ihnen  befindlichen  Punktsystemen  {x,  |)  (y,  rf) 
{z,  g),  deren  'Asymptotenpunkte  die  Brennpunkte  des  Netzes  sind. 
Von  diesen  drei  Punktsystemen  ist  das  eine  {z,  g)  auf  ®^  ein  für 
allemal  bekannt,  seine  Asymptotenpunkte  die  imaginären  unendlich- 
entfernten Ereispunkte,  die  beiden  andern  auf  den  beiden  endlichen 
Axen  des  Netzes  haben  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Potenz,  und 
nur  eines  von  ihnen  ist  also  hyperbolisch  und  hat  zu  seinen  Asym- 
ptotenpunkten die  reellen  Brennpunkte  F  und  F^  des  NetzyBs.  Durch 
diese  Stücke  ist  aber  das  Netz  nicht  vollkommen  bestimmt,  sondern 
es  giebt  unendlich- viele  Netze,  welchen  dieselben  zugehören;  diese 
bilden  eine  Schaar  von  confocalen  Netzen,  Das  Netz  ist  erst  völlig 
bestimmt,  sobald  wir  noch  eine  Gerade  £  senkrecht  auf  derjenigen 
Axe  des  Netzes  X,  welche  die  reellen  Brennpunkte  FF^  enthält,  will- 
kürlich als  die  Polare  eines  Brennpunktes  F  annehmen  (die  Leitlinie 
für  den  Brennpunkt  F),  Die  Gerade  £  kann  dabei  noch  parallel  mit  sich 
willkürlich  verschoben  werden;  der  Mittelpunkt  des  Netzes  M  theilt  die 
Axe  X  in  zwei  unendliche  Hälften;  trifft  die  Gerade  S  diejenige 
Hälfte,  welche  nicht  den  Brennpunkt  F  enthält,  so  ist  das  Netz  alle- 
mal elliptisch,  trifft  sie  die  andere  Hälfte,  so  ist  es  hyperbolisch,  und 
zwar  ist  alsdann  der  Kemk egelschnitt  Hyperbel,  sobald  £  die  Axe  X 
zwischen  M  und  F  trifft,  dagegen  Ellipse,  sobald  £  diese  Hälfte  der 
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Axe  ausserhalb  MF  trifft.  In  der  Schaar  von  coufocalen  Netzen  ist 
also  ausser  der  Schaar  confocaler  Kegelschnitte  (Kernkegelschnitte)^ 
welche  sich  in  eine  Gruppe  Ellipsen  und  eine  Gruppe  Hyperbeln 
trennen  (S.  352),  noch  eine  Unendlichkeit  von  elliptischen  Netzen 
(imaginären  Kegelschnitten)  enthalten.  In  der  ganzen  Schaar  von 
canfocalen  Netzen  ist  nun  nach  der  obigen  Untersuchung  für  einen 
beliebigen  Punkt  P  das  Axenpaar  des  Strahlsystems,  welches  ihm  in 
jedem  'der  Netze  zugehört,  allemal  dasselbe,  und  es  bleiben  ebenso  die 
conjugirten  Kreisbüschel  (ßx^),  (ÄyO  und  das  conjugirte  Büschel  gleich- 
seitiger Hyperbeln  ($^^^)  ungeändert,  sowie  auch  sämmtliche  Parabeln 
^^*>,  welche  den  Punkten  P  entsprechen,  und  die  Curven  C^^^  und  K^^K 
Hieraus  folgt  u.  A.  nach  den  oben  gefundenen  Resultaten  der  Satz: 

Die  Berührungspunkte  sämmtlicher  Tangentenpaare  aus  einetn  festen 
Punkte  P  an  die  Kegelschnitte  einer  confocalen  Kegelschnittschaar  liegeti 
auf  einer  Curve  dritten  Grades  C^^,  tvelche  P  mm  Boppelimnkt  und 
in  diesem  zwei  zu  einander  rechttvinklige  Tangenten  hat, 

§.  62.    Zwei  Netze  in  der  Ebene.    Netzbüschel  und  Netzschaar. 

Nehmen  wir  zwei  Involutionsnetze  (Polarsysteme)  in  derselben 
Ebene  gelegen  an,  so  entsprechen  jedem  Punkte  P  in  der  Ebene  zwei 
Polaren  für  das  eine  und  das  andere  Netz-,  mögen  sich  diese  beiden 
Polaren  in  dem  Punkte  Q  schneiden,  dann  müssen  offenbar  auch  die 
Polaren  von  Q  für  beide  Netze  sich  in  dem  Punkte  P  schneiden; 
P  und  Q  heissen  daher  conjugirte  Punkte  und  sind  auch  in  dem  frühe- 
ren Sinne  conjugirte  Punkte  für  beide  Netze  gleichzeitig;  zu  jedem 
Punkte  P  der  Ebene  gehört  demgemäss  ein  bestimmter  conjugirter 
Punkt  Q  und  umgekehrt  zu  Q  der  conjugirte  Punkt  P.  Bewegen 
wir  den  Punkt  P  auf  einer  beliebigen  Geraden  @,  so  durchläuft 
der  conjugirte  Punkt  Q  einen  bestimmten  Kegelschnitt  R^^\  und 
jedem  Punkte  der  Geraden  ®  ist  ein  bestimmter  Punkt  dieses 
Kegelschnitts  ft^2>  conjugirt.  Denn  die  Polaren  der  Punkte  P  auf  der 
Geraden  @  «in  Bezug  auf  das  erste  Netz  laufen  durch  einen  festen 
Punkt  n  und  beschreiben  ein  Strahlbüschel,  welches  mit  der  Punkt- 
reihe, die  P  durchläuft,  projectivisch  ist.  Ebenso  beschreiben  die 
Polaren  der  Punk  treibe  (P)  in  Bezug  auf  das  zweite  Netz  ein  Strahl- 
büschel (jTj),  welches  mit  der  Punktreihe  (P)  projectivisch  ist.  Die 
Strahlbüschel  {%)  und  (äJ  sind  daher  unter  sich  projectivisch,  und  je 
zwei  entsprechende  Strahlen  schneiden  sich  in  demjenigen  Punkte  Qj 
welcher  dem  jedesmaligen  P  conjugirt  ist.  Der  Ort  sämmtlicher  con- 
jugirten  Punkte  Q   zu  den  auf  der  Geraden  &  liegenden  Punkten  P 
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ist  daher  das  Erzeugniss  zweier  projectivischeu  Strahlbüscliel;  d.  h.  ein 
Kegelschnitt  k^^\  der  durch  die  Pole  n  und  äj  der  Geraden  @  rück- 
sichtlich beider  gegebenen  Netze  hindurchgeht.  Jeder  Geraden  @  in 
der  Ebene  gehört  hiemach  ein  bestimmter  Kegelschnitt  Ä^^^  zu,  der 
diejenigen  Punkte  Q  enthält,  welche  den  Punkten  P  der  Geraden  @ 
rücksichtlich  beider  gegebenen  Netze  conjugirt  sind.  Nehmen  wir 
zwei  beliebige  Gerade  &  und  @|  an,  welche  sich  in  dem  Punkte  Pq 
schneiden  mögen,  so  gehören  ihnen  beziehungsweise  zwei  bestimmte 
Kegelschnitte  fi^*^  und  S{*>  zu,  welche  die  conjugirten  Punkte  von  den 
Punkten  jener  Geraden  enthalten.  Die  Kegelschnitte  W^^  und  Ä{*^ 
müssen  nothwendig  einen  reellen,  leicht  angebbaren  Punkt  Qq  gemein- 
schaftlich haben,  nämlich  denjenigen,  welcher  dem  gemeinschaftlichen 
Punkte  Pq  =  {&,  ®i)  conjugirt  ist.  Sie  haben  daher  noch  einen 
zweiten  reellen  Punkt  Xy  oder  noch  drei  reelle  Punkte  xy0  gemein- 
schaftlich. Diese  besitzen  eine  besondere  Eigenschaft  in  Bezug  auf 
die  beiden  gegebenen  Netze. 

Weil  nämlich  der  Punkt  x  auf  dem  Kegelschnitte  ^^^  liegt,  so 
müssen  seine  beiden  Polaren  rücksichtlich  der  beiden  gegebenen  Netze 
sich  in  einem  Punkte  der  Geraden  &  treffen;  weil  er  gleichzeitig  auf 
dem  Kegelschnitte  ßp^  liegt,  so  müssen  seine  beiden  Polaren  sich  auch 
in  einem  Punkte  der  Geraden  &,  treffen;  in  dem  Punkte  P^,  dem  ein- 
zigen, der  &  imd  &i  gemeinschaftlich  ist,  treffen  sie  sich  aber  nicht, 
denn  x  ist  verschieden  yon  Qq,  folglich  müssen  die  beiden  Polaren 
von  X  für  beide  Netze  zusammenfallen,  denn  zwei  Gerade,  die  zwei 
verschiedene  Schnittpunkte  haben,  faltbn  zusammen.  Folglich  besitzt  der 
Punkt  X  (und  ebenso  auch  y  und  0j  wenn  sie  reell  sind)  die  Eigenschaft, 
dass  seine  Polare  in  Bezug  auf  beide  Netze  dieselbe  Gerade  ist.  Diese 
drei  Punkte  xyz  und  ihre  für  beide  Netze  zusammenfallenden  Polaren 
XYZ  hängen  nun  in  gewisser  leicht  zu  erkennender  Weise  mit  ein- 
ander zusammen.  Sie  machen  eine  besondere  Ausnahme  von  allen 
übrigen  Punkten  der  Ebene;  während  nämlich  im  Allgemeinen  jedem 
Punkte  P  der  Ebene  nur  ein  einziger  bestimmter  Punkt  Q  rücksicht- 
lich beider  Netze  conjugirt  ist,  darf  dem  Punkte  x  jeder  »Punkt  von 
X  als  conjugirt  angesehen  werden,  weil  seine  Polaren  für  beide  Netze 
auf  X  zusammenfallen  und  mithin  jeder  Punkt  der  beiden  zusammen- 
fallenden Geraden  als  ihr  Schnittpunkt  gelten  kann.  Mehr  Punkte 
von  solcher  Beschaffenheit,  als  die  gefundenen  drei:  xyz,  von  denen 
nothwendig  einer  reell  sein  muss,  kann  es  überhaupt  in  der 
ganzen  Ebene  nicht  geben;  denn  gäbe  es  noch  einen  vierten  Punkt  te, 
dessen  Polare  U  für  beide  Netze  dieselbe  Gerade  wäre,  so  müsste 
diese  &  und  Qi^  in  zwei  solchen  Punkten  treffen,  deren  conjugirfee  in 
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u  zusammenfieleii,  also  beiden  Kegelschnitten  .Ä^*>  und  Ä{^^  gemein- 
schaftlich wären;  die  Kegelschnitte  Ä^*^  und  Ä{^^  haben  aber  aasser  dem 
schon  berücksichtigten  Punkte  Q^  keine  anderen  Punkte  gemeinschaft- 
lich als  xpg,  wenn  sie  nicht  ganz  zusammenfallen.  Es  giebt  daher 
im  Allgemeinen  keine  Punkte  weiter  in  der  Ebene,  als  xyz,  von  der 
Beschaffenheit^  dass  ihre  Polaren  XYZ  in  beiden  Netzen  dieselben 
Geraden  sind. 

Dies  festgestellt,  nehmen  wir  den  einen  immer  reellen  Punkt 
X  und  seine  reelle  Polare  X  für  beide  Netze;  der  Geraden  X  gehören 
dann  in  den  beiden  Netzen  zwei  (im  Allgemeinen  verschiedene)  Punkt- 
systeme zu,  welche  ein  (reelles  oder  imaginäres)  gemeinschaftliches 
Paar  conjugirter  Punkte  besitzen;  ist  dasselbe  reell,  so  ist  es  mit  den 
Punkten  y  und  z  identisch,  denn  dem  Punkt  y  gehört  dann  in  beiden 
Netzen  sowohl  der  Punkt  z  als  auch  der  Punkt  x  zu,  und  zx  ist  also 
die  Polare  Y  von  y  für  beide  Netze;  ebenso  {xy)  =  Z  die  Polare  von 
jef  für  beide  Netze;  die  Punkte  y  und  z  besitzen  also  die  obige  Be- 
schaffenheit und  müssen  mit  den  noch  einzig  möglichen  der  Art  iden- 
tisch sein.  Es  folgt  hieraus,  dass  die  drei  Punkte  xyz  ein  Tripel 
bilden,  welches  beiden  Netzen  gemeinschaftlich  ist,  und  dass  ihre 
Polaren  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  von  ihnen  gebildeten  Drei- 
ecks sind: 

(yz)==X;  (ex)^Y;  {xy)^Z;  (Y,Z)==x;  (Z,X)=y;  (X,  Y)  =  .-. 

Umgekehrt  sind  die  Geraden  X  YZ,  von  denen  nothwendig  eine  reell  sein 
muss,  die  einzigen  Geraden  in  der  Ebene  von  solcher  Beschaffenheit,  dass 
ihre  Pole  für  beide  gegebenen  Netze  zusammenfallen,  und  sie  bilden 
ein  Tripel  conjugirter  Strahlen,  welches  beiden  Netzen  gemeinschaft- 
lich ist.  Dass  zwei  beliebig  gegebene  Netze  ausser  einem  Tripel  con- 
jugirter Punkte  und  Strahlen  nicht  noch  ein  Paar  von  Pol  und  Polare  ge- 
meinschaftlich haben  können,  geht  auch  daraus  hervor,  dass  das  Netz 
vollständig  und  eindeutig  bestimmt  ist  durch  ein  Tripel  und  ein 
beliebiges  Paar  von  Pol  und  Polare,  (S.  429)  und  dass  zwei  Netze, 
welche  diese  Stücke  gemeinschaftlich  haben,  identisch  sein  müssen. 

Was  die  Realität  des  gemeinschaftlichen  Tripels  zweier  Netze 
betrifft,  so  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  einer  seiner  drei  Punkte  x 
und  dessen  Polare  X,  die  Gerade,  auf  welcher  die  beiden  andern 
liegen,  allemal  reell;  diese  selbst  y  und  z  sind  stets  reell,  sobald  eines 
oder  beide  gegebenen  Netze  elliptisch  sind,  weil  einer  jeden  Geraden 
in  Bezug  auf  ein  elliptisches  Netz  ein  elliptisches  Punktsystem  zuge- 
hört und  zwei  auf  einander  liegende  Punktsysteme  allemal  ein  reelles 
gemeinschaftliches  Paar   conjugirter  Punkte  haben,  wenn  wenigstens 
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eines  von  beiden  Systemen  elliptisch  ist;  wenn  dagegen  beide  Netze 
hyperbolisch  sind,  so  können  y  und  z  imaginär  werden;  dies  ist  aber 
der  Fall  zweier  reellen  Kegelschnitte^  welcher  in  §.  54  genau  discutirt 
ist.  Zioei  imaginäre  Kegelsehnüte  Jiaben  daher  immer  ein  reelles  gemein- 
schaftliches  Tripel. 

Aus  der  ausgezeichneten  den  Punkten  o^y;?  allein  zukommenden  Eigen- 
schaft folgt,  dass  die  Kegelschnitte  f^^^,  welche  sämmtlichen  Geraden 
@  in  der  Ebene  der  beiden  Netze  entsprechen,  durch  die  drei  festen 
Punkte  xyz  gehen  müssen;  denn  weil  irgend  eine  Gerade  @  die  X  in 
einem  Punkte  triflFk,  dessen  conjugirter  rücksichtlich  beider  Netze  x 
ist;  muss  der  Kegelschnitt  ^^^^  durch  x  gehen  u.  s.  f.  Auch  umge- 
kehrt wird  irgend  ein  durch  die  Punkte  xyz  gelegter  Kegelschnitt  J?<*> 
die  Eigenschaft  besitzen ,  dass  alle  Punkte  der  Ebene,  welche  seinen 
Punkten  conjugirt  sind,  auf  einer  Geraden  ®  liegen  (eigentlich  auf 
einer  Curve  vierten  Grades,  welche  sich  in  vier  Gerade  auflöst,  von 
denen  drei  allemal  XYZ  sind).  Dies  lässt  sich  sehr  einfach  umge- 
kehrt nachweisen:  Nehmen  wir  zwei  beliebige  Punkte  Q'  Q'  eines  dem 
Dreieck  xyz  umschriebenen  Kegelschnitts  Ä^*^,  und  seien  deren  con- 
jugirte  Punkte  P'  und  P",  so  hat  die  Verbindungslinie  F^  P" ,  als 
Gerade  ®  aufgefasst,  sämmtliche  Punkte  Q,  welche  ihren  Punkten  P 
conjugirt  sind,  auf  dem  durch  die  fünf  Punkte  Q[  Q"xyz  eindeutig  be- 
stimmten Kegelschnitt  ^^^>,  und  es  liegen  also  auch  umgekehrt  diejeni- 
gen Punkte,  welche  den  Punkten  des  Kegelschnitts  ^^^^  conjugirt  sind, 
auf  der  Geraden  @. 

Durch  die  beiden  in  der  Ebene  gegebenen  Netze  ist  nicht  allein 
das  eben  angedeutete  Beziehungssystem  hergestellt,  wonach  jedem 
Punkte  P  ein  bestimmter  Punkt  Q  conjugirt  ist  und  jeder  Geraden  0 
in  der  Ebene  ein  durch  drei  feste  Punkte  xyz  gehender  Kegelschnitt 
Ä^^>  entspricht,  sondern  auch  zugleich  das  polare  Verhalten,  wonach 
jeder  Geraden  eine  Gerste  und  jedem  Punkte  ein  dem  festen  Dreiseit 
XYZ  einbeschriebener  Kegelschnitt  entspricht,  denn  eine  beliebige 
Gerade  @J  hat  zu  Polen  in  den  beiden  Netzen  zwei  Punkte  %  und  äj, 
deren  Verbindungslinie  $  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  ihre  Pole  für 
beide  Netze  wiederum  auf  ®  liegen;  @  und  ^  heissen  daher  conjugirte 
Strahlen  f  unä  wenn  ®  sich  um  einen  festen  Punkt  P  dreht,  so 
umhüllt  §  einen  Kegelschnitt  ®^*^,  welcher  dem  festen  Dreiseit  X  YZ 
einbeschrieben  ist.  Das  Ergebniss  der  bisherigen  Untersuchung  kann 
daher  folgendermassen  zusammengefasst  werden: 

Sind  zwei  Netze  in  der  Ebene  gegeben  j  so  sdineiden  sich  die  Polaren 
eines  beliebigen  Punktes  P  in  Bezug  auf  beide  Netze  in  dem  canjugirten 
Punkte  Q,  dessen  Polaren  sich  wiederum  in  P  treffen.    Bewegt  sidi  der 
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Punkt  P  auf  einer  leliebigen  Geraden  ®,  so  durchläuft  der  conjugirte 
Punkt  Q  einen  bestimmten  Kegelschnitt  Ä<*>.  SämmtUche  Kegelschnitte 
Ä^*^  laufen  durch  drei  feste  Punkte  xyz.  Diese  bilden  das  beiden  Netzen 
gemdnscliaftliche  Tripel  conjugirter  Punkte;  ihre  Polaren  sind: 

X^{yzy,     Y^{zxy,    Z={xy), 

Die  Punkte  xyz  sind  die  einzigen  in  der  Ebene  von  solcJier  Beschaffen- 
lieit^  dass  für  sie  die  Polaren  rücksichtlich  beider  Netze  zusammenfallen. 
Die  drei  Punkte  xyz  sind  allemal  reell,  sobald  beide  oder  eines  der  beiden 
gegebenen  Netze  elliptisch  ist;  sind  beide  Netze  hyperbolisch,  so  könneti 
zwei  Tripelpunkte  yz  imaginär  sein,  während  der  dritte  x  und  seine 
Polare  X  immer  reell  ist;  die  der  Geraden  X  rUcksichtlich  beider 
Netze  zugehörigen  Punktsysteme  haben  als  gemeinschaftliches  Paar  con- 
jugirter Punkte  y  und  z.  Andererseits  geliören  einer  beliebigen  Geraden  & 
in  der  Ebene  rücksichtlich  beider  Netze  zwei  Pole  zu,  deren  Verbindungs- 
linie §  der  conjugirte  Stralü  zu  @  heisst,  und  zur  Verbindungslinie  ihrer 
Pole  wiederum  ®  hat.  Dreht  sich  @  um  einen  festen  Punkt  P,  so  um- 
hiUlt  §  einen  bestimmten  Kegelschnitt  (5^*^  Sämmtliche  Kegelschnitte  6^2> 
berühren  drei  feste  Gerade  X  YZ,  welche  das  beiden  Netzen  gemeinschaft- 
liche Tripel  conjugirter  Strahlen  büden  und  die  einzigen  Geraden  von 
solcher  Beschaffenheit  sind,  dass  ihre  Pole  rücksichtlich  beider  Netze  zu- 
sammenfallen.   Das  Tripel  XYZ  coincidirt  mit  dem  Tripel  xyz. 

Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  insbesondere  solche  Lagen  der  Ge- 
raden @  aufzusuchen,  für  welche  der  zugehörige  Kegelschnitt  ^^^^  eine 
Parabel,  gleichseitige  Hyperbel,  ein  Kreis*  oder  Linienpaar  wird. 
Geht  die  Gerade  ®  in  die  Unendlichkeit',  wird  sie  also  ®^,  so  geht 
der  Kegelschnitt  Ä^*>  in  einen  besonderen  Kegelschnitt  3R^*>  über, 
welcher  die  Mittelpunkte  mm^  beider  Netze  und  das  gemeinschaftliche 
Tnpel  xyz  enthält  und  durch  diese  fünf  Punkte  vollständig  bestimmt 
ist.  Der  Kegelschnitt  SK^"  enthält  diejenigen  Punkte,  welche  sämmt- 
lichen  unendlich-entfernten  Punkten  rücksichtlich  beider  Netze  con- 
jugirt  sind,  und  umgekehrt  liegen  die  den  Punkten  des  Kegelschnitts 
3W^*^  conjugirten  Punkte  im  Unendlichen;  er  entscheidet  also  über  die 
Natur  des  Kegelschnitts  Ä^*\  Jeder  Geraden  %,  welche  den  Kegel- 
schnitt 9R  in  zwei  reellen  Punkten  trifft,  entspricht  als  Kegelschnitt 
ft^^>  eine  Hyperbel,  jeder  Geraden  O,  welche  9Ji<2>  nicht  trifft,  eine 
Ellipse  und  allen  Geraden  (S,  welche  9K^^^  berühren,  Parabeln;  den 
sämmtlichen  Tangenten  des  Kegelschnitts  9R^^^  entsprechen  also  Kegel- 
schnitte &^^>,  welche  sämmtlich  Parabeln  sind,  und  auch  umgekehrt 
sämmtlichen  Parabeln,  die  dem  Dreieck  xyz  umschrieben  sind,  Ge- 
rade @,  welche  den  Kegelschnitt  SR^^^  umhüllen. 
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Um  zweitens  eine  solche  Gerade  &  zu  finden,  deren  entsprechen- 
der Kegelschnitt  Ä^*^  eine  gleichseitige  Hyperbel  wird,  nehmen  wir 
auf  ®^  zwef  solche  Punkte  0  und  S;  die  in  zwei  zu  einander  senkrech- 
ten Richtungen  liegen;  alle  solche  Punktpaare  bilden  auf  ®^  das 
bekannte  Punktsystem ;  dessen  Asymptotenpunkte  die  beiden  imaginä- 
ren unendlich-entfernten  Kreispunkte  siod.  Das  Punktpaar  js^  %  hat 
zu  Polaren  im  ersten  Netz  zwei  bestimmte  durch  den  Mittelpunkt  m 
gehende  Strahlen,  welche  bei  der  Veränderung  von  Zj  g  ein  bestimm- 
tes Strahlsystem  beschreiben;  in  der  That,  da  z  und  5  conjugirte 
Punkte  eines  Punktsystems  sind,  so  beschreiben  ihre  Polaren  projecti- 
yische  Strahlbüschel,  die  auf  einander  liegen  und  bei  denen,  wie  leicht 
zu  sehen  ist,  entsprechende  gleiche  Winkel  verkehrt  auf  einander  fallen 
(S.  59);  sie  constituiren  also  ein  Strahlsystem.  Je  zwei  conjugirte 
Strahlen  desselben  treffen  den  Kegelschnitt  STO^^^  in  zwei  solchen 
Punkten,  deren  Verbindungslinie  durch  einen  festen  Punkt  P^  läuft 
(S.  151),  derselbe  Punkt  würde  natürlich  resultiren,  wenn  wir  die 
Polaren  von  z,  ^  m  Bezug  auf  das  zweite  Netz  zu  Hülfe  nehmen. 
Hiernach  lässt  sich  der  Punkt  Pq  in  leichter  Weise  finden:  Die  Axen 
des  ersten  Netzes  durchbohren  den  Kegelschnitt  SK^^^  nur  noch  in  zwei 
Punkten,  deren  Verbindungslinie  bestimmt  wird;  ebenso  liefern  die 
Axen  des  zweiten  Netzes  eine  Durchbohrungssehne  in  3D?^^^,  und  der 
Schnittpunkt  dieser  beiden  Durchbohrungssehnen  ist  der  gesuchte 
Punkt  P^;  jede  durch  P^  gehende  Gerade  trifft  den  Kegelschnitt  3K^*^ 
in  zwei  solchen  Punkten,  deren  conjugirte  im  Unendlichen  in  zwei  zu 
einander  rechtwinkligen  ^Richtungen  liegen;  einer  solchen  Geraden  ent- 
spricht allemal  eine  gleichseitige  Hyperbel  als  Kegelschnitt  ^(^>.  Es 
giebt  daher  unendlich- viele  Gerade  ®,  deren  entsprechende  Kegel- 
schnitte S^*^  gleichseitige  Hyperbeln  werden;  dieselben  gehen  durch 
einen  festen  Punkt  Pq,  dessen  Construction  oben  angegeben  ist.  Der 
conjugirte  Punkt  Q^  zu  Pq  muss  der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  xyz 
sein,  weil  alle  gleichseitigen  Hyperbeln*  welche  einem  Dreieck  um- 
schrieben sind,  zugleich  durch  den  Höhenpunkt  desselben  gehen 
(S.  232),  woraus  eine  neue  einfache  Construction  von  P^  sich  ergiebt. 

Hiernach  wird  es  auch  möglich,  eine  solche  Gerade  ®  zu  finden, 
deren  entsprechender  Kegelschnitt  Ä^*^  ein  Kreis  wird.  Seien  nämlich 
t  und  X  zwei  solche  Punkte  auf  dem  Kegelschnitt  3H^^^,  deren  con- 
jugirte z  und  i  unendlich-entfernt  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen 
Richtungen  liegen,  oder  tx  irgend  eine  durch  Pq  gehende  Sehne  des 
Kegelschnitts  9R^^^,  so  entsprechen  den  beiden  Tangenten  in  t  und  r 
am  Kegelschnitt  ^^''^^  zwei  Parabeln,  deren  unendlich-entfernte  Punkte 
in   zwei   rechtwinkligen   Richtungen   liegen.     Diese   beiden  Parabeln, 
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welche  dureh  xyz  gehen^  haben  als  vierten  gemeinschaftlichen  Punkt 
einen  solchen; -der  nothwendig  mit  xyz  auf  einem  Kreise  liegt  (S.  229)^ 
und  der  conjugirte  Punkt  zu  diesem  rücksichtlich  der  beiden  Netze 
ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten  in  t  und  r  am  Kegel- 
schnitte 3R^*^  Dieser  liegt  auf  der  Polare  des  Punktes  P^,  und  jeder 
Punkt  dieser  Polare  @q  des  Punktes  Pq  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
ÜR^^  besitzt  umgekehrt  die  Eigenschaft^  dass  sein  conjugirter  auf  dem 
dem  Dreieck  xyz  umschriebenen  Kreise  liegt.  Es  giebt  also  nur  eine 
einzige  bestimmte  Gerade  @^  in  der  Ebene  von  solcher  Beschaffenheit; 
dass  der  ihr  entsprechende  Kegelschnitt  ^^^  ein  Kreis  wird;  und  diese 
besondere  Gerade  ®^  ist  die  Polare  des  vorhin  ermittelten  Punktes  Pq 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  9}{('>. 

Suchen  wir  endlich  solche  Gerade  @  in  der  Ebene  auf;  deren 
entsprechende  Kegelschnitte  ^^>  in  Linienpaare  zerfallen.  Den  Punkten 
einer  derartigen  Geraden  müssen  in  den  beiden  gegebenen  Netzen 
zwei  Strahlbüschel  von  Polaren  («)  und  (%^)  zugehöreU;  welche  per- 
spectivisch  liegen;  also  in  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte 
zwei  entsprechende  Strahlen  vereinigt  haben;  eine  derartige  Gerade  @ 
muss  aber  nothwendig  einen  solchen  Punkt  enthalten;  dessen  Polaren 
im  Netze  zusammenfallen;  es  giebt  in  der  ganzen  Ebene  nur  drei 
Punkte  der  Art  xyz-^  der  Kegelschnitt  t^^^^  kann  mithin  nur  dann  in  ein 
Linienpaar  zerfallen;  wenn  die  Gerade  &  durch  einen  der  drei  Eck- 
punkte des  gemeinschaftlichen  Tripels  hindurchgeht;  und  umgekehrt: 
Sobald  die  Gerade  &  durch  einen  Punkt  des  gemeinschaftlichen 
Tripels,  z.  B.  x  hindurchgeht;  zerfallt  der  entsprechende  Kegelschnitt 
^^>  in  ein  Linienpaar,  dessen  einer  Theil  die  Gerade  X  ist  Suchen 
wir  den  andern  Theil  desselben  auf;  dieser  muss  eine  Gerade  g  sein, 
welche  durch  x  geht;  denn  demjenigen  Punkte  von  ®;  welcher  zu- 
gleich in  X  liegt;  entspricht  als  conjugirter  Punkt  x.  Die  Gerade  g 
ist  also  bestimmt;  sobald  wir  nur  irgend  einen  Punkt  der  durch  x 
gehenden  Geraden  ®  kennen;  indem  sein  conjugirter  mit  x  verbunden 
den  Strahl  g  liefert.  Wenn  wir  die  Gerade  ®  um  x  drehen ;  so  ver- 
ändert sich  auch  g;  indem  es  sich  um  x  dreht;  es  ist  leicht  zu  er- 
kennen; dass  @  und  g  conjugirte  Strahlen  eines  bestimmten  neuen 
Strahlsystems  sind,  dessen  Mittelpunkt  x  ist;  d.  h.:  Wenn  wir  einen 
beliebigen  Punkt  P  und  seinen  conjugirten  Punkt  Q  mit  x  verbinden; 
so  sind  allemal  xP=&  und  rrQ  »»  g  zwei  conjugirte  Strahlen  eines 
bestimmten  Strahlsystems  {x)\  in  der  That;  wir  haben  nur  nöthig,  P 
•auf  einer  beliebigen  Geraden  ip  so  zu  bewegen;  dass  Q  den  ihr 
entsprechenden  Kegelschnitt  ^^^  durchläuft;  welcher  durch  x  (y  und  z) 
geht   und   von   zwei   projectivischen  Strahlbüscheln  {n)  und   (jrj   er- 
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zeugt  wird,  die  zugleich  mit  der  von  P  durchlaufenen  Puüktreihe  pro- 
jectivisch  sind;  da  x  auf  dem  Kegelschnitte  ^^  liegt,-  so  beschreibt 
auch  xQ  ein  mit  nQ  oder  n^Q,  also  auch  mit  xV  projectivisches 
Strahlbüschel;  es  beschreiben  also  xT  und  xQ  zwei  auf  einander 
liegende  projectivische '  Strahlbüschpl ;  dieselben  erzeugen  nun  ein 
Strahlsystem,  weil  sowohl  Q  der  conjugirte  Punkt  zu  P  ist,  als  auch 
P  der  conjugirte  Punkt  zu  Q  (S.  59).  Dieses  bestimmte  Strahlsystem 
(ic),  welches  von  dem  Strahlenpaar  @,  g  erzeugt  wird,  hat  auch  die 
durch  x  gehenden  beiden  Geraden  Y  und  Z  zu  einem  Paar  conju- 
girter  Strahlen,  denn  sobald  für  P  irgend  ein  Punkt  auf  F  genommen 
wird,  ist  sein  conjugirter  allemal  y,  mithin  sind  Y  und  (xy)  ==  Z  ein  Paar 
conjugirter  Strahlen  des  Strahlsystems  {x).  In  ganz  gleicher  Weise 
erhalten  wir  zwei  Strahlsysteme  (y)  und  (;?),  deren  Mittelpunkte  y 
und  z  sind,  und  für  welche  wir  immer  zwei  conjugirte  Strahlen  er- 
halten, indem  wir  ihren  Mittelpunkt  mit  irgend  einem  Paare  conjugirter 
Punkte  P  und  Q  in  der  Ebene  verbinden. 

Die  drei  Strahlsysteme  {x)  (y)  (ß)  hängen  in  der  Weise*  von  ein- 
ander ab,  dass  durch  zwei  von  ihnen  das  dritte  mitbestimmt  ist; 
denn  sobald  das  gemeinschaftliche  Tripel  xyz  beider  gegebenen  Netze 
und  irgend  ein  Paar  conjugirter  Punkte  P  und  Q  für  dieselben  be- 
kannt sind,  sind  auch  die  drei  Strahlsysteme  (a:)  (y)  (^r)  vollständig 
bekannt,  weil  je  zwei  Seiten  des  Tripeldreiecks  und  die  von  einer 
Ecke  ^ach  P  und  Q  hingehenden  Strahlen  allemal  zwei  Paare  conju- 
girter Strahlen  eines  solchen  Strahlsystems  sind,  welches  durch  diese 
beiden  Paare  voUsiÄndig  bestimmt  wird.  Sobald  wir  nun  in  zweien 
dieser  Strahlsysteme,  z.  B.  {x)  und  (y),  ausser  den  selbstverständ- 
lichen Paaren  Y,  Z  und  Z,  X  noch  je  ein  Paar  conjugirter  Strahlen 
kennen,  ®  und  9  in  (a:),  @'  und  9'  in  (y),  dann  sind  die  Schnitt- 
punkte (@,  ®')  =  P  und  (9,  9')  =  Q  allemal  conjugirte  Punkte  und 
geben  mit  z  verbunden  zwei  conjugirte  Strahlen  des  dritten  Strahl- 
systems (z),  welches  dadurch  voUstöndig  bestimmt  wird;  [auch  die 
Schnittpunkte  (®,  g')  =  P'  und  (®',  g)  =  ^'  sind  natürlich  conju- 
girte Punkte,  und  wir  erhalten  daher  zugleich  ein  zweites  Paar  con- 
jugirter Strahlen  des  Strahlsystems  (z)].  Wir  können  den  gegen- 
seitigen Zusammenhang  der  drei  Strahlsysteme  (x)  (y)  (z)  auch  so 
aussprechen :  Wenn  wir  irgend  drei  Strahlen  dieser  drei  Systeme  (x)  (y)  (z) 
durch  einen  Pimht  P  ziehen,  so  treffen  sich  die  eonjugirten  Strählen  zu 
ihnen  allemal  tvieder  in  dneni  PiinJcte  Q,  weldier  der  conjugirte  Punkt 
zu  P  ist  in  Bezug  auf  die  beiden  gegebenen  Netze.  Hieraus  können 
wir  auf  die  besondere  Natur  dieser  drei  Strahlsysteme  schliessen  und 
erkennen,  dass,  sobald  das  gemeinschaftliche  Tripel  xyz  reell  ist,  von 
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den  drei  Systemen  entweder  1)  alle  hyperbolisch  oder  2)  eines  hyper- 
bolisch und  die  beiden  andern  elliptisch  sein  müssen.  Die  Seiten 
XYZ  des  Tripeldreiecks  theilen  nämlich  die  ganze  unendliche  Ebene 
in  sieben  Räume  (Fig.  102),  von  denen,  wie  schon  früher  bemerkt 
(S.  230),  einer,  der  endliche  Dreiecksraum  (e),  uud  die  drei  den  Seiten 
anliegenden  unendlichen  Räume  (e^)  (e^)  (Cg)  die  elliptischen,  die  drei 
an  die  Ecken  anstossenden  unendlichen  Räume  (hi)  (h^)  (h^)  aber  die 
hyperbolischen  Räume  genannt  wer- 
den; je  nachdem  nun  das  eine  Paar 
conjugirter  Punkte  P  und  Q,  wel- 
ches zur  Bestimmung  der  drei 
Strahlsysteme  (a:)  (y)  (e)  ausreicht, 
in  diesen  Räumen  gelegen  ist,  wird 
sich  nach  dem  bekannten  Kriterium 
(S.  61)  sofort  entscheiden  lassen, 
ob  die  Strahlsysteme  hyperbolisch  oder  elliptisch  sind,  und  hiemach 
ergiebt  sich  folgende  Tabelle,  welche  alle  möglichen  Fälle  enthält: 
Bedeuten  nämlich  c  =  elliptisch  und  ^  =  hyperbolisch,  und  drei  neben 
einander  gestellte  Buchstaben,  z.  B.  c^c,  den  Charakter  der  drei  Strahl- 
systeme (x)  (y)  (z)  in  dieser  Reihenfolge,  so  haben  wir: 

Liegt  P  in  dem  Räume: 


Liegt  Q  in 
dem  Räume:  < 


(e)    (e.)    («»)    (O    (*,)    (A»)    (A3) 

(e) 

n^ 

H« 

e^e     eel^  !  ^ee 

e«e 

ee^ 
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*ee 

f^n 

ee^     tfft 

f»!)* 

tti) 

tf)t 

(e,) 

ti)e 

ttl) 
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fitt     tt% 

n^ 

titt 

(e,) 

ee^     t%t 

^ee 

n^  tf>t 

ittt 

%n 

(Ai) 

litt  1  4^4 

ee^ 

e*e    ^^1, 

ttfi 

t^l 

(*,) 

t^e 

ee^ 

ni) 

^tt  1  ee^ 

m 

1)tt 

ih) 

ee^ 

elje 

fftt 

n^    t1)t 

1)tt 

^n 

Es  treten  also  überhaupt  nur  zwei  verschiedene  Fälle  ein:  ent- 
weder sind  alle  drei  Strahlsysteme  hyperbolisch  oder  eines  hyperbolisch 
und  die  beiden  andern  elliptisch,  und  zwar  tritt  der  letzte  Fall  ungefähr 
dreimal  so  oft  ein,  als  der  erste  (strenge  in  dem  Yerhältniss  von 
36  :  13).  Femer  erkennen  wir  aus  dem  obigen  Schema,  dass  der  Fall 
dreier  hyperbolischer  Strahlsysteme  {x)  (y)  (z)  nur  dann  eintritt, 
wenn  die  beiden  conjugirten  Punkte  P,  Q  entweder  beide  in  dem- 
selben Räume  von  jenen  sieben  oder  gleichzeitig  in  einem  Paar  von 
Räumen:  e^  und  hi  \  e^  und  h^  \  e^  und  /i,  {  enthalten  sind;  für  jede 
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andere  Lage  tritt  der  zweite  Fall  ein^  dass  eines  der  drei  Strahl- 
sjsteme  hyperbolisch ^  die  beiden  andern  elliptisch  sind.  Hieraus  folgt 
femer ;  dass,  wenn  eines  oder  beide  gegebenen  Netze  elliptisch  sind 
(der  Eemkegelschnitt  imaginär),  allemal  nur  der  zweite  Fall  eintreten 
kann,  indem  von  den  Strahlsystemen  (x)  (y)  (;?)  eines  hyperbolisch, 
die  beiden  andern  elliptisch  werden.  Wir  erkennen  dies  nämlich 
sofort,  wenn  wir  uns  des  Kriteriums  für  das  elliptische  Netz  er- 
innern (S.  423):  Sobald  auf  zwei  conjugirten  Strahlen  die  beiden  dem 
Netze  zugehörigen  Punktsysteme  elliptisch  sind,  ist  das  Netz  elliptisch. 
Wir  haben  nun  das  den  beiden  Netzen  gemeinschaftliche  Tripel  xye, 
dessen  Seiten  conjugirte  Strahlen  sind,  und  welches  in  dem  Falle 
reell  ist,  wo  eines  oder  beide  Netze  elliptisch  sind.  Die  Ebene  wird 
durch  die  Seiten  XrZdesTripeldreiecks  in  sieben  Regionen  eeiC^e^h^h^h^ 
getheilt;  nehmen  wir  in  dem  Räume  (e)  einen  beliebigen  Punkt  P,  so 
treffen  Py  und  Pg  resp.  die  Geraden  Y  und  Z  zwischen  den  Punkten 
xz  und  xy]  soll  das  Netz  elliptisch  sein,  so  muss  also  die  Polare  von 
P  die  Seiten  xz  und  xy  in  ihren  Verlängerungen  treffen,  d.  h.  sie 
darf  in  die  Region  (e)  nicht  eintreten;  wo  also  auch  der  Punkt  Q  auf 
dieser  Polare  angenommen  werden  mag,  er  kann  nicht  in  (e)  liegen, 
also  kann  nach  dem  obigen  Schema  der  Fall  ^1^1^  nicht  eintreten. 
Nehmen  wir  zweitens  P  in  der  Region  (e^)  an,  so  muss  seine  Polare, 
wenn  das  Netz  elliptisch  sein  soll,  xz  und  xy  zwischen  diesen  Eck- 
punkten des  Tripels  treffen;  sie  darf  also  in  die  Regionen  (Cj)  und  (Aj) 
nicht  eintreten,  und  es  kann  daher  wiederum  nach  unserm  Schema  der 
Fall  ^\)^  nicht  stattfinden;  dasselbe  gilt,  wenn  P  in  der  Region  (Äj) 
angenommen  wird,  und  in  gleicher  Weise  erkennen  wir  es  für  die 
Regionen  (e^)  und  (h^),  (e^)  und  (A3).  Es  ist  also  klar,  dass,  ivof&m 
wenigstens  eines  der  beiden  gegebenen  Netze  elliptisch  ist,  aUetnal  von  den 
drei  StroMsystemen  (x)  (y)  (z)  eines  hyperbolisch  und  die  beiden  andern 
elliptisch  sein  müssen. 

Wenn  beide  Netze  hyperbolisch  sind  und  von  dem  gemeinschaft- 
lichen Tripel  nur  ein  Eckpunkt  x  reell,  die  beiden  andern  y  und  z 
(auf  X)  imaginär  sind,  so  lässt  sich  erkennen,  dass  das  Strahlsystem 
(x)  nothwendig  hyperbolisch  sein  muss.  Lassen  wir  nämlich  einen 
veränderlichen  Punkt  P  eine  beliebige  Gerade  &  durchlaufen  und  ver- 
folgen den  conjugirten  Punkt  Q  auf  dem  entsprechenden  Kegelschnitt 
^^\  welcher  durch  x  geht,  so  beschreiben  xP  und  xQ  das  Strahl- 
system (x),  und  je  zwei  conjugirte  Strahlen  desselben  durchbohren  den 
Kegelschnitt  ^^^  in  Punktpaaren,  deren  Verbindungslinie  durch  einen 
festen  Punkt  §  laufen  muss  (S.  151);  trifft  nun  xP  den  Kegelschnitt 
W^^  zum   andern  Male   in  Q',  so  ist  Q^  eine  solche  Durch bohrungs- 
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sehne;  andererseits  hat  aher  der  Punkt  (^  zu  seinem  conjugirten  einen 
Punkt  P',  welcher  nothwendig  auf  @J  liegen  muss  (weil  ^  auf  Ä^*> 
liegt)  und  zugleich  auf  dem  zu  xQ'  =  xP  conjugirten  Strahl  des 
Systems  (a;),  d.  h.  auf  xQ'^  also  ist  P  der  Schnittpunkt  von  (äJ  mit 
xQ\  wir  haben  daher  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  rücksichtlich 
beider  Netze:  P  und  Q,  F  und  ö',  und  finden  vermittelst  derselben 
unmittelbar  ein  drittes  Paar:  (PP,  Qq)  und  (P^',  FQ)  (S.  419);  es 
ist  aber  (P^',  F Q)  nichts  anderes  als  der  Punkt  x^  folglich  muss 
sein  conjugirter  {Wy  QQ')  auf  X  liegen  und,  da  PP=  &  ist,  der 
Schnittpunkt  (@,  X)  sein;  dieser  Punkt  bleibt  fest,  während  P  und  Q 
sich  auf  &  und  Ä^^^  verändern:  es  läuft  also  die  Durchbohrungssehne 
QQ'  durch  den  festen  Punkt  5  =  (®,  X),  woraus  sich  nachträglich  eine 
Bestätigung  dafür  ergiebt,  dass  xP  und  xQ  das  Strahlsystem  erzeugen. 
Wenn  nun  die  Punkte  y  und  0,  d.  h.  die  Schnittpunkte  der  Geraden 
X  mit  dem  Kegelschnitt  ^'\  imaginär  sind,  so  muss  X  ausserhalb 
des  Kegelschnitts  Ä^'-^^  (g^uiz  in  dem  von  seinen  Tangenten  er- 
füllten Gebiete)  gelegen  sein,  d.  h.  durch  jeden  Punkt  von  X  müssen 
zwei  reelle  Tangenten  an  Ä^^)  möglich  sein,  mithin  auch  durch  den 
Punkt  S;  das  Strahlsystem  (x)  ist  daher  hyperbolisch,  indem  seine 
Asymptoten  die  aus  x  nach  den  Berührungspunkten  gezogenen  Strahlen 
«ind,  in  welchen  die  Tangenten  aus  J  den  Kegelschnitt  0*>  berühren. 
Die  Strahlsysteme  (x)  (y)  (z)  haben  eine  ganz  besondere  Bedeutung 
für  die  beiden  in  der  Ebene  gegebenen  Netze.  Da  nämlich  irgend 
zwei  conjugirte  Strahlen  ®  und  g  des  Strahlsystems  {x)  nach  dem 
Obigen  von  solcher  Beschaffenheit  sind,  dass  zu  den  Punkten  P  des 
einen  die  conjugirten  Punkte  Q  auf  dem  andern  liegen  und  P,  Q 
immer  conjugirte  Punkte  rücksichtlich  beider  gegebenen  Netze  sind, 
90  folgt,  dass,  wenn  das  Strahlsystem  (x)  hyperbolisch  ist,  jede  seiner 
Asymptoten  s,  t  die  Eigenschaft  besitzen  muss,  dass  ihr  rücksichtlich 
beider  Netze  dasselbe  Punktsystem  zugehört,  oder  mit  andern  Worten, 
dass  sie  eine  gemeinschaftliche  Secante  für  die  Kei-nkegelschnitte 
beider  Netze  ist^  denn  eine  solche  Asymptote  enthält  zwei  zusammen- 
fallende conjugirte  Strahlen  ®,  g,  und  die  Punkte  P  der  einen  haben 
ihre  conjugirten  Q  rücksichtlich  beider  Netze  auf  der  andern;  also 
P,  Q  bilden  auf  dieser  Asymptote  ein  Punktsystem,  welches  beiden 
Netzen  zugehört.  Nehmen  wir  den  Fall  an,  dass  zwei  Strahlsysteme 
(oc)  und  {y)  hyperbolisch  seien  und  das  erste  die  Asymptoten  s,  /, 
das  zweite  die  Asymptoten  s^,  t^  habe,  dann  wird  der  Schnittpunkt 
8  zweier  Asymptoten,  z.  B.  s  und  Sj,  seinen  conjugirten  rücksichtlich 
beider  Netze  sowohl  in  s  haben,  als  auch  in  s^ ;  folglich  muss  dieser 
S  selbst  sein;  es  fallen  also  in  S  zwei  conjugirte  Punkte  P,  Q  zu- 
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sammen^  und  es  mnss  daher  auch  ßS  eine  Asymptote  des  Strahl- 
systems (z)  sein,  was  mit  der  vorhin  gemachten  Bemerkung  überein- 
stimmt^ dass  die  drei  Punktsysteme  (.r)  {y)  {z)  entweder  sämmtlich 
hyperbolisch  sein  müssen,  oder  nur  eines  hyperbolisch  und  die  beiden 
andern  elliptisch.  Schneiden  sich  t  und  t^  in  dem  Punkte  5,,  so 
ist  zSi  die  zweite  Asymptote  des  Strahlsystems  {z)\  da  aber  eig  Strahl- 
system nur  zwei  Asymptoten  haben  kann,  so  müssen  in  diesen  auch 
die  Schnittpunkte:  . 


(s,  t^)  =  S^     und     (5,,  i)  =  Ä 


3 


liegen,  d.  h.:  die  sechs  Asymptoten  der  drei  Strahlsysteme  {x)  (y)  (z) 
schneiden  sich,  wenn  sie  reell  sind,  zu  je  dreien  in  vier  Punkten 
SS^S^S^,  deren  jeder  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  er  mit  seinem  con- 
jugirten  rücksichtlich  beider  Netze  zusammenfällt.  Diese  vier  Punkte 
sind  oflfenbar  zugleich  die  Asymptotenpunkte  der  Punktsysteme  auf 
denjenigen  sechs  Geraden,  welche  von  den  Asymptoten  der  drei  Strahl- 
systeme (x)  (y)  (z)  gebildet  werden  und  deren  zugehörige  Punktsysteme 
rücksichtlich  beider  Netze  identisch  sind.  Die  Punkte  SS^S^S^  sind 
daher  den  Kernkegelschnitten  beider  Netze  gemeinschaftlich  d.  h.  deren 
Schnittpunkte,  und  das  Diagonaldreieck  des  vollständigen  Vierecks 
881828^  ist  das  gemeinschaftliche  Tripel  xyz.  Dies  stimmt  mit  der 
oben  gemachten  Bemerkung  überein,  dass  sie  nur  reell  sein  können, 
wenn  beide  Netze  hyperbolisch  Sind,  weil  nur  in  diesem  Falle  drei 
hyperbolische  Strahlsysteme  (x)  (y)  (z)  eintreten  können;  aber  nicht 
für  jede  zwei  hyperbolischen  Netze  (reelle  Kegelschnitte)  müssen  die 
Strahlsysteme  (x)  (y)  (z)  alle  drei  hyperbolisch  sein;  die  Untersuchung 
dieses  reellen  Falles  ist  in  §.  54  durchgeführt  worden.  Hier  zeigt 
sich  indessen  der  bemerkenswerthe  Umstand,  dass  auch  zwei  elliptische 
Net^e  (imaginäre  Kegelschnitte)  allemal  ein  reelles  Paar  gemeinschaft- 
licher Secanten,  d.  h.  zwei  solche  sieh  in  x  schneidende  Gerade  [die 
Asymptoten  5,  t  des  Strahlsystems  (x)]  besitzen,  deren  zugehörige 
Punktsysteme  für  die  Netze  identisch  sind.  Diese  beiden  Punktsysteme 
müssen  immer  elliptisch  sein,  sobald  eines  oder  beide  gegebenen  Netze 
elliptisch  sind,  sie  können  aber  auch  beide  elliptisch  sein,  sobald 
beide  Netze  hyperbolisch  sind;  im  letzteren  Fall  kann  indessen  auch 
eines  elliptisch  und  das  andere  hyperbolisch,  oder  beide  hyperbolisch 
sein,  d.  h.  die  Kernkegelschnitte  können  keinen,  zwei  oder  vier  Punkte 
gemein  haben  (S.  365). 

Gehen  wir  von  einem  stets  reellen  Tripelpunkte  x  aus,  dessen 
Strahlsysteni  (x)  hyperbolisch  ist  und  die  Asymptoten  .9,  t  hat,  so 
können  wir  aus  der  Annahme,  dass  von  den  Punktsystemen  auf  s  und 
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t  1)  beide  elliptisch,  2)  eines  elliptisch  und  das  andere  hyperbolisch, 
3)  beide  hyperbolisch  sind,  auf  die  Realität  der  beiden  übrigen  Tripel- 
punkte  y,  0  auf  X  schliessen;  nehmen  wir  nämlich  von  dem  beiden 
Netzen  gleichzeitig  zugehörigen  Punktsysteme  auf  s  irgend  ein  Paar 
eoüjugirtel-  Punkte  PQ  und  auf  der  andern  Asymptote  t  irgend  ein 
Paar  PiQi  (Fig.  103),  so  können  wir  die  Verbindungslinie  PPj  als  ® 
auffassen,  deren  entsprechender  Kegelschnitt  Ä^*^  durch  xQQ^^  gehen 
muss  und  zum  Schnittpunkte  der  Tangenten  in  Q   und  Q^  den  Punkt 

Fig.  10s. 


I  haben  wird,  in  welchem  PPj  =  ®  der  Polare  X  begegnet,  wie  aus 
dem  Obigen  erhellt;  X  trifft  also  PP^  in  dem  Pol  der  Geraden  QQi 
rucksichtlich  des  Kegelschnitts  fiS^^,  oder  PPj  und  QQi  treffen  X  in 
zwei  conjugirten  Punkten  desjenigen  Punktsystems,  welches  der  Ge- 
raden X  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ^^^  zugehört;  dies  ist  nun, 
wie  wir  wissen,  für  alle  möglichen  Kegelschnitte  ff^*^  immer  ein  und 
dasselbe;  seine  Asymptotenpunkte  sind  die  beiden  übrigen  Tripelpunkt(» 
y  und  jEf;  ein  zweites  Paar  conjugirter  Punkte  dieses  Punktsystems  er- 
halten wir  in  ganz  gleicher  Weise,  indem  wir  die  Schnittpunkte  von 
PQ^  und  QP^  mit  X  bestimmen,  und  hieraus  folgt  denn  auch  ein 
drittes  Paar  nach  der  bekannten  Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks 
(S.  66),  nämlich  die  Schnittpunkte  von  PQ  und  P,  9i  ^^  ^*  I^i® 
drei  Seitenpaare  des  vollständigen  Vierecks  PQP^Q^  treffen  demnach 
die  Gerade  X  in  drei  Paaren  conjugirter  Punkte  desjenigen  Punkt- 
systems, dessen  Asymptotenpunkte  1/,  z  sind^  und  dies  ist  immer  das- 
selbe, wie  übrigens  die  Paare  P  Q  und  P^  §,  auf  den  Asymptoten  s 
lind  t  gewählt  werden. 

Um  zu  entscheiden,  ob  das  Punktsystem  auf  X  hyperbolisch  oder 
elliptisch  wird,  haben  wir  das  bekannte  Kriterium  (Seite  G7)  anzu- 
wenden, wonach  das  von  den  Seitenpaaren  eines  vollständigen  Vierecks 
auf  einer   Transversale    X   bestimmte    Punktsystem    hyperbolisch    ist, 
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sobald  eine  gerade  Anzahl,  elliptisch,  sobald  eine  ungerade  Anzahl 
von  Ecken  zu  beiden  Seiten  der  Transversale  liegt,  oder  umgekehrt, 
je  nachdem  die  vier  Ecken  so  liegen,  dass  jede ,  ausserhalb  des  von 
den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet,  oder  eine  innerhalb 
des  von  den  andern  gebildeten  Dreiecks  gelegen  ist.  Die  beiden  Punkt- 
systeme auf  den  Geraden  s  und  t  werden  nun  durch  je  zwei  Paare 
conjugirter  Punkte  bestimmt,  von  denen  PQ  das  eine  auf  s,  PiQi 
auf  t,  das  andere  aber  der  gemeinschaftliche  Punkt  Jt  und  der  je- 
weilige Schnittpunkt  mit  X  ist;  beim  elliptischen  Punktsystem  muss 
von  zwei  Paaren  conjugirter  Punkte  das  eine  durch  das  andere  ge- 
trennt werden,  beim  hyperbolischen  schliesst  das  eine  Paar  das  andere 
ein  oder  aus,  je  nachdem  beide  Paare  denselben  oder  verschiedene 
Asymptotenpunkte  zwischen  sich  enthalten.  Der  Punkt  x  ist  ein 
Diagonalpunkt  des  vollständigen  Vierecks  PQPiQi,  nämlich  der  Schnitt- 
punkt des  Seitenpaars  PQ  und  P^Q^;  sollen  also  die  genannten  Punkt- 
systeme beide  elliptisch  sein,  so  lehrt  die  unmittelbare  Anschauung, 
dass  von  den  vier  Punkten  PQP^Q^  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl 
auf  beiden  Seiten  von  X  liegen  muss,  je  nach  der  Lage  derselben; 
es  können  nämlich  hinsichtlich  der  Lage  der  vier  Punkte  PQP^Qy^  zu 
X  drei  Fälle  eintreten:  entweder  a)  liegt  x  innerhalb  beider  Strecken 
PQ  und'PiÖi,  oder  b)  zwischen  der  einen  und  ausserhalb  der  andern, 
oder  c)   ausserhalb  beider  (Fig.   104).     In  dem  Falle  a)  wird,  damit 

Fig.  104. 


beide  Punktsysteme  auf  $  und  t  elliptisch  seien,  X  ausserhalb  PQ 
und  ausserhalb  P^Qi  die  Geraden  s  und  t  treffen  müssen,  also  noth- 
wendig  alle  vier  Punkte  PQP^Qy  auf  der  einen  und  keinen  auf  der 
andern  Seite  von  sich  haben;  in  dem  Falle  b),  wenn  x  zwischen  PQ 
und  ausserhalb  PiQ^  eingenommen  wird,  muss,  damit  beide  Punkt- 
systeme elliptisch  seien,  X  die  Strecke  PQ  ausserhalb  und  Pj  Q^^  innerhalb 
treffen,  also  eine  ungerade  Anzahl  von  Punkten  zu  beiden  Seiten  von 
sich  haben ;  dann  ist  aber  das  Punktsystem  auf  X  wiederum  hyper- 
bolisch, weil  PQP^Qi  so  liegen,  dass  einer  innerhalb  des  von  den 
drei  andern  gebildeteUiDreiecks  sich  befindet;  in  dem  Falle  c)  endlich, 
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WO  X  ausserhalb  beider  Strecken  JPQ  und  PiQi  liegt,  also  die  vier 
Punkte  so  gelegen  sind,  dass  jeder  ausserhalb  des  von  den  andern 
gebildeten  Dreiecks  sich  befindet,  muss,  damit  beide  Punktsysteme  ellip- 
tisch seien,  X  sowohl  P^,  als  auch  PiÖi  zwischen  diesen  Punkten 
treffen,  also  zwei  Punkte  auf  der  einen  und  zwei  auf  der  andern  Seite 
von  sich  haben;  das  Punktsystem  auf  X  ist  daher  wiederum  hyper- 
bolisch, und  wir  erkennen  daraus,  dass  es  allemal  hyperbolisch  wird, 
sobald  die  Punktsysteme  auf  s  und  t  beide  elliptisch  sind.  Die  Punkte 
y  und  z  sind  also  in  diesem  Falle  reell.         ,  * 

In  ähnlicher  Weise  können  wir  leicht  einsehen,  dass,  wenn  die 
Punktsysteme  auf  s  und  t  beide  hyperbolisch  sind,  ebenfalls  für  alle 
drei  Lagen  a),  b),  c)  das  Punktsystem  auf  X  hyperbolisch  wird,  also 
y  und  z  ebenfalls  reell  sind,  was  auch  von  vom  herein  klar  ist,  weil 
dann  alle  vier  Punkte  Ä/S^SjÄg  reell  sind  und  xyz  zum  Diagonaldreieck 
haben.  Wenn  dagegen  drittens  von  den  Punktsystemen  auf  s  und  t 
eines  hyperbolisch,  das  andere  elliptisch  ist,  so  wird  für  alle  drei 
Lagen  a),  b),  c)  das  Punktsystem  auf  X  elliptisch,  also  y  und  z 
imaginär,  wie  die  unmittelbare  Anschauung  lehrt,  während  von  den 
vier  Punkten  SS^S^S^  nur  zwei  reell,  die  beiden  andern  imaginär 
sind.  Die  eben  ausgeführte  Betrachtung  kommt  auch  mit  der  auf  S.  253 
bei  einer  andern  Veranlassung  angestellten  überein.  Die  erlangten 
Resultate  lassen  sich  nunmehr  in  folgender  Weise  zusammenfassen: 

Unter  den  sämmtlichen  Kegelschnitten  ^^\  tvelche  den  Geraden  ® 
in  der  Ebene  rücJcsichtlich  beider  gegebenen  Netze  entsprechen,  gid)t  es 
Ellipsen,  Parabeln  und  Hyperbeln.  Denken  mr  uns  denjenigen  Kegel- 
schnitt 3R^^  constrnirt,  welcher  der  unendlich-entfernten  Geraden  ®^  en;t- 
spricht  und  durch  das  gefneifischaftliche  Tripel  xyz  und  die  Mittelpunkte 
mm^  beider  Netze  bestimmt  wird,  so  entsprechen  sämmtlicJien  Tangenten 
dieses  Kegelschnitts  SR^*^  Parabeln,  solchen  Geraden  ®,  welche  2R^*^  in 
ztvei  reellen  Punkten  schneiden,  Hyperbeln  und  solchen  Geraden  &,  welche 
äRW  nicht  schneiden,  EUipsen,  Unter  den  Hyperbeln  giebt.es  unendlich- 
viele  gleichseitige;  sie  entsprechen  allen  solchen  Geraden  &,  welche  durdi 
eineti  bestimmten  Punkt  P^  gehen;  dies  ist  der  Durchschnittspunkt  der 
beiden  Durclibohrungs-Sehnen  des  Kegelschnitts  3W^*^  durch  die  Axenpcmre 
der  gegebenen  beiden  Netze;  sein  conjugirter  Punkt  Qq,  durch  welchen  alle 
gleichseitigen  Hyperbeln  ausserdem  gehen ,  ist  der  Höhenpunkt  des  Dreiecks 
xyz.  Unter  den  Ellipsen  giebt  es  einen  einzigen  Kreis;  er  entspricht  der- 
jenigen Geraden  ®q,  welche  die  Polare  des  Punktes  P^  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  SK^»)  ist 

Geht  die  verändern cJie  Gerade  @  insbesondere  durch  einen  der  Punkte 
des  gemeinschaftlichen  Tripels,  z.  B,  durch  x,  so  zerfällt  der  entsprechende 
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Kegelschnitt  Ä^^^  in  ein  Linienjyaary  dessen  einer  Theil  jedesmal  die  Polare 
X  dieses  Tripelpunktes  und  dessen  anderer  Theil  eine  bestimmte  Gerode  g 
ist,  welche  d)an falls  durch  x  geht.  Diejenigen  Pmikte  Q,  welche  den 
Punkten  P  einer  solcJien  durch  x  gehenden  Geraden  @  conjugirt  sind, 
liegen  auf  der  Geraden  g  und  umgekehrt.  Drehen  unr  die  Gerade  @  um 
den  festen  Punkt  x,  so  dreht  sich  auch  g  um  denselben  ^  und  @,  g  sind 
conjugirte  Sb'aMen  eines  bestimmten  Strahlsystems  (x).  Zwei  conjugirte 
Strahlen  eines  solchen  Strahlsystems  erhalten  unr  auch,  indem  wir  x 
mit  irgend  einem  Paare  conjugirter  Punkte  P,  Q  in  der  Ebene  verbinden; 
insbesondere  sind  die  beiden  durch  x  gehenden  Tripelstrahlen  ein  Paar 
conjugirter  Strahlen  des  Systems  (x).  Wir  erJialten  auf  diese  Weise, 
wenn  die  Tripelpunkte  xyz  alle  drei  reell  sind,  drei  bestimmte  Strahl- 
systetne  (x)  (y)  (z),  welche  entweder  alle  drei  hyperbolisch  oder  von  daien 
nur  eines  hyperbolisch  und  die  beiden  andern  elliptisch  sind.  Wenn  von 
den  Tripdpunkten  nur  einer ,  x,  reell  ist,  so  ist  das  Strahlsystem  (x)  alle- 
mal hyperbolisch. 

Die  beiden  Asymptoten  s,  t  eines  solchen  Strahlsystems  sind  allemal 
solche  Gerade  in  der  Ebene,  für  welche  die  den  beiden  Netzen  zugehörigen 
Punktsysteme  identisch  werden;  es  giebt  also  nur  zwei  oder  sechs  solcher 
Geraden.  In  dem  letzteren  Falk  schneiden  sich  die  sechs  Asymptoten 
st,  Syt^,  ^2^2  ^^  ^^^  hyperbolischen  Strahlsysteme  (x)  (y)  (z)  zu  je 
dreien  in  vier  Punkten  SSiS^S^,  die  mithin  ein  vollständiges  Viereck 
bilden,  dessen  Diagonaldreieck  xyz  ist.  Die  Punkte  SS^S^S^  sind  die 
einzigen  in  der  Ebene  von  solcher  BescJiaffenJwitj  dass  jeder  von  ihnen 
mit  seinem  conjugirten  rücksichtlic/i  beider  Netze  zusammenfällt;  sie  »ind 
zugleich  die  Asymptetenjrunkte  derjenigen  Punktsysteme,  welche  den  Asym- 
ptoten st . . .  rücksichtlich  des  einen  (oder  anderen)  Netzes  zugehören  (da 
sie  für  beide  identiscfi  sind).  Von  diesen  vier  ausgezeichneten  Putikten 
SS^S^S^  sind  entweder  alle  vier  oder  nur  zwei  oder  keiner  reell. 

Gehen  wir  von  einem  allemal  reellen  Tripelpunkte  x  aus,  dessen 
Strahlsystem  (x)  hyperbolisch  ist  und  die  Asymptoten  s,  t  luit,  so  kihmen 
die  beiden  Punktsysteme  auf  s  und  t  e^itweder  beide  elliptisch  sein,  dann 
sind  alle  vier  Punkte  SS^S^S^  imaginär,  aber  die  beiden  übrigen  Trijwl- 
punj^te  y  und  z  reell;  oder  von  jenen  beiden  Punktsystemen  auf  s  und  t 
ist  eines  hyperbolisch,  und  das  andere  elliptisch,  dann  sind  zwei  Punkte 
SSj^  reell,  die  beiden  andern  S^S^  imaginär  und  die  beiden  übrigen  Tripel- 
punkte y  und  z  audi  imaginär;  oder  drittens  beide  Punktsysteme  auf  s 
und  t  sind  hyperbolisch,  dann  sind  alle  vier  Punkte  SS^S^S^  reell  und 
auch  die  übrigen  Tripelimnkte  y,  z.  Wenn  die  beiden  Netze  hyperbolisch 
sind,  so  sind  die  Punkte  SS^S^S^^  die  Durchschnittspunkte  ihrer  Kern- 
kegelschnitte,    xyz    ihr    genieinsduiftliches    Tripel    und   die    Asympteten 
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st,  ^1^1,  «2^8  ^^  ^^^*  Strahlsyskme  (x)  {y)  (z)  die  sechs  gemeinschaft- 
lichen SecatUen  beider  Kegelschnitte;  aber  auch  wenn  eines  oder  beide 
Netze  elliptisch  sind,  ist  das  gemeinscliaftliclie  Tripel  xyz  immer  reell 
und  von  den  drei  Strahlsystemen  (x)  (y)  (z)  eines  hyperbolisch,  die  beiden 
andern  elliptisch,  also  ein  Paar  gemeinschaftlicher  Secanten  st  immer 
reeU,  d.  h.  in  diesem  Falle  zwei  solche  Gerade,  für  deren  jede  die  den 
Netzen  zugehörigen  beiden  Punktsysteme  identisch  sind. 

Es  ist  noch  zu  bemerken  ^  dass  aus  der  vorigen  Betrachtung  auch 
das  umgekehrte  Resultat  sich  ergiebt:  Wenn  von  dem  beiden  Netzen 
gemeinschaftlichen  Tripel  allein  x  und  X  reell  v(f/  und  z  imaginär) 
sind^  ein  Fall,  der  nur  bei  zwei  hyperbolischen  Netzen  eintreten  kann 
und  zur  Folge  hat^  dass  immer  das  Strahlsystem  (x)  hyperbolisch  ist^ 
also  die  reellen  Asymptoten  s  und  t  hhi,  so  muss  von  den  beiden 
Punktsystemen  auf  s  und  t,  welche  den  Netzen  gemeinschaftlich  zu- 
gehören, das  eine  hyperbolisch,  das  andere  elliptisch  sein,  denn  wäre 
dies  nicht,  so  mössten  y  und  z  reell  sein.  Also  die  beiden  Kern- 
kegelschnitte der  Netze  müssen,  damit  y  und  z  imaginär  seien,  zwei 
reelle  und  zwei  imaginäre  Schnittpunkte  haben. 

Vermöge  der  dem  Netze  innewohnenden  Polarität  lässt  sich  eine 
der  vorigen  gleichlaufende  Betrachtung  anstellen,  indem  man  die 
Paare  conjugirter  Geraden  @(,  $  in  Bezug  auf  beide  Netze  auffasst 
und  die  Kegelschnitte  (£^*>  untersucht,  welche  allen  -Punkten  P  in 
der  Ebene  entsprechen  und  sämmtlich  dem  Dreiseit  X  YZ  einbe- 
schrieben sind.  Diese  Betrachtung  ist  der  obigen  nach  dem  bekannten 
Uebertragungsprincip  so  gleichförmig  nachzubilden,  dass  es  genügt, 
die  Resultate  hervorzuheben  und  nur  die  abweichenden  Punkte  etwas 
näher  zu  beleuchten. 

Die  Pole  einer  beliebigen  Geraden  @  in  Bezug  auf  die  beiden  ge- 
gebenen Netze  bestimmen  die  conjugirte  Gerade  ^,  und  wenn  ®  sich 
um  einen  festen  Punkt  P  dreht,  so  umhüllt  ^  einen  bestimmten  Kegel- 
schnitt 6^*\  Insbesondere  ist  der  unendlich -entfernten  Geraden  @J«> 
diejenige  Gerade  SW^  conjugirt,  welche  die  Mittelpunkte  beider  Netze 
verbindet,  und  allen  Punkten  P  dieser  Geraden  SK^  entsprechen  daher 
Kegelschnitte  6<*),  welche  Parabeln  sind.  Einem  solchen  Punkte  P, 
welcher  auf  einem  Strahle  des  gemeinschaftlichen  Tripels  liegt,  z.  B. 
auf  X,  entspricht  jedesmal  ein  Kegelschnitt  ^^^\  'welcher  sich  in  ein 
Punktpaar  auflöst,  dessen  einer  Theil  immer  derselbe  Punkt  x,  der 
l*ol  der  Geraden  X,  und  dessen  anderer  Theil  ein  gewisser  Punkt  p 
ist,  welcher  auf  X  liegt.  Verändern  wir  den  Punkt  P  auf  der  Ge- 
raden X,  so  verändert  sich  auch  p  auf  derselben,  und  es  erzeugt  das 
Punktpaar  P,  p  ein  bestimmtes  Punktsystem  (X).     Irgend  zwei  con- 
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jugirte  üerade  ®,  ^  treffen  einen  Tripelstrahl  X  immer  in  einem 
solchen  Paar  conjugirter  Punkte  P,  p  des  Punktsystems  (X),  und  die 
Gerade  9Rq  trifft  daher  die  X  in  dem  Mittelpunkt  m  desselben.  Hieraus 
folgt,  dass,  wenn  die  drei  Strahlen  des  gemeinschaftlichen  Tripels 
XYZ  sämmtlich  reell  sind,  von  den  drei  Punktsystemen  (X)  (Y)  (Z) 
nothwendig  entweder  alle  drei  hyperbolisch,  oder  eins  hyperbolisch 
und  die  beiden  andern  elliptisch  s^in  müssen;  denn  auf  jedem  Tripel- 
strahl, z.  B.  X,  sind  immer  die  beiden  Eckpunkte  y,  £f  des  gemein- 
schaftlichen  Tripels  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  Punktsystems 
(P,  p),  und  die  Gerade  TIq  kann  die  Seiten  des  Dreiecks  xy0  immer 
nur  in  drei  solchen  Punkten  mitlinig  treffen,  welche  entweder  alle 
drei  auf  den  Verlängerungen  der  Dreiecksseiten,  oder  von  denen  nur 
einer  auf  der  Verlängerung  und  die  beiden  andern  auf  den  Dreiecks- 
seiten selbst  liegen;  da  nun  mminig  die  Mittelpunkte  der  drei  Pmikt- 
systeme  (X)  (F)  (Z)  und  y,  z\  Zy  x-^  x,  y  je  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  derselben  sind,  so  müssen  von  den  drei  Punktsystemen  ent- 
weder alle  oder  nur  eins  hyperbolisch  sein. 

In  dem  Falle,  dass  von  den  drei  Tripelstrahlen  nur  einer  X  und  der 
Schnittpunkt  x  der  beiden  andern,  der  Pol  von  X,  reell  ist,  lässt  sich 
leicht  zeigen,  dass  das  Punktsystem  (X)  hyperbolisch  sein  muss.  Denken 
wir  uns  nämlich  einen  beliebigen  Punkt  P  und  den  entsprechenden  Kegel- 
schnitt 6^*^  hergestellt,  so  wird  in  dem  Falle,  dass  Y,  Z  imaginär  sind,  ihr 
Schnittpunkt  x  innerhalb  des  Kegelschnitts  (5^*^  liegen  müssen,  weil  das 
Tangentenpaar  aus  x  an  den  Kegelschnitt  (S^^^  imaginär  ist.  Ziehen 
wir  nun  durch  P  irgend  eine  Gerade  ®  und  construiren  die  conju- 
girte  Gerade  §,  Tangente  des  Kegelschnitts  (S<*>,  so  bestimmen  ®,  ^ 
ein  Paar  conjugirte  Punkte  des  Punktsystems  (X).  Bezeichnen  wir 
dieselben  für  den  Augenblick:  (®,  X)  =  s  und  (^,  X)  =  a,  so  wird 
durch  s  eine  zweite  Tangente  ^'  an  ©^*>  gehen,  deren  conjugirte  Ge- 
rade ®'  =  Pö  sein  muss.  Wir  haben  also  zwei  Paare  conjugirter 
Geraden  ®,  §  und  ®',  §',  finden  aus  ihnen  ein  drittes  Paar  (®®',  §^') 
und  (®§',  §®')7  ußd  da  von  diesen  beiden  Geraden  die  erstere  durch 
P=(®,  ®')  geht,  so  muss  die  letztere  (®§',  C^®')  den  Kegelschnitt 
©2>  berühren.  In  der  That  ist  (®,  .^')  nichts  anderes  als  s  und  (§,  ®') 
nichts  anderes  als  tf,  folglich  (®$',  ip®')  =  5<y  =  X,  und  die  conju- 
girte Gerade  muss  daher  durch  x  gehen,  d.  h.  (^,  §')  auf  der  Ver- 
bindungslinie Px  liegen.  Diese  Gerade  Px  bleibt  nun  fest,  während 
wir  die  Gerade  ®,  also  auch  §,  ®'  und  §'  verändern;  wenn  wir  aus 
den  Pimkten  der  Geraden  Px  die  Tangentenpaare  ^$'  an  den  Kegel- 
schnitt 6^*^  legen,  so  treffen  dieselben  die  feste  Tangente  X  dieses 
Kegelschnitts  in  Punktpaaren  s,  ö  des  vorhin  gefundenen  Punktsystems 
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(X)  (S.  152).  Wir  wissen  aber  im  Allgemeinen  ^  dass  dieses  von  der 
Geraden  Fx  abhängende  -  Punktsystem  ein  elliptisches  ist,  wenn  die 
Gerade  Fx  den  Kegelschnitt  (£(*>  nicht  schneidet,  ein  hyperbolisches, 
wenn  sie  denselben  in  zwei  reellen  Punkten  triiBFk,  weil  im'  letzteren 
Falle  zweimal  je  ein  Tangentenpaar  zusammenfallt.  Da  nach  dem 
Früheren  der  Punkt  x  in  unserem  Falle  innerhalb  des  Kegelschnitts 
ß^*^  liegt,  so  muss  Fx  denselben  in  zwei  reellen  Punkten  schneiden, 
also  das  Punktsystem  (X)  hyperbolisch  sein,  w.  z.  b..  w. 

Wenn  wir  sämmtliche  Punkte  F  in  der  Ebene  auffassen  und 
schnell  entscheiden  wollen,  ob  der  entsprechende  Kegelschnitt  6^*^ 
Ellipse  oder  Hyperbel  wird,  so  brauchen  wir  jetzt  nur  diejenigen 
Punkte  F  in  der  Ebene  zu  verfolgen,  für  welche  der  entsprechende 
Kegelschnitt  S^^^  in  einen  jener  beiden  Grenzübergänge  zwischen 
Ellipse  und  Hyperbel:  eine  Parabel  oder  ein  Punktpaar  ausartet;  diese 
Orte  kennen  wir  aber  aus  dem  Vorigen,  nämlich  die  Gerade  STOq, 
deren  Punkten  F  lauter  Parabeln  als  Kegelschnitte  S<*^  entsprechen^ 
lind  die  drei  Tripelstrahlen  XYZ  (wenn  sie  sämmtlich  reell  sind), 
deren  Punkten  V  Kegelschnitte  ®(2>  entsprechen,  welche  in  Punktpaare 
ausarten.  Die  vier  Geraden  XYZWIq  theilen  das  ganze  unendliche 
Gebiet  der  Ebene  in  elf  Regionen,  welche  durch  jene  von  einander 
getrennt  werden,  und  den  Punkten  F  innerhalb  derselben  Region  ent- 
sprechen immer  Kegelschnitte  derselben  Art;  wir  haben  aber  zu  unter- 
suchen, welchen  Regionen  Hyperbeln  und  welchen  Ellipsen  entsprechen. 
Hierüber  erhalten  wir  unter  der  Annahme,  dass  alle  drei  Tripelstrahlen 
XYZ  reell  sind,  Auskunft,  indem  wir  die  Punktsysteme  (X)  (Y)  (Z) 
ins  Auge  fassen,  welche  bestimmt  sind  durch  je  ein  Paar  conjugirter 
Punkte:  y,  z\  Zj_  X]  x,  y  und  die  Mittelpunkte:  ntmititg,  nämlich  die 
•Schnittpunkte   von   WIq    mit  XYZ  (Fig.  105).     Denken  wir  uns   um 

Fig.  105. 


einen    beliebigen  Punkt  F  eine  Gerade  ®  gedreht,    welche  XYZ  in" 
den  Punkten  ahc  treffe,  und  seien  aßy  die  conjugirten  Punkte  in  den 


490  Vierter  AbachniU. 

drei  Systemen  (X)  (Y)  (Z),  so  liegen  aßy  auf  der  Geraden  f),  welche 
den  Kegelschnitt  S^^^  umhüllt.  Wir  können  denselben  auch  als  das 
Erzeugniss  zweier  projectivischer  Punktreihen,  z.  B.  auf  den  Trägern 
Y  und  Z  auffassen,  indem  wir  die  Punkte  ß  und  y  verfolgen;  um 
dann  den  Berührungspunkt  des  Kegelschnitts  &^  mit  der  Geraden  Y 
zu  erhalten,  ziehen  wir  Py,  welches  Y  in  r  treffe,  und  nehmen  den 
zu  T  conjugirten  Punkt  t  des  Punktsystems  (Y),  welches  der  gesuchte 
Berührungspunkt  sein  wird.  Um  denjenigen  Punkt  ß  zu  finden,  welcher 
dem  unendlich -entfernten  auf  Z  entspricht,  ziehen  wir  Pvx^,  welches 
in  b  die  Gerade  Y  treffe,  und  bestimmen  den  conjugirten  ß  zu  b  des 
Punktsystems  (Y).  Jetzt  können  wir  das  auf  S.  117  angegebene  Kri- 
terium in  Anwendung  bringen:  Liegt  nämlich  t  zwischen  xßy  so  ist 
der  Kegelschnitt  S^^^  Ellipse,  liegt  t  ausserhalb  xß,  so  ist  er  Hyperbel. 
Durchmustern  wir  mit  Hülfe  dieses  Kriteriums  die  ganze  Ebene,  indem 
wir  den  Punkt  P  dieselbe  durchwandern  lassen,  so  erkennen  wir  leicht, 
d|i,ss  von  den  elf  Regionen,  in  welche  sie  durch  die  Geraden  XYZ3SIq 
zertheilt  wird,  fünf  den  hyperbolischen  (h)  und  die  übrigen  sechs  den 
elliptischen  Charakter  (e)  haben,  indem  der  dem  Punkte  P  ent- 
sprechende Kegelschnitt  (S/^  allemal  Hyperbel  wird,  sobald  P  in 
einem  der  Räume  (h)  liegt,  dagegen  Ellipse,  sobald  P  in  einem  der 
Räume  (e)  liegt;  die  Räume  (A)  sind  aber  diejenigen,  in  welche  die 
drei  Diagonalen  des  von  den  Geraden  X  YZWq  gebildeten  vollständigen 
Vierseits  ganz  hineinfallen,  während  die  Räume  (e)  von  den  Diago- 
nalen nicht  getroffen  werden;  um  jeden  Eckpunkt  des  vollständigen 
Vierseits  gruppiren  sich  immer  zwei  Scheitelräume  elliptischen  und 
die  beiden  Neben-Scheitelräume  hyperbolischen  Charakters  (Fig.  105). 
Wir  unterlassen  der  Kürze  wegen  die  Untersuchung  des  Falles,  in 
welchem  von  den  drei  Tripelstrahlen  nur  einer  X  und  der  Schnitt-, 
punkt  der  x  beiden  andern  reell  ist;  die  beiden  Geraden  X  und  3)1^ 
theilen  dann  das  ganze  Gebiet  der  Ebene  nur  in  vier  unendliche 
Räume,  zwei  Paar  Scheitelräume;  dasjenige  Paar  Scheitelräume,  in 
deren  einem  x  liegt,  enthält  alle  solche  Punkte  P,  deren  entsprechende 
Kegelschnitte  6^^^  Hyperbeln  werden,  das  andere  Paar  Scheitelräume 
diejenigen  Punkte  P,  deren  entsprechende  Kegelschuitte  &^  Ellipsen 
sind.  Auch  möge  dem  Leser  die  Aufsuchung  derjenigen  besonderen 
Punkte  P  überlassen  bleiben,  deren  entsprechende  Kegelschnitte  6^*^ 
Kreise  oder  gleichseitige  Hyperbeln  werden.  > 

Die  drei  Punktsysteme  (X)  (Y)  (Z),  von  denen  entweder  eines 
oder  alle  drei  hyperbolisch  sein  müssen,  haben  zu  Asymptotenpmikten: 
^f  ^9  ^i;  ^n  ^2;  Ut  Punkte  von  besonderer  Eigenthümlichkeit  in  Bezug 
auf  die   beiden   gegebenen  Netze;   das    Strahlsystem,   welches   einem 
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dieser  sechs  Punkte  in  Bezug  auf  die  beiden  Netze  zugehört,  ist 
nämlich  ein  und  dasselbe;  wenn  es  hyperbolisch  ist,  so  sind  seine 
beiden  Asymptoten  sowohl  Tangenten  des  einen  als  auch  des  andern 
Kemkegelschnitts^  d.  h.  gemeinschaftliche  Tangenten.  Von  den  sechs 
Punkten  §t  ^jti  Ö^tg  sind  entweder  zwei  oder  alle  sechs  reell;  im 
letzteren  Falle  liegen  sie  zu  je  dreien  auf  vier  geraden  Linien,  welche 
die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kernkegelschnitte  beider 
Netze  sind;  das  von  denselben  gebildete  vollständige  Vierseit  hat  XYZ 
zu  seinen  drei  Diagonalen.  Wenn  dagegen  nur  zwei  Punkte  &  und  t 
reell  sind  auf  X;  so  müssen  die  ihnen  zugehörigen  Strahlsysteme^ 
welche  rücksichtlich  beider  Netze  dieselben  sind,  entweder  beide 
elliptisch  sein,  und  dann  sind  auch  Y  und  Z  reell,  oder  eines  ellip- 
tisch und  das  andere  hyperbolisch  sein,  dann  sind  Y  und  Z  imaginär.  Im 
ersteren  Fall  sind  entweder  beide  oder  ein  Netz  elliptisch,  oder  falls 
beide  Netze  hyperbolisch  sind,  haben  ihre  Kemkegelschnitte  keine 
reelle  gemeinschaftliche  Tangente;  im  letzteren  Fall,  der  nur  eintreten 
kann,  wenn  beide  Netze  hyperbolisch  sind,  haben  die  Kernkegelschnitte 
zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  gemeinschaftliche  Tangenten,  jedes 
Paar  aber  einen  reellen  Schnittpunkt  g  und  t  auf  dem  Tripelstrahl  X, 
Sobald  also  umgekehrt  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  nur  ein 
Strahl  X  und  der  Schnittpunkt  x  der  beiden  andern' reell,  diese  selbst 
aber  imaginär  sind,  müssen  beide  Netze  hyperbolisch  sein  und  ihre 
Kemkegelschnitte  nur  zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  haben. 
Halten  wir  dies  mit  dem  analogen  früher  gefundenen  Resultat  zu- 
sammen, so  folgt  aus  der  Identität  und  zusammengehörigen  Realität 
des*Tripeldreiecks  xya  mit  dem  Tripeldreiseit  XYZ,  dass,  wenn  zwei 
Kegelschnitte  nur  zwei  reelle  Schnittpunkte  haben,  sie  auch  nothwendig 
zwei  reelle  genieifiscliaftlicfie  Tangentai  und  nur  zwei  i>olclie  liaben  müs&&n 
und  umgekehrt.    (S.  370.) 

Das  in  dem  Vorstehenden  betrachtete  doppelte  Beziehungssystem, 
welches  durch  die  beiden  in  der  Ebene  gegebenen  Netze  hergestellt 
wird  —  indem  einerseits  jedem  Punkte  P  in 'der  Ebene  ein  bestimmter 
Punkt  y  conjugirt  ist  und  den  Pimkten  P  einer  Geraden  @  Punkte 
Q  eines  Kegelschnitts  Ä^*^  entsprechen,  welcher  durch  drei  unver- 
änderliche Punkte  xyz  geht,  andererseits  jeder  Geraden  ®  eine  be- 
stimmte Gerade  ^  conjugirt  ist  und  sämmtlichen  durch  einen  Punkt 
P  gehenden  Geraden  ®  Gerade  $  entsprechen,  die  einen  Kegelschnitt 
ß^^^  umhüllen,  welcher  demselben  festen  Dreiseit  XYZ  einbeschrieben 
ist  —  erfordert  zu  seiner  Bestimmung  nicht  die  vollständige  Kenntniss 
der  beiden  Netze,  sonder Ji  nur  des  gemeinschaftlichen  Tripels  xyz 
oder  XYZ  und  einerseits  irgend  eines  Paares  conjugirter  Punkte  V,  (^ 
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oder  audererKeits  conjugirter  Strahlen  @,  ^  in  Bezug  auf  beide  Netze. 
In  der  Tbat  nehmen  wir  zuerst  das  Tripel  xyz  und  irgend  ein  Paar 
conjugirter  Punkte  P,  Q  als  gegeben  an,  so  ist  das  Beziehungssysteni 
der  ersten  Art  yollständig  bestimmt;  indem  wir  nämlich  P  und  Q  mit 
xyz  und  diese  Punkte  unter  sich  verbinden,  erhalten  ^wir  durch  jeden 
von  ihnen  zwei  Strahlenpaare,  welche  ein  Strahlsjstem  bestimmen, 
z.  B.  in  a;  werden  die  Strahlen  xP  und  xQ,  xy  und  xz  als  zwei 
Paare  conjugirter  Strahlen  des  Strahlsystems  (x)  aufgefasst,  welches 
dadurch'  vollständig  bestimmt  ist;  haben  wir  auf  diese  Weise  die  drei 
iStrahlsysteme  (x)  (y)  {z)  hergestellt,  so  finden  wir  zu  jedem  andern 
Punkte  P  in  der  Ebene  den  oonjugirten  (^,  indem  wir  xP  und  yP 
ziehen  und  in  den  Strahlsystemen  (x)  und  (y)  die  beiden  conjugirten 
Strahlen  zu  jenen  aufsuchen,  welche  sich  in  dem  gesuchten  Punkte  Q 
trefiFen.  Hierdurch  i^t  mm  auch  zu  jeder  Geraden  ®  der  entsprechende 
Kegelschnitt  Ä<*>  leicht  herzustellen. 

Andererseits  ist  durch  das  Tripel  X  YZ  und  irgend  ein  Paar  con- 
jugirter Strahlen  ®,  §  das  Beziehungssystem  der  zweiten  Art  voll- 
ständig bestimmt;  die  Schnittpunktpaare  von  X  einmal  mit  Y,  Z  und 
zweitens  mit  @,  §  bestimmen  das  Punktsystem  (X),  und  in  gleicher 
Weise  erhalten  wir  die  Punktsysteme  (Y)  und  (Z);  sind  diese  er- 
mittelt, so  erhalten  wir  zu  jeder  andern  Geraden  @  die  conjugirte  ^, 
indem  wir  die  Schnittpunkte  der  ersteren  mit  X,  Y  (oder  Z)  auf- 
suchen und  die  zu  denselben  conjugirten  Punkte  in  den  Punktsystemen 
(X)  ( Y)  (oder  Z)  mit  einander  verbindeji,  welche  die  Gerade  §  be- 
stimmen. Zu  jedem  beliebigen  Punkte  P  können  wir  dann  in  be- 
kannter Weise  den  entsprechenden  Kegelschnitt  S^*^  herstellen,  indem 
wir  zu  allen  durch  P  gehenden  Strahlen  @  die  conjugirten  §  con- 
struiren.  Als  ein  besonderes  Paar  conjugirter  Strahlen,  welches  neben 
dem  Tripel  XYZ  zur  Bestimmung  dieses  Beziehungssystems  dient, 
empfiehlt  sich  &^  und  2JIq]  die  drei  Schnittpimkte  von  X,  Y,  Z  mit 
9Ko  sind  dann  die  drei  Mittelpunkte  der  Punktsysteme  (X)  (Y)  (Z). 

Wir  müssen  noch  den  andern  möglichen  Fall  in  Betracht  ziehen, 
dass  von  dem  Tripel  nur  ein  Eckpunkt  x  und  die  gegenüberliegende 
Seite  X  (Polare  von  .r),  auf  dieser  aber  ein  elliptisches  Punktsystem 
gegeben  ist,  dessen  Asymptotenpunkte  y^  z  imaginär  sind;  fügen  wir 
dann  noch  ein  Paar  conjugirter  Punkte  P,  Q  hinzu,  so  ist  das  Be- 
ziehungssystem der  ersten  Art  wiederum  vollständig  bestimmt,  aber 
die  vorhin  angegebene  Construction  beliebig  vieler  anderer  Paare  con- 
jugirter Punkte  P,  Q  ist  nicht  mehr  in  Anwendung  zu  bringen,  weil 
die  Punkte  y,  z  selbst  nicht  reell  existiren.  Wir  werden  uns  in 
diesem  Falle  zunächst  das  Strahlsystem   (a?)  herzustellen  haben,   von 
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welchem  unmittelbar  nur  das  einzige  Paar  conjugirter  Strahlen  xT 
und  xQ  gegeben  ist-,  die  Asymptoten  s,  t  dieses  Strahlsystems  {x) 
müssen  sowohl  harmonisch  liegen  mit  xP  und  xQ,  als  auch  mit  xy 
und  xZy  falls  die  letzteren  beiden  reell  sind;  dies  lässt  sieh  aber 
auch  unabhängig  von  ihrer  Realität  so  aussprechen:  Die  Asymptoten 
s  und  t  sind  das  gemeinschaftliche  Paar  conjugirter  Strahlen  für  zwei 
concentrisch  liegende  Strahlsysteme  in  x,  deren  eines  hyperbolisch  ist 
und  arP,  xQ  zw  Asymptoten  hat,  während  das  andere  die  Strahlen 
xy  und  xz  zu  Asymptoten  hat;  wenn  nun  y  und  z  imaginär  sind,  so 
wird  das  zweite  Strahlsystem  erhalten,  indem  ^ir  durch  x  ein  Strahl- 
system perspectivisch  mit  dem  auf  X  gegebenen  Punktsystem  legen, 
welches  elliptisch  ist  und  die  imaginären  Punkte  y,  z  zu  Asymptoten- 
punkten hat.  Die  beiden  concentrischen  Strahlsysteme  in  x  sind  also 
bekannt,  und  sie  müssen  ein  reelles  Paar  conjugirter  Strahlen  gemein- 
schaftlich haben,,  weil  eines  von  ihnen  elliptisch  ist  (S.  58). '  Dieses 
Paar  s,  t  bildet  die  Asymptoten  des  Strahlsystems  (a:),  welches,  wie 
wir  auch  von  früher  wissen,  nothwendig  hyperbolisch  sein  muss. 

Ist  das  Strahlsystem  {x)  also  ermittelt,  so  lässt  sich  jetzt  zu 
jeder  durch  den  gegebenen  Punkt  P  gehenden  Geraden  ®  der  ent- 
sprechende Kegelschnitt  St^*^  herstellen;  dieser  muss  nämlich  durch  x 
und  Q  geheu,  das  auf  X  gegebene  elliptische  Punktsystem  zu  seinem 
zugehörigen  haben  und  endlich  von  dem  Strahlsystem  {x)  in  solchen 
Punktpaaren  durchbohrt  werden,  deren  Verbindungssehne  durch  den 
Schnittpunkt  (@,  X)  läuft;  verbinden  wir  daher  x  mit  diesem  Schnitt- 
punkte (®,  X)  und  suchen  den  conjugirten  Strahl  in  dem  Strahl- 
system {x)  auf,  so  muss  derselbe  den  Kegelschnitt  ^^^  in  x  berühren; 
wir  kennen  daher  jetzt  fünf  Punkte  des  Kegelschnitts  fi^^^,  wodurch 
derselbe  vollständig  bestimmt  wird,  nämlich  den  Punkt  Q,  die  beiden 
in  X  zusammenfallenden  Punkte,  d.  h.  die  Tangente  in  x  und  das  zu- 
gehörige Punktsystem  auf  X,  d.  h.  die  beiden  imaginären  Punkte  y 
und  z.  Die  Construction  des  durch  diese  Bestimmungsstücke  gegebenen 
Kegelschnitts  ist  auf  S.  150  ausgeführt.  Wir  sind  demnach  im  Stande, 
zu  jeder  durch  F  gezogenen  Geraden  @  den  entsprechenden  Kegel- 
schnitt ^^)  herzustellen  und  ebenso  zu  jeder  durch  Q  gehenden  Ge- 
raden ®|  den  entsprechenden  Kegelschnitt  Ü^^^  zu  finden;  jeder  be- 
liebige Punkt  in  der  Ebene  kann  nun  als  der  Schnittpunkt  zweier 
solcher  Geraden  @,  @^  angesehen  werden;  die  beiden  entsprechenden 
Kegelschnitte  ^^^^p  haben  dann  zu  ihrem  vierten  gemeinschaftlichen 
Punkte  ausser  xyz  denjenigen,  welcher  dem  Schnittpunkte  (@,  ®j) 
cbnjugirt  ist.  Wie  der  vierte  gemeinschaftliche  Punkt  der  beiden 
Kegelschnitte  ^^^^^^  gefunden  wird,  ist  auf  S.  238  angegeben  worden. 
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Wir  sind  nunmehr  im  Stande,  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  den  con- 
jugirten  Punkt  zu  eonstruiren,  mithin  auch  zu  jeder  beliebigen  Ge- 
raden @  den  entsprechenden  Kegelschnitt  S?^*^;  wir  haben  also  das 
ganze  Beziehungssystem  der  ersten  Art  auch  für  den  angenommenen 
Fall  herzustellen  gelehrt.  In  ganz  analoger  Weise  wird  das  Be- 
ziehungssystem der  zweiten  Art  hergestellt,  wenn  zur  Bestimmimg 
desselben  neben  einem  beliebigen  Paar  conjugirter  Strahlen  @,  ^  von 
dem  Tripel  allein  ein  reeller  Strahl  X  und  der  Schnittpunkt  x  der 
beiden  andern  mit  dejp  elliptischen  Strahlsysfcem  gegeben  ist,  dessen 
imaginäre  Asymptoten  Y  und  Z  sind. 

Erwägen  wir,  dass  durch  ein  Paar  conjugirter  Punkte  P,  Q  und 
ein  Tripel  xyz  das  Netz  nicht  vollkommen  bestimmt  wird,  sondern 
dass  es  unendlich-viele  Netze  giebt,  welche  diese  Stücke  gemein  haben, 
so  steht  es  uns  frei,  anstatt  der  beiden  als  gegeben  angesehenen 
Netze,  von  welchen  wir  ausgingen,  andere  zu  setzen,  für  welche  P,  Q 
conjugirte  Punkte  und  xyz  ein  Tripel  ist;  durch  je  zwei  solche  Netze 
wird  immer  dasselbe  Beziehungssystem  der  ersten  Art  bestimmt,  und 
für  diese  Netze  gelten  daher  genau  dieselben  Eigenschaften,  wie  für 
die  beiden  ursprünglich  angenommenen.  Wir  können  uns  sämmtliche 
Netze  der  Art  auf  die  Weise  hergestellt  denken,  dass  wir  um  Q  eine 
Gerade  ß  drehen  und  zur  Bestimmung  des  Netzes  immer  das  Tripel 
conjugirter  Punkte  xyz  und  das  Paar  Pol  und  Polare  P  und  2 
nehmen,  wodurch  das  Netz  jedesmal  vollständig  und  eindeutig  be- 
stimmt wird.  Die  Gesammtheit  dieser  Netze  nennen  wir  ein  Netz- 
Büschel]  die  Mächtigkeit  desselben  ist  gleich  gross  mit  der  eines  Strahl - 
büschels,  denn  es  giebt  so  viel  Netze  im  Netzbüschel,  als  Strahlen  2 
durch  einen  Punkt  Q.  Irgend  ein  Paar  conjugirter  Punkte  PiQi  des 
Beziehungssystems,  welches  durch  ocyz  und  P,  Q  bestimmt  wird,  muss 
nun  auch  ein  Paar  conjugirter  Punkte  sein  für  irgend  zwei  andere 
Netzendes  Büschels,  welche  wir  beliebig  herausnehmen  können,  oder 
mit  andern  Worten:  Die  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  in  Beeng  auf 
sämmtliclie  Netze  eines  Netz -Büschels  laufen  durch  einen  festen  (c^mju- 
girten)  Punkt,  welcher  Satz  bereits  oben  (S.  447)  auf  directem  Wege  nach- 
gewiesen ist.  Da  wir  irgend  zwei  Netze  des  Büschels  zur  Hervor- 
bringung des  Beziehungssystems  wählen  können,  so  folgt  ferner:  Denken 
wir  uns  von  zwei  beliebigen  Punkten  Pj  und  P^  die  Polaren  in  Bezug 
auf  irgend  ein  Netz  des  Büschels  ermittelt,  so  geht  die  erste  durch 
den  conjugirten  Punkt  Q^,  die  zweite  durch  §2,  und  sie  schneiden  sich 
in  einem  Punkte  Q^,  dessen  Polare  in  Bezug  auf  das  gewählte  Netz 
die  Verbindungslinie  PiP^  ist;  der  conjugirte  Punkt  Pg  zu  ^3  muss 
also  auf  PiP^  liegen.     Verändern  wir  das  aus  dem  Büschel,  gewählte 
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Netz,  so  verändert  sich  ^3  und  beschreibt  denjenigen  Ort,  welcher 
alle  Punkte  enthält,  die  den  Punkten  der  Geraden  P^P.^  =  @  conjugirt 
sind,  d.  h.  den  Kegelschnitt  Ä'^-\ 

Hieraus  folgt:  Die  Pole  einer  Geraden  ®  in  Bezug  auf  sämmüiche 
Netze  eines  Büschels  liegen  auf  einem  Kegelschnitt  Sf  ^*\  welclier  detn  ge- 
meinscliaftlichen  Tripel  xyz  unischriehen  ist.  Dies  lllsst  sich  aucli  so 
aussprechen:  Die  Polaren  zweier  beliebigen  Punkte  P^  und  P^  in  Bezug 
auf  sämmtliche  Netze  eines  Büsdiels  beschreiben  aUetnal  zwei  projectivische 
Strahlbüschel  -{^Q^)  und  (Q^),  welche  zu  je  zwei  entsprechenden  Sirahlen 
die  Polaren  in  Bezug  auf  dasselbe  Netz  haben.  Nehmen  wir  für  @  ins- 
besondere die  unendlich' entfernte  Gerade  @^,  so  enthält  der  ent- 
sprechende Kegelschnitt  !^^^^  die  Mittelpunkte  aller  Netze  des  Büschels, 
also:  Die  Mittelpunkte  sämmtlicJier  Netze  eines  Büschels  liegen  au f  einem 
bestimmten  Kegelschnitt  9K^^^  welcher  dem  Tripel  xyz  umschrieben  ist. 
Dieser  Kegelschnitt  3W^*>  entscheidet  zugleich  über  die  Natur  der  in 
dem  Büschel  enthaltenen  Netze,  d.  h.  ob  dieselben  hyperbolisch  oder 
elliptisch  sind.  Zuvorderst  ist  nämlich  klar,  dass,  wenn  die  voi*hin 
ermittelten  ausgezeichneten  Punkte  S  S,  Sg  8^  ,  in  deren  jeden  zw(*i 
conjugirte  Punkte  P,  Q  zusammenfallen,  entweder  alle  vier  reell  sind 
oder,  wenii  auch  nur  zwei  von  ihnen  reell  sind,  ofiFenbar  alle  Netze 
des  Büschels  hyperbolisch  sein  müssen  und  ihre  Kenik egelschnitte 
nichts  anderes,  als  ein  gewöhnliches  Kegelschnittbüschel  mit  vier  oder 
zwei  reellen  Grundpunkten  bilden.  Sobald  dahev  von  dem  gemein- 
schaftlichen Tripel  nur  x  und  X  reell  sind,  y  und  z  imaginär,  sind 
alle  Netze  des  Büschels  hyperbolisch,  und  die  Kemkegelschnitte  haben 
zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  gemeinschaftliche  Grmulpuukte.  Wenn 
dagegen  das  Tripel  xyz  völlig  reell  ist,  so  können  entweder  die  oben 
bestimmten  Strahlsysteme  {x)  (y)  (z)  alle  drei  hyperbolisch,  oder  nur 
eines  hyperbolisch  und  die  beiden  anderen  elliptisch  sein;  im  ersteren 
Falle  enthält  das  Nets^üschel  wiederum  lauter  hyperbolische  Netze, 
deren  Kemkegelschnitte  ein  gewöhnliches  Kegelschnittbüschel  mit  vier 
reellen  Grundpunkten  S  S^  S^  S^  bilden;  im  letzteren  Falle  wird  das 
Büschel  theils  hyperbolische,  theils  elliptische  Netze  enthalt.en;  die 
Kemkegelschnitte  der  hyperbolischen  Netze  bilden  ein  Kegelschnitt- 
büschel mit  vier  imaginären  Grundpunkten;  dies  ist  aber,  wie  wir 
jetzt  sehen,  nur  ein  unvollständiges  Gebilde,  zu  dessen  Ergänzung 
noch  die  imaginären  Kegelsctmitte  hinzutreten  müssen,  welche  den 
elliptischen  Netzen  eines  solchen  Netzbüschels  entsprechen. 

Wir  sehen  die  Richtigkeit  der  letzten  Behauptimg  leicht  ein, 
wenn  wir  für  den  Fall  des  reellen  Tripels  und,  falls  von  den  Strahl- 
systemen (x)  (y)  {z)  eines  hyperbolisch  und  die  beiden  andern  ellip- 
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tisch  sind,    genauer   untersuchen^   in   welcher   Weise    die   conjugirten 
Punkte   Py   Q   die   verschiedenen   Gebiete   der   Ebene    bedecken.     Die 

ganze  unendliche  Ebene  wird  nämlich^ 
wie  wir  wissen,  durch  die  Seiten  des 
Dreiecks  xyz  in  die  sieben  Regionen  e, 
Pj  Äj,  e^  h^f  ßg  A3  (Fig.  106)  getheilt; 
nehmen  wir  an,  es  sei  das  Strahlsystem 
(x)  hyperbolisch,  dagegen  (y)  und  {z) 
elliptisch,  dann  ist  mit  Berücksichtigung 
des  bekannten  Kriteriums  fiir  das  ellip- 
tische und  hyperbolische  Strahlsystem  (S.  61)  ersichtlich,  dass, 

wenn  P  in  der  Region  (e)  liegt,  der  conjugirte  Punkt  Q  in  den 
Regionen  (e^)  oder  (h^)  liegen  muss; 

wenn  P  in  den  Regionen  (e^)  oder  (A,)  liegt,  der  conjugirte  Punkt 
Q  in  der  Region  (e)  liegen  muss; 

wenn  Pin  den  Regionen  (e^)  oder  (Ä^)  liegt,  der  conjugirte  Punkt 
Q  in  den  Regionen  (e^)  oder  Qi^)  liegen  muss; 

wenn  P  in  den  Regionen  (e^)  oder  (A3)  liegt,  der  conjugirte  Punkt 
Q  in  den  Regionen  (e^)  oder  (A^)  liegen  muss. 

Obgleich  es  zunächst  nicht  weiter  benutzt  wird,  bemerken  wir 
noch,  dass  in  dem  andern  Fall,  wenn  (x)  (y)  (z)  alle  drei  hyperbo- 
lische Strahlsysteme  sind,  die  Vertheilung  in  folgender  Weise  statt- 
findet: • 

wenn  P  in  der  Region  {e)  liegt,  so  muss  auch  der  conjugirte 
Punkt  Q  in  der  Region  (e)  liegen; 

wenn  P  in  den  Regionen  (e^)  oder  (Aj)  liegt,  so  muss  auch  der 
conjugirte  Punkt  Q  in  den  Regionen  (e,)  oder  (AJ  liegen; 

wenn  P  in  den  Regionen  (e^)  oder  (A^)  liegt,  so  muss  auch  der 
conjugirte  Punkt  Q  in  den  Regionen  (ßg)  oder  (A2)  liegen;  und 

wenn  P  in  den  Regionen  (^3)  oder  (A3)  Regt,  so  muss  auch  der 
conjugirte  Punkt  Q  in  den  Regionen  (e^)  oder  (A3)  liegen. 

Ferner  wissen  wir,  dass  den  unendlich-entfernten  Punkten  P  der 
Ebene  die  Punkte  Q  des  Kegelschnitts  ÜR^*^  conjugirt  sind.  Jeder 
Punkt  m  dieses  Kegelschnitts  ist  der  Mittelpunkt  eines  Netzes  yoiu 
Büschel,  und  dieses  Netz  ist  vollständig  bestimmt  duixh  das  Tripel 
xyz  und  den  Mittelpunkt  w,  dessen  Polare  ©^  bekannt  ist  Die  An- 
schauung lehrt  ferner,  dass,  wenn  m  in  der  Region  (e)  liegt,  das  Netz 
noth wendig  elliptisch  sein  muss,  weil  die  drei  dem  Netze  zugehörigen 
Punktsysteme  auf  den  Tripelstrahlen  XYZ  alle  drei  elliptisch  werdeu, 
wie  dies  bereits  auf  S.  288  gelegentlich  bemerkt  worden  ist;  wenn  da- 
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gegen  m  in  einer  der  andern  Regionen  liegt^  muss  das  Netz  allemal 
hyperbolisch    sein,   weil   von  jenen   drei   Punktsystemen   immer  zwei 
hyperbolisch  werden  und  das  dritte  elliptisch  '(S.  423),  und  zwar  zeigt 
sich,    indem   wir   das    dem   Punkte   m    zugehörige   Strahlsystem    des 
Netzes  ermitteln,  dass,  wenn  m  in  einem  der  drei  Räume  e^e^e^  liegt, 
der  Eemkegelschnitt  des  hyperbolischen  Netzes  eine  Hyperbel,  wenn 
dagegen  m  in  einem  der  drei  Räume  Wh^  liegt,  derselbe  eine  Ellipse 
ist,  weil  sein  Strahlsystem  (System  der  conjugirten  Durchmesser)  in  dem 
ersten  Falle  hyperbolisch,  in  dem  zweiten  elliptisch  wird.    Halten  wir 
dies  fest  und  bedenken,   dass  die  unendlich-entfernten  Punkte  nur  in 
den  Regionen  e^h^e^h^e^h^  vorkommen,  so  werden  die  ihnen  conjugirten, 
welche  auf  dem  Kegelschnitt  3R^^>  liegen,   unter  der  gemachten  An- 
nahme, dass  das  Strahlsystem  (x)  hyperbolisch,  (y)  und  (z)  elliptisch 
sind,   nur    in    den    Regionen    e  62  h^  e^  h^    vorkommen   können   und 
müssen,    d.    h.    der   Kegelschnitt    ÜÄ^*^,    welcher    dem    Dreieck    xyz 
umschrieben   ist,   trifiPt  die  Regionen  ee^e^W  (dagegen  nicht  e^  und 
A]).     Hieraus   folgt  zunächst,   dass   der  Kegelschnitt  Wl^^^  in   diesem 
Falle  Hyperbel  sein  muss,  weil  er  Punkte  hat,  die  in  dem  Räume  e, 
d.h.  innerhalb  des  Dreieck  xy^s  liegen  (S.  231),  femer,  dass  diejenigen 
seiner   Punkte   m,   welche  in   den   Raum  (e)  hineinfallen,   die  Mittel- 
punkte    der  •  elliptischen     Netze     des     Büschels,     die    übrigen     die 
Mittelpunkte  der  hyperbolischen  Netze  desselben  sind,  welche  selbst 
wieder  in  zwei  Kategorien  zerfallen:  Diejenigen,  welche  in  den  Räumen 
e^  und  e^  enthalten  sind,  werden  die  Mittelpunkte  von  hyperbolischen 
Netzen  sein,  deren  Kernkegelschnitte  Hyperbeln  sind,    während  die  in 
den   Räumen   h^   und   A3    enthaltenen  Punkte  der  Hyperbel  SW^*^  die 
Mittelpunkte   von    hyperbolischen   Netzen    des    Büschels    sind,    deren 
Kemkegelschnitte  Ellipsen  sind.     Wenn  aber  vier  Punkte  xyzm  einer 
Hyperbel  äW^*^  so   liegen,   dass   einer  m   innerhalb  des  von  den  drei 
andern  xyz  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet,  so  müssen  immer  drei 
von  diesen  Punkten  auf  einem  Zweige   der  Hyperbel   und   einer   auf 
dem  andern  Zweige  derselben  liegen;  da  nun  der  Zweig  der  Mittel- 
punktshyperbel 9R^^>,  welcher  durch  x  geht,  den  Raum  \  nicht  treffen 
darf,  so  kann  er  auch  den  Raum  e  nicht  treffen,  sondern  muss  ganz 
in  den  Räumen  e^  und  e^  enthalten  sein,  während  der  andere  Zweig 
durch   die   Punkte  y  und  z   geht  und  die   Räume  eW   durchstreift. 
Der    eine   Zweig   der  Hyperbel   9K<*)   enthält    also    die   Mittelpunkte 
sämmtlicher    hyperbolischen   Netze    des   Büschels,    deren    Kernkegel- 
schnitte Hyperbeln  sind,  der  andere  Zweig  derselben  wird  durch  die 
Punkte  y  und  z  in  drei  Stücke  getheilt:  Das  endliche  Stück  zwischen  y 

und  z  enthält  die  Mittelpunkte  der  elliptischen  Netze  (imaginären  Kegel- 
st« in  er,  Vorleiungei^  Ü.    2.  Aufl.  32 
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schnitte),  die  beiden  übrigen  unendlichen  Stücke  die  Mittelpunkte  der 
hyperbolischen  Netze  des  Büschels,  deren  Eernkegelschnitte  Ellipsen  sind. 

Hierbei  tritt  der  bemerkenswerthe  Uebergang  von  einem  reellen 
Kegelschnitte  (einer' Ellipse)  zum  imaginären  Kegelschnitt  durch  einen 
Punkt,  d.  h.  Nullkegelschnitt  (jeden  der  Punkte  y  und  z)  auf.  End- 
lich sind  die  beiden  unendlich-eiatfernten  Punkte  der  Hyperbel  9W^*^ 
die  Mittelpunkte  zweier  hyperbolischen  Netze  des  Büschels,  deren 
Kemkegelschnitte  zwei  Parabeln  sind  (S.  267).  Hierdurch  ist  also  die 
obige  Behauptung  gerechtfertigt. 

Auch  für  den  andern  Fall,  dass  die  drei  Strahlsysteme  (^x)  {y) 
{z)  hyperbolisch  sind,  zeigt  die  letzte  Betrachtung  eine  vollkommene 
Uebereinstimmung  mit  dem  bei  der  Untersuchung  des  Kegelschnitt- 
büschels Gefundenen.  Der  Mittelpunktskegelschnitt  SR^^^  darf  nämlich 
in  diesem  Fall  den  Raum  (e)  nicht  treffen  und  kann  sowohl  Ellipse, 
als  auch  Hyperbel  sein;  ist  er  Ellipse,  so  trifft  er  nur  die  Räume 
^1^2  ^3)  ^^^  Kemkegelschnitte  aller  Netze  des  Büschels  sind  also  Hy- 
perbeln; ist  er  Hyperbel,  so  muss  er  die  Räume  c^e^e^  treffen,  welche 
den  einen  ganzen  Zweig  der  Hyperbel  enthalten,  während  der  andere 
Zweig  ganz  in  einem  der  Räume  \  oder  h^  oder  \  enthalten  ist;  die 
Kemkegelschnitte  zerfallen  also  in  eine  Gruppe  Ellipsen,  welche  ihre 
Mittelpunkte  auf  einem  Zweige  der  Hyperbel  3R^*>  haben,  und  in  eine 
Gruppe  Hyperbeln,  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  dem  andern  Zweige 
der  Hyperbel  30?  ^^>  haben,  und  beide  Grappen  werden  durch  zwei  Pa- 
rabeln von  einander  getrennt,  deren  Mittelpunkte  die  unendlich-ent- 
fernten Punkte  von  SW^*>  sind,  wie  wir  es  früher  von  anderer  Seite 
her  (S.  267)  erkannt  haben. 

Die  Ausführung  der  gegenüberstehenden  Betrachtung  ist  ohne 
weitere  Schwierigkeit;  durch  ein  Tripel  conjugirter  Strahlen  ILYZ 
und  ein  beliebiges  Paar  ®,  §  ist  nicht  nur  ein,  sondem  es  sind  un- 
endlich-viele  Netze  bestimmt,  welche  eine  Netz-Scfumr  bilden,  deren 
Mächtigkeit  gleich  gross  ist  mit  der  einer  geraden  Punktreihe.  Die 
Pole  einer  beliebigen  Geraden  in  Bezug  auf  sämmÜiche  Netze  der 
Schaar  liegen  auf  einer  andern  (conjugirten)  Geraden;  daher  liegen 
insbesondere  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Netze  der  Schaar  auf  einer 
Geraden  3Ro,  welche  der  unendlich-entfernten  Geradeü  @^  conjugirt 
ist.  Die  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  sämmtliche  Netze  einer 
Schaar  umhüllen  einen  Kegelschnitt  S^*^,  welcher  dem  gemeinschaft- 
lichen Tripel  XYZ  einbeschrieben  ist.  Die  Netze  einer  Schaar  sind 
sämmtlich  hyperbolisch,  sobald  a)  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel 
allein  ein  Strahl  X  und  der  Schnittpunkt  x  der  beiden  andern  F,  Z 
reell,   diese   selbst  aber  imaginär  sind;   die  Kemkegelschnitte  bilden 
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eine  Eegelschnittschaar  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  gemein- 
schaftlichen Tangenten;  b)  sobald  das  Tripel  XYZ  YöUig  reell  und 
die  oben  ermittelten  Punktsysteme  (X)  (Y)  (Z)  auf  ihnen  alle  drei 
hyperbolisch  sind;  die  Eemkegelschnitte  bilden  eine  Eegelschnittschaar 
mit  vier  reellen  gemeinschaftlichen  Tangenten;  wenn  dagegen  c)  das 
Tripel  XYZ  völlig  reell  und  von  den  Punktsystemen  (X)  (Y)  {Z) 
nur  eines  hyperbolisch  (X),  die  beiden  andern  elliptisch  sind^  so  be- 
steht die  Netzschaar  theils  aus  hyperbolischen  ^  theils  aus  elliptischen 
Netzen;  die  Eemkegelschnitte  der  hyperbolischen  Netze  bilden  eine 
Schaar  mit  vier  imaginären  gemeinschaftlichen  Tangenten;  dieses  Ge- 
bilde wird  aber  erst  zu  einem  vollständigen  durch  HinzufQgung  der  ima- 
ginären Eegelschnitte,  welche  durch  die  elliptischen  Netze  einer  solchen 
Schaar  vertreten  werden.  Nach  dem  Obigen  muss  in  diesem  Falle  c)  die  Ge- 
rade SRjj  die  Seiten  des  von  den  Geraden  XYZ  gebildeten  Dreiecks 
so  treffen,  dass  von  den  Schnittpunkten  zwei  in  den  Seiten  selbst 
und  nur  einer  in  der  Verlängerung  einer  Dreiecksseite  liegt,  also  ein 
Stück  der  Geraden  SD^q  in  den  endlichen  Dreiecksraum  (e)  hineinfallt. 
Dieses  Stück  enthält  die  Mittelpunkte  der  elliptischen  Netze  der  Schaar, 
während  diejenigen  Stücke  von  SR^;  welche  in  e^e^eg  enthalten  sind, 
die  Mittelpunkte  von  hyperbolischen  Netzen  mit  Hyperbeln  als  Eern- 
kegelschnitten  und  die  Stücke,  welche  in  die  Bäume  h^h^h^  fallen,  die 
Mittelpunkte  von  hyperbolischen  Netzen  mit  Ellipsen  als  Eemkegel- 
schnitten  enthalten. 

Schliesslich  ermitteln  wir  noch,  in  ^welcher  Weise  bei  diesem 
durch  die  Netzschaar  hervorgerufenen  Beziehungssystem  der  zweiten 
Art  die  conjugirten  Geraden  ®,  §  im  Allgemeinen  die  Ebene  erfüllen, 
wenn  wir  das  gemeinschaffcliche  Tripel  XYZ  als  vollständig  reell  an- 
nehmen; jede  Gerade  in  der  Ebene  kann  dabei  überhaupt  nur  zwei 
wesentlich  verschiedene  Lagen  haben:  entweder  trifil  sie  alle  drei 
Seiten  des  von  den  Geraden  XYZ  gebildeten  Dreiecks  in  ihren  Ver- 
längerungen; in  diesem  Falle  wollen  wir  sie  durch  einen  einfachen 
Accent  (')  bezeichnen;  oder  sie  trifft  eine  Dreiecksseite  in  der  Ver- 
längerung und  die  beiden  andern  zwischen  den  Ecken  des  Dreiecks; 
in  diesem  Falle  soll  sie  einen  doppelten  Accent  erhalten  ('');  unter- 
scheiden wir  nun  die  beiden  möglichen  Fälle: 

1)  Die  drei  Punktsysteme  (X)  (F)  (Z)  sind  alle  hyperbo- 
lisch; dann  wird  einer  Geraden  &  nothwendig  eine  Gerade  $'  con- 
jugirt  sein  und  einer, Geraden  ®"  eine  Gerade  ^". 

2)  Von  den  drei  Punktsystemen  (X)  (Y)  (Z)  ist  eines  hyper- 
bolisch und  die  beiden  andern  elliptisch,  und  zwar  nennen  wir  das 
hyperbolische   (X),   die   beiden   elliptischen  (Y)  und  {Z)\  dann  ist 
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jeder  Geraden  &  nothwendig  eine  Gerade  ^"  (conjugirt,  aber  einer 
Geraden  @"  nur  dann  eine  Gerade  ^'  j  wenn  sie  X  ausserhalb  der 
Dreiecksseite;  Y  und  Z  innerhalb  trifft;  dagegen^  wenn  sie  X  inner- 
-halb;  Y  innerhalb  und  Z  ausserhalb  trifft ,  eine  Gerade  ^'\  welche  X 
innerhalb;  Y  ausserhalb  und  Z  innerhalb  trifft;  endlich,  wenn  @"  X 
innerhalb;  Y  ausserhalb,  Z  innerhalb  trifft;  muss  die  conjugirte  ^" 
X  innerhalb,  Y  innerhalb  und  Z  ausserhalb  treffen.  — 

Das  Netzbüschel  und  die  Netzschaar  oder  das  damit  zusammen- 
hängende Beziehungssystem  der  ersten  und  zweiten  Art  kann  auch 
anstatt  durch  das  gemeinschaftliche  Tripel  und  ein  beliebiges  Paar 
conjugirter  Punkte  oder  Strahlen'  allgemeiner  definirt  werden,  einerseits 
durch  vier  Paare  conjugirter  Punkte  P,  Q  und  andererseits  durch  vier 
Paare  conjugirter  Strahlen  ®,  ^.  Fassen  wir  nur  die  ^rste  Art  ins 
AugC;  so  zeigt  die  in  §.*  58  ausgeführte  Untersuchung;  dass  sich  zwei 
Netze  herstellen  lassen,  welche  vier  beliebig  gegebene  Paare  conju- 
girter Punkte  Pj  Q  gemeinschaftlich  haben;  solche  zwei  Netze  be- 
stimmen ein  Netzbüschel;  und  jedes  Paar  conjugirter  Punkte  P,  Q  für 
jene  beiden  Netze  ist  zugleich  ein  Paar  für  jedes  beliebige  Netz  des 
Büschels ;  wie  wir  es  oben  (S.  447)  direct  nachgewiesen  haben;  folg- 
lich müssen  umgekehrt  alle  Netze ;  welche  jene  vier  Paare  conjugirter 
Punkte  gemeinschaftlich  haben ;  demselben  Büschel  angehören;  ebenso 
bilden  alle  Netze,  welche  vier  Paare  conjugirter  Strahlen  ®,  .^  ge- 
meinschaftlich haben,  eine  Netzschaar;  ähnliche  Gruppen  von  Netzen 
erhalten  wir,  indem  wir  vier  Paare  theils  conjugirter  Punkte,  theils 
conjugirter  Strahlen  zur  Bestimmung  eines  solchen  Gebildes  von  ein- 
facher Unendlichkeit  auswählen;  die  nähere  Untersuchung  derartiger 
Gebilde  bleibe  aber  dem  Leser  überlassen. 

§.  63.  Drei  Netze  in  der  Ebene.  Die  Tripelcurve.  Das  Eegelsclmittnetz.  *) 

Nehmen  wir  drei  beliebige  Netze  in  der  Ebene  an,  so  gehört  zu 
einem  Punkte  P  in  Bezug  auf  jedes  derselben  eine  Polare,  und  diese 
drei  Polaren  werden  sich  im  Allgemeinen  nicht  in  einem  Punkte 
schneiden;  es  ist  aber  von  Interesse,  den  Ort  solcher  besonderen 
Punkte  P  in  der  Ebene  aufzusuchen,  für  welche  die  Polaren  durch 
einen  imd  denselben  Punkt  Q  laufen.  Suchen  wir,  um  den  Grad  dieses 
Ortes  zu  bestimmen,  auf  einer  beliebigen  Geraden  &  die  Punkte  P 
von  der  verlangten  Beschaffenheit  zu  ermitteln»     Bezeichnen  wir  zu 


*)  Vergl.   „üebcr  die  Steiner^Bche  Fläche  vierten  Grades"  von  H.  Schröter. 
Monatsbericht  der  Berliner  Academie  vom  26.  November  1863. 
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diesem  Zwecke^  die  drei  gegebeneu  Netze  durch  (A)  (B)  (C)  oder 
auch^  falls  die  Netze  hyperbolisch  sind;  die  Eernkegelschuitte  der- 
selben durch  diese  Buchstaben^  so  werden,  wenn  wir  einen  veränder- 
lichen Punkt  die  Gerade  ®  durchlaufen  lassen,  seine  Polaren  ahc  in 
den  drei  Netzen  (Ä)  (JS)  (C)  drei  projectivische  Strahlbüschel  um 
die  Mittelpunkte  aßy  beschreiben;  die  von  a  und  b  beschriebenen 
Strahlbüschel  («)  und  (ß)  erzeugen  also  einen  Kegelschnitt  ^^^\  wel- 
cher durch  aß  und  das  gemeinschaftliche  Tripel  der  Netze   (Ä)  und 

(B)  hindurchgeht  und  durch  diese  fünf  Punkte  völlig  bestimmt  ist. 
Die  Strahlen  b  und  c  erzeugen  in  gleicher  Weise  einen  Kegelschnitt 
St\^\  welcher  durch  ßy  und  das  gemeinschaftliche  Tripel  von  (B)  und 

(C)  liindurchgeht.  Die  beiden  Kegelschnitte  Ä^^  und  S{^^  haben  nun 
im  Allgemeinen  ausser  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  ß  noch  drei 
Punkte  Q^Q"  zu  Schnittpunkten,  und  weil  ein  solcher  Punkt  Q  auf 
beiden  Kegelschnitten  Ä^^^  und  Äp^  zugleich  liegt,  müssen  aQ,  ßQ, 
yQ  die  drei  Polaren  eines  und  desselben  Punktes  P  der  Geraden  &  sein, 
d.  h.  P  und  Q  werden  ein  solches  besonderes  Paar  von  Punkten  sein, 
welche,  gleichzeitig  für  alle  drei  gegebenen  Netze  conjugirt  sind.  Da 
nim  die  Kegelschnitte  S^^^  und  Äp>  ausser  dem  Punkte  ß  höchstens 
noch  drei  Punkte  QQ'^'  gemein  haben  (von  denen  auch  zwei  imagi- 
när sein  können),  so  giebt  es  im  Allgemeinen  drei  Punkte  PP'P'' 
auf  der  willkürlich  gewählten  Geraden  @,  welche  dem  gesuchten  Orte 
angehören;  dieser  ist  also  eine  Curve  dritten  Grades. 

Die  drei  Punkte  QQfQf'  stehen,  wenn  sie  alle  drei  reell  sind,  mit 
ihren  conjugirten  Punkten  PP'  P'  in  einem  sehr  einfachen  Zusammen- 
hange, vermöge  dessen  sie  aus  jenen  unmittelbar  gefunden  werden 
können.  Fassen  wir  nämlich  nur  zwei  Paare  von  ihnen  PQ  und  P'Ö' 
auf,  so  müssen  (S.  419)  die  Schnittpunkte  {PF,  Q(jf)  und  (P^',  QP') 
ein  drittes  Paar  conjugirter  Punkte  für  alle  drei  gegebenen  Netze 
sein;  da  der  erste  Punkt  auf  der  Geraden  @  liegt  und  es  nur  noch 
einen  solchen  P"  giebt,  so  muss  dieser  mit  ihm  identisch  sein  und 
daher  der  andere  mit  ^',  also: 

(PF,  Qq)  =  P"  .    {pq,  QP')  =  q' , 

d.  h.  die  Punkte  P,  P',  P"  sind  die  drei  Schnittpunkte  der  Dreiecks- 
seiten Qf  Q\  ^'Q}  QQ'  mit  der  Geraden  ®,  oder  die  seclis  Punkte 
PP' P" Q(j[ <j['  liegen  zu  je  dreien  auf  vier  geraden  Linien,  welche  ein 
vollständiges  Vierseit  bilden. 

Es  ist  klar,  dass  die  gefundene  Ortscurve  dritten  Grades  durch 
die  drei  gemeinschaftlichen  Tripel  je  zweier  der  gegebenen  Netze 
(B)  und  (C),  (C)  und  (-4),  (Ä)  und  (B)  hindurchgehen  muss  und 
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durch   diese   neun   Punkte    yoUständig   bestimmt  wird.     In  der  That, 
sei  xyz   das    gemeinschaftliclie   Tripel  von  (li)  und  (C) ,   so  ist  die 
Polare  von  x  für  beide  Netze  (B)  und  (C)  dieselbe  Gerade  (yg)  =  X, 
also  schneiden  sich  die  Polaren  von  x  für  alle  drei   gegebenen  Netze 
(JB),  (C)  und  (Ä)  in  einem  Punkte,  und  x   ist  also   ein  Punkt  des 
gesuchten  Ortes;  sein  conjugirter  ist  der  Schnittpunkt  von  X  mit  der 
Polare  von  x  in  Bezug  auf  {Ä)]  dasselbe  gilt  für  y  und  ^;  da  aber 
bekanntlich  die  Polaren  der  Ecken  eines  Dreiecks  xye  in  Bezug  auf 
ein  Netz   (A)   die   Gegenseiten   desselben   resp.   yz,   ex,  xy  in  drei 
Punkten  treffen ,  welche  auf  einer  Geraden  liegen^  so  müssen  auch  die 
conjugirten   Punkte    zu   den    Punkten   xyz    eines    gemeinschaftlichen 
Tripels   von  je   zwei   Netzen   auf   derselben   Geraden,  sich    befinden, 
[Durch   diese   neun   Punkte   der    drei    gemeinschaftlichen    Tripel    ist 
unsere     Ortscurve     vollständig     bestimmt,     d.     h.     es     giebt     keine 
zwei   Curven    dritten   Grades,    welche   gleichzeitig   durch   diese   neun 
Punkte  hindurchgehen;  denn  wäre  dies  der  Fall,  so  müsste  ein  ganzes 
Büschel  von  Curven  dritten  Grades  durch  dieselben  neun  Grundpunkte 
gehen,  und  da  zwei  Tripel  desselben  Netzes  allemal  auf  einem  Kegel- 
schnitt liegen,  so  würden  besondere  Curven  jenes  Büschels  zerfallen 
in  Kegelschnitte  und  Gerade,   d.  h.  die  drei  Tripelpunkte  des  dritten 
Tripels  müssten  auf  einer  Geraden   liegen.     Die  Punkte  eines  Tripels 
können  aber  im  Allgemeinen  nie   auf  einer  Geraden   liegen,    folglich 
geht  durch  jene  neun  Punkte  nur  eine  einzige  Curve  dritten  Grades.] 
Durch  die  drei  als  gegeben  angenommenen  Netze  (Ä)  (B)  (C) 
sind  zugleich  drei  Büschel  von  Netzen  gegeben,  da  je  zwei  derselben 
ein  Büschel  bestimmen;  bezeichnen  wir  diese  drei  Büschel  durch  (J?,  C) 
((7,  Ä)  (-4.,  B)  und  bemerken,  dass  ein  Paar  conjugirter  Punkte  P,  Q 
für  zwei  Kegelschnitte  (oder  Netze)  eines  Büschels  zugleich  für  sämmt- 
liche  Kegelschnitte  (oder  Netze)*)  desselben  conjugirt  sind,  so  folgt^ 
dass,  wenn  wir  aus  den  drei  Büscheln  (J?,  C)  (C,  Ä)  (-4,  B)  irgend 
drei  neue  Kegelschnitte  resp.  Ä'B'C  herausnehmen  und  dieselben  an 
Stelle  der  ursprünglichen  ABC  setzen,  für  den  Ort  solcher  Paare  con- 
jugirter  Punkte  P,  Q,   welche  in  Bezug   auf   diese   drei   gleichzeitig 
conjugirt  sind,  nothwendig  dieselbe  Vorhin  gefundene  Ortscurve  rfisul- 
tirt;  diese  Curve  enthält  daher  auch  die  gemeinschaftlichen  Tripel  der 
neuen  Kegelschnittpaare  B'Cj  (7Ä,  A'B'y  und  diese  bestimmen  drei 
neue  Büschel,  aus  denen  wir  wiederum  je  einen  beliebigen  A"B"C" 

*)  Wir  werden  nns  im  Folgenden  der  Einfachheit  wegen  nur  des  Ausdrucks 
„Kegelschnitt"  statt  des  allgemeineren  ,,Netz"  bedienen,  indem  wir  unter  jenem 
auch  den  imaginären  Kegelschnitt^  welcher  durch  das  elliptische  Nets  vertreten 
wird,  mitverstehen. 
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herausnehmen  können  u.  s.  f.  Wir  erhalten  dadurch  einen  netzartigen 
Fori^ang  bis  ins  Unendliche  ^  immer  neue  Büschel  von  Kegelschnitten 
und  neue  Tripel  xyz.  Alle  diese  Tripel  liegen  auf  einer  und  derselben 
Ortsourve  dritten  Grades,  welche  die  Tripdcurve  genannt  werden  soll; 
sämmtliche  Kegelschnitte  (oder  Netze)  von  doppelt-unendlicher  Mächtig- 
keit, welche  allen  jenen  Büscheln _ angehören,  bilden  ein  Kegelschnitt- 
netz von  der  Beschaffenheit,  dass  je  zwei  Punkte  P,  Q,  welche  in  Be- 
zug auf  irgend  drei  Kegelschnitte  des  Netzes  gleichzeitig  conjugirt 
sind,  auf  der  Tripelcurve  liegen;  solche  zwei  Punkte  sollen  conjugirte 
Funkte  der  Tripelcurve  heissen  .und  sind  in  Bezug  auf  sämmtliche 
Kegelschnitte  des  Netzes  conjugirt;  auch  soll  irgend  ein  Tripel  xyz^ 
welches  zweien  Kegelschnitten  des  Netzes  gemeinschaftlich  ist  und 
daher  auf  der  Tripelcurve  liegt,  ein  Tripd  der  Tripelcurve  genannt 
werden.  Die  Tripelcurve  kann  daher  doppelt  aufgefasst  werden,  erstens 
als  der  Ort  solcher  Punkte  P,  deren  Polaren  in  Bezug  auf  die  drei 
gegebenen  Kegelschnitte  {Ä)  {B)  (C)  sich- in  einem  Punkte  Q  treffen, 
welcher  ebenfalls  auf  der  Tripelcurve  liegt,  und  zweitens  als  der  Ort 
aller  gemeinschaftlichen  Tripel  xyg  irgend  zweier  Kegelschnitte  aus 
den  drei  Büschehi *  ( J5,  C)  (C,  Ä)  {A,  B\ 

Fassen  wir  irgend  einen  Punkt  P  der  Tripelcurve  auf,  welcher 
nicht  gerade  ein  Eckpunkt  eines  gemeinschaftlichen  Tripels  xyis  der 
Büschel  (jB,  C)  (C,  ä)  {ä,  B)  ist,  so  werden  die  Polaren  von  P  in 
Bezug  auf  alle  Kegelschnitte'  des  Büschels  (B,  C)  durch  den  conju- 
girten  Punkt  Q  laufen  und  ein  Strahlbüschel  beschreiben  dergestalt, 
dass  jedem  Kegelschnitt  des  Büschels  eine  und  nur  eine  bestimmte 
Gerade  durch  Q  entspricht  und  auch  umgekehrt  für  jede  durch  Q  ge-  ' 
zogene  Gerade  nur  ein  einziger  Kegelschnitt  aus  dem  Büschel  {B,  C) 
existirt,  in  Bezug  auf  welchen  sie  die  Polare  von  P  ist;  dasselbe  gilt 
für  das  zweite  Büschel  (C,  -4);  ziehen  wir  also  durch  Q  eine  beliebige 
Gerade  &,  so  giebt  es  einen  bestimmten  Kegelschnitt  Ä  aus  dem  Büschel 
(jB,  C)  und  einen  bestimmten  Kegelschnitt  B'  aus  dem  Büschel  (0,  Ä) 
dergestalt,  dass  jene  Grerade  @  und  der  Punkt  P  Polare  und  Pol 
für  beide  Kegelschnitte  Ä'  und  B'.  gleichzeitig  sind.  Wenn  aber  zwei 
Kegelschnitte  ein  Paar  von  Pol  und  Polare  gemeinschaftlich  haben,  so 
gehört  dies  ihrem  gemeinsamen  Tripel  an;  folglich  ist  jeder  Punkt  P 
der  Tripelcurve  zugleich  als  Eckpunkt  eines  Tripels  anzusehen,  wel- 
ches zweien  Kegelschnitten  des  Netzes  gemeinsam  ist,  d.  h.  die  Tripel» 
curve  ist  der  Ort  aller  gemeinsamen  Tripel  irgend  zweier  Kegelschnitte 
des  Netzes. 

Halten  wir  die  vorhin  durch  Q  willkürlich  gezogene  Gerade  & 
fest  und  denken  uns  die   beiden  Kegelschnitte  Ä  und  B'  resp.  aus 
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den  Büscheln  (jB,  C)  und  (C,  Ä)  ermittelt,  für  welche  P  ein  Eck- 
punkt des  gemeinschaftlichen  Tripels  ist^  so  lassen  sich  auch  die  beiden 
andern  Tripelpunkte  desselben  leicht  ermitteln;  sie  liegen  natürlich 
auf  @  und  auf  der  Tripelcurve  selbst,  müssen  daher  die  beiden  übrigen 
Schnittpunkte  der  Geraden  ®  mit  der  Tripelcurve  sein,  denn  der  Punkt 
Q  ist  im  Allgemeinen  kein  Punkt  des  gemeinschaftlichen  Tripels  von 
Ä  und  jB';  die  Gerade  @  ist  nämlich  ganz  willkürlich  durch  Q  ge- 
zogen; verändern  wir  sie,  so  erkennen  wir,  dass  nur  ein  einziges  Mal 
P  und  Q  Tripelpunkte  des  gemeinschaftlichen  Tripels  zweier  Kegel- 
schnitte Ä  und  B'  werden  können,  veil  durch  diese  beiden  auch  der 
dritte  Tripelpunkt  unzweideutig  mitbestimmt  ist;  käme  es  also  zwei- 
mal vor,  so  müsste  auch  der  dritte  Tripelpunkt  derselbe  sein  und 
doch  auf  zwei  verschiedenen  durch  Q  gehenden  Geraden  liegen,  was 
ein  Widerspruch  ist;  folglich  sind  die  beiden  übrigen  Schnittpunkte 
der  Geraden  &  mit  der  Tripelcurve  die  Tripelpunkte  des  gemein- 
samen Tripels  von  Ä  und  ^,  dessen  erster  P  ist;  nur  einmal,  wemi 
die  Gerade  ®  Tangente  an  der  Tripelcurve  im  Punkte  Q  wird,  fallt 
einer  jener  beiden  Tripelpunkte  nach  Q]  hieraus  schliessen  wir  fol- 
gende Eigenschaft  der  Tripelcurve: 

Jeder  beliebige  Punkt  P  der  Tripelcurve  kann  als  ein  Tripelpunkt 
van  einfach  unendlich-vielen  Tripeln  des  Kegelschnitt'netzes  angesehen  werden; 
die  Verbindungslinie  der  jedesmaligen  andern  beiden  Tripelpunkte  läuft 
durch  einen  festen  Punkt  Q  der  Tripelcurve,  den  conjugirten  Punkt  ton 
P.  Ferner,  wenn  ein  Paar  conjugirter  Punkte  P,  Q  der  Tripelcurve 
zugleich  zwei  Punkte  eines  Tripels  vom  Kegelschnittnetze  sein 
sollen,  so  muss  der  dritte  auf  der  Tangente  in  Q  an  der  Tripelcurve 
und  daher  auch  auf  der  Tangente  in  P  an  derselben  gelegen  sein,  d.  h.: 
.  Die  Tangenten  in  zwei  conjugirten  Punkten  P,  Q  der  Tripdciirvc 
schneiden  sich  in  einem  dritten  Punkte  B  derselben,  und  PQB  bilden 
das  g€i}ieinschaßliche  Tripel  eines  in  dem  Kegelschnittnetze  vorkommeriden 
Büschels.  Hierin  liegt  eine  charakteristische  Eigenschaft  eines  Paares 
conjugirter  Punkte  auf  der  Tripelcurve.  Eine  Tangente  in  einem  be- 
liebigen Punkte  der  Tripelcurve  dritten  Grades  schneidet  nothweodig 
dieselbe  noch  in  einem  dritten  Punkte,  weil  von  ihren  drei  Schnittpunkten 
zwei  in  dem  Berührungspunkte  zusammenfallen;  nennt  man  diesen  dritten 
Schnittpunkt  der  Tangente  den  Tangentialpunkt,  welcher  dem  Berührongs- 
i)unkte  zugehört,  so  erscheinen  zwei  conjugirte  Punkte  PQ  der  Tripelcurve 
als  solche  Punkte  derselben,  welche  denselben  Tangentialpunkt  haben. 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  Punkte  der  Tripelcurve  Q  und  (^, 
welche  nicht  conjugirte  Punkte  derselben  sein  sollen,  so  ist  es 
immer  erlaubt,   diese  als  zwei  Tripelpunkte  eines  Tripels  anzoseheo; 
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welches  in  dem  Eegelschnittnetze  als  gemeinschaftliches  Tripel  eines 
Büschels  auftritt;  denn  um  den  dritten  Tripelpunkt  Q"  zu  finden, 
haben  wir  nur  nothig;  die  conjugirten  Punkte  P  und  P  zu  Q  und  Q' 
aufzusuchen ;  dann  muss  (^P  durch  Q"  gehen  und  ebenso  auch  QP^ 
also  der  Schnittpunkt  {QPy  Qf  P)  ^^^  Qf'  sein;  der  conjugirte  Punkt  von 
Qf'  muss  nun  bekanntlich  der  Schnittpunkt  {PP^  QQf)  =  P'  sein, 
weil  die  beiden  Paare  P,  Q  und  P,  Qf  das  dritte  Paar  conjugirter 
Punkte  P'^'  mitbestimmen. 

Um  zu  den  beiden  willkürlich  auf  der  Tripelcurre  angenommenen 
Punkten  QQf  den  dritten  Tripelpunkt  ^'  zu  finden,  haben  wir  also 
nur  nothig,  den  dritten  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  QQf  mit 
der  Tripelcurve,  den  Punkt  P\  zu  bestimmen  und  seinen  conjugirten 
Punkt  Qf'  zu  ermitteln.     Dieses  Ergebmss  lässt  sich  auch  so  ausdrücken: 

Verbindet  man  ein  bdid^iges  Paar  conjugirter  Punkte  P,  Q  der 
Tripelcurve  mit  irgend  einem  dritten  Punkte  Q'  derselben,  so  treffen  diese 
beiden  Strahlen  die  Tripelcurve  zum  dritten  Male  in  zwei  neuen  Punkten, 
welche  wieder  ein  Paar  conjugirter  Punkte  Qf'  P'  der  Tripelcurve  sind. 

Solche  drei  Paare  conjugirter  Punkte  der  Tripelcurve  PQ,  P(^,  P"  Q" 
sind  also  die  sechs  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits^  und  je  drei 
nicht  in  einer  Geraden  liegende  Ecken  desselben  allemal  ein  Tripel 
xyz  in  dem  Eegelschnittnetze.    Wir  schliessen  hieraus  folgenden  Satz: 

Die  Seiten  eines  auf  der  Tripelcurve  liegenden  Tripeldreiecks,  welches 
das  gemeinschaftlicJie  Tripel  xyz  eines  in  dem  Kegelschnittnetze  auftretenden 
Büschels  ist,  schneiden  die  Tripelcurve  immer  in  drei  neuen  Punkten, 
welche  auf  einer  Geradefi  liegen,  und  die  drei  Schnittpunkte  sind  zu- 
gleich die  conjugirten  Punkte  der  Tripelcurve  zu  den  drei  Eckpunkten  des 
Tripels,  indem  je  eine  Ecke  und  der  dritte  Schnittpunkt  der  gegenüber- 
liegenden Seite  des  Tripddreiecks  mit  der  Tripelcurve  einander  c&njugirt 
sind.     Wir  können  auch  umgekehrt  sagen: 

Wenn  irgend  eine  Gerade  der  Tripelcurve  in  den  drei  Punkten  PPP' 
begegnet,  so  bilden  die  zu  ihnen  conjugirten  Punkte  QQfQf'  allemal  ein 
Tripel,  welches  einem  in  dem  Kegdschnittnetze  auftretenden  Büschel  gemein- 
schaftlich ist. 

um  die  vorige  Betrachtung  noch  zu  vervollständigen,  denken  wir 
uns  ein  beliebiges  Paar  conjugirter  Punkte  P,  Q  der  Tripelcurve  und 
durch  P  eine  Gerade  %  gezogen;  dann  giebt  es  in  dem  Büschel 
{B,  C)  einen  einzigen  bestimmten  Kegelschmit.  Ä,  welcher  Q  und  & 
zu  Pol  und  Polare  hat,  in  dem  Büschel  {C,  Ä)  einen  einzigen  be- 
stimmten Kegelschnitt  P,  welcher  ebenfalls  Q  und  &  zu  Pol  und 
Polare  hat,  und  endlich  auch  in  dem  Büschel  {A^  B)  einen  solchen 
Kegelschnitt   C.     Die   Gerade    &    schneidet    die    Tripelcurve    ausser 
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in  P  noch  in  zwei  Punkien  ^  und  i^'  von  solcher  Beschaffenheit^ 
dass  Q(/(/'  das  gemeinschaftliche. Tripel  der  Kegelschnitte  j1'  und  ^ 
ist;  ans  gleichem  Grunde  muss  aber  auch  Q(jf(j['  das  gemeinschaft- 
liche Tripel  der  Kegelschnitte  S^  und  Cy  sowie  C  und  ^'  sein;  hieraus 
folgt,  dass  ÄSC  einem  und  demselben  Büschel  angehören  müssen;  denn 
gehorte  C  nicht  dem  Büschel  {Äj  S)  an,  so  hatten  C  und  Ä  noch 
ein  zweites  von  QQfQf'  yerschiedenes  gemeinschaftliches  Tripel;  es  ist 
aber  nicht  möglich,  dass  zwei  yerschiedene  Kegelschnitte  mehr  als 
ein  gemeinschaftliches  Tripel  haben  (wofern  sie  sich  nicht  doppelt 
berühren),  folglich  gehören  die  drei  Kegelschnitte  Ä^(J  zu  dem- 
selben Büschel  Dieses  Resultat  lässt  sich  auch  unabhängig  von  den 
Eigenschaften  des  Kegelschnittnetzes  als  Satz  aussprechen: 

HaJt  man  drei  KegelschniUe  CBÄ  eines  Büschels  und  ACS  eines 
zweiten  BüschelSj  ujeHches  mü  dem  ersten  den  Kegdschnüt  C  gemein- 
schaftlich hat,  so  bestimmen  audi  die  Kegelsdmittpaare  Aj  B  und  ÄBl 
zwei  Büschel,  todche  einen  Kegdsdmitt  S  gemeinschafUich  haben,  d.  h. 
die  acht  Grundpunkte  der  beiden  Büschel  (Ä,  B)  und  {Ä\  B")  liegen 
auf  einem  und  demselben  Kegelschnitte.    Oder  mit  andern  Worten: 

Wenn  man  drei  belidnge  Kegelschnitte  ABC  hat  und  legt  einmal 
durch  die  Schnittpunkte  von  B  und  C  einen  beliebigen  Kegelschniä  A, 
dann  durch  die  Schnittpunkte  von  G  und  A  einen  beliebigen  Kegdschnüt 
B  y  SO  liegen  die  vier  Schnittpunkte  von  A'  und  S  mü  den  vier  Sdiniü- 
punkten  von  A  und  B  auf  einem  und  demselben  Kegelschnitt,  Dies 
lässt  sich  auch  folgendermassen  aussprechen: 

Wenn  man  drei  beliebige  Kegelschnitte  ABC  hat  und  legt  durch 
irgend  einen  Funkt  P  der  Ebene  drei  neue  Kegelschnitte,  welche  ausser- 
dem durch  die  vier  Schnittpunkte  je  zweier  der  gegebenen  B,C\C,  A\A,B 
hindurchgehen,  so  treffen  sich  diese  neuen  Kegelschnitte  ausser  in  P  noch 
in  denselben  drei  Punkten. 

Diese  Sätze  sind  ihrer  Allgemeinheit  wegen  bemerkenswerth  und 
enthalten  viele  besondere  Fälle  in  sich,  welche  anzuführen  hier  unter- 
bleiben muss.  *  Für  den  gegenwärtigen  Zweck  giebt  ims  der  obige 
Satz  das  Mittel  an  die  Hand,  zu  einem  beliebigen  Tripel  der  Tripel- 
curve  QQ[Q'  dasjenige  Büschel  des  Kegelschnittnetzes  zu  finden,  dessen 
gemeinschaftliches  Tripel  das  gegebene  Q^Q"  ist;  denn  zur  Be- 
stimmung dieses  Büschels  haben  wir  nach  dem  Obigen  nur  nothig, 
die  beiden  Kegelschnitte  Ä  und  B  zu  ermitteln,  durch  welche  dies 
Büschel  bestimmt  wird.  Dass  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Netzes, 
welche  ein  Tripel  der  Tripelcurve  QQ' Q'  gemein  haben,  umgekehrt 
ein  Büschel  bilden  müssen,  ist  von  yom  herein  klar,  weil  sie  ausser- 
dem noch  ein  beliebiges  anderes  Paar  conjugirter  Punkte  der  Tripel- 
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curve  Pi^i  gemein  haben  und  daher  einem  Büschel  angehören  (S.  447). 
Zu  jedem  Tripel  Q^Qf'  der  Tripelcurve  gehört  daher  ein  bestimmtes 
Büschel  des  Eegelschnittnetzes«  Nehmen  wir  zwei  beliebige  Tripel 
der  Tripelcurve  QQfQ"  und  QiQiQi',  so  lassen  sich  die  zugehörigen 
Büschel  des  Kegelschnittnetzes  so  ermitteln^  dass  wir  denjenigen  Kegel- 
schnitt Ä  aus  dem  Büschel  (J?,  C),  für  welchen  Q  und  ^Q"  Pol  und 
Polare  sind,  imd  denjenigen  Kegelschnitt  B"  aus  dem  Büschel  (C,  Ä\ 
für  welchen  ebenfalls  Q  und  Q'Qi'  Pol  und  Polare  sind,  aufsuchen;  die 
beiden  Kegelschnitte  Ä'B^  bestimmen  das  Büschel  des  Kegelschnitt- 
netzes, für  welches  Q^Qf'  das  gemeinschaftliche  Tripel  ist;  in  ganz 
analoger  Weise  werden  zwei  Kegelschnitte  A^  B^  gefunden,  deren  ge- 
meinschaftliches Tripel  das  gegebene  QiQiQi'  ist  Nun  haben  wir 
aber  drei  Kegelschnitte  CÄA^,  welche  einem  Büschel  (JB,  C)  ange- 
hören, und  drei  Kegelschnitte  CjB'JB/,  welche  einem  zweiten  Büschel 
(6*,  A)  angehören;  jene  beiden  Büschel  haben  den  Kegelschnitt  C  ge- 
mein, folglich  müssen  nach  unserm  obigen  Satze  auch  die  beiden 
durch  die  Kegelschnittpaare  (A'ff)  und  {A^B^)  i)esiimmten  Büschel 
einen  Kegelschnitt  (£  gemein  haben;  für  diesen  sind  daher  die  gemein- 
schaftlichen Tripel  jener  beiden  Büschel,  d.  h.  QQ'(^'  imd  QiQiQi' 
ebenfalls  Tripel  conjugirter  Punkte,  und  da  bekanntlich  zwei  Tripel 
conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  einen  und  denselben  Kegelschnitt 
immer  sechs  Punkte  eines  neuen  Kegelschnitts  sind  (S.  415),  so 
'schliessen  wir  folgenden  Doppel- Satz: 

Irgend  zwei  Büschel  des  Kegdschnittnetze^  haben  aUeniai  einen  Kegel- 
schnitt gemeinschaftlich  y  und 

Irgend  ztm  Tripel  der  Tripelcurve  liegen  dUemai  auf  einem  Kegelschnitt. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkehren:  Legt  man  durch  irgend 
ein  Tripel  der  Tripelcurve  einen  beliebigen  Kegelschnitt,  so  schneidet 
derselbe  die  Curve  im  Allgemeinen  in  drei  neuen  Pimkten,  welche 
wieder  ein  Tripel  bilden;  denn  da  zwei  Eckpunkte  eines  Tripels 
der  Tripelcurve  willkürlich  gewählt  werden  dürfen  und  durch  das 
erste  Tripel  und  zw^i  Punkte  der  Tripelcurve  ein  Kegelschnitt  be- 
stimmt wird,  so  muss  der  dem  zweiten  Tripel  angehörige  einzige 
dritte  Tripelpunkt  sowohl  auf  dem  Kegelschnitt  als  auch  auf  der 
Tripelcurve  liegen,  d.  h.  der  sechste  Schnittpunkt  beider  sein.  Hieraus 
folgt  mit  Berücksichtigung  der  oben  gefundenen  Eigenschaft  der  Tripel- 
curve der  Satz: 

Wenn  man  durch  drei  Punkte  eines  Tripels  der  Tripelcurve  und 
einen  beliabigen  Punkt  Q  derselben  ein  Büschel  von  Kegelschnitten  legt, 
so  trifft  jeder  Kegelschnitt  desselben  die  Tripelcurve  im  Allgemeinen  noch 
in  zwei  neuen  Punkten,  deren  Verbindungslinie  durch  einen  festen  Punkt 
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P  der  Tripelcurve  läuft,  welcher  der  dem  Punkte  Q  conjugirte  ist.  Dieser 
Satz  gilt  auch  allgemein^  unabhängig  von  den  Eigenschaften  der  Tripel, 
und  führt  zu  einer  Erzeugung  der  Curve  dritten  Grades  durch  ein 
Kegelschnittbüschel  und  ein  Strahlbüschel,  welche  in  projectivische 
Beziehung  zu  einander  gesetzt  werden.*) 

Hieran  knüpft  sich  eine  weitere  bemerkenswerthe  Eigenschaft  der 
Tripelcurve;  seien  BRR'  die  Punkte  des  ersten  Tripels,  und  das 
Büschel  von  Kegelschnitten  mit  den  vier  Grundpunkten  [QBRK'] 
schneide  die  Tripelcurve  in  der  veränderlichen  Sehne  Q'Q",  welche 
durch  den  festen  Punkt  P  läuft,  so  wird  der  vierte  harmonische  zu 
P  zugeordnete  Punkt,  indem  Q^Q''  das  andere  Paar  zugeordneter 
Punkte  bilden,  derjenige  Punkt  sein,  in  welchem  die  Polare  von  P 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  des  Büschels  [QRR  R'],  welcher  durch 
Q'Qf'  geht,  den  Strahl  PQ'Qf'  triflfi  Die  Polaren  von  P  in  Bezug 
auf  sätnmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  [QRRR']  laufen  aber  be- 
kanntlich durch  einen  festen  Punkt  77  und  beschreiben  ein  Strahl- 
büschel, welches  projectivisch  ist  mit  dem  Kegelschnittbüschel  und 
auch  mit  dem  Strahlbüschel,  welches  der  veränderliche  Strahl  Q'^'P 
beschreibt;  das  Erzeugniss  der  beiden  projectivischen  Strahlbüschcl  ist 
ein  Kegelschnitt,  und  wir  erhalten  folgenden  Satz: 

Zieht  man  durch  irgend  einen  Punkt  P  der  Tripelcurve  Strahlen, 
welche  dieselbe  ausserdem  in  Punktpaaren  Q'Q"  trejfen,^  und  construirt 
man  den  zu  P  zugeordtteten  vierten  harmonischen  Pimkt,  so  ist  der  Ort 
desselben  ein  bestimmter  Kegelschnitt,  welcher  in  P  die  Tripelcurve  berührt 

und  durch  die  Berührungspunkte 
der  übrigen  (vier)  aus  P  an  die  Tripel- 
curve  zu  legenden  Tangenten  geht. 

Wir  vervollständigen  noch  die 
Figur,  indem  wir  zu  Q'  und  ^'  die 
conjugirten  Punkte  R  und  P"  be- 
stimmen, welche  mit  P  auf  einer 
Geraden  liegen  müssen  und  zwar 
^  so,  dass  PQ  Rq  P"ö"  die  drei 
Paar  Gegenecken  eines  vollständi- 
gen Vierseits  sind;  dann  wissen  wir, 
dass  von  dem  obigen  Kegelschnitt- 
büschel IQBRR'l  ein  Kegelschnitt 
durch  ^'^"und  ein  anderer  durch  RR* 
geht.       Die    vierten   harmonischen   zu    P   zugeordneten    Punkte    auf 


lig.  107. 


*)  Chasles,  Comptes  rendus  t.  XLl,  1853. 
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allen  durch  P  gezogenen  Sehnen  liegen;  wie  wir  gesehen  haben^ 
auf  einem  bestimmten  Kegelschnitt  P^^\  den  wir  den  Folm^Tcegelschrntt 
des  Punktes  P  nennen  wollen.  Auf  diesem  liegen  daher  auch  p  und  q 
(Fig.  107),  welche  mit  Hülfe  des  vollständigen  Vierseits  PQP'Q'F'Qf' 
leicht  construirt  werden;  bezeichnet  man  nämlich  den  Schnittpunkt: 

und  zieht  die  Gerade  Qx,  so  begegnet  dieselbe  den  Strahlen  PF'P" 
und  PQQ'  in  den  beiden  Punkten  p  und  g. 

Lassen  wir  mm  den  durch  die  vier  Grimdpunkte  QRRR'  ge- 
legten Kegelschnitt  des  Büschels  sich  verändern,  so  verändern  sich 
auch  Q'Qf'P'P'',  während  P  fest  bleibt;  die  Punkte^  und  q  bewegen 
sich  auf  dem  Polarkegelschnitt  P^^\  und  die  Sehne  pq  läuft  durch  den 
festen  Punkt  Q]  folglich  beschreibt  das  Strahlenpaar  PP P"  und 
und  P^Qf'  ein  Strahlsystem  (P),  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Wenn  man  einen  beliebigen  Punkt  P  der  Tripelcurve  mit  allen  mag- 
li^Jien  Paaren  conjugirter  Punkte  P'Qf  derselben  verbindet,  so  bilden  diese 
Strahlenpaare  ein  Strahlsystem  y  welches  dem  Punkte  P  zugehört. 

Ebenso  erhält  man  ein  bestimmtes  dem  Punkte  Q  zugehöriges 
Strahlsystem.  Die  Strahlsysteme  (P)  und  {Q)  zweier  conjugirter 
Punkte  stehen  aber  in  eigenthümlicher  Verbindung  mit  einander.  Der 
Punkt  30  a=  (P'Qfy  P"Qf')  liegt  nämlich  auf  der  Polare  von  Q  in  Bezug 
auf  den  Polarkegelschnitt  P^*>,  un^  da  diese  Polare  ungeändert  bleibt 
bei  der  Veränderung  des  Büschelkegelschnitts,  so  ist  der  Ort  von  x 
eine  gerade  Linie.     Beiläufig  erkennen  wir  den  Satz: 

Die  Polare  des  Punktes  Q  in  Bezug  auf  den  Polarkegdsdmitt  P(^> 
ist  identisch  mit  der  Polare  des  Punktes  P  in  Bejsug  *  auf  den  Polar- 
kegelschniU  Q^^\ 

Durch  die  gerade  Punktreihe  x  werden  die  beiden  Strahlsysteme 
(P)  und  {Q)  eindeutig  auf  einander  bezogen;  x  ist  nämlich  der  Ort 
des  Schnittpunktes  zweier  vierten  harmonischen  der  Verbindimgs- 
linie  PQ  zugeordneten  Strahlen,  die  von  P  und  Q  ausgehen,  indem  je 
ein  Strahlenpaar  des  Strahlsystems  (P)  und  das  entsprechende  Strahlen- 
paar des  Strahlsystems  (jQ)  die  andern  Paare  zugeordnet-harmonischer 
Strahlen  bilden,  d.  h.  es  sind: 

P(QxPQf)    und    Q(PxFQf) 

je  vier  harmonische  Strahlen.  Durch  die  Annahme  des  Punktes  x  auf 
der  Geraden,  welche  x  durchläuft,  werden  die  entsprechenden  Strahlen- 
paare der  Strahlsysteme  (P)  und  (Q)  vollständig  bestimmt.  Hierauf 
gründet  sich  eine  Erzeugung  der  Tripelcurve  und  einfache  Con- 
structionen  derselben  durch  zwei  in  projectivische  Beziehung  gesetzte 
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Strahlsysteme,  die  in  eigenthümlicher  Verbindung  mit  einander  stehen*). 
Aufi^  der  obigen  Bemerkung,  dass  zwei  Tripel  der  Tripelcurve 
allemal  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  folgt  eine  charakteristische 
Eigenschaft  eines  solchen  Tripels  in  Rücksicht  auf  die  Tripelcurve 
selbst.  Denken  wir  uns  nämlich  durch  das  Tripel  Q^Q['  der  Tripel- 
curve insbesondere  einen  solchen  Kegelschnitt  gelegt,  welcher  in  Q 
und  ^  dieselben  Tangenten  mit  der  Tripelcurve  hat,  so  hat  er  bereits 
fünf  Punkte  mit  der  Tripelcurve  gemein,  welche  ihn  zugleich  be- 
stimmen; sein  sechster  Schnittpunkt  mit  der  Tripelcurve  muss  daher 
der  dritte  Tripelpunkt  zu  Q  und  Qf  sein,  d.  h.  ^';  es  müssen  daher 
auch  in  Q"  zwei  Punkte  des  Kegelschnitts  und  der  Tripelcurve  zu- 
sammenfallen oder  dieser  Punkt  muss  ein  Berührungspunkt  beider 
Curven  sein;  wir  schliessen  also: 

Die  drei  Funkte  eines  Tripels  der  Tripelcurve  liegen  allemal  so^  dass 
ein  Kegelschnitt  die  Tripelcurve  in^denselhen  berühren  Jcann. 

Da  zwei  Eckpunkte  eines  Tripels  der  Tripelcurve  willkürlich  auf 
derselben  angenommen  werden  dürfen,  der  dritte  Tripelpunkt  dann 
aber  vollständig  und  eindeutig  bestimmt  ist,  so  können  wir,  wenn 
ein  Tripel  QQfQ''  als  bekannt  angesehen  wird,  nach  dem  obigen  Satze 
die  Totalität  der  übrigen  Tripel  leicht  überschauen,  indem  wir  alle 
möglichen  Kegelschnitte  durch  die  drei  Punkte  QQfQf'  legen,  von 
denen  jeder  durch  seine  drei  übrigen  Schnittpunkte  mit  der  Tripel- 
curve immer  ein  neues  Tripel  derselben  bestimmt.  Kennen  wir  daher 
zwei  Tripel  der  Tripelcurve  QQ[  Q"  und  QiQiQi'  und  wollen  zu  zwei 
auf  der  Tripelcurve  willkürlich  angenommenen  Punkten  SS'  als  zwei 
Eckpunkten  eines  Tripels  derselben  den  dritten  Eckpunkt  S"  finden, 
so  haben  wir  nur  noihig,  zwei  Kegelschnitte  durch  die  resp.  fünf  Punkte 
QQfQf'SS'  und  QiQxQi'SS'  zu  legen,  welche  sich  in  dem  gesuchten 
Punkte  S"  auf  der  Tripelcurve  schneiden  müssen.  Nach  dem  Früheren 
sind  nun,  wenn  wir  zwei  beliebige  Paare  conjugirter  Punkte  auf  der 
Tripelcurve  P,  Q  und  P',  Q'  haben,  die  Schnittpunkte: 

{PQ- ,  P Q)  =  (jf'        iPP,QQf)=^P" 
ein   drittes  Paar   conjugirter  Punkte,  und  diese  sechs  Ecken  des  von 

den  vier  Geraden: 

P     F     P" 

F     q'    Q 
P"    Q     Qi 

gebildeten  vollständigen  Vierseits,  welches  der  Tripelcurve  einbeschrieben 

*)  Vgl.  Ueber  Curven  dritter  Ordnung  von  IL  Schröter^  Math.  Annalen  von 
Clebsch  und  JVeumantt.    Bd.  V.  S.  50.    Bd.  VI.  S.  86. 
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vier  Tripel  der 
Tripelcurve. 


isty  haben  zu  ihren  conjugirten  Punkten  beziehungsweise: 

Q     F    F' 

Q'     F"    P 

Qf'    P     F 

Um  jetzt  zu  zwei  willkürlich  auf  der  Tripelcurve  gewählten 
Punkten  SS'  als  Eckpunkten  eines  Tripels  der  Tripelcurve  den  dritten 
Tripelpunkt  /S"  zu  finden^  haben  wir  nur  durch  die  resp.  fünf  Punkte 
Q(/Qf'SS'  und  QFF'SS:  einen  Kegelschnitt  zu  legen;  der  vierte 
Schnittpunkt  dieser  beiden  Kegelschnitte  muss  der  gesuchte  Punkt  S' 
der  Tripelcurve  sein.  Wir  haben  hierdurch  beiläufig  folgenden  Satz 
gefunden: 

Wenn  man  ein  vollständiges  Vierseit  hat,  dessen  sechs  Ecken  zu  je 
dreien  auf  vier  Geraden  liegen,  so  kann  man  auf  vier  Arten  je  drei  der- 
selben herausnehmen^  welche  ein  Dreieck  bilden,  wahrend  die  drei  übrigen 
auf  einer  Geraden  liegen.  Umschreibt  man  diesen  vier  Dreiecken  vier 
Kegelschnitte,  welche  ausserdem  durch  fswei  beliebig  gegebene  feste  Punkte 
gehen,  so  laufen  alle  vier  Kegelschnitte  durcJt  einen  und  denselben  neuen 
Punkt.  Ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes  ist  aus  den  Elementen  be- 
kannt ^  nämlich,  dass  die  den  vier  Dreiecken,  welche  sich  aus  den 
sechs  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits  bilden  lassen,  umschriebenen 
Kreise  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen  (den  Brennpunkt  der 
Parabel,  welche  dem  Vierseit  einbeschrieben  werden  kaim). 

Wir  können  auch  sehr  einfach  den  vorigen  Satz  direct  beweisen. 
Seien  nämlich  die  drei  Paar  Gegenecken  des  vollständigen  Vierseits 
PQy  F'Qff  F'Qf\  so  dass  die  vier  Geraden  je  drei  Punkte:  PFF', 
PQQf'y  FQf'Q,  F'QQf  enthalten  und  ausserdem  zwei  beliebige  Punkte 
Sfif  gegeben,  so  werden  die  beiden  durch  je  fünf  Punkte  QQf^'SS' 
und  PFQ['S8>  gelegten  Kegelschnitte  einen  vierten  Punkt  B'  gemein 
haben;  da  nun  bekanntlich  die  Seiten  zweier  Dreiecke,  welche  einem 
Kegelschnitt  einbeschrieben  sind,  selbst  einen  andern  Kegelschnitt  be- 
rühren (S.  129),  so  müssen  die  Seiten  der  beiden  Dreiecke  QQfQf'  und 
SS'S"  einen  Kegelschnitt  berühren  und  ebenso  die  Seiten  der  beiden 
Dreiecke  PFQf'  und  Sffff']  diese  beiden  Kegelschnitte  sind  aber 
identisch,  weil  sie  fünf  Tangenten  gemein  haben,  die  drei  Seiten  des 
Dreiecks  SS'S"  und  die  Geraden  Qf'QF  und  Qf'QfP]  folglich  be- 
rühren auch  QQf  F'  und  PFF'  diesen  Kegelschnitt,  d.  h.  derselbe 
berührt  alle  vier  Seiten  des  vollständigen  Vierseits  und  die  drei 
Seiten  des  Dreiecks  SS'S"]  da  aber  die  Seiten  der  beiden  Dreiecke 
QFF'  und  SS'S"  einen  Kegelschnitt  berühren,  so  liegen  auch  die 
sechs  Ecken  derselben  auf  einem  andern  Kegelschnitt  (S.  129),  d.  h. 
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der  durch  QF'F" SS'  gelegte  Kegelschnitt  geht  durch  S'  und  endlich 
aus  demselben  Grunde  der  durch  Q'P^PSS'  gelegte  Kegelschnitt; 
also  laufen  die  vier  angegebenen  Kegelschnitte  durch  einen  und  den- 
selben Punkt,  w.  z.  b.  w. 

Der  Kegelschnitt,  welcher  die  vier  Seiten  des  vollständigen  Vier- 
seits  und  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  SffS"  berührt,  kann  auch  als 
bestimmt  angesehen  werden  durch  zwei  beliebige  Tripel  QQfQf'  und 
SS'S'',  deren  sechs  Seiten  ihn  berühren;  da  nun  die  Gerade,  welche 
die  drei  zu  QQ  Q"  conjugirten  Punkte  PP'P"  enthält,  denselben  Kegel- 
schnitt berührt,  so  muss  auch  diejenige  Gerade,  welche  die  zu  SS S' 
conjugirten  Punkte  HSS'  enthält,  ihn  berühren,  und  wir  erkennen 
also,  dass  die  acht  Seiten  zweier  solcher  vollständigen  Yierseite  einen 
und  denselben  Kegelschnitt  berühren.     Dies  giebt  folgenden  Satz: 

Die  Seiten  zweier  Tripel  der  Tripelcurve  berühren  einen  Kegdsdmitij 
d&  auch  diejenigen  beiden  Geraden  zu  Tangenten  hat,  todche  die  den  Ed- 
punkten  der  Tripel  eonjtigirten  Punkte  der  Tripeleurve  entJuHten^  so  dass 
also  die  Seiten  zweier  solcher  vollständigen  Vierseite,  wie  oben  eines 
{PQP'Q'P"Qf')  in  Betracht  gekommen  ist,  allemal  acht  Tangenten  eines 
und  desselben  Kegelschnitts  sind. 

Von  besonderem  Interesse  für  die  vorliegende  Betrachtung  ist  es, 
die  beiden  willkürlichen  Punkte  S^  auf  zwei  Diagonalen  des  voll- 
ständigen Yierseits  anzunehmen:  S  auf  der  Diagonale  PQ  und  S  auf 
der  Diagonale  P'^',  dann  muss  auch  der  dritte  Punkt  S'  auf  der  Dia- 
gonale P"ö"  liegen.  In  der  That,  durch  die  vier  Seiten  des  voll- 
ständigen Vierseits  und  die  Gerade  Sff  als  Tangenten  ist  derjenige 
Kegelschnitt  Ä^*>  bestimmt,  welcher  zugleich  SS'  und  ffS^'  berührt. 
Das  Diagonaldreieck  des  einem  Kegelschnitt  umschriebenen  voll- 
ständigen Yierseits  ist  immer  ein  Tripel  in  Bezug  auf  diesen  Kegel- 
schnitt (S.  147);  folglich  bilden  die  drei  Geraden  PQ,  P'qf,  P"<j['  ein 
Tripel  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ^');  da  nun 
SSi  eine  Tangente  desselben  ist,  welche  PQ  in  S  trifft,  so  wird  die 
andere  durch  S  gehende  Tangente  der  vierte  harmonische  dem  SS  zu- 
geordnete Strahl  sein,  während  SP  und  der  von  S  nach  dem  Schnitt- 
punkte (P'Qf,  P'^Qf")  hingehende  Strahl  das  andere  Paar  zugeordneter 
Strahlen  ist;  in  gleicher  Weise  construiren  wir  die  zweite  durch  S 
gehende  Tangente  des  Kegelschnitts  ^^);  diese  Tangente,  sowie  die 
vorige  müssen  durch  den  vierten  harmonischen  Punkt  auf  P"  (f' 
gehen,  welcher  dem  Schnittpunkte  mit  SS'  zugeordnet  ist,  während 
die  beiden  andern  zugeordneten  die  Punkte  (PQ,  P"Q[')  und  (P'^,  PV) 
sind;  also  ist  dieser  vierte  harmonische  Punkt  der  Schnittpunkt  jener 
beiden  Tangenten,  d.  h.  der  Punkt  Si\     Wir  haben  mithin  gesehen, 
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dass,  wenn  von  den  beiden  willkürlich  anzunehmenden  Punkten  SS' 
der  eine  S  auf  der  Diagonale  PQ  und  der  andere  S'  auf  P'  (^  liegt, 
dann  der  dritte  S'  auf  der  dritten  Diagonale  P"^'  des  vollständigen 
Yierseits  liegen  muss. 

Wahlen  wir  nun,  indem  wir  zu  unserer  Tripelcurve  zurückkehren, 
auf  welcher  das  vollständige  Vierseit  liegt,  dessen  drei  Paar  Gegen- 
ecken PQy  PQ'j  P"ö"  ^^^^  Paare  conjugirter  Punkte  der  Tripelcurve 
sind,  die  beiden  Punkte  S  und  S'  so,  dass  S  der  dritte  Schnittpunkt 
der  Geraden  PQ  mit  der  Tripelcurve  und  gleichzeitig  S'  der  dritte 
Schnittpunkt  von  P'^  mit  derselben  wird,  dann  muss  /S"  auf  der 
Geraden  P"^'  liegen  und  zugleich  auf  der  Tripelcurve,  weil  SS S' 
ein  Tripel  der  Tripelcurve  bilden,  folglich  ist  Ä"  der  dritte  Schnitt- 
punkt der  Geraden  P"^'  mit  der  Tripelcurve;  wir  erhalten  hieraus 
folgenden  Satz: 

Wenn  man  ein  beliebiges  Tripel  der  Tripelcurve  QQfQf'  hat,  so 
treffen  die  Seiten  desselben  Q'Qf\  Q'Q}  QQf  ^^  Ciirve  zum  dritten  Male 
in  drei  neuen  Punkten  PP' P'\  welche  die  conjugirten  Punkte  der  Tripel- 
curve zu  den  ersteren  sind  und  in  gerader  Linie  liegen;  die  drei  Ver- 
bindungslinien PQ,  P'Q,  P"^'  treffen  aber  die  Tripelcurve  in  drei  neuen 
Punkten  SSS',  welche  ein  neues  Tripel  der  Tripelcurve  bilden. 

Da  wir  femer  wissen,  dass  die  Tangenten  in  zwei  conjugirten 
Punkten  PQ  an  der  Tripelcurve  sich  in  einem  dritten  Punkte  B 
derselben  (dem  Tangentialpunkte)  treffen  und  die  drei  Punkte  PQP 
ein  Tripel  der  Tripelcurve  bilden,  so  muss  der  conjugirte  Punkt  zu  iJ 
der  dritte  Schnittpunkt  S  der  Geraden  PQ  mit  der  Tripelcurve  sein; 
die  dritten  Schnittpunkte  der  Tangenten  in  PP'P''  oder  in  QQfQf' 
mit  der  Tripelcurve  sind  also  die  drei  Punkte  RRIÜ'  und  conjugirte 
Punkte  zu  den  obigen  Punkten  SS'S'-^  da  diese  ein  Tripel  bilden, 
so  müssen  jene  auf  einer  geraden  Linie  liegen;  d.  h.: 

Die  drei  Tangenten  der  Tripelcurve  in  den  drei  Eckpunkten  eines 
Tripels  derselben  treffen  sie  in  drei  neuen  Punkten,  welche  auf  einer  Ge- 
raden liegen. 

Schneidet  eine  beliebige  Geralde  die  Tripelcurve  in  drei  Punkten,  und 
man  zieht  die  Tangenten  in  denselben,  so  treffen  sie  die  Tripelcurve  in 
drei  neuen  Punkten,  welche  uneder  auf  einer  Geraden  liegen. 

Diese  Sätze  gestatten  ein  eigenthümliches  Fortschreiten  in  einem 
Cyklus,  indem  man  einerseits  von  einer  Geraden  PP'P"  zu  einer  folgenden 
RRK'  XX,  a,  £  oder  andererseits  von  einem  Tripel  QQ'Qf'  zu  einem  fol- 
genden /SS'S"  und  so  weiter  geht;  die  Frage,  ob  ein  solcher  Cyklus  sich 
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schliesst    oder   bis   ins   Unendliche   fortläuft,    ist   dabei    von    hohem 
Interesse,  erfordert  jedoch  tiefer  gehende  Untersuchungen*). 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  Tripel  der  Tripelcurve  QQ'Q'\  QiQiQi 
und  ihre  conjugirten  Punkte  PP'F",  I\1\F^,  so  haben  wir  zwei 
vollständige  Vierseite,  die  der  Tripelcurve  einbeschrieben  sind,  und 
deren  acht  Seiten,  wie  wir  gesehen  haben,  einen  und  denselben  Kegel- 
schnitt berühren;  bezeichnen  wir  diese  acht  Geraden: 

PP'P"  =  'S)  P^F^Pl^'Sii. 

Zugleich  haben 'wir  acht  Tripel  der  Tripelcurve,  nämlich: 

P'P-Q  und  P\P';Qi 

P"PQf  P'\P,Q\ 

p  p'Q'  p,  p;  q; 

Q(^Q'  Q,  Q\  q:  . 

Da  irgend  zwei  Tripel  der  Tripelcurve  immer  sechs  Punkte  eines 
Kegelschnitts  sind,  also  auch  die  Seiten  zweier  Tripeldreiecke  immer 
sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  sind,  so  haben  wir  ein  Bviandwn'' 
sches  Sechsseit: 

dessen  Hauptdiagonalen  sich   in   einem  Punkte  schneiden;  diese  sind: 

PF,      rp\      («s,,»«,). 

Der  Schnittpunkt: 

{pp,,  p'p\) 

liegt  also  in  der  Geraden  (SlS3i,  SSStj);    andererseits  haben  wir  das 
Brianchon' sehe  Sechsseit: 

dessen  Hauptdiagonalen: 

sich  ebenfalls    in  einem  Punkte  treffen,  also  liegt  auch  der  Schnitt- 
punkt: 

(QQ,,  ^Q\)     in  der  Geraden    (««,,  SB«.); 

folglich  ist  die  Verbindungslinie: 

[(pp„  p'p\),  iQQ„  ^(g;)] 

identisch  mit  der  Geraden  (Ä®,,  8331,). 


*)  Vergl.  Steiner,  geometrische  Lehrsätze,  CrelU's  Journal  Bd.  XXXII.  S.  182 
und  300. 


Das  InYolutionS'Netz  (Polarsystem)  und  das  Kegelschnitt-Netz.    §.  63.    515 
In  gleicher . Weise  zeigen  die  beiden  Brianchon* sehen  Sechsseite: 

,8®©a3i3)i6i  und  e«»©,«!», , 

dass  die  Verbindungslinie: 

identisch  mit  der  Geraden  (S36i,  SSSi)  ist,  und  endlich  die  beiden 
^nan^Aon'schen  Sechsseite: 

es)«6i®i«i  und  a»®«!»!®,, 

dass  die  Verbindungslinie: 

identisch  mit  der  Geraden  (@^;  ^^)  ^s^*  ^^^  ^^^  Brimichon'- 
schen  Sec&sseit:, 

folgt  aber,  dass  die  drei  Hauptdiagonalen: 

(«»1,  sBÄi)  (»ßi;  esj  (6«i,  aej 

sich  in  einem  Punkte  treffen,  also  auch  die  mit  ihnen  identischen 
durch  die  PP'P''  und  QQfQf'  ausgedrückten  Geraden;  sehen  wir  die 
letzteren  an,  so  erkennen  wir,  dass  es  die  Verbindungslinien  cor- 
respondirender  Ecken  zweier  Dreiseite  sind,  gebildet  von  den  Geraden 

einerseits  PP,         P'P,         P'P, 

und  andererseits  QQ^         Qf  Q\         Qf'  Q^ ; 

folglich  müssen  die  correspondirenden  Seiten  selbst  sich  in  drei  Punkten 
treffen,  die  auf  einer  Geraden  liegen  (S.  26),  d.  h.  die  drei  Schnitt- 
punkte: 

ipp„  QQ,)    (Fp;,  qfQ[)     {P'p:,  g'Qi) 

liegen  auf  einer  Geraden;  diese  drei  Punkte: 

P  P  P" 

sind  nach  dem  Früheren  nichts  anderes,  als  die  dritten  Schnittpunkte 
der  Geraden  PP,,  P^P\y  P''P[  mit  der  Tripelcurve;  also  haben  wir 
den  Satz: 

Schneidet  irgend  eine  Gerade  die  Tripelcurve  in  den  drei  Punkten 
PP'P"  und  eine  zweite  Gerade  in  P^P\P[y  so  treffen  die  drei  Geraden 
PP, ,  P'P\ ,  F'P;  die  Tripelcurve  in  drei  neuen  Punkten  P,  P,  P; ,  welche 
wiederum  auf  einer  Geraden  liegen.  (Die  Zuordnung  ist  dabei  ganz 
willkürlich  und  giebt  zu  weiteren  Betrachtungen  Anlass.) 

Oder: 

Hai  man  irgend  zum  Tripel  der  Tripdcure  QQfQf'  und  QiQ\Q[ 
(die  allemcU  auf  einem  Kegelschnitt  liegen),  so  treffen  die  drei  Verbindungs- 
linien QQ^,  QfQ\,  Qf'Q'i  die  Tripelcurve  in  drei  neuen  Punkten,  die  alle- 
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mal  auf  einer  Geraden  liegen,    (Die  Zuordnung  ist  dabei  ganz  gleich- 
gültig.)     Da  die  drei  Punkte: 

auf  einer  Geraden  liegen,  so  müssen  ihre  conjugirten: 

Q,  =  (PQ,,Qp,)  Q,==(P'Q\,Qfp:)  Q';  =  (P"Q;,Qf'p:) 

ein  Tripel  bilden ,  also: 

Hat  man  irgend  ein  Tripel  QQ^'  der  Tripelcurve  und  eine  be- 
liebige Gerade  y  welche  dersffben  in  den  Punkten  P^P[P^  begegnet,  so 
treffen  die  drei  Verbindungslinien  QP^,  Q[P\y  Qf'Px  ^^  Tripelcurve  in 
drei  neuen  Punkten  Q^  Q\  Q'!^ ,  weldie  allemai  ein  Tripel  der  {Tripelcurve 
bilden,     (Die  Zuordnung  ist  dabei  ganz  gleichgültig.) 

Aus  den  verschiedenen  Zuordnungen ,  welche  hierbei  möglich  sind, 
werden  sich  neue  Beziehungen  ergeben,  deren  Aufsuchung  hier  zu  weit 
fähren  würde.  Der  vorige  Satz  lässt  aber  noch  einige  andere  Polge- 
rungen zu,  die  wir  kurz  hervorheben  wollen. 

Da  von  den  Schnittpunkten  zweier  Geraden  PP'P*  und  P^P\P'[ 
mit  der  Tripelcurve  die  Verbindungslinien  PP^^  P'P\  und  P'  P'[  der 
Curve  in  drei  neuen  Punkten  P^P\P'^  begegnen,  welche  wieder  auf 
einer  Geraden  liegen,  so  werden  auch  die  Verbindungslinien  PP\j 
P'P^  und  P^'P'l  in  drei  Punkten  B^B'^P'^  der  Tripelcurve  begegnen, 
die  auf  einer  Geraden  liegen,  oder  anders  ausgesprochen: 

Durch  vier  Punkte  PP'P^  P\  einer  Tripelcurve  lassen  sich  drei 
Linienpaare  legen;  jedes  derselben  begegnet  der  Curve  in  einem  neuen 
Punktpaar,  dessen  Sehne  man  ziehe;  diese  drei' Sehnen  laufen  durch  einen 
und  denselben  Punkt  Pj  der  Tripelcurve.  Wir  können  die  drei  Linien- 
paare, welche  durch  vier  beliebig  auf  der  Tripelcurve  gewählte  Punkte 
gelegt  sind,  als  drei  Individuen  eines  Kegelschnittbüschels  [PP'P^P'J 
auffassen  imd  die  drei  zugehörigen  Durchbohrungssehnen  als  drei 
Individuen  eines  Strahlbüschels  [P^'];.die  Elemente  dieser  beiden  Ge- 
bilde können  wir  eindeutig  auf  einander  beziehen,  wozu  die  drei  be- 
kannten Paare  entsprechender  Elemente  ausreichend  und  erforderlich 
sind.  Dann  wird  sich  zu  jedem  Kegelschnitt  des  Büschels  ein  be- 
stimmter entsprechender  Strahl  des  Strahlbüschels  construiren  lassen 
(S.  225)  und  umgekehrt,  und  der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender 
Elemente  dieser  beiden  Gebilde  ist  eine  allgemeine  Curve  dritten 
*  Grades.  Da  dieselbe  mit  der  Tripelcurve  bereits  11  Punkte  gemein- 
schaftlich hat,  so  fällt  sie  ganz  mit  ihr  zusammen.  Umgekehrt 
schliessen  wir  hieraus  den  Satz: 

Jeder  durch  vier  Punkte  PP'  P,  P\   einer  Tripelcurve  gelegte  Kegd- 
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schnitt  begegnet  derselben  im  Allgemeinen  in  zwei  neuei^i  Punkten,  deren 
Sehne  durch  einen  und  denselben  festen  Punkt  P'^  der  Curve  hindurchgefU. 

Oder: 

Liegen  irgend  sechs  Punkte  PP' P^P\P^P\  einer  Curve  dritten 
Grades  auf  einem  Kegelschnitt,  so  schneiden  drei  sie  verbin^lende  Sehnen 
PP',  P^JP\,  -P2-P2  dieselbe  in  drei  neuen  Punkten  einer  Geraden.  (Die 
Zuordnung  ist  dabei  ganz  gleichgültig.)     Oder  auch  umgekehrt: 

Zieht  man  durch  jeden  von  drei  in  einer  Geraden  befindlichen  Punkten 
einer  Tripelcurve  je  einen  StrcM,  welcher  derselben  in  zwei  neuen  Punkten 
begegnet,  so  liegen  diese  sechs  neuen  Punkte  auf  einem  Kegelschnitt. 

Da  endlich  der  durch  die  vier  Punkte  PP'P^P'j  der  Tripelcurve  ge- 
legte Kegelschnitt  eine  Sehne  P^P^  ^^^  ^^  ausschneidet^  welche 
immer  durch  denselben  festen  Punkt  P,  läuft^  und  da  die  zu  Pj  und  P\ 
conjugirten  Punkte  Q2Q2  ii^ch  dem  Obigen  auch  eine  Sehne  Q2Q2 
geben,  welche  durch  P'^  läuft,  so  liegen  auch  PP^P^P'^Q^Q'^  auf 
einem  Kegelschnitt',  aus  demselben  Grunde  aber  auch PP'^j  ^'^  Q^Q^  und 
endlich  auch  QQfQ^Q^Q^^^*')  ^^^  erhalten  also  folgenden  Satz: 

Liegen  irgend  sechs  Punkte  der  Tripelcurve  a/uf  einem  Kegelsdmüt, 
so  liegen  auch  die  sechs  conjugirten  Punkte  auf  einem  Kegelschnitt. 

Wir  kehren  jetzt  zur  Betrachtung  des  Kegelschnitt-Netzes  zurück. 

Um  die  Totalitat  sämmtlicher  Kegelschnitte,  welche  in  einem 
Netze  enthalten  sind  und  sich  zu  Büscheln  ordnen,  in  anschaulicher 
Weise  zu.  übersehen,  denken  wir  uns,  indem  wir  von  den  drei  will- 
kürlich angenommenen  Kegelschnitten  ABC,  welche  nicht  einem 
Büschel  angehören,  ausgehen,  zunächst  ein  Büschel  {B,  C)  aus  den 
beiden  Kegelschnitten  B  und  C  hergestellt  und  verfolgen  einen  ver- 
änderlichen Kegelschnitt  8t,  welcher  das  ganze  Büschel  (J5,  C)  durch- 
läuft; der  dritte  feste  Kegelschnitt  Ä  und  der  veränderliche  %  con- 
stituiren  nun  ein  verän4erliches  Büschel  {A,  %),  und  alle  Kegelschnitte 
desselben  bilden  die  Gesammtheit  der  Kegelschnitte  des  Netzes,  d.  h. 
wenn  wir  an  Stelle  von  ABC  drei  beliebige  andere  Kegelschnitte  des 
Netzes,  welche  nicht  demselben  Büschel  angehören,  in  der  angegebenen 
Weise  zur  Bildung  des  Netzes  verwenden,  so  treten  keine  neuen  Kegel- 
schnitte mehr  auf,  sondern  nur.  die  früheren,  aber  in  anderer  Anord- 
nung zu  Büscheln  vereinigt.  Nehmen  wir  nämlich  zunächst  aus  dem 
Büschel  {C,  A)  einen  beliebigen  Kegelschnitt  93  und  bilden  das  ver- 
änderliche Büschel  (B,  93),  so  wird  jeder  Kegelschnitt  X  desselben 
gleichzeitig  in  einem  der  vorigen  Büschel  {A,  %)  enthalten  sein  und 
umgekehrt;  denn  weil  B93X  einem  Büschel  angehören  und  (7S3-4 
eineni  andern,  so  wird  nach  dem  oben  (S.  506)  bewiesenen  Satze  ein 
Kegelschnitt  %  existiren  müssen,  welcher  gleichzeitig  dem  Büschel  {B,  G) 
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and   dem   Büschel    (A^   X)   angehört^   d.   h.   die  Grundpimkte   dieser 
beiden   Büschel   müssen   auf  einem   nnd    demselben   K^elschnitte    9 
liegen;  folglich  gehört  X  einem  Büschel  {A,  ^)  an,  bei  welchem  9 
ans  dem  Büschel  {B^  C)  genommen  ist;  also  jeder  Kegelschnitt  aus 
dem    veränderlichen  Büschel   (B,  S3)   ist   gleichzeitig   nnter   den-  aus 
dem    veränderlichen   Büschel   {Ay   9)   hervorgehenden   Kegelschnitten 
enthalten  und  umgekehrt.     Es'  gehen   daher   dieselben  Kegelschnitt« 
des  Netzes  hervor,   ob  wir  (B,  C)  und  A,  oder  (C,  A)  und  B,  oder 
endlich  auch  {A,  B)   und  C  in  der  angegebenen  Weise  zur  Bildung 
des  Netzes  verwenden.     Nehmen  wir  femer  einen  beliebigen   Kegel- 
schnitt D  aus  einem  der  unendlich- vielen  Büschel  (A,  %)  heraus^  z.  B. 
aus  dem  Büschel  {A,  9q),  so  liegen  einmal  BAfi^  in  einem  Büschel, 
zweitens  B%%q  in  einem  Büschel ,  folglich  haben  die  Büschel  (D,  B) 
und  {A,  9)  einen  Kegelschnitt  gemein;    dieser  bestimmt  mit  A  das 
veränderliche  Büschel  (A,  9()  und  kann  also  jedesmal   auch  aus  dem 
Büschel  (B,  D)  genommen  werden,  d.  h.  verwenden  wir  (B^  D)  und 
A  zur  Bildung  des  Netzes,   so  erhalten  wir  dieselben  Kegelschnitte, 
als    wenn   wir   {B,   C)   und   A   in   gleicher   Weise   dazu   verwenden; 
hieraus  folgt  weiter,  dass  auch  (JS,  A)  und  D  dieselben  Kegelschnitte 
des  Netzes   liefern,   folglich   auch   (J5,  E)  und  D  und   endlich   auch 
(J5,  E)  und  F,  wenn  DEF  irgend  drei  nicht  demselben  Büschel  an- 
gehörige  Kegelschnitte  bezeichnen,  welche  aus  der  Gesammtheit  {Ay  ^) 
entnommen   sind.      Aus  dem  Vorigen  ergiebt   sich  unmittelbar,   dass 
durch  einen  tmllkürlich  angenommenen  Punkt  p  der  Ebene  unendlich-viele 
Kegelschnitte   des  Netzes  gehen,   welche  ein  Büschel  hüden,   denn   man 
braucht   nur   durch  p  den   einzigen   bestimmten   Kegelschnitt   Äq   zu 
legen,  welcher  dem  Büschel  (J?,  C)  angehört,  imd  den  einzigen  be- 
stimmten Kegelschnitt  S3q,  welcher  dem  Büschel  (C,  A)  angehört;  die 
beiden  Kegelschnitte  ^o^o  bestimmen  ein  Büschel,   welches    sämmt- 
liehe  Kegelschnitte  des  Netzes  enthält,  die  durch  p  gehen.    Bestimmen 
wir  noch  den  Kegelschnitt  S^,  welcher  durch  p  geht  und  dem  Büschel 
{A,  B)  angehört,  so  gehört  er,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  gleich- 
zeitig dem  Büschel  (Äq,  SSq)  ^°-     Ferner  folgt   hieraus,   dass  durdi 
zwei  willkürlich  in  der  Ebene  angenommene  Punkte  p  und  p^  nur  ein 
einziger  bestimmter  Kegelschnitt  des  Netzes  hindurchgeht,  denn  es  giebt 
in  dem  vorhin  bestimmten  Büschel  (31q,  SSq)  nur  einen  einzigen  be- 
stimmten Kegelschnitt,  welcher  durch  den  gegebenen  Punkt  p^  geht. 
Das  Kegelschnittnetz  ist  also  ein  Gebilde  von  doppelter  Mannigfaltig- 
keit, weil  jeder  Kegelschnitt  desselben  zwei  Willkürlichkeiten  enthält. 
Die   vorige  Bemerkung   giebt   zugleich    Aufschluss   über   die   be- 
sondere  Natur   der   in   einem   Netze   enthaltenen   Kegelschnitte.     Es 
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giebt  nämlich  unendlich-viek  gleidiseitiffe  Hyperbeln  in  dem  Netze,  welche 
ein    besonderes  Büschel   des   Netzes    bilden;   nehmen    wir   die    beiden 
obigen  Punkte  pp^  im  Unendlichen  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen 
Richtungen  an,   so   geht   durch   sie   eine  bestimmte  gleichseitige  Hy- 
perbel des  Netzes;  nehmen   wir  ein  zweites  Paar  unendlich -entfernter 
Punkte  ppi  in  zwei  rechtwinkligen  Richtungen  an,  so  bestimmt  das- 
selbe eine  zweite  gleichseitige  Hyperbel;  diese  beiden  bestimmen  ein 
ganzes   Büschel   von   gleichseitigen  Hyperbeln  (S.  232),   welche   dem 
Netze  angehören;   weiter  giebt  es  im  Allgemeinen  keine  gleichseitige 
Hyperbel  in  dem  Netze;  denn  käme  noch  eine  dritte  vor,  welche  nicht 
dem  vorigen  Büschel  angehörte,  so  würde  sie  mit  jeder  der  früheren 
ein  neues  Büschel  von  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln  erzeugen  und 
es  müssten  daher  alle  Kegelschnitte  des  Netzes  gleichseitige  Hyperbeln 
sein;  sind  daher  die  Kegelschnitte  J.jBC,  welche  wir  als  gegeben  an- 
sehen,  nicht   alle   drei   gleichseitige  Hyperbeln,   so  giebt    es  in  dem 
Netze  nur  ein  einziges  bestimmtes  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln; 
wenn  aber  die  drei  gegebenen  Kegelschnitte  ABC  selbst  gleichseitige 
Hyperbeln  sind,  so  besteht  das  Netz  aus  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln 
und  hat  daher  einen  speciellen  Charakter.     Unter   den  Kegelschnitten 
des  Netzes  giebt  es  femer  im  Allgemeinen  unendlich-viele  Parabeln\ 
lassen  wir  nämlich  die  willkürlich  anzunehmenden  Punkte  pp^  in  einen 
Punkt  der  unendlich-entfernten  Geraden  @^  zusammenfallen,  so  wird 
der  durch  jene  bestimmte  Kegelschnitt  des  Netzes  eine  Parabel,  weil 
er  @^  berührt.     Jeder  Punkt  von  ©^  ist  also  der  Mittelpunkt  einer 
bestimmten  dem  Netze  angehörigen  Parabel,  welche  nach  dem  Obigen 
leicht   herzustellen   ist.     Denken    wir   uns   zwei   solche  Parabeln   des 
Netzes   construirt,  deren  unendlich -entfernte  Punkte  p^  ic  in  zwei  zu 
einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  so  bestimmen  dieselben  ein 
Büschel    des   Netzes,   in   welchem   noth wendig   ein  Kreis  vorkommen 
muss,  d.  h.  die  vier  Schnittpunkte  dieser  beiden  Parabeln  liegen  auf 
einem  Kreise  (S.  229);  dies  ist  im  Allgemeinen  der  einzige  Kreis  unter 
den  Kegelschnitten  des  Netzes;  denn  construiren  wir  ein  anderes  Paar 
Parabeln,  deren  unendlich- entfernte  Punkte  p   und  %  ebenfalls  in  zwei 
zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  so  müssen  ihre  Schnitt- 
punkte   auf  demselben   Kreise   liegen;    seien   nämlich   P  und   77    die 
beiden  ersten,  P  und  J7'  ^i®  beiden  andern  Parabeln,  so  können  wir 
PHP'  für  die  drei  ursprünglichen  das  Netz  erzeugenden  Kegelschnitte 
ABC  setzen;  in  dem  Büschel  (P,  FI)  ist  der  Kreis  Ä  enthalten;  Ä 
und  P'  bestimmen  ein  zweites  Büschel  des  Netzes,  in  welchem  noth- 
wendig   noch    eine   Parabel   ausser   P'    enthalten    sein   muss,    welche 
ihren  unendlich-entfernten  Punkt  in  einer  rechtwinkligen  Richtung  zu 
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derjenigen  des  unendlich-entfernten  Punktes  von  P'  hat;  ist  p  der 
letztere  und  n  der  erstere,  so  giebt  es  durch  %  nur  eine  einzige  Pa- 
rabel des  Netzes  //',  welche  die  eben  genannte  ist;  daher  haben  auch 
umgekehrt  die  beiden  Parabeln  P'TZ'  ihre  Schnittpunkte  auf  dem 
Kreise  S,  d.  h.  ^  ist  gemeinschaftlich  den  beiden  Büscheln  (P,  77) 
und  (P',  77'). 

Endlich  kommen  imter  den  Kegelschnitten  des  Netzes  auch  Linien- 
paare  in  unendlicher  Menge  vor;  jedes  Büschel  enthält  im  Allgemeinen 
drei  Linienpaare,  von  denen  eines  immer  reell  ist.  Der  von  allen 
diesen  Geraden  umhüllte  Ort  ist  eine  bestimmte  Curve  dritter  Klasse 
ß(3)^  welche  mit  der  Tripelcurve  in  innigem  Zusammenhange  steht. 
Da  nämlich  durch  einen  beliebigen  Punkt  p  der  Ebene  nur  einfach 
imendlich- viele  Kegelschnitte  des  Netzes  gehen,  welche  ein  Büschel 
(3lo95o)  bilden,  so  gehen  durch  den  Punkt  p  im  Allgemeinen  nur  drei 
gerade  Linien,  welche  Theile  von  Linienpaaren  sind,  die,  als  Kegel- 
schnitte betrachtet,  dem  Netze  angehören;  also  ist  der  Ort  von  diesen 
Geraden  eine  Curve  dritter  Klasse  Ä^'\  Vermöge  der  obigen  Er- 
zeugung des  Netzes  können  wir  die  Curve  Ä^^^  in  der  Weise  con- 
struiren,  ,dass  wir  einen  veränderlichen  Kegelschnitt  %  das  Büschel 
(By  C)  durchlaufen  lassen  und  für  die  beiden  Kegelschnitte  Ä  und  ?l 
jedesmal  die  sechs  gemeinschaftlichen  Secanten  ermitteln,  welche  den 
gesuchten  Ort  Ä^'^  umhüllen. 

Dieses  Resultat  lässt  sich  in  Form  eines  Satzes  aussprechen,  der 
zu  vielen  interessanten  speciellen  Fällen  Veranlassung  bietet: 

Drei  beliebige  Kegelschnitte  Imben  jsu  zweien  zusammengefasst  dreir 
nKÜ  je  sechs  gemeinschaftliche  Seccmten;  diese  achtzehn  Geraden  sind 
Tangenten  einer  und  derselben  Curve  dritter  Klasse. 

Zu  der  Tripelcurve  hat  die  gefundene  Curve  S(^>  eine  besondere 
leicht  erkennbare  Beziehung;  eine  gemeinschaftliche  Secante  zweier 
Kegelschnitte  des  Netzes  hat  nämlich  die  Eigenschaft,  dass  die  beiden 
Punktsysteme,  welche  ihr  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  zugehören, 
identisch  sind  (S.  480);  nehmen  wir  nun  irgend  einen  dritten  Kegel- 
schnitt des  Netzes,  welcher  nicht  mit  den  beiden  vorigen  demselben 
Büschel  angehört,  so  gehört  in  Bezug  auf  ihn  jener  Gersiden  ein 
zweites  Punktsystem  zu,  und  die  beiden  auf  einander  liegenden  Punkt- 
systeme haben  im  Allgemeinen  ein  gemeinschaftliches  Paar  conjugirter 
Punkte  P,  Q.  Da  dies  conjugirte  Punkte  für  drei  Kegelschnitte  des 
Netzes  sind,  welche  nicht  demselben  Büschel  angehören,  so  sind  es 
conjugirte  Punkte  für  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Netzes,  also  ein 
Paar  conjugirter  Punkte  der  Tripelcurve;  eine  gemeinschaftliche  Se- 
cante zweier  Kegelschnitte  des  Netzes  ist  mithin  allemal  die  Verbin- 
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dungsliuie  zweier  conjugirteu  Punkte  P;  Q  der  Tripelcurve  und  auch 
umgekehrt;  denn  ziehen  wir  die  Verbindungslinie  irgend  eines  Paares 
conjugirter  Punkte  der  Tripelcurve  P,  Q  und  nehmen  einen  beliebigen 
Punkt  p  derselben ;  so  geht  durch  p  ein  einziger  bestimmter  Kegel- 
schnitt %  aus  dem  Büschel  (B,  C)  und  ein  einziger  bestimmter  Kegel- 
schnitt 93  aus  dem  Büschel  {C,  Ä)]  die  beiden  Kegelschnitte  S3  und 
%  müssen  PQ  ausser  in  p  in  einem  und  demselben  Punkte  yt  treffen^ 
welcher  der  vierte  harmonische ,  dem  j;  zugeordnete  ist,  während  P 
und  Q  die  beiden  andern  zugeordneten  Punkte  sind;  folglich  ist  PQ 
eine  gemeinschaftliche  Secante  der  beiden  Kegelschnitte  $(  und  93  des 
Netzes.     Wir  haben  also  folgenden  Satz: 

Die  Verbindungslinien  sämmtlicher  Paare  conjugirter  Punkte  PQ 
der  Tripelcurve  umhüllen  eine  Curve  dritter  Klasse,  welche  identisdi  ist 
mit  derjenigen,  die  von  sämmtlichen  Linienpaaren,  welche  unter  den 
Kegelschnitten  des  Netzes  auftreten^  berührt  wird. 

Aus  dieser  Gonstruction  der  durch  den  beliebig  gewählten  Punkt 
p  gehenden  drei  Strahlen,  welche  Paare  conjugirter  Punkt«  PQ  ver- 
binden oder  der  drei  Tangenten  aus  p  an  die  Curve  Ä^^^  folgt  noch 
ein  anderer  4Batz :  Die  beiden  durch  p  gelegten  Kegelschnitte  %  und 
93  des  Netzes  bestimmen  ein  ganzes  Kegelschnittbüschel ,  welches  dem 
Netze  angehört,  und  die  drei  Linienpaare  desselben,  von  denen  drei 
Gerade  durch  p  gehen,  kreuzen  sich  in  einem  Tripel  des  Büschels, 
welches  auch  ein  Tripel  der  Tripelcurve  ist.    Also: 

Solche  drei  Verbindungsstrahlen  conjugirter  Pwiikte  PQ,  welclie  durch 
einen  gegebenen  Punkt  p  der  Ebene  gehen,  d.  h.  die  drei  aus  p  cm  die 
Curve  Ä^^^  gelegten  Tangenten,  treifen  die  Tripelcurve  noch  in  drei  neuen 
Punkten,  welche  ein  Tripel  derselben  bilden. 

Die  Verbindungslinie  PQ  zweier  conjugirter  Punkte  der  Tripel- 
curve schneidet  im  Allgemeinen  jeden  Kegelschnitt  des  Netzes  in 
zwei  Punkten,  welche  harmonisch  liegen  mit  P,  Q  und  zugeordnet 
sind,  also  immer  in  Punktpaaren  eines  und  desselben  Punktsystems, 
dessen  Asymptotenpunkte  PQ  sind.  Wir  können  daher  folgenden 
Satz  aussprechen: 

Eine  Gerade  von  solcher  Beschaff enJieit,  dass  sie  drei  beliebig  in  der 
Ebene  gegebene  Kegelschnitte  ABC  in  drei  Punktpaaren  eignes  Punkt- 
systems (sechs  Punkten  einer  Involution)  trifft,  umhüUt  eine  Curve  dritter 
Klasse  S!^^>,  welche  zugleich  die  achtzehn  gemeinschaftlichen  Secanten  je 
zweier  der  gegebenen  drei  Kegelschnitte  berührt  Die  Asymptotenpunkte 
der  Punktsysteme  auf  aUen  solchen  Geraden  liegen  auf  einer  Curve  dritten 
Grades  (der  Tripelcurve  von  den  drei  Kegelschnitten  ABC). 
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Es  ist  leicht,  den  Bertihniiigspunkt  einer  Geraden  PQ  mit  der 
von  ihr  eingehüllten  Curve  ft^^^  zu  ermitteln;  denken  wir  uns  ein  der 
Tripelcnrve  einbeschriebeues  yollstandiges  Vierseit,  wie  es  früher  in 
Betracht  gezogen  ist:  PQP'QfP''Qf',  dessen  drei  Paar  Gegenecken 
aus  drei  Paaren  conjugirter  Punkte  der  Tripelcurve  bestehen,  in  der 
Weise  verändert,  dass  wir  ein  Paar  PQ  festhalten  und  das  zweite 
Paar  P'Qf  ihm  allmählich  nähern,  indem  wir  zuletzt  P'  mit  P  und 
also  auch  Qf  mit  Q  zusammenfallen  lassen,  dann  geht  P"  in  den 
Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten  an  der  Tripelcurve  in  P  und  Q, 
und  Qf'  also  in  den  dritten  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  PQ 
mit  der  Tripelcurve  über;  es  ist  aber  Q'=={PQf,  P'Q)]  ^in^  ii^n 
den  Schnittpunkt  {PQ,  P'Qf)  für  den  Grenzfall  des  Zusammenfalleus 
von  P,  Q  mit  P'^  zu  ermitteln,  haben  wir  nur  die  harmonische 
Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks  zu  berücksichtigen  und  er- 
kennen, dass  der  gesuchte  Berührungspunkt  der  vierte  harmonische, 
dem  dritten  Schnittpunkt  Qf'  zugeordnete  Punkt  sein  wird;  also:  Die 
veränderliche  Verbindungslinie  PQ  zweier  conjugirter  Punkte  der  Tripcl- 
eurve  berührt  die  von  ihr  eingeliüllte  Curve  dritter  Klasse  in  deni  vierten 
liarmoniscfien  Punkt,  welcher  dein  dritten  Schnittpunkt  von^PQ  mit  der 
Tripelcurve  zugeordnet  ist,  während  P  und  Q  das  andere  Paar  Jiarnuy- 
nisch' zugeordneter  Punkte  sind. 

Dieser  dritte  Schnittpunkt  Qf'  der  Verbindungslinie  PQ  mit  der 
Tripelcurve  hat  zu  seinem  conjugirten  Punkte  P"  den  gemeinschaft- 
lichen Tangentialpunkt  fiir  die  beiden  conjugirten  Punkte  P  und  Q] 
hieraus  folgt  die  Construction  der  Tangente  in  einem  beliebigen 
Punkte  P  der  Tripelcurve:  Man  suche  zu  P  den  conjugirten  Punkt 
Q,  ferner  den  dritten  Schnittpunkt  Qf'  der  Verbindungslinie  PQ  mit 
der  Tripelcurve,  endlich  den  conjugirten  Punkt  P"  zu  Qf\  dann  ist 
PP''  die  gesuchte  Tangente. 

Schneidet  die  Verbindungslinie  PQ  zweier  conjugirten  Punkte  der 
Tripelcurve  dieselbe  in  Q",  so  gehen  durch  Qf'  ausser  der  Tangente 
PQ  noch  zwei  andere  Tangenten  an  die  Curve  Ä^^^  d.  h.  Strahlen, 
welche  C^^^  in  je  einem  Paare  conjugirter  Punkte  treffen.  Werden 
diese  vier  Punkte  mit  P"  verbunden,  so  erhalten  wir  die  Tangenten  in 
ihnen  an  G^^l  Da  nun  jedes  dieser  Punktpaare  mit  P"  zusammen 
ein  Tripel  der  Tripelcurve  bilden  und  zwei  Tripel  allemal  auf  einem 
Kegelschnitt  liegen,  so  folgt  der  Satz: 

Aus  einem  Punkte  (P")  der  Tripelcurve  lassen  sich  ausser  der 
Tangente  in  ihm  selbst  im  Allgemeinen  noch  vier  andere  Tangenten  an 
dieselbe  legen;  die  vier  Berührungspunkte  liegen  mit  dem  ursprünglichen 
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Punkte  auf  einem  Kegelschnitt,  welcher  die  Tripelcurve  in  dem  letzteren 
berührt 

Dies  ist  i^ur  ein  Theil  des  oben  (S.  508)  allgemein  ausgesprochenen 
Satzes  über  den  Polarkegelschnitt. 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass  die  Tripdcurve  C^^^  und  die 
Curve  Ä^*^  sich  in  denjenigen  Punkten,  in  welchmi  sie  sich  treffen,  auclh 
berühren,  d,  h.  dieselbeti  Tangenten  hohen,  oder  anders  ausgedrückt,  dass 
die  sämmtlichen  Schnittpunkte  beider  Curven  paarweise  zusammen- 
fallen. Denn  sei  Q  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  der  beiden  Curven 
C^^  und  ^^^\  und  denken  wir  uns  die  Tangente  in  Q  an  der  Curve 
^(3)  gezogen,  so  muss  von  ihren  beiden  übrigen  Schnittpunkten  mit 
der  Tripelcurve,  die  P  und  P'.heissen  mögen,  einer  der  conjugirte 
Punkt  P  zu  ^  sein,  weil  ^^^^  der  von  sämmtlichen  Verbindungslinien 
PQ  umhüllte  Ort  ist,  und  der  andere  P'  muss  mit  Q  zusammenfallen, 
weil  Q  der  Berührungspunkt  mit  Sf  ^^^  ist,  also  der  vierte  harmonische 
Punkt  zu  PQP^]  da  nun  dieser  mit  Q  zusammenfallt,  so  muss  auch 
P  in  Q  hineinfallen  (S.  14);  der  übrigens  noch  denkbare  Fall,  dass 
P  und  P  conjugirte  Punkte  der  Tripelcurve  sein  konnten,  zeigt  sich 
als  unzulässig;  denn  da  Q  der  Berührungspunkt  mit  $(^>  ist,  so 
müsste  sein  zugeordneter  vierter  harmonischer  Punkt  zu  PP  der 
dritte  Schnittpunkt  mit  der  Tripelcurve  sein,  also  wiederum  Q]  wenn 
aber  von  vier  Isirmonischen  Punkten  zwei  zugeordnete  zusammenfallen, 
so  muss  auch  von  dem  andern  Paare  zugeordneter  Punkte  einer  hinein- 
fallen; fiele  der  vierte  harmonische  Punkt  aber  nicht  auf  Q,  so  hätte 
die  Gerade  vier  Schnittpunkte  mit  der  Tripelcurve,  was  unmöglich 
ist;  folglich  muss  P  oder  P'  mit  Q  zusammenfallen,  wie  oben  be- 
hauptet ist.  Ein  solcher  Schnittpunkt  Qq  der  beiden  Curven  C^^^  und 
^(^>  besitzt  also  die  Eigenthümlichkeit,  dass  die  Tangente  in  ihm  für 
beide  Curven  dieselbe  ist;  diese  Tangente  schneidet  die  Tripelcurve 
C^^^  zum  dritten  Mal  in  dem  Punkte  Pq,  welcher  der  conjugirte  zu 
Q^  ist.  Nun  ist  früher  bewiesen  worden,  dass  die  Tangente  in  Po 
die  Tripelcurve  (7^*^  zum  dritten  Male  in  demjenigen  Punkte  schneidet, 
der  conjugirt  ist  dem  dritten  Schnittpunkte  von  PqQq  niit  C^^^;  da 
dieser  aber  Qq  selbst  ist,  so  ist  sein  conjugirter  wieder  Pq,  d.  h.  die 
Tangente  in  Pq  schneidet  die  Tripelcurve  C^^^  in  drei  zusammenfallen- 
den Punkten;  sie  ist  daher  eine  Wendetangefite  und  ihr  Berührungspunkt 
Pq  ein  Wendepunkt  der  Tripelcurve.  Die  weitere  Ausführung  dieser 
Betrachtung  lässt  die  Anzahl  und  gegenseitige  Lage  der  Wendepunkte 
einer  Curve  dritten  Grades  C^^^  erkennen: 

Ist  Qq  ein  Schnittpunkt  der  Curven  (7^^>  und  Ä^*^,  in  welchem 
sich  dieselben,  wie  wir  gesehen  haben,  berühren,  sb  trifft  die  Tangente 
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in  Qf,  die  Curve  C^^'  zum  dritteu  Mal  in  P„,  dem  conjugirten  Punkte 
zu  Qf^y  und  P^  i«t  ein  Wendepunkt  der  Curve  C^'^;  sei  ferner  Q'^  ein 
zweiter  Schnittpunkt  beider  Gurren  und  sein  conjugirter  P^,  ein 
zweiter  Wendepunkt,   dann   folgt  aus   den  beiden  Paaren  conjngirter 

Punkte  PoÖo  ^o^o  «"»  ^**«8  Pa»«": 

(^,<;>;,p,p;)  =  p;      (Q^p,,  p,q„)  =  q:, 

und  PqQÖ  U^S^i^  Auf  <l6^  Curve  C^^,  während  ihi^  Verbindungslinie 
die  Curve  St^^  berührt.  Femer  wissen  wir,  dass  öoÖo^ö  ein  .Tripel 
der  Tripelcurve  bilden  und  die  Tangenten  in  diesen  Punkten  der 
Curve  C^^^  in  drei  neuen  Punkten  begegnen  müssen,  welche  anf  einer 
Geraden  liegen;  da  aber  die  Tangente  in  Qq  die  C^^^  in  P^  und  die 
Tangente  in  ^^  die  C^*>  in  P^  trifft,  und  da  P^P'^P'^  in  einer  Ge- 
raden liegen,  so  muss  auch  die  Tangente  in  Q'^  der  C^^  in  Pjj  be- 
gegnen. Von  den  drei  Schnittpunkten  der  Verbindungslinie  P'^Q^  mit 
der  Curve  C^^^  fallen  also  zwei  in  Ql  zusammen;  der  Berührungspunkt 
des  Strahles  P^Q^  mit  der  Curve  ß^'^  muss  daher  auch  nach  Q'^  fallen, 
.oder  Q'„  muss  ein  dritter  Schnittpunkt  der  beiden  Cnrven  C^^  und  9:^^^ 
sein,  folglich  P^'  ein  dritter  Wendepunkt  der  Curve  C^'^;  wir  haben 
daher  folgende  beiden  Sätze: 

Die  Verbindungslinie  zweier  Wendepunkte  der  Tripelcurve  trifft  die- 
selbe aUemäl  in  einem  dritten  Wendepunkt,  oder:  Die  Wendepunkte  einer 
Curve  dritten  Grades  liegen  zu  je  dreien  auf  gera40i  Linien;  und 
zweitens: 

Aus  zwei  Schnittpunkten  der  beiden  Curven  C^^^  und  Ä^'^  kann  nian 
allemal  eitien  dritten  ableiten,  indem  man  sie  als  Eckpunkte  eines  Tripeb 
ansieht  und  den  zugehörigen  dritten  Tripelpufüct  conStruirt,  wie  oben 
angegeben  ist. 

Die  Anzahl  der  Wendepunkte  ist  gleich  der  Anzahl  der  gemein- 
schaftlichen Punkte  der  beiden  Curven  C^^^  und  Ä^^^;  da  letztere  von 
der    dritten   Klasse   ist,    so    ist    sie   allgemein   vom   sechsten   Grade,^ 
schneidet  also  C^^^  in  6  .  3  =  18  Punkten,  die  paarweise  zusammen- 
fallen.. Die  Curve  dritten  Grades  liat  also  fieun  Wendepunkte. 

Die  Lage  der  Wendepunkte  tritt  am  klarsten  hervor  aus  einer 
Bemerkung  von  Clebsch*):  Da  die  Wendepunkte  zu  je  dreien  auf  ge- 
raden Linien  liegen,  so  wird,  wenn  wir  einen  Wendepunkt  heraus- 
nehmen und  ihn  mit  vier  anderen  verbinden,  jede  dieser  Verbindungs- 
linien noch  einen  der  übrigen  vier  Wendepunkte  enthalten  mifssen, 
d.  h.:  Durch  jeden  Wendepunkt  gehen  vier  gerade  Linien,  deren  jede  drei 
Wendepunkte  enthält.     Hiernach   scheint    e's,    als   ob  sich  9 . 4  =  36 

•)  Crelle-Borchardt'B  Journal  Bd.  LXIII  8.  120.    A.  Clehsch:  „Ueber  einen  Satz 
von  Steiner  und  einige  Punkte  der  Theorie  der  Curven  dritter  Ordnung/' 
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Gonade  durch  je  drei  der  Wendepunkte  legen  Hessen.  Diese  redu- 
ciren  sich  *  aber  auf  zwölf,  weil  jede  solche  Gerade  dreimal  auftritt, 
je  nachdem  man  von  einem  ihrer  drei  Wendepunkte  ajjsgeht.  Also 
die  neun  Wendepunkte  liegen  zu  je  dreien  auf  mvölf  geraden  Linien. 

Nehmen  wir  nun  drei  Wendepunkte,  welche  in  gerader  Linie 
liegen,  heraus,  so  gehen  von  den  zwölf  Geraden,  die  überhaupt  vor- 
handen sind,  durch  die  Wendepunkte  der  ersten  Geraden  nur  zehn, 
nämlich  durch  jeden  derselben  die  erste  Gerade  selbst  und  noch  drei 
andere,  d.  h.  1  +  3  . 3  =  10 ;  es  bleiben  also  noch  2  Gerade  übrig, 
die  durch  keinen  der  drei  ersten  Wendepunkte  gehen,  j^ehmen  wir 
von  den  letzteren  eine,  so  gehen  durch  ihre  drei  Wendepunkte  und 
die  drei  Wendepunkte  der  ersten  Geraden  nur  elf  von  den  sämmtlichen 
zwölf;  nämlich  ausser  den  beiden  Geraden  selbst  nur  die  neun  Ver- 
bindungslinien je  eines  Wendepunktes  der  ersten  mit  einein  Wende- 
punkte der  zweiten  Geraden;  es  bleibt  mithin  als  zwölfte  Gerade  noch 
eine  solche  übrig,  welche  die  drei  letzten  Wendepunkte  enthält,  die 
auf  keiner  der  beiden  ersten  Geraden  liegen.  So  erhalten  wir  ein 
Wend^inktsdreiseUj  von  dem  jede  Seite  drei  verschiedene,  also  die 
drei  Seiten  sämmtliche  neun  Wendepunkte  enthalten.  Solcher  Wende- 
pnnktsdreiseite  giebt  es  vier,  und  sie  werden  erhalten,  indem  man  der 
Reihe  nach  mit  denjenigen  vier  Geraden  beginnt,  die  sich  in  einem 
Wendepunkte  treffen.  Bezeichnen  wir  die  drei  Wendepunkte  auf  der 
ersten  Geraden 


auf  der  zweiten 


a\     aj     aj. 


a\     al     al , 


so  liegen  die  drei  übrigen  Wendepunkte  auf  der  dritten 


«J        »3        «3   5 


ziehen  wir  jetzt  a\a\,  so  geht  diese  Verbindungslinie  durch  einen  der 
drei  letzten  Wendepunkte^  den  wir  mit  a,  bezeichnen,  so  dass 


a\     a\     a\ 


auf  einer  Geraden  liegen;  ziehen  wir  femer  CL\a\,  so  geht  diese  Ver- 
bindungslinie durch  einen  der  beiden  übrigen  Wendepunkte  auf  der 
dritten  Geraden;  bezeichnen  wir  denselben  mit  a\ ,  dann  kann  die 
Verbindungslinie  a\a\  nur  noch  durch  a\  gehen.  Jetzt  ziehen  wir 
a\  a\  j  welche  Gerade  durch  einen  der  drei  letzten  Wendepunkte  gehen 
moss;  dies  kann  aber  nur  a\  sein,  denn  wäre  es  einer  der  beiden 
andern,  so  lägen  vier  Wendepunkte  in  einer  Geraden,  was  unmöglich 
ist;  fahren  wir  so  fort,  so  ergeben  sich  die  zwölf  Geraden,  auf  wel- 
chen die  neun  Wendepunkte  liegen,  folgendermassen: 
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a\  a\  a\         a\  a\  a\        a\  a\  a\        a\  a\  a\ 
a\  a\  a\         a\  a\  a\        a\  a\  a\         a\  a\  a\ 
a\  a\  a\        a\  a\  a\         a\  a\  a\        a\  a\  a\  . 
Dies  sind  zugleich  die  zwölf  Geraden  ^  auf  denen  die  neun  Wende- 
punkte  liegen   und   die   vier   Wendepunktsdreiseite,   deren   jedes    auf 
seinen  Seiten  sämmtliche  neun  Wendepunkte  enthalt. 

Diese  Lagenverhältnisse  führen  auf  den  Zusammenhang  der 
Wendepunkte  einer'  Curve  3.  Ordnung  mit  äquianharmonischen  Syste- 
men und  geben  dadurch  Aufschluss  über  die  Realität  der  Wende- 
punkte. Denken  wir  uns  von  dem  ersten  der  vier  Wendepunktsdrei- 
seite die  Seite,  welche  die  drei  Wendepunkte  (i\a\a\  und  die  beiden 
Ecken  A^^A^<^  des  Dreiseits  enthält,  dessen  dritte  Ecke  A^  sei,  suc- 
cessive  von  den  Punkten  aj,  a,,  a\  aus,  welche  auf  der  zweiten 
Dreiecksseite  liegen,  perspectivisch  projicirt  auf  die  dritte  Dreiecksseite 
-^18 -^3;  8<>  erhalten  wir  nach  dem  obigen  Schema: 

von  a\  aus  die  Punkte:     a\  a\  a\  A^^  ^13  ; 

-  «2     ■      ■         -       •    «3  «3  <  ^23  ^13; 

-  «2     -      -         -      :     «3  aj  ttj  J.J3  -ä.j3, 

und  hieraus  folgt,  dass  auf  der  Seite  A^A^<^  des  Wendepunktsdrei- 
seits  die  fünf  Punkte  (i\o\o\A^^A^^  ein  äquianharmonisches  System 
bilden,  von  dem  die  drei  Wendepunkte  die  cyklisch- vertauschbaren, 
die  beiden  Ecken  des  JDreiseits  die  Doppelelemente  sind.  Da  dies 
offenbar  für  jede  Seite  jedes  der  vier  Wendepunktsdreiseite  gilt,  so 
haben  wir  den  Satz: 

Auf  jeder  Seite  eines  Wendepunktsdreiseits  lüden  die  drei  Wende- 
punkte und  die  "beiden  Ecken  des  Dreiseits  ein  äquianharmonisches  Systefu, 
von  welchem  die  drei  Wendepunkte  die  cykliscfi-v4rtauschharen,  die  beiden 
Ecken  des  Dreiseits  die  Doppelelemente  sind, 

um  nun  über  die  Realität  der  Wendepunkte  Aufschluss  zu  er- 
langen ist  die  genauere  Kenntniss  des  äquianharmonischen  Systems 
erforderlich,  wie  sie  S.  63  und  in  den  „Aufgaben  und  Sätzen"  zum  ersten 
Abschnitt  (Nr.  17)  angedeutet  ist.  Bemerken  wir  zunächst,  dass  einer 
der  Wendepunkte  noth wendig  reell  sein  muss,  weil  ihre  Anzahl  eine 
ungerade  ist,  und  sei  a\  dieser  reelle  Wendepunkt,  von  dem  wir  aus- 
gehen, dann  können  wir  uns  a\  als  den  Mittelpunkt  eines  Büschels 
von  fünf  äquianharmonischen  Strahlen  denken,  von  denen  einer  der 
Doppelstrahlen  eine  durch  a\  gehende  Wendepunktslinie,  die  cyklisch- 
vertauschbaren  die  drei  übrigen  Wendepunktslinien  durch  a\  sind  und 
der  zweite  Doppelstrahl  der  Verbindungsstrahl  von  a\  mit  der 
Gegenecke  des  Wendepunktsdreiseits  ist,  dessen  eine  Seite  der  erste 
Doppelstrahl    war.     Da   von   den    drei  cyklisch  -  vertauschbaren  Ele- 
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inenten  eines  äquiauharmonischen  Systems  nothwendig  eines  reell  sein 
inuss,  so  muss  wenigstens  eine  der  Wendepunktslinien  durch  a\  reell 
sein.  Diese  sei  ajajaj,  wobei  die  Bealität  der  Punkte  a]a\  noch 
dahingesteUt  bleibt.  Wählen  wir  aber  diese  reelle  Gerade  als  eine 
Seite  eines  Wendepunktsdreiseits,  so  tritt  sie  in  dem  von  a\  aus- 
gehenden Büschel  als  ein  reeller  Doppelstrahl  des  von  a\  ausgehen- 
den äquiauharmonischen  Systems  auf,  folglich  muss  auch  der  andere 
Doppelstrahl  a\Ä^^  reell  sein  und  ausserdem  eines  der  drei  cyklisch- 
vertauschbaren  Elemente;  dies  sei  ajajaj,  während  die  beiden  andern 
Strahlen  ajajög  und  ajajag  nothwendig  conjugirt  -  imaginär  sein 
müssen;  also»!;o»  den  vier  durdi  einen  reellen  Wendepunkt  gehenden 
Wendqmnktslinien  müssen  zwei  reell  und  zwei  conjugirt-imoffinär  sein. 

Da  der  imaginäre  Strahl  a}a2a3  bereits  einen  reellen  Punkt  a\ 
enthält;  so  müssen  die  beiden  andern  a]  und  al  conjugirt -imaginär 
sein;  ebenso  müssen  a^  und  al  conjugirt-imaginär  sein.  Wir  haben 
also  vier  imaginäre  Weudepimkte  a2a3a2a3;  fassen  wir  diese  als  die 
imaginären  Durchschnittspunkte  zweier  reellen  oder  imaginären  Kegel- 
schnitte auf;  welche  ein  Büschel  bestimmen,  so  muss,  wie  wir  aus  dem 
Früheren  (S.473)  wissen,  das  gemeinschaftliche  Tripel  desselben  reell  sein, 
d.  h.  die  drei  Diagonalpunkte  des  vollständigen  Vierecks,  dessen  Ecken 
die  vier  imaginären  Punkte  sind,  müssen  reell  sein,  und  von  den 
drei  Seitenpaaren  des  vollständigen  Vierecks  muss  eines  reell,  die 
beiden  andern  imaginär  sein.    Es  ist  also  der  Schnittpunkt: 

{alal,  alal)  =  A^, 
reell  und  ebenso 

den  wir  mit  A^^  bezeichnen  wollen;  der  dritte  Diagonalpunkt  ist 

(alal,  alal)  =  a\  . 

Es  können  nun  zwei 'Fälle  eintreten:  entweder  ist  das  erste 
Linienpaar,  dessen  reeller  Durchschnittspunkt  A^^  ist,  reell,  dann 
muss  das  zweite  Linienpaar,  dessen  reeller  Durchschnittspunkt  Aqq  ist, 
conjugirt-imaginär.  sein,  oder  umgekehrt.  Beide  Fälle  haben  aber 
hinsichtlich  der  Realität  der  Wendepunkte  denselben  Effect.  Ist  das 
erste  Linienpaar  reell,  so  sind  A^^A^^  reell,  folglich  a\a\  conjugirt- 
imaginär  und  a\a[  zwei  reelle  Wendepunkte,  als  die  Durchschnitts- 
punkte der  reellen  ©eraden  a\a\al  mit  den  beiden  Geraden  A^^A^^ 
und  Ay^^A^.  Ist  dagegen  das  zweite  Linienpaar  reell,  so  sind  umge- 
kehrt d\a\  reell  als  die  Durchschnittspunkte  desselben  mit  der  reellen 
Geraden  a\a\ä\]  dagegen  A^^A^  und  -^jg-l^j  conjugirt-imaginär,  und 
da  sie  bereits  einen  reellen  Punkt  A^  haben,  so  müssen  ihre  übrigen 
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Punkte   imaginär   sein^  .also   sind  a,   und  al   conjugirt-imaginär.    In 
beiden  Fällen  haben  wir  also  dasselbe  Ergebniss: 

Von  den  neun  Wendepurikten  einer  C^^^  sind  drei  in  gerader  Linie 
liegende  redl,  die  übrigen  sechs  paarweise  conjugirt-imaginär;  diese  sechs 
imaginären  WendepurJcte  liegen  zu  je  dreien  auf  zwei  imaginären  Ge- 
raden y  deren  Durchschnittspunkt  (Äqq)  allemal  reell  ist  Von  den  zwölf 
Wendepunktslinien  sind  vier  reell  und  acht  imaginär,  nämlich  reell:  die 
Gerade,  auf  tvdcher  die  drei  reellen  Wendepunkte  liegen  ^  und  die  drei 
Seiten  eines  der  vier  Wendepunktsdreiseite  {A^^^^z^t^)}  deren  jede  einen 
reellen  Uftd  zwei  conjugirt-imaginäre  Wendepunkte  enthält. 

Die  gemeinschaftlichen  Punkte  der  Curven  C^^^  und*  Ä^*^  in  wel- 
chen sich  dieselben  berühren,  führen  in  derselben  Weise,  wie  zu 
den  Wendepunkten  der  Curve  C^'^,  so  auch  zu  den  Bückkehrtangenten 
der  Curve  ^^^\  Wir  haben  oben  (Seite  509)  bewiesen,  dass  alle 
Strahlenpaare,  welche  einen  beliebigen  Punkt  o  der  Tripelcurve  mit 
Paaren  conjugirter  Punkte  P,  Q  verbinden,  ein  Strahlsystem  bilden, 
welches  dem  Punkte  (o)  zugehört.  Die  Asymptoten  dieses  Strahl- 
systems müssen  zwei  Tangenten  von  S^^>  sein,  welche  durch  o  gehen; 
die  dritte  wird  die  Verbindungslinie  des  Punktes  o  mit  seinem  conjugirten 
Punkte  sein;  diese  Verbindungslinie  und  die  Tangente  in  o  an  C^*^  werden 
ein  besonderes  Strahlenpaar  desselben  Strahlsystems  sein,  also  har- 
monisch getrennt  werden  durch  die  beiden  Asymptoten.  Die  Asym- 
ptoten des  Strahlsystems  wollen  wir  zwei  conjugirte  Tangenten  der 
Curve  ^(^)  nennen;  sie  besitzen  nämlich  die  Eigenschaft,  dass  ihre 
Berührungssehne  auch  eine  Tangente  von  Ä^*>  ist.  Sind  nämlich  F^Q' 
und  P"ö"  die  Paare  conjugirter  Punkte,  welche  auf  den  Asymptoten 
des  Strahlsystems  (o)  liegen,  so  werden  die  Schnittpunkte  (P'Qf'y  P^'QT) 
und  {F'P'\  Q'Q")  ebenfalls  conjugirte  Punkte  des  C^^^  sein,  und  ihre 
Verbindungslinie  geht  durch  die  beiden  vierten  harmonischen  Punkte 
auf  den  Strahlen  oP'Qf  und  oF''Q'']  da  diese  die  Berührungspunkte 
mit  ^(^)  sind,  so  ist  die  Berührungssehne  zweier  conjugirter  Tangenten 
von  Ä^^^  selbst  eine  Tangente  von  Ä^^\  Ebenso  wie  die  Punkte  der 
Curve  C^^^  sich  in  Paare  conjugirter  Punkte  ordnen,  deren  Tangenten 
sich  auf  (7^^)  selbst  schneiden,  ordnen  sich  auch  die  Tangenten  der 
Curve  Ä^^^  in  Paare  conjugirter  Tangenten,  dere^i  Berührungssehne 
selbst  eine  dritte  Tangente,  ist.  Wenn  nun  insbesondere  Pq  und  Q^  ein  "^ 
solches  Paar  conjugirter  Punkte  der  (7^^^  mit  dem  gemeinschaftlichen 
Tangentialpunkte  R^  sind,  dass  die  Tangente  in  Qq  durch  Pq  geht,  dann 
fällt  auch  Rq  nach  Pq,  und  Pq  ist  ein  Wendepunkt  der  C^^  und  die 
Tangente  in  ihm  eine  Wendetangente,  weil  sie  drei  zusammenfallende 
Punkte  der  Curve  enthält.     Wenn  andererseits  bei  zwei  conjugirten 
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Tangenten  der  ^^^^  die  Berührungssehne  mit  ^iner  derselben  zusammen- 
fällt, dann  ist  diese  eine  Rückkehrtangente  der  Äf^^>  und  ihr  Berüh- 
rungspunkt ein  ßückkehrpunkt;  weil  für  ihn  drei  Tangenten  der  Ä^'^ 
zusammenfallen.  Wenn  nun  Qq  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  der 
Curven  C^^^  und  Ä^^^  ist  und  wir  ziehen  in  demselben  die  Tangente 
an  ^^^\  in  welche  von  den  drei  im  Allgemeinen  aus  Q^  an  Ä^^^  zu 
legenden  Tangenten  zwei  hineinfallen^  so  giebt  es  nur  noch  eine  dritte 
Tangente  durch  Qq  an  Ä^^^;  diese  sei  I^;  sie  enthält  ein  Paar  conju- 
girter  Punkte  P'Q\  und  der  vierte  harmonische^  zu  Qq  zugeordnete  sei 
Vq,  ihr  Berührungspunkt  mit  Ä^^^.  Da  nun  Qq  auch  auf  C^^>  liegt;  so 
wird,  wenn  Pq  sein  conjugirter  Punkt  ist,  PqQo  ®^^®  Tangente  an 
Ä^*)  sein;  es  giebt  aber  nur  zwei  Tangenten  aus  Qq  an  Ä^®^,  die  eine 
ist  3;^;  sie  kann  Pq  nicht. enthalten,  denn  sonst  hätte  sie  vier  Punkte 
mit  C^^^  gemein,  was  unmöglich  ist.  Die  andere  ist  die  Tangente  in 
Qq  an  Ä^^^;  folglich  muss  diese  Pq  enthalten;  da  QqPq  die  Tangente 
an  Ä^*^  in  Qq  ist,  so  erhalten  wir  ihren  dritten  Schnittpunkt  mit  C^^\ 
indem  wir  den  vierten  harmonischen  Punkt  aufsuchen,  der  dem  Be- 
rührungspunkt zugeordnet  ist-  Da  letzterer  aber  nach  Qq  fällt,  so 
fällt  auch  der  vierte  harmonische  Punkt  in  Qq  hinein;  der  dritte  Schnitt- 
punkt von  PqQq  mit  C<^>  fällt  also  selbst  nach  Qq,  d.  h.  PqQq  berührt 
C<*^  in  Qq,  Die  Curven  C^^^  und  Ä^^  haben  also  in  Qq  dieselbe 
Tangente  QqPq,  wie  es  bereits  oben  gefunden  ist.  Da  aber  die 
Tangente  in  Qq  an  (7^^)  durch  Pq  geht,  so  ist  Pq  ein  Wendepunkt  der 
C^^\  Da  ferner  die  Tangente  in  Qq  an  C^^^  und  der  Strahl  QqPq  zu- 
sammenfallen, so  bilden  sie  eine  Asymptote  des  Strahlsystems,  wel- 
ches dem  Punkte  Qq  in  Bezug  auf  die  Curve  C^^^  zugehört;  die  andere 
Asymptote  ist  %q.  Diese  beiden  Asymptoten  sind  conjugirte  Tangenten 
der  fi(^>;  ihre  Berührungssehne  ist  QqTq,  d.  h.  %q  selbst,  folglich  ist 
%Q  eine  Rückkehrtangente  der  ^^^K  Wir  haben  also  folgendes  Re- 
sultat: 

Die  beiden  Curven  C^^^  und  S<^^  haben  in  ihren  gemeinschaftlichen 
Punkten  dieselben  Tangenten.  Eine  solche  Tangente  trifft  C^^^  nur  noch 
in  einem  dritten  Punkte,  welcher  ein  WendepurJct  der  (7^^>  ist,  und  es 
lässt  sich  aus  jenen  gemeinschaftlichen  Berührungspunkten  beider  Curven 
nur  noch  je  eine  dritte  Tangente  an  Ä^^>  legen,  welche  eine  Eückkehr- 
iangente  derselben  ist 

Wir  brechen  hier  die  allgemeine  Betrachtung  des  Eegelschnitt- 
netzes  ab,  da  eine  weitere  Ausführung  die  dem  Buche  gesteckten 
Grenzen  überschreiten  xmd  zu  einer  Theorie  der  Curven  dritten  Grades 
führen  würde,  hinsichtlich  deren  wir  auf  L,  Cremona's  Introduzione 
ad  una  teoria  geometrica  delle  curve   piane,   Bologna  1862  und  auf 
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die  neuerdings  publicirte  Schrift  von  H.  Durege:  Die  ebenen  Curven 
dritter  Ordnung^  Leipzig  1871,  verweisen,  wo  auch  die  den  Gegen- 
stand betreffende  Literatur  in  vollständigster  Weise  angeführt  ist. 
Wir  wollen  nur  noch  auf  einen  besonderen  Fall  des  Kegelschnittnetzes 
hinweisen,  welcher  zu  vielen  Beziehungen  zwischen  Kegelschnitten 
und,  noch  weiter  specialisirt,  zu  bekannten  Resultaten  aus  der  Kreis- 
theorie führt.  Wenn  nämlich  die  drei  zur  Bestimmung  des  Netzes 
erforderlichen  Kegelschnitte  ABC  die  besondere  Lage  haben,  dass 
'zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Punkte  ihnen  gemeinschaftlich  sind,  d.  h. 
wenn  eine  gemeinschaftliche  Secante  aller  drei  Kegelschnitte  existirt,  dann 
muss  die  Tripelcurve  zerfallen  in  diese  Gerade  und  einen  Kegelschnitt; 
denn  da  der  gemeinschaftlichen  Secante  dasselbe  Punktsystem  rück- 
sichtlich aller  drei  Kegelschnitte  zugehört,,  so  ist  jedes  Paar  conju- 
girter  Punkte  desselben  ein  Paar  conjugirter  Punkte  P,  Q  der  Tripel- 
curve; dieser  gehört  also  die  ganze  Gerade  an,  und  der  übrige  Theil 
kann  nur  noch  ein  Kegelschnitt  sein;  letzterer  geht  auch  durch  die 
beiden  gemeinschaftlichen  Punkte  der  drei  Kegelschnitte  ABC,  d.  h. 
hat  dasselbe  Punktsystem  auf  der  gemeinschaftlichen  Secante  von 
ABC  zu  seinem  zugehörigen,  weil  die  Asymptotenpunkte  desselben 
als  ein  besonderes  zusammenfallendes  Paar  conjugirter  Punkte  P,  Q 
der  Tripelcurve  anzusehen,  also  die  beiden  Doppelpunkte  derselben 
sind.  Jeder  dieser  Punkte  ist  zugleich  als  ein  Theil  der  Curve  dritter 
Hasse  Ä^*^  anzusehen,  welche  von  allen  Verbindungsstrahlen  PQ  um- 
hüllt wird.  Diese  Curve  zerföllt  daher  in  drei  Punkte;  der  dritte 
Punkt  ist  der  Schnittpunkt  derjenigen  drei  gemeinschaftlichen  Secan- 
ten  der  Kegelschnittpaare  B,  C;  C,  A]  A,  B,  welche  den  übrigen 
Theil  des  Linienpaares  im  Büschel  bilden,  zu  dem  die  eine  ge- 
meinschaftliche Secante  aller  drei  Kegelschnitte  ABC  gehört  (S.  239). 
Die  Verbindungslinien  aller  Paare  conjugirter  Punkte  PQ  auf  dem 
Kegelschnitt,  welcher  von  der  Tripelcurve  übrig  bleibt,  laufen  daher 
sämmtlich  durch  einen  Punkt.  Wir  können  also  folgenden  Satz  aus- 
sprechen : 

Wenn  drei  Kegelschnitte  ABC  eine  (reelle  oder  ideelle)  gem€inscliaß" 
liehe  Secante  s  haben  ^  so  haben  je  zwei  derselben  B  und  C,  C  und  A, 
A  und  B  nock  eine  gemeinschaftliche  Secante  tt'fj  den  übrigen  Theil 
des  lAnienpaares,  welclies  in  je  einem  der  drei  Büschel  {B,  C)  (C,  A) 
(A,  B)  vorkommt,  und  von  wetdiem  s  ein  Theil, ist.  Die  drei  Geraden 
tt't"  schneiden  sich  in  einem  Punkte  0.  Von  den  drei  gemeinschaftliehen 
Tripeln  der  drei  Büscliel  liegen  drei  Eckpunkte  auf  5,  die  sechs  übrigen 
auf  einem  Kegelschnitt  k^^\  welcher  die  EigenscJmft  besitzt y  dass  von 
jedem  Punkte   P  desselben  die  drei   Polaren   in  Bezug  auf  ABC  sich 
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ivicder  in  einem  Punkte  Q  dieses  Kegelschnitts  ffi(*>  treffen;  die  Ver- 
bindungslinie PQ  läuft  durch  den  festen  Punkt  0,  der  zugleich  der  Pol 
der  Geraden  s  in  ßemg  auf  den  Kegelschnitt  §t^^^  ist. 

Zu-  ganz  bekannten  Resultaten  werden  wir  gefuhrt  durch  weitere 
Specialisirung  der  allgemeinen  Betrachtung;  nehmen  wir  nämlich  ins- 
besondere fiir  die  drei  beliebig  zu  wählenden  Kegelschnitte  jlJBCdrei 
Kreise  an,  so  haben  dieselben  die  unendlich-entfernte  Gerade  zu  einer 
gemeinschaftlichen  (ideellen)  Secante  S]  der  Punkt  0  wird  der  Punkt 
der  gleichen  Potenzen  der  drei  Kreise  ABCy  der  Kegelschnitt  Ä^*)  der 
die  drei  angenommenen  Kreise  rechtwinklig  schneidende  Kreis  und  0 
sein  Mittelpunkt.  Das  Kegelschnittnetz  besteht  in  diesem  Falle  aus 
lauter  Kreisen,  was  mit  dem  oben  gefundenen  Resultat,  dass  in  dem 
allgemeinen  Kegelschnittnetz  nur  ein  Kreis  vorkommt,  in  keinem 
Widerspruch  steht. 

Die  Durchführung  der  polar -gegenüberstehenden  Betrachtung, 
welche,  gleichfalls  von  drei  beliebigen  Kegelschnitten  ABC  ausgehend, 
die  drei  Schaaren  (B,  C)  {C,  Ä)  {A,  £)  und  die  durch  sie  bestimmte 
Tripelcurve  dritter  Klasse  ins  Auge  fifisst,  darf  dem  Leser  überlassen 
bleiben,  da  sie  in  allen  wesentlichen  Punkten  der  in  diesem  Para- 
graphen durchgeführten  Untersuchung  nachgebildet  werden  kann. 
Diese  besondere  Betrachtung  ist  aber  überflüssig,  weil  sie  schon  von 
selbst  in  die  vorige  sich  hineinverwebt.  Die  dort  auftretende  Curve  S^'^ 
ist  selbst  Tripelstrahlencurve  für  ein  Kegelschnitt-Gewebe,  welches  mit 
dem  ursprünglichen  Kegelschnittnetze  in  nächstem  Zusammenhang  steht, 
so  dass  also  die  beiden  polar-gegenüberstehenden  Figuren  mit  einander 
vereinigt  auftreten.  Wir  müssen  aber  hinsichtlich  der  weiteren  Aus- 
führung dieser  Untersuchung  auf  die  schon  oben  angeführten  Ab- 
handlungen in  den  Mathematischen  Annalen  Bd.  V  und  VI  verweisen. 

Wenn  wir  die  Betrachtung  des  Kegelschnittnetzes,  welche  von 
drei  beliebig  in  der  Ebene  gegebenen  Kegelschnitten  ausging,  in  der 
Weise  fortführen,  dass  wir  vier  beliebige  Kegelschnitte  K^^^K^^Kl^^Kf\ 
die  nicht  demselben  Netze  angehören,  annehmen,  so  lässt  sich  auch 
dannnoch  nach  solchen  Punkten  P fragen,  deren  vier  Polaren  in  Bezug  auf 
Kf)Kf^Kf^Kf^  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  Q  schneiden? 
Construirt  man  die  Tripelcurve  Cfl^  für  das  durch  die  Kegelschnitte 
K^^)K^^)Ki^)  bestimmte  Netz  und  die  Tripelcurve  q»),  für  die  Kegel- 
schnitte K^^^K^^^K^^\  so  müssen  wegen  der  Eigenschaft  der  Tripel- 
curve die  gemeinschaftlichen  Punkte  der  Curve  Cf^^  ^^^  ^1*24  ^^® 
verlangte  Eigenschaft  besitzen.  Diese  beiden  Gurven  haben  aber  das 
gemeinschaftliche  Tripel  der  Kegelschnitte  K[^^  und  Ki^^^  gemein,  und 

diese  .  drei  Punkte  besitzen  offenbar  nicht  diese  Eigenschaft,  folglich 
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bleiben  im  Allgemeinen  nur  noch  sechs  Punkte  übrig,  die  der  gestell- 
ten Forderung  genügen.  Diese  zerfallen  oiBFenbar  ili  drei  Paare  con- 
jugirter  Punkte,  denn,  sobald  P  die  Beschaffenheit  hat,  dass  seine 
Polaren  in  Bezug  auf  K\^^K^^K^^^K[^^  sich  in  Q  treffen,  wird -auch  Q 
dieselbe  haben,  also  wenn  F  zu  jenen  sechs  Schnittpunkt-en  gehört, 
muss  auch  Q  dazu  gehören;  gehört  ferner  P^  dazu,  so  gehört  auch 
sein  conjugirter  Punkt  Q^  dazu;  sind  aber  diese  beiden  Paare  bekannt, 
so  erhalten  wir  durch  die  Verbindung  derselben: 

(PP, ,  QQ,)  ^  P,    und    (PQ, ,  QP,)  =  Q, 

ein  drittes  Paar,  welches  ebenfalls  zu  jenen  sechs  Durchschnittspunkten 
gehören  muss;  da  es  aber  nur  sechs  giebt,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Hat  man  irgend^  vier  Kegelschnitte  K\^K^^Kl^^K^^\  die  nicht  dem- 
selben Netze  angehören,  und  construirt  mje  dreien  derselben  die  mgehörigcn 
Tripelcurven  G^^2z^?h^?L^?Ly  ^  laufen  diese  vier  Curven  dritten 
Grades  durch  dieselben  seclis  Punkte,  welche  zu  je  dreien  auf  met*  geraden 
Linien  liegen  und  die  sechs  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits  bilden, 
dessen  drei  Paar  Gegenecken  gleichzeitig  drei  Paare  conjugirter  Punkte  in 
Bej^ug  auf  alle  vier  gegebenen  Kegelschnitte  sind. 

Die  sechs  Durchschnittspunkte  dieser  vier  Tripelcurven  oder  das 
vollständige  Vierseit,  als  dessen  drei  Paar  Gegenecken  dieselben  auf- 
treten, lassen  sich  sehr  einfach  vermittelst  der  gegebenen  vier  Kegel- 
schnitte K!^^Kf^K^^^K^^^  construiren,  wenn  man  die  oben  bewiesene 
Eigenschaft  der  Tripelcurve  zu  Hülfe  nimmt  (Seite  512),  wonach  die 
acht  Seiten  zweier  der  Tripelcurve  einbeschriebenen  vollständigen 
Vierseite,  für  welche  jedes  Paar  Gegenecken  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  der  Tripelcurve  ist,  allemal  einen  und  denselben  Kegelschnitt 
berühren*).  Durch  die  drei  Kegelschnitte  K^^^K^^^Kf^  werde  die 
Tripelcurve  C^,^,  und  durch  die  drei  Kegelschnitte  K^^^K^^^Kf^  die 
Tripelcurve  C[^l^  bestimmt.  Die  beiden  Tripelcurven  haben  offenbar 
als  gemeinschaftliche  Punkte  das  gemeinsame  Tripel  der  beiden  Kegel- 
schnitte K[^^  und  K^\  welches  wir  DDiDj  bezeichnen  wollen;  die 
übrigen  sechs  gemeinschaftlichen  Punkte  bilden  als  drei  Paar  Gegen- 
ecken das  gesuchte  Vierseit  und  liegen,  wenn  wir  sie  mit  PQ,  P^Qi 
PiQi  bezeichnen,  derart,  dass 

iPP„  QQ,)  ==  P,    W    {PQ,  ,QP,)'^  V, 
wird.     Bezeichnen  wir  die  zu  den  Punkten  des  Tripels  OO^Oj  cou- 


*)  VergL  Sieheck:  De  triangnlO)  cujus  latera  continent  polos  respectu  quatuor 
Bectionum  coniearum  conjugatos,  Annali  dr  Matematica  da  F,  Briosdhi  e  L.  Cremona. 
Ser.  n,  Tom.  II.  p.  66. 
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jugirten  Punkte  der  Tripelcurve  C^^^^  durch  ^^i^s  und  die  der  Tripel- 
curve  (7pj\  durch  ^ß'^ßj^ßj,  so  liegen  bekanntlich  sowohl  ^^1^2,  als 
auch  ?ß'^'i$2  auf  je  einer  Geraden.  Nach  dem  oben  angezogenen 
Satze  müssen  nun  sowohl  die  acht  Seiten  der  beiden  Yierseite, 
deren  Gegenecken  P^Pjöi-PjÖ»  iind  ^ßO^ßiDi^ßjOi  sind,  als  auch 
die  acht  Seiten  der  beiden  Vierseite,  deren  Gegenecken  PQP1Q1P2Q3 
und  ^'C^'^Di^^Oj  ^i^^,  J6  einen  Kegelschnitt  berühren.  Es  leuchtet 
aber  ein,  dass  diese  beiden  Kegelschnitte  identisch  sind,  denn  beide  be- 
rühren die  Seiten  der  beiden  Dreiecke  QQiQ^  und  ODiO,;  wodurch 
jeder  Kegelschnitt  schon  mehr  als  bestimmt  ist.  Nennen  wir  diesen 
Kegelschnitt  ^^'V  ^^  können  wir  ihn  dadurch  ermittelt  denken,  dass 
wir  die  Seiten  des  gemeinsamen  Tripels  der  beiden  Kegelschnitte  K[^^ 
und  K^^^  und  ausserdem  die  beiden  Geraden,  in  welchen  $^1$^  ^^d 
^'^1^2  liegen,  als  fünf  Tangenten  zur  Bestimmung  von  Ä^^^  auf- 
fassen. 

Gehen  wir  in  gleicher  Weise  von  den  beiden  Kegelschnitten  K^^^ 
und  K^  aus,  ermitteln  das  gemeinschaftliche  Tripel  derselben  und 
die  beiden  Geraden,  welche  die  conjugirten  Punkte  dieses  Tripels  auf 
den  beiden  Tripelcurven  C\^^^  und  Cf^^  enthalten,  so  bestimmen  diese 
fünf  Geraden' als  Tangenten  einen  neuen  Kegelschnitt  ^p>.  Die  beiden 
gefundenen  Kegelschnitte  S^^  und  Äp>  haben  im  Allgemeinen  vier 
gemeinschaftliche  Tangenten,  welche  ein  vollständiges  Vierseit  bilden, 
und  die  drei  Paar  Gegenecken  desselben  sind  die  gesuchten  sechs, 
gemeinschaftlichen  Punkte  aller  vier  Tripelcurven. 

Aus  der  bekannten  Eigenschaft  des  einer  Tripelcurve  einbeschrie- 
benen vollständigen  Yierseits,  dessen  drei  Paar  Gegenecken  Paare  con- 
jugirter  Punkte  der  Tripelcurve  sind,  ergiebt  sich  nunmehr  folgende 
Construction  der  gesuchten  sechs  Durchschnittspunkte: 

Man  ermittele  das  gemeinschaßliche  Tripel  der  beiden  Kegelschnitte 
K^^^  und  Ä'J^>;  die  Polaren  der  Ecken  dieses  Dreiecks  in  Bezug  auf  den 
dritten  KegeUchnitt  Kf^  treffen  die  Gegenseiten  desselben  in  drei  Punkten 
einer  Geraden  S;  die  Polaren  der  Ecken  dessdben  Dreiecks  in  Bezug  auf 
den  vierten  Kegelschnitt  JTf  >  treffen  die  Gegenseiten  desselben  in  drei 
Punkten  einer  Geraden  2'.  Man  beschreibe  einen  Kegelschnitt  Ä^^\  tvel- 
eher  die  Seiten  des  ersten  Tripeldreiecks  und  die  beiden  Geraden  fi  und 
S'  berührt,  wodurch  dieser  gerade  bestimmt  wird.  In  gleicher  Weise  er- 
mittele man  zweitens  das  gemeinschaßliche  Tripel  der  beiden  Kegelschnitte 
K[^  und  Kf^;  die  Polaren  der  Ecken  desselben  in  Bezug  auf  K!p  treffen 
die  Gegenseiten  in  drei  Punkten  einer  Geraden  ^^;  die  Polaren  der  Ecken 
in  Bezug  auf  JTf  ^  treffen  die  Gegenseiten  in  drei  Punkten  einer  Geraden 
Sj.    Man  beschrmbe  einen  Kegelschnitt  Ä[^,  wddier  die  Seiten  dieses 
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zweiten  Tripeldreiccks  und  die  beiden  Geraden  Sj  und  2\  berührt,  wo- 
durch dieser  ebenfalls  vollständig  bestimmt  ist.  Die  beiden  Kegelschnitte 
Ä^*>  und  Äp>  haben  im  Allgemeinen  vier  gemeinschaftliche  Tangenten,  die 
ein  vollständiges  Vierseit  bilden.  Die  drei  Pcuir  Gegenecken  sind  die  ge- 
stechten sechs  Durchschnittstpunkte  JPQPiQxPiQ2    der   vier   Tripdcurvcn 

CfO)    (7(3)    (7(3)    (7(3) 
^123  ^^124  ^134^234* 

Durch  andere  Combination  der  gegebenen  vier  Kegelschnitte  kann 
man  anstatt  Ä<*>  und  ^f^  andere  Kegelschnitte  erhalten;  für  alle 
möglichen  sechs  Verbindungen  erhält  man  im  Ganzen  sechs  solche 
Kegelschnitte  y  welche  nothwendig  einer  und  derselben  Schaar  von  vier 
gemeinschaftlichen  Tangenten  angehören.  Zu  dieser  Schaar  gelangt 
man  von  allgemeinerem  Gesichtspunkte  aus  folgendermassen : 

Wenn  man  ein  Kegelschnittnetz  hat  und  auf  der  durch  dasselbe 
hervorgerufenen  Tripelcurve  irgend  ein  Tripel  QQiQ^  nimmt,  so  liegen 
die  drei  conjugirten  Punkte  PP^P^  bekanntlich  auf  einer  Geraden,  und 
man  kann  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  herstellen,  welche  diese 
Gerade  und  die  Seiten  des  ersten  Tripels  berührt.  Solcher  Kegel- 
schnittschaaren  enthält  man  unendlich-viele,  wenn  man  das  erste 
Tripel  QQiQ^  auf  der  Tripelcurve  verändert;  alle  Kegelschnitte  dieser 
sämmtlichen  Schaaren  bilden  ein  KegelscJinitt-Gewebe,  ein  Gebilde  von 
gleicher  Mächtigkeit  mit  dem  Kegelschnittnetz  und  nach  dem  Princip 
der  Polarität  aus  diesem  hervorgegangen.  Irgend  zwei  Schaaren  des 
Gewebes  haben  allemal  einen  Kegelschnitt  gemeinschaftlich,  und  das  Gewebe 
ist  daher  durch  drei  seiner  Kegelschnitte,  welche  nicht  derselben 
Schaar  angehören,  vollständig  bestimmt,  indem  man  aus  der  Verbin- 
dung je  zweier  immer  neue  Schaaren  des  Gewebes  bildet.  Alle  Kegel- 
schnitte des  Gewebes,  welche  in  Punktpaare  zerfallen,  liefern  als  Ver- 
bindungslinien derselben  diejenigen  Geraden,  welche  die  Curve  Ä^'^ 
umhüllen,  und  die  Punktpaare  selbst  erfüllen  die  Tripelcurve  C^^\  Das 
Kegelschnitt-Gewebe  steht  daher  mit  dem  zu  ihm  gehörigen  Kegel- 
schnittnetz in  innigstem  Zusammenhange,  und  die  Kegelschnitte  des 
Gewebes  können  aus  denen  des  Netzes,  wie  auch  umgekehrt,  unmittel- 
bar abgeleitet  werden. 

Gehen  wir  nun  von  vier  Kegelschnitten  aus,  so  bestimmen  die- 
selben zu  je  dreien  verbunden  vier  Kegelschnittnetze,  zu  deren  jedem 
ein  bestimmtes  Gewebe  gehört.  Diese  vier  Gewebe  haben  eine  Kegel- 
schnittschaar  gemeinschaftlich,  welche  mit  der  oben  ermittelten  zusammen- 
fällt. Wir  können  aber  noch  unendlich-viele  andere  Kegelschnitt- 
Netze  und  zugehörige  Gewebe  bilden,  indem  wir  aus  jenen  ersten 
vier  Netzen  irgend  drei  Kegelschnitte  herausnehmen,  welche  nicht 
demselben  Netze  angehören,  und   sie  zur  Bildung  eines  neuen  Netzes 


